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CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES NON NORMABLES

par Michel SIMONNET

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOME TRIE DIFFERENTIELLE

Vol. XIII - 4

INTRODUCTION

Cet article propose une notion d’application n -continûment-diffé-

rentiable (ou C n ) qui généralise la notion traditionnelle et permet de

retrouver, entre autres, les principaux résultats de 111 et de [2 ] ( textes

que le lecteur est déjà sensé connaître),

Les éléments nécessaires à la compréhension de la suite sont

exposés dans les chapitres 1,2,3, et on peut aborder alors les chapitres
plus importants.

Le chapitre 4 contient le théorème de corrélation. On montre aussi

que, si F est un espace affine localement-convexe séparé, si E est un

espace affine quasi-topologique et si X est un ouvert de E , alors l’espace
C n ( F, X ) des applications C n de X dans F (défini au chapitre 3)

est complet pourvu que F le soit aussi. On en déduit comme principale
conséquence le théorème 3.

Tous les résultats mentionnés ci-dessus pourraient se révéler

utiles même dans la théorie traditionnelle de la différentiabilité entre

espaces normés. Le critère pour qu’un filtre sur C n ( F, X) converge dans

C n (F, X) (théorème 3) est de plus grande portée notamment que les

critères habituels. Il ne fait intervenir que des conditions de convergence

locale.

Dans le chapitre 5 on prouve que, si G, F, E sont des espaçes

affines admissibles, si F est équable, et si X est un ouvert de E , alors

l’application «composition » de C k+P (G,F)XCk(F,X) dans Ck (G, X)
est Cp . Il en résulte qu’on peut plonger la catégorie des applications C 00

entre espaces normés dans une catégorie cartésienne fermée.
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Le chapitre 6 a pour objet de démontrer que le théorème de Fro-

benius demeure entièrement exact si (dans l’énoncé du théorème tel qu’il

figure dans «Fondements de l’Analyse moderne» de J. Dieudonné) on rem-

place l’hypothèse: « E et F sont des espaces de Banach » par « E est un

espace localement-convexe séparé et F est un espace de Banach » 

Dans le chapitre 7 on étudie les espaces pseudo-topologiques
( di ts de Choquet ). On démontre que tous les espaces construits dans le

corps du texte sont de Choquet pourvu que les espaces E , F .. qu’on uti-

lise initialement soient de Choquet.

On aborde au chapitre 8 les démonstrations du théorème des fonc-

tions implicites et du théorème de Frobenius. Les problèmes soulevés

sont plus généraux que ceux étudiés au chapitre 6.

L’auteur est très obligé envers Madame Andrée Bastiani sans

laquelle il n’aurait pas été initié à la recherche mathématique.
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GENERALITES

Nous empruntons la terminologie à [1] et [2]. Rappelons en

particulier les définitions d’espace vectoriel quasi-topologique, d’espace
vectoriel quasi-localement-convexe et d’espace vectoriel admissible.

D E F IN IT IO N . Soit ( E , 7T ) un espace quasi-topologique (ou « Limesraum »

de Kowalsky, voir [2] page 6). On écrira N Tx ( ou (f 17 X ) pour dire

que 8 converge vers x dans (E, TT), donc appartient à 7T (x). On écrira

aus s i E au lieu de ( E, 7T).

Soient (E, 7T) un espace quasi-topologique et U un sous-ensemble
de E. Supposons que U appartienne à tout filtre Q qui converge vers

un point de U ; nous dirons alors que U est un ouvert de (E, TT). Nous

désignerons par T(TT) l’ensemble des ouverts de ( E, 7T), qui est une

topologie dite associée à la pseudo-topologie déduite de 7T.

D E F IN IT IO N . Soit (E,TTE) un espace vectoriel quasi-topologique (voir
[1] page 77 et [2] page 12 ). Nous désignerons par T(TT E) la topo-

logie localement-convexe telle qu’un système fondamental de voisinages
de 0 pour -r(-uE ) soit formé des ensembles convexes symétriques ab-

sorbants qui appartiennent à tout filtre convergeant vers 0 dans (E, TTE).
On dira que ( E, 7T E ) est un espace vectoriel quasi-localement-convexe
si et seulement si T(TT E) est séparée. On désignera souvent par E°

l’espace localement-convexe ( E , T(TTE)).

DEFINITION. Soit (E,TTE) un espace vectoriel quasi-topologique. Si

A est une partie de E , on désignera par A° son enveloppe convexe et

par A son adhérence dans E° . Si d est un filtre sur E , on désignera

par d° et G les filtres sur E engendrés par les ensembles A° et A ,

où A appartient à d. On dira que (E,TTE) est un espace vectoriel ad-

missible si et seulement si ( E, 7TE est un espace quasi-localement-con-
vexe et si R v E ( ce qui signifie LI converge vers 0 dans E ) entraîne

tt° 1 E et Q l E .

D E F IN IT IO N. On appelle espace affine quasi-localement-convexe ( en

abrégé e qlc ), respectivement espace admissibl e, tout espace affine quasi-
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topologique (voir [1 ]) dont l’espace vectoriel quasi-topologique as-

socié est un espace vectoriel quasi-localement-convexe, respectivement
un espace vectoriel admissible.

Si X’ et X sont deux espaces quasi-topologiques, on désignera
par Ck,(X’, X) l’ espace des applications continues de X dans X’ , muni

de la quasi-topologie de la convergence locale: 9: converge vers f dans

Ck (X’,X) ssi le filtre 5:(Î engendré par les F (A) = U E F g(A), où
F ebi et A E Q (notations de [1]) converge vers f (x) dans X’ lorsque
et converge vers x dans X. Si X’ est un eqlc (respectivement un es-

pace admissible), Ck(X’, X) est aussi un eqlc (respectivement un es-

pace admissible ), comme le prouve une démonstration analogue à celle

donnée dans [2] pages 87-89.
Soit ( G’ , 7T) un groupe quasi-topologique; ceci signifie que G’

est un groupe, que la loi de composition de G’ est continue de 77 x -u

vers 7T et que l’application « inverse » dans G’ est continue de -U vers

7T. On dira que F, filtre sur G , est un filtre de Cauchy pour la structure

quasi-uniforme droite (resp. gauche) de (G’, TT) ssi F.F 77e (resp.
F-1. f TT e ), où e désigne l’unité de G’ .

La terminologie ci-dessus provient du fait que G’ est canonique-
ment muni de deux structures quasi-uniformes (au sens de [3] ) dites

droite et gauche. On dira que la structure quasi-uniforme droite (resp.

gauche ) de ( G’ , 7T) est complète ssi tout filtre de Cauchy converge pour
cette structure.

PROPOSITION 1. Soit ( C’’ , T’) un groupe topologique séparé et (X, TT)

un espace quasi-topologique. Si la structure uniforme droite (resp. gau-

che ) de ( C’’ , T’) est complète, alors il en est de même pour la structure

quasi-uni forme droite (resp, gauche) du groupe quasi-topologique cano-

nique Ck(C’, X) ( si f et g sont deux éléments de C( C’, X), leur

composé g , f dans C(C, X) est évidemment l’application de X dans

C’ définie par x -&#x3E; g(x). f (x) ).

A. Contentons-nous de le prouver pour la structure quasi-uniforme droite.

a) Soit ? un filtre sur C=C(C’, X) tel que f.f-1 ke ( e unité de

. Démontrons que, si tt7Tx , aiors bftt converge dans C’ .



416

Soit U’ un voisinage de e’ , unité de C’’ , dans T’. Il existe un voisinage
U" de e’ dans T’ tel que U" = U"-1 et que U"4 = U". U". U". U" soit

inclus dans U’ . Comme (f.f 1) D converge vers e’ dans T’ , il existe

O appartenant à f et V appartenant à (Ï tels que (0. O-1) V soit inclus

dans U" . Soit h un quelconque élément de O; comme h appartient à C,
il existe W dans Q tel que h (W) soit inclus dans U". h ( x ) . Si U est

l’élément VnW de S, alors (O.O-1) U est inclus dans U" tandis que

h ( U ) l’est dans U" . h ( x ) . Montrons que O (U). O (U) 
-1 

est inclus dans

U’ , d’où l’on déduira que U’ appartient à fQ. (fQ)-1 . Soient f", f ’

appartenant à O et x" , x’ appartenant à U . Compte tenu de

soit de

on voit que f" (x" ). f’ (x’) -1 appartient à U". (U" . U"-1 ). U" donc à

U" . Ce qui précède montre que fQ. (fQ)-1 
1 

converge vers e’ dans TB

Vu les hypothèses J"8 converge dans T’ . Notons y (î sa limite.

b ) Notons f (x) la limite du filtre j= x 8 ( notations de r 1 ), et mon-

trons que si Q II x, alors y Q= f(x).
Soit U’ un voisinage de e’ dans T’ et U" un voisinage de e’ dans T’

tels que U" = U" -1 et que U" . U" . U" soit inclus dans U’ . Comme f Q

converge vers y Éf dans T’ , il existe et 1 appartenant à Cj et V appar-

tenant à Q tels que O1 (V) soit inclus dans U". y (t. Comme par ail-
leurs j= x 8 converge vers f (x) dans T’ , il existe O2 appartenant à

tel que O2 ({x}) soit inclus dans U". f (x). Posons O=O1 n O2. Alors
O est un élément de ? tel que O (V) soit inclus dans U". yQ et

O ((x}) dans U". f (x). Soit h un quelconque élément de c:p. Puisque
h Q converge vers h ( x ) dans T’ , il existe W dans tel que h ( W ) soit

inclus dans U". h (x) . Si U = V n W, étant donné que O (U) est inclus
dans U". y Q, on voit que h (U) est inclus dans U". y Q. Par ailleurs

h (U) est inclus dans U" . h (x) donc dans U". U" . f (x).
Soit x’ un élément de U . Puisque h ( x’ ) appartient à U". y Q,
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l’élément h (x’). y Q-1 appartient à U" , ainsi que y Q. h (x’)-1 son

inverse. Par ailleurs h (x’). f (x)-1 appartient à U". U" vu que h(x’)

appartient à U" . U" . f ( x ) . On en déduit que y Q. f(x) 
-l 

est un élément

de U" . U" . U" donc de U’ .

Il résulte de ce qui précède que y Q . f (x) -1 = e’ , soit y q = f (x).
c) Soit f l’ application de X dans C’ définie par x -&#x3E; f (x). Démon-

trons que f est un élément de C . Autrement dit prouvons que, si (1 7T x ,
alors f Q converge vers f (x) dans T’ .

Soit U’ un voisinage de e’ dans T’ et U" un voisinage de e’

dans T’ tel 1 que U" . U" soit inclus dans ll’ et que U" = U" yl . Comme
fQ converge vers f (x) dans T’ , il existe 01 dans 5: et U dans Cf

tels que O1 ( U ) soit inclus dans U" . f ( x ) . Soit alors x’ un quelconque
élément de il. Comme j= x’ 8 converge vers f (x’) dans T’ , il existe

O2 dans ? tel que O2 {x’}) soit inclus dans U". f(x’). Si O = O1 n O2
alors O(U) est inclus dans U" . f (x) tandis que O({x’}) est inclus

dans U" . f ( x’ j . Soit alors h un quelconque élément de 0 . On voit que
h ( x’ ) appartient d’une part à U", f( x) et d’autre part à U". f (x’) , en

sorte que h(x’). f(x)-1 et (h(x’). f(x’).f(x’)-1 = f(x’). h(x’)-1 appar-

tiennent à U"= U"-1. On en déduit que f (x’). f (x) -1 appartient à U". U"

donc à U’ , c’est-à-dire que f ( x’ ) appartient à U’, f( x), Ce qui précède
montre que f (U) est inclus dans U’. f (x).

Il est alors évident que /8 converge vers f (x) dans T’ .

d) On voit que if converge vers f dans C . V

REMARQUE. La proposition précédente est en grande partie démontrée

dans [1] .

Soient E et F deux espaces vectoriels quasi-topologiques. On

notera L,B( F, E) l’espace vectoriel quasi-topologique des applications
linéaires continues de E dans F muni de la quasi-topologie de la con-

vergence locale. On définit par récurrence l’espace vectoriel quasi-topo-

logique L (n)(F, E) en posant
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On notera L n ( F, E ) l’espace vectoriel quasi-topologique - isomorphe
à L k(n) ( F , E ) - des applications n-linéaires continues de E dans F

muni de la quasi-topologie de la convergence locale.

On notera L ( F, E ) l’espace vectoriel quasi-topologique des applications
linéaires continues de E dans F muni de la quasi-topologie définie page
67 de [2]. Rappelons que f l L (F, E) ssi fB l F lorsque S est un

filtre sur E tel que WB l E, m désignant le filtre des voisinages de 0

dans R . On définit par récurrence l’espace vectoriel quasi-topologique
L(n)(F,E),

Une application n-linéaire u de E n dans F est dite équable ssi

U(Q1x ... XQn) converge vers 0 dans F lorsque WQi converge vers

0 dans E pour tout i et que l’un au moins des et i converge vers 0. On

notera Ln( F, E ) l’espace vectoriel quasi-topologique (en général non

isomorphe à L (n ( F, E) ) des applications n-linéaires équables de E
dans F muni de la quasi-topologie définie page 67 de [2]. Rappelons
que f l Ln (F, E) ssi f(B1X...xBn) l F lorsque 93j i est un filtre sur

E tel que WBi l E pour tout i .

Si F est quasi-localement-convexe (resp. admissible), il en est

de même des espaces introduits ci-dessus.

T H E O R E M E 1. Soient F un espace vectoriel topologique séparé complet et

E un espace vectoriel quasi-topologique. Alors L (F, E) est complet.

A. Soit un filtre sur L (F, E) tel que ?-? converge vers 0 dan s

L ( F, E) . Comme est un filtre de Cauchy sur L k(F, E) complet, il

existe un élément f de L ( F , E ) tel que l -f l Lk(F, E). Prouvons que
f- f l L(F, E), ou encore prouvons que (f- f) B l F quel que soit S 
filtre quasi-borné de E ( c’ est-à-dire tel que WB converge vers 0 dans

E ). Soient V un voisinage de 0 dans F et V’ un voisinage symétrique de
0 dans F tels que V’ + V’ soit inclus dans V. Vu que (f- f) B l F , il

existe des éléments O de ? et B de B tels que (c:p - c:p) B soit inclus

dans V’ . Soit b un élément de B . Comme (f - f) b l F , il existe un élé-

ment O de 3 tel que (O- f) b soit inclus dans V’ . Si g est un élément

de O, alors (g - f) b appartient à V . En effet, il existe h dans qbflÙ et
(g- f)b=(g-h)b+(h- f)b. On voit donc que (c:p - f ) B est inclus dans V.



419

On en déduit immédiatement le théorème cherché. V

On démontre par récurrence que L(n ) ( F, E ) est complet pour tout

entier n . Comme Ln ( F , E ) est isomorphe à un sous-espace fermé de

L(n) (F, F ) , il est aussi complet.

Soit f une application d’un , ouvert X de l’eqlc E vers l’eqlc F et

soit x un point de X . Nous dirons que f est dérivable en x dans la direc-

tion d’un vecteur v de E et admet Df (x). v pour dérivée en x dans la

direction de v si et seulement si l’application de {teR l x + t V E X}
dans F définie par:

est continue en 0 . Nous dirons que f est continûment-dérivable en x si

elle est dérivable en x dans toutes les directions et si l’application

D f ( x ) de E dans F définie par v - D f ( x). v, dite dérivée ou diffé-

rentielle de f en x , est linéaire continue.

Le « théorème fondamental » de [2] demeure vrai en remplaçant le

le mot différentiable par le mot continûment-dérivable. On en déduit

le corollaire suivant qui sera constamment utilisé par la suite:

COROLLAIRE. Soit O une application d’un ouvert X de l’eqlc E vers

l’eqlc F . Supposons O continûment-dérivable en tout point d’un segment
S inclus dans X . joignant x et x + h . Supposons aussi que u soit un

él ément de L (F, E) tel que D O (x + th).h - u (h) appartienne à un cer-

tain ensembl e B convexe fermé dans E’ (E, T (7TE)) pour tout élément
t de [0, 1 ]. Alors O(x+h)-O(x)-u(h) appartient à B.

A. On commence par noter que la restriction de O à S est continue de S

vers F , ce qu’on voit à l’aide de la proposition 1.1 de [1] (page 27 ). On
imite alors la démonstration de la section 5-3-1 de [2]. V

Il est maintenant évident que les resultats 5-3-4 à 5-3-6 de [2]
demeurent vrais si nous y remplaçons le mot différentiable par continû-

ment-dérivable. Notons d’ailleurs que, si Q est un filtre sur un espace

vectoriel quasi-topologique (E, TTE), nous désignerons par (10 - le filtre

engendré par les enveloppes convexes fermées dans T (TTE) des éléments
de (f ( ce qui n’est pas le cas pour Frôlicher-Bucher ) .
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1. APPLICATIONS B -DI FFERENTIABLES

DEFINITION 1. Soit r une application d’un voisinage ouvert X de 0 dans

l’eqlc vectoriel E vers l’eqlc vectoriel F . On dit que r est tangente à 0

en 0 ssi r (0) = 0 et si (0r (W,U) l F lorsque 0 converge vers un élément
de E , étant entendu que Or désigne l’application de X = (t,v) E R x E 
t v E X } dans F définie par

DEFINITION 2. Soit f une application de l’ouvert X de l’eqlc E dans

l’eqlc F, et soit x un élément de X . On dit que f est différentiable en x

ssi il existe un élément D f ( x ) de L ( F , E ) tel que l’application R f ( x )
de X - x dans F définie par h -&#x3E; f ( x + h ) - f ( x ) - D f ( x ) . h soit tangente

à 0 en 0.

DEFINITION 3. On dira que f est B-différentiable sur X ssi f est dif-

férentiable en tout point de X et si l’application D f : x -&#x3E; D f ( x ) de X

dans L ( F, E ) est continue vers L k( F, E ) . Par itération on obtient la

notion d’application n fois B-différentiable.

Si f est une application d’un ouvert X de l’ eqlc E dans l’eqlc F ,

continûment dérivable en tout point x de X , de différentielle D f ( x ) en

x , nous désignerons par A f l’application de X = {( x, t, v) E X R x E l 
x+ tvE X } vers F définie par:

PROPOSITION 2. Supposons que E et F soient admissibles. Si f est

continûment--dérivable en tout point x de X , de dérivée D f ( x ) en x, et

si l’application D f de X dans L ( F, E ) dé finie par x -&#x3E; D f ( x ) est con-

tinue de X vers LB(F, E) , alors 0 f est continue de X vers F; en

d’autres termes f est différentiable sur X au sens de [1] page 39. On

généralise ainsi le théorème prouvé page 43 de [1],
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6 .a) Démontrons d’abord que f est continue de X vers F , autrement dit

prouvons que, si x 0 + a converge vers x0 dans E , alors f ( x 0 + (t / x )
converge vers f ( x 0 ) dans F . Soit qb un ensemble convexe appartenant à

(10, inclus dans X - x 0 D’après la proposition 5-3-1 de [2], l’ensem-
ble f(x0+O)-f(x0) est inclus dans l’enveloppe convexe fermée de

Df(x0+O), O, soit [Df (x0 + O).O]°-, car l’application de X - x0 dans

F définie par h -&#x3E;f (x0+b)-f(x0) est continûment-dérivable et admet

Df(x0+h) pour dérivée en h . Comme f(x0+a/X)-f(x0) contient

f(x0+ (f0/X)- f(x0)’ il contient aussi le filtre [Df(x0+a°).a°]°-
d’après ce qui précède. On en déduit qu’il converge vers 0 dans F .

b ) Soit û un filtre convergeant dans E vers un point x 0 de X et 0

un filtre convergeant dans E vers un vecteur v 0 . Prouvons que le filtre

A f (a, W, U) converge vers 0 dans F. Pour tout x appartenant à X

désignons par Rf ( x ) l’application déjà considérée précédemment, de
X - x dans F , définie par:

Soient O appartenant à a, W élément équilibré de ru, et V appartenant

à U, tels que O et O +WV soient inclus dans X . Pour tous x, t et v

appartenant à O, W et V respectivement, [DR f ( x )](dh).h appartient
à t B si h = tv , ceci quel que soit 8 élément de I - [0,1]. Il est en-

tendu que

On en déduit que A f(x, t, )=1/t [Rf(x)(tv)-Rf(x)(0)] appartient
à B, à l’aide de la proposition 5-3-1 de [2] D’après ce qui précède
A f (O, W, V ) est inclus dans B , donc dans

Ceci montre que A f ( d, ru, U) contient
donc converge vers 0 dans F .

c ) Soit Q un filtre convergeant dans E vers un point x 0’ et U un

filtre convergeant dans E vers un vecteur v0, et soit t0 #0 un nombre

réel tel que x 0 + t0 v 0 appartienne à X. Prouvons que A f a, t0 + W, U)
converge vers l’élément A f( x 0, t0, v0 ) dans F-&#x3E;. Le filtre a x (t 0 + W) x U
induit un filtre sur X*= {(x, t, v ) EX’l t#0}. En effet, il existe 0 ap-
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partenant à a, un élément t0 + W de t0 + W ne contenant pas 0 , et V

appartenant à 0, tels que O+t0 + W)V soit inclus dans X; on voit

facilement que Ox ( t0 + W) XV est inclus dans X * . Comme Af/X* est
continue vers converge dans F vers

Il en est donc de même de

Nous désignerons par 6 n la catégorie des applications n fois

B-différentiables entre ouverts d’espaces admissibles, associée à un

univers donné.

PROPOSITION 3. Soit ((E’, TTE", U’), f, (E, 7TE’ U)) un élément de An.

Si (F’, TT F’) et ( F, TT F ) sont des sous-espaces quasi-localement-con-
vexes de ( E’, TT E,) et (E, 7TE ) tels que f ( U n F ) soit inclus dans

U’nF’, et si F’ est fermé dans ( E’, TT E’)’ alors (( F’, 7TF" unF),

f’, ( F, TT F U n F ) ) est un él ément de 6 n, où f’ est la restriction de f
à (U’ n F’, unF).

6 .a ) Prouvons d’ abord la proposition lorsque n = 1 .

Soient x un point de UnF et v un vecteur de F -&#x3E; Désignons par

A f ( x , v ) l’ application t -.6 f ( x , t , v ) de U(x, v) = { t E R l x + t v E U}
dans E’ . C’est une application de U (x, V) vers E’ continue en 0 . On en

déduit que D f ( x ) . v est la limite de f( x + t v) - f( x) / t lorsque t tend

vers 0 dans U (x, v) / f {0} , donc appartient à F’ . D’après ce qui pré-
cède, D f ( x ) applique F dans F’ quel que soit le point x de U n F

On en déduit immédiatement que (( F’ , TT F" U’nF’ ), f’ , ( F, TTF’ UnF ))
appartient au.

b ) Prouvons maintenant la proposition lorsque n &#x3E; 1.

Quel que soit pn, désignons par GP le sous-espace vectoriel
quasi-topologique de Lpk (E’, E ) des applications p-linéaires continues
de E vers E’ qui envoient pP dans F’ . Alors GP est fermé dans

Lp (E’, E) . Démontrons par récurrence que Dpf applique UnF dans
G p pour tout p  n. Soit donc p  n, et supposons que D i’ f envoie UnF
dans GP. On sait que (Lpk (E’,E ), DP f,(E, TT E , U) ) appartient à A1 .
La partie a) montre que D ( D p f ) ( x ) applique F dans G P pour tout élé-

ment x de UnF , en sorte que Dp + 1f ( x ) envoie F p + 1 dans F’. On
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en déduit que D p + 1f applique UnF dans Gp + 1. Quel que soit p  n ,

désignons par 8p l’application canonique de G p dans LPk (F’,F). On
démontre facilement que ((F’,TT F" U’nF’ ), f’,(F,TTF’ UnF )) ap-

partient à 6. n et que 8p [Dpf(x)] est sa dérivée pième en x quel

que soit x élément de Un F et pour tout pn.V

PROPOSITION 4. So it lll un élément de 6.n de (E, 7TE’ U)x( F, 7Tp’ V)

vers (G, TTG ). A l ors (Ck (G, V) Y,(E, TTE, U)) appartient à An si

Y est l’application de U dans C définie par u -&#x3E; Ou , où O u associe

O (u, v) à v et C= Ck (G, V).
6..a ) Prouvons d’abord la proposition lorsque n = 1 .

Pour tout point u0 de U et tout vecteur u de E , désignons par

D Y (u0).u l’élément de C (G,V) dont l’application sous-j acente est

définie par v0 -&#x3E; [D O (u0’,v0)]. (u,0). L’application DY (u 0) de

E dans Ck (G,V) associant D Y (u 0). u à u est linéaire quasi-con-
tinue de (E, TT ’E) vers Ck (G, V), ce qu’on voit aisément à l’aide du

théorème 1-2 page 31 de [ 1 ] .

On introduit l’application AY comme précédemment, et on montre

à l’aide du théorème ci-dessus mentionné que AY est sous-jacente à

une application continue. Ceci prouve que (e k (G , V ) , Y, (E , 7T E’ U ) )

appartient au.

b) Prouvons maintenant la proposition lorsque n &#x3E; 1 .

Démontron s par récurrence que (C k (G, V), Y, E, TTE , U)) ap-

partient à A p pour tout p n , et que, quel que soit l’élément u 0 de U , 

DP Y (u0) est donné par

[DPY(u0).(u1,...,up)](v0)=DpO(0,v0).((u1,0),...,(up,0))
pour tout (u1 , ... , up ) appartenant à ËP et tout point v 0 de V .

Supposons l’assertion vraie à l’ordre p  n et démontrons-la à

l’ordre p + 1. Puisque DP O est un élément de A1 de (E, TTE’ U ) x (F,

7T FI V) vers Lk P G, E x F), on sait que (Ck [Lkp (G,E x F), V],8,
E, TT E, U)) appartient à A1, d’ après la partie a), sie 8(u0) = (DP O ) u0
Désignons par 8’ l’application linéaire continue de Ck (Lkp ( G, E x F) ,
V ) vers Lkp (C k (G, V ). E) définie par f -&#x3E; T , aù T est donné par:
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Soit 8’ son application sous-jacente. (L k p (C k (G, V ), E ), D P Y, ( E ,
7T E’ U ) ) appartient à A1 puisque D P Y x 8’. e . On en déduit facilement
l’assertion cherchée à l’ ordre p + 1. V

COROLLAIRE. Soit O un élément de 6n de (E,TT E,U) x (F,rr F)p
vers 7TC», tel que D u appartienne à L k P (G, F) pour tout point u

de U. Alors (Lkp (G, F), Y, (E, rrE,U)) appartient à 6 n si Y est

définie par u -&#x3E; Ou .
. C’est une conséquence immédiate des deux propositions précédentes. V

Ce corollaire est essentiel pour prouver l’un des principaux ré-

sultats de ce texte, à savoir le « théorème de corrélation) ( chapitre 4).

2. APPLICATIONS DIFFERENTIABLES EN UN POINT

Nous allons définir par récurrence la notion d’application n-dif-

férentiable en un point.

DEFINITION 4. Soit f une application d’un ouvert X de l’eqlc E vers

l’eqlc F, et soit x un point de X . On dira que f est n-différentiable
en x ( où n&#x3E; 1) et que D (n )f( x ) est sa nième -différentielle en x ssi:

a) f est (n - 1) -différentiable en tout point d’un voisinage ouvert Y

de x inclus dans X,

b) l’application D (n -1)f de Y dans L (n-1 )(F, E) définie par

y -&#x3E; D (n 1 ) f ( y) est différentiable en x ,

c ) la différentielle de D (n - l ) f en x est D (n)f(x) ( élément de

L (n) (F, E)) , 
Désormais tous les espaces quasi-localement-convexes que nous

utiliserons seront supposés admissibles. Il ne sera plus question que

d’applications tangentes à 0 en 0 d’un espace vectoriel admissible E

vers un espace vectoriel admissible F f donc définies sur E tout entier ).
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De même il ne sera plus question que d’applications n-différentiables en x

de l’espace admissible E vers F . Notons toutefois que nous faisons

ces deux dernières restrictions uniquement par commodité.

Les résultats 3-1-3 à 3-1-6 et 3-1-8 donc 3-3-1 de [2 ] sont vrais

dans notre terminologie. Voilà qui assure que, si f de E dans F est

différentiable en x et g de F dans G différentiable en f ( x ) , alors g, f
est différentiable en x . On démontre que, si f est une application linéaire

continue de E vers F , elle est différentiable en tout point x de E , et

que D f ( x ) = f . Nous allons l’utiliser dans un instant.

PROPOSITION 5. Soit f une application n-différentiable en x de E vers

F . L’application n-linéaire Dn f(x) canoniquement associée à D (n) f(x)
est symétri que.

A .a ) Prouvons d’abord la proposition lorsque n = 2 .

Si ( u, v ) appartient à E x E , désignons par E ( u, v ) le sous-es-

pace vectoriel admissible de E engendré par u et v , et par E ( u , v )

l’espace affine admissible x + E ( u , v ) . Soit alors g l’application de

YnE (u, v) dans F restriction de f (pour les notations, voir le début

de ce chapitre ). Elle est différentiable en tout point de YnE (u, v) vers

F’ , et sa différentielle D g est différentiable en x vers L ( F° , E ( u , v ) )

car Dg = j . Df . i , où i désigne l’ inj ection de YnE ( u , v ) dans Y et

j l’application canonique de L ( F , E ) vers L ( F°, E ( u , v ) ) . g est

deux fois différentiable en x au sens de [2] vers F° . En effet, d’après
la proposition 2-7 de [1 ] (située page 16 ), D g est différentiable en x

au sens de [ 2 ] vers L (F°, E (u, v)) ; par ailleurs g est différentiable

vers F° en tout point de YnE (u, v) d’après la même proposition. La

proposition 9-1-3 de [2] nous permet d’affirmer que, si D2 g désigne

l’application bilinéaire canoniquement associée à D (2)g , nous avons

l’égalité D2 g(u, v)=D2 g(v, u) . On en déduit

b) Par le même raisonnement que celui des sections 9-2-1 et 9-2-2 de

[ 2 ] , on prouve la proposition lorsque n &#x3E; 2 . V
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Soit f une application n-différentiable en x de E vers F . Pour

tout p n , désignons par Dp f( x ) l’application p-linéaire canoniquement
associée à D (p ) f( x). D’après ce qui précède c’est une application

p -linéaire équable de E vers F .

Les considérations ci-dessus permettent de poser la définition

suivante: 

D E F I N I T I O N 5. Soit f une application d’un ouvert X d’un eqlc E vers

l’ eqlc F , et soit x un point de X . On dira que f est n-différentiahle
en x et que D n f (x) et sa n 

ième différentielle en x ssi:

a ) f est ( n - 1 )-différentiable en tout point d’un voisinage ouvert Y

de x inclus dans X ,

b). l’ application D n - 1 f de Y vers Ln-1 (7, E) définie par y -&#x3E;

1 f (y) est différentiable en x ,

c ) Dn f (x) est canoniquement associée à D ( D n - 1f) (x) .
CONVENTION. Lorsque n = 1, on pose Dn - 1 f= f/ Y.

Nous avons déjà indiqué qu’une application linéaire continue de E

dans F était différentiable en tout point de E . Ajoutons: si u est une

application bilinéaire continue de E1 x E2 dans E3 , elle est différen-

tiable en tout point de El x E2 (voir section 4-2-3 de [2] ); elle est

même indéfiniment différentiable en tout point de E1 x E2 pourvu qu’elle
soit équable.

Le lecteur vérifiera que les résultats 4-3-1 à 4-4-5 de [2] sont

vrais dans notre terminologie. Il en est de même du résultat 9-2-5 qui en-

traîne 9-2-6 comme nous allons le démontrer.

PROPOSITION 6. Si f est une application n-dif férentiable en x de E

vers F, et g une application n-différentiable en f (x) de F vers G,

alors g, f est n-différentiable en x .

6. Si p et n sont des entiers non nuls tels p.(. n , convenons de dé-

signer par P (n, p ) l’ ensemble des p -uplets a = ( a1 , ... , ap ) [où

ai =(ai1,..., aiki ) est une sous-suite de (1 ,..., n ) pour tout i = 1 , ..., p
tels que soit



427

une permutation de {1,...,n}.

Prouvons par récurrence ( le cas où n = 1 ayant été précédemment
examiné ) que, si f de E vers F est n-différentiable en x et si g de’ F

vers G est n-différentiable en f ( x ) , alors g . f est n-différentiable en x

et que

où TT a , désigne la projection de

étant compris que la somme est étendue à l’ en semble réunion des P (n, P)
avec p=1, ..., n.

Supposons l’assertion ci-dessus vraie à l’ordre n - 1 (avec n &#x3E; 1 ).

Elle est encore vraie à l’ordre n . En effet, soit Y un voisinage ouvert
de x dans E tel que, pour tout y appartenant à Y , f soit (n - 1) -dif-

férentiable en y et que g soit ( n - 1 ) -différentiable en f(y). D’après

l’hypothèse de récurrence, g. f est (n-1)-différentiable en tout point
de Y et:

où Y (a1 , ... , ap) désigne l’application multilinéaire continue, de

Lp (G, E) x Lk1 (F , E) x... x Lk P (F, E) vers L n-1 (G, E ), définie par

étant compris que la somme est étendue à l’ensemble réunion des

p ((n-1) , p) avec p= 1,..., (n - 1) . Ceci montre que D n - 1 (g , f) de
vers L n - 1 (G, E’) est différentiable en x . On en déduit que g, f est

n-différentiable en x . Enfin on voit grâce au même raisonnement que celui

utilisé page 12 de [5] que D n ( g . f ) ( x ) est donné par la formule

ci-dessus. V

Si f est une application de E vers F continue en x , nous dési-

gnerons par R 0 f( x) l’application de E vers F définie par:

Si maintenant f est une application de E vers F n-différentiable en x,
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nous désignerons par R k f ( x ) , pour tout 1  k  n , l’application de E vers

F définie par:

Il est entendu que, si p est un entier non nul arbitraire, nous notons b (p)

le p-uplet ( h , ... , h ) .

PROPOSITION 7 ( formule de Taylor). Soient f une application de E dans

F, x un point de E et h un vecteur de E. Désignons par S le segment

joignant x et x + h . Si f est n-di f férentiable en tout point de S, alors

R n -1 f ( x ) . h appartient à 1 / n! B , où- B est l’enveloppe convexe fermée
dans F° de {Dn f(x + th). h (n)l 1 0t1}.
A. a ) Si n = 1 , la proposition résulte immédiatement de la section 5-3-1

de [2].

b) Supposons désormais n &#x3E; 1. Par hypothèse f est ( n - 1 )-différen-

tiable en tout point d’un voisinage ouvert de S dans E . Nous désignerons

par e l’application de Y vers F définie par y -&#x3E; R n - 1 f(y), ((x+h)-y),
C’est une application différentiable en tout point x + t h de S ; sa dérivée

en ce point est donnée par

La section 5-3-1 de [2] nous apprend que, pour tous t’ et t" éléments

de [0,1] tels que t’ t", 8 ( x + t" h ) - 8 ( x + t’ h ) appartient à l’en-

semble

Soit ( t i )ip une subdivision de 1 = [0,1] telle que t 1= 0 et t p 
= 1 .

D’ après ce qui précède,

appartient à l’ensemble

que nous noterons r (( t i)ip). B pour la commodité. Or, pour tout E&#x3E;0,
il existe une subdivision ( t i ) de I de la forme ci-dessus, telle que
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On en déduit que 8 (x + h) - 8 (x)/ (- 1/n! + E) appartient à B quel

que soit E&#x3E;0 en sorte que 8 ( x + h ) - 8( x )/ (-1/n!) appartient aussi

à B . Il est alors immédiat que R n -1 f(x). h = - [8 (x + h) - 8(x)] est

un élément de 1 / n! . B . V

Soit f une application d’un ouvert Z de l’ eqlc E X F dans l’ eqlc
G. Supposons f partiellement continûment-dérivable en un point ( x, y )
de Z . Nous désignerons par D 1 f(x , y) et D 2 f ( x , y ) respectivement
les dérivées partielles de f en ( x, y) suivant E et F. Si f est par-

tiellement continûment dérivable en tout point de Z , on introduit cano-

niquement les applications D 1 f et D 2 f de Z vers L ( G, E ) et L (G , F)

respectivement.

PROPOSITION 8. Reprenons les hypoth èses ci-dessus. Supposons f par-
tiellement continûment-dérivable en tout point de Z et D 2 f ( resp. D 1 f )
continue au point ( x , y) de Z vers L À(G, Ë) ( resp. L ,B(ë, F) ); alors
f est continûment-dérivabl e en ( x, y) .

A . La démonstration est analogue à celle de la section 8-2-1 de [2] . 0

COROLLAIRE. Si f est partiellement continûment-dérivabl e en tout point
de Z et si D 2 f et D 1 f sont continues de Z vers les eqlc L ( G , E ) et

L ( G, F ), alors f est une application C1 au sens indiqué ci-dessous.

3. APPLICATIONS Cn

DEFINITION 6. Soit f une application d’un ouvert X de l’eqlc E dans

l’eqlc F . On dira que f est une application C n ssi f est n-dif férentiable

en tout point de X et si, pour tout k  n , D (k) f est continue de X vers

L(k)(F,E),

Cela revient à dire que f est n-différentiable en tout point de X

et que, pour tout k  n , D / est continue de X vers L k ( F , E ) .

REMARQUE. Si E et F sont des espaces affines de Banach, f est une
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application C n ssi c’est une application C n au sens traditionnel ( voir

[6] , page 271 ). En particulier l’application x -&#x3E; 1/x de R/{ 0} dans
R est une application Cn , alors qu’elle ne l’est pas au sens de [2]
et [5] .

On peut munir l’ensemble C n(F, X) des applications C n d’un

ouvert X de l’ eqlc E dans l’ eqlc F d’une structure d’ eqlc . Un filtre F:

converge vers f dans C n ( F, X ) ssi D k) F: converge vers D ( k)f dans
Ck (L (k) (F, E), X) pour tout 0 k n . Alors D kF converge vers D kf
dans Ck (Lk (F, E), X).
CONVENTION. Il est entendu que C0 (F, X) - C(F, X), et que, si f

appartient à C (F.x), alors D 0f = f. 
Les résultats 10-4-1 à 10-4-7 de [ 2 ] sont vrais dans notre ter-

minologie. Notons toutefois qu’une application multilinéaire continue n’est

pas C oo, si elle n’est pas équable. La démonstration de la proposition
10-4-7 de [2] ressemble à celle de la proposition 6 de notre texte. Re-

tenons surtout que le composé d’applications Cn est une application Cn .

4. THEOREME DE CORRELATION

Si E est un eqlc vectoriel, convenons d’écrire E * l’ eqlc vectoriel

équable associé (voir [ 2] ). IJn filtre Q sur E converge vers 0 dans

E * ssi il existe un filtre (t, convergeant vers 0 dans E tel que W a’ soit

inclus dans d. A un eqlc E on associe canoniquement un eqlc, noté E *,
de même ensemble sous-jacent, dont l’espace des vecteurs libres est E*,
si E désigne l’espace des vecteurs libres de E . Alors E équable signifie
E = E *.

Nous allons donner plusieurs lemmes dont nous aurons besoin

pour démontrer le théorème de corrélation visé.

LEMME 1. Si f de E vers F est différentiable en x, alors f est continue
en x de E * vers F *.



431

A . La démonstration est analogue à celle de la section 3-1-3 de [ 2 ] . V

L E MM E 2. Soit f une application de E vers F deux fois B-dif f érentiable.
Soient maintenant x un point de E et v un vecteur de E . L.’application

f de R dans F dé finie par: t -.. 6 f (x, t, v ) (voir [11] est di f féren-
tiable en 0.

A. Désignons par A 2 f l’application de E x R x E dans F définie par:

C’est une application continue de E X R X E vers F (voir [1] page 56).
Soit D f(0) l’application linéaire continue de R dans F définie par:

Df(0). 1 =1 2! D2 f (x).(v,v). Comme A f(0,t,1) est égal pour tout

élément t de R à A2 f(x, t, v), le filtre A f(0,W,1) converge vers 0

dans F . On en déduit que f est dérivable en 0 dans la direction de 1 ,

donc différentiable en 0 (voir [ 2 ] page 45). ’V

LEMME 3. Soient E , F , G trois eqlc et g une application deux fois B-di f-

férentiable de G vers L,B( F, E) dont la différentielle D g est continue

non seulement vers L,B( L À( F , E), G) , mais encore vers L,B( L ( F , E),
G ) . Alors g est B-différentiable de G vers L ( F , E ) .

6. Soient x un point de G et v un vecteur de G. L’application de R

dan s L (F, E ) définie par t -&#x3E; Ag (x, t, v) est différentiable en 0 i lem-

me 2) donc continue en 0 de R vers Lk*(F,E) (lemme 1) et vers

L (F, F) moins fin. On en déduit que g est dérivable en x dans la di-

rection de v . La proposition 2 montre que g est B-différentiable vers

L (F, E). V

Ce lemme est essentiel pour démontrer le théorème cherché.

THEOREME DE CORRELATION. Soit f une application n fois B·dif-

férentiable de l’eqlc E vers l’eqlc F telle que D ( n - 1)f appartienne à
C (L (n-1) (F, E), E). Supposons de plus que Dk f prenne ses valeurs
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dans l’ensemble Lk ( F, E ) des applications k-linéaires équables de E

vers F, pour tout k  (n - 1). Alors f ap partient à C n( F, E ) .

A. Lorsque n = 1 ou n = 2 la proposition est évidente. Lorsque n = 3 ,

la proposition résulte du lemme 3. Nous allons maintenant prouver la pro-

position lorsque n &#x3E; 3 . Supposons le théorème vrai à l’ordre (n - 1) et

démontrons -le à l’ordre n . Signalons que, pour abréger, nous noterons

Lk(p) L(q) et L (q)Lk(p) , pour tous entiers p et q non nuls, les es-

paces vectoriels admissibles que nous devrions désigner par:

a ) L’ application D (n-2) f est deux fois B-différentiable vers

L (n-2) , et sa différentielle D( n - 1 ) f est continue vers L kL L k (n- 3 ) .
D’ après le lemme 3, D ( n - 2 ) f est B-différentiable, donc continue vers

L L X. n - 3 ). Prouvons que D (n-2) f est alors continue vers Lk (n-3) L.
Soit X un filtre convergeant dans E vers un élément x . D’après ce qui

précède, D (n-2) f(X) converge vers D (n-2) f(x) dans LL k(n-3).
En d’autres termes, [D (n-2) f(X)-D (n-2 )f(x)] .B.U1----- Un -3
converge vers 0 dans F , lorsque 93 est un filtre quasi-borné de E (c’est-

à-dire tel que WB l E), et lorsque Un - 3 sont des filtres con-

vergents de E . Comme

converge aussi vers 0 dans F vu que D n - 2 f est symétrique (voir [11
proposition 2-3 page 55 ), le filtre D (n - 2 ) f (X) converge vers

D (n-2) f(x) dans Lk (n-3)L. 
b) Soit O l’application de E x E (n- 2)- 1 dans L (F,E) définie par

O est B-différentiable vers L k(F,F ). Sa différentielle D 4l est telle

que [D O (x,v1,...,vn-3)].(h,h1,...,hn-3), dérivée de ID en

(x,v1 ,..., vn-3) dans la direction de (h,h1’ ,..., hn - 3), soit l’élément
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Comme D O est B-différentiable vers L k ( L À( F, E ), E 
n - 2 )) en vertu

de ce qui precede, O est deux fois B-différentiable vers L ,( F, E) .
Compte tenu de la partie a ) de la démonstration, on voit aisément que

D 4l est continue vers L À( L ( F, E), E 
n- 2)) . D’après le lemme 3 , O

est B-différentiable vers L (7, E). Ceci dit, notons que pour tout point
x de E l’ application de E dans L ( F , E);

est un élément Y (x) de l’ espace L k n - 3 (L(F, E) , E) . Soit Y l’applir
cation x -&#x3E; Y ( x ) de E dan s L k n - 3 (L (F, E), E). Alors d’ après le

corollaire de la proposition 4, (L k g n - 3 (L (F, E) , E), Y , E ) appartient
à 6 1 ( c’ est-à-dire est B-différentiable). On en déduit immédiatement

que (L k n - 3) L,D (n-2) f, E) appartientà 6 l ,
c ) On montre grâce à un raisonnement tout-à-fait analogue à celui

des parties a) et b) que, si D ( n - 2)f est B-différentiable, vers

L k (( n - 2 ) - k ) L( k ) , alors D (n - 2) est continue et B-différentiable vers

L k ( ( n - 2 ) - ( k + 1 ) ) L ( k + 1 ) . Ainsi prouve-t-on par récurrence que

D (n - 2 ) f est B-différentiable vers L ( n - 2) ; c’est évidemment une ap-

plication C1 vers L(n-1). 

d ) Vu qu’ on a supposé le théorème vrai à l’ ordre ( n - 1 ) , f appartient
Cn-1 (F , E) donc à C n(F, E). V

Supposons E équable mais pas forcément F pour démontrer la

proposition suivante qui est une généralisation du théorème de corrélation

dans ce cas.

PROPOSITION 9. Soit f une application n fois B-différentiable de E

vers F ( où n &#x3E; 3) tell e que D (n - 1) f soi t B-différentiahle vers

L (2) L (n - 3) . Alors f appartient à C (n - 2 )(F, E) et D (n - 2) f est

B-différentiahle vers L (n .. 2 )1,

6.a) Démontrons d’ abord la proposition lorsque n = 3. Par hypothèse

D f est deux fois B-différentiable vers L À" D’ après le lemme 1, sa dif-

férentielle D (2) f est continue vers L L ,B donc vers L k L. Alors D f
est B-différentiable vers L ( lemme 3). D f est continue vers L d’après
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ce qui précède, en sorte que f appartient à C1 ( F , E ) et bien sûr à

C2 (F, E).
b) Prouvons-la maintenant lorsque n &#x3E; 3 . Supposons-la vraie à l’ordre

( n - 1 ) et démontrons-la à l’ordre n. L’application D (n - 2) f est deux

fois B-différentiable vers L k (n -3) et sa différentielle D ( n -1 ) f est
continue vers LL (n - 2) ( voir lemme 1 ), donc vers L L L n - 3) .

D’après le lemme 3, D (n - 2) f est B-différentiable vers L L k (n - 3 ) donc
vers L k (n - 3) L. Supposons que D (n - 2) f soit B-différentiable vers

LXk)L((n-2)-k) (où 1,k,n-2), et prouvons que D(n-2)f est B-dif-
férentiable vers L (k - 1 ) L ((n - 2 (k - 1 )). Or D (n -2) f est deux fois

B-différentiable vers L k (k )L ((n-2)-k), puisque D (n - 1)f est évi-

demment B-différentiable vers L (k + 1) L ((n-2)-k) . L’ application
D ( n - 1) f est continue vers LL k L(n-3) ( voir lemme 1), et a fortiori

vers L L (n - 2). On en déduit qu’elle est continue vers l’espace vectoriel
admissible L k LL (k-1)L((n-2)-k) D’ après le lemme 3, D ( n - 2 ) f est

B-différentiable vers L L (k-1 ((n-2)-k) donc vers l’ espace vec-

toriel admissible Lk (k - 1) L (( n - 2 ) - (k - 1)). On a ainsi démontré par

récurrence que D (n-2) f est B-différentiable vers L (n - 2) , donc vers

L (2) L ((n-1)-3) . Comme nous avons supposé vraie la proposition à
l’ordre (n - 1) , l’application f appartient à C (n - 3 )(F, E) et D (n- 3)f
est B-différentiable vers L (n- 3 ) . On en déduit immédiatement que f est

un élément de C (n - 2) (F , E). V

Le théorème de corrélation, joint au théorème 2-4 page 58 de [1] ,

lequel est vrai en supposant simplement E et F admissibles, permet de

reconnaître facilement qu’une application est C n , y compris si E et F

sont des espaces affines normés. 

Si X’ et X sont deux espaces quasi-topologiques, nous désigne-
rons par C o-(X’, X) l’espace des applications continues de X dans X’

muni de la quasi-topologie de la convergence simple. Rappelon qu’un
filtre F sur C (X’, X) converge dans C o-(X’, X) vers un élément f ssi

J x converge vers f ( x ) pour tout x de X .
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PROPOSITION 10. Soit F un filtre sur Cn (F, X) tel que Q (n) F con-
verge vers T(nj dans C k (L(n)(F,E),X) et que D(k) F converge
vers T (K) dans Co- (L (k) (F, E), X) pour tout k  n . Alors D (k) F
converge vers T (k) dans C k(L(k) (F,E), X). 

6 .a) Démontrons que D (n-1) F converge vers T (n - 1) dans l’ espace

C k A(L (n - 1) (F, E) , X) . Soit donc x + X un filtre convergeant vers un

élément x dans X , et prouvons que D (n-1 ) F (x +X° ) - T( n - 1 ) ( x ) donc

D (n-1) F (x+X)-T(n-1) (x) converge vers 0 dans L (n-1) (F,E).
Soient O et U respectivement des éléments de F et X° . On suppose U

convexe. Si f e-t h appartiennent respectivement à O et U , d’après [2 ]
5-3-1, D (n- 1 ) f( x + h) - D(n -1 ) f( x) appartient à l’ enveloppe convexe

fermée B de D (n) O (x + U). U dan s L ( n - 1 ) ( F , E ) ° . Il s’ ensuit que

D ( n - 1 ) f ( x + h ) . T ( n - 1 ) ( x) appartient à B + D ( n - 1 ) O ( x ) - T ( n - 1 ) ( x ),
On en déduit que le filtre D (n - 1) F( x+X° )- T(n -1)( x) contient le

filtre [D ( n ) F ( x +X° ).X° ]°- + [D ( n - 1 ) F ( x )- T ( n - 1 ) ( x ) ], et par

suite converge vers 0 dans L (n - 1 ) (F, E) .

b) Par récurrence, on prouve que D(k)j= converge vers T (k) dans

l’espace C k (L ( k.) (F, E), X) pour tout kn .

c) Nous verrons dans un instant que, si F est un espace affine loca-

lement-convexe séparé, alors T (0) appartient à C n ( F , X ). V

Grâce à la proposition ci-dessus, on pourrait facilement redémontrer

le théorème de densité de [ 5 ] page 15 .

Soient maintenant F un espace affine localement-convexe séparé

complet, E un espace affine admissible et X un ouvert de E . Soit

alors x et v des éléments de X et E respectivement. Nous désignerons

par A l’ensemble {t ER l + tv EX}, Soit n un entier positif. Si f est

un élément de Cn ( F , X ) , pour tout entier positif k strictement inférieur

à n , nous désignerons par f k l’ application de A dans L (k) (F, E)
définie par f k ( 0 ) = 0 et par

Soit F: un filtre convergeant vers 0 dans C n ( F , X ) . Pour tout entier
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positif k strictement inférieur à n , désignons par Fk le filtre image de J

par l’application f -&#x3E; fk de Cn (F , X) dans e(L(k)(F,E),A).Prou-
vons que Fk converge vers 0 dans Lk (L k ) ( F, E ), A ). On sait que,
pour tout f de Cn (F , X ) et pour tout t de A , l’élément f k ( t ) appartient
à l’enveloppe convexe fermée de l’ensemble

dans la topologie localement-convexe sous-jacente à L (k) (F, E). On en
déduit, ru désignant toujours le filtre des voisinages de 0 dans R , que

F k W contient ( [ D ( k + 1 ) F (+ Wv ) - D ( k +1 ) F( x )].v)°-, en sorte que
5: k tê converge vers 0 dans L ( k ) (F, E). Il est par ailleurs évident que

F: k ( t + W) converge vers 0 dans L k ) (F,E ) pour tout t # 0 de A . Ceci

montre bien que J, converge vers 0 dans Ck (L (k) (F,E), A). k) (F, E ) , A ) .
T H E O R E M E 2. Reprenons les hypothèses ci-dessus. C n ( F , X) est com-

pl et.

A. Soit ’ un filtre de Cauchy sur C n ( F , X ) . Pour tout 0  k n, D ( k ) Cj
est un filtre de Cauchy sur C k L (k) (F, E), X ). Il existe un élément

T (k) de C ( L(k) (F, E), X) tel que D J - T converge vers 0

dans C k (k ) (F, E ),X), puisque L k (L (k) (F , E), X) est complet
( comme le montre une démonstration analogue à celle de la proposition 1 ) .

Soient x et v des éléments de X et E . Pour tout entier k positif et

strictement inférieur à n , le filtre Cj k - Cj k converge vers 0 dans l’espace

C k (L (k) (F,E), A), d’après ce qui précède (où Fk est défini comme

ci-dessus ). Il existe donc un élément f k de C (L (k) (F, E), A) tel que

5:k -Ik converge vers 0 dans k ( L ( k ) (F, E), A). De toute évidence

fk(0)=0 et fk(t) est égal à

puisque fk (t) est la limite de F k ( t) - Comme f k est une application
continue en 0 de A vers L ( F , E), on en déduit que T (k) est déri-

vable en x dans la direction de v et admet pour dérivée en ce point et

dans cette direction l’élément T ( k + 1 ) (x), v . Ceci montre que T (0 ) est

une application C n . D’ ailleurs F - T ( 0 ) converge vers 0 , dans

Cn(F, X) . V
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TH E O RE M E 3. Soient F un espace affine localement-convexe séparé,
E un espace affine admissible et X un ouvert de E . Désignons par y

l’application de C n(F, X ) dans II 0kn C (L(k) (F,E),X) définie

p ar f - (D (k) f)0  k  n Alors l’image de y est f ermée dans l’espace
af fine quasi-topologique

0. Compte tenu de la proposition lO, ce théorème résulte du fait que F

peut être plongé dans son complété. V

(A SUIVRE)


