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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XIII-3
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

FEUILLETAGES INVARIANTS ET PSEUDOALGEBRES DE LIE LISSES
par Claude ALBERT

INTRODUCTION

Le but de cet article est d'étudier quelques propriétés des pseu-
doalgeébres de Lie lisses de transformations sur une variété différentiable:
la notion de structure lisse, généralisant de prés la notion de structure pla-
te, a été introduite par Molino dans [4].

Dans une étude préliminaire, on caractérise les champs d'éléments
de contact invariants par une pseudoalgébre de Lie transitive de transfor-
mations (L.A.S. dans la terminologie de Singer-Sternberg) donnée, et on
montre que, si un tel champ est intégrable (on donne une condition simple
pour cela), la pseudoalgébre induit sur chaque feuille une pseudoalgébre
de Lie transitive. On obtient par de tels procédés un théoréme de réduction
généralisant le théoreme donné dans [3] pour les structures formellement
plates.

Puis on définit les différentes notions de pseudoalgébres lisses et
on montre que ces pseudoalgébres laissent un feuilletage invariant, ce qui
permet de donner une description locale de ces structures. Enfin, en impo-
sant des conditions de lissité «a 1'ordre supérieur», on obtient des pseu-
doalgeébres, dites polies, dont tous les prolongements sont lisses. La en-
core l'étude des feuilletages invariants en donne une description locale
et permet de montrer que ces pseudoalgébres se raménent en fait & un
exemple type.

Je tiens A remercier ici Monsieur Molino dont les conseils et les

encouragements m'ont été fort utiles dans la préparation de ce travail.
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2 C. ALBERT

I. FEUILLETAGES INVARIANTS PAR UNE PSEUDOALGEBRE DE LIE

V est une variété C*® ou C° paracompacte, sans bord et connexe,
modelée sur un espace vectoriel réel M de dimension m. On pointe V en
Xo , et on désigne par @ ,, une carte en Xo choisie une fois pour toutes.
axa identifie M avec Tx‘7 V.

Soit & une pseudoalgébre de Lie transitive sur V. Soit € son al-

gebre formelle, 2D¢,D...D ;D ... sa filtration et

gr Q :Meagegl@...@gi@...
I'algébre graduée associée. Soit E° la G-structure associée a e ( voir
[6]). La donnée de axo définit sur E° un point base 7, de projection
Xo .

Un champ d'éléments de contact € sur V est canoniquement asso-
cié a une H-structure E@ sur V, o, si N est le sous-espace de M cor-
respondant a la valeur C(x,) de C en x,, H est le sous-groupe de Lie
de GL(M) formé de toutes les transformations laissant N invariant. Une
condition nécessaire et suffisante pour que C soit invariant par £ esta-
lors que E° soit une réduction de E@, c'est-a-dire que le sous-espace N
soit invariant par les éléments de G () Supposons cette condition véri-
fiée. Tout espace horizontal » en 7o dans E° est horizontal dans E.

Soit T, la torsion d'un tel espace. On a

T, € I(M*RY) <—> T,(NA N)CN,
b étant l'algébre de Lie de H. Il en r€sulte que C est intégrable si, et
seulement si, pour un (donc pour tout)

Te AZM*@M tel que Tmod O(M*® b)

soit égal au tenseur de structure de E°, on a T(NAN)CN. En conclu-

sion:

(%) Un raisonnement analogue sur la variété RO de tous les repéres liné-
aires de V sur laquelle on considére la pseudoalgébre (non transitive
mais homogéne) relevée de £ montre que, s'il existe sur V une connexion
linéaire invariante par CS?, alors cS? est de type fini, et plus précisément

gl=o0.
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FEUILLETAGES INVARIANTS ET PSEUDOALGEBRES DE LIE LISSES 3

PROPOSITION I.1. I/ y a correspondance bijective enire les feuilletages

sur V invariants par £ et les sous-algébres ' de Q telles que Ry =2,.

On peut noter que {' apparait comme 1'algébre associée 2 la sous-alge-

bre f'x de gx définie par
0 0
8, ={xe&, [X(x)eT, W}

W désignant la feuille passant par x,.

Dans la suite, C est un feuilletage invariant par £ et W la feuil-
le passant par xo. Choisissant une décomposition M=N@&N, la carte
%, donne en x, un systéme de coordonnées (xl,, %" &t ) =
(x,%) adaptées au feuilletage. Toute section locale de £ est alors de la
forme

(1) X:Xi(x,a?)i. + Xf(x)_a_..

9 x? oxl

Pour tout germe Z en x € W de champ de vecteurs, soit oy (Z) la restric-

tion a W de Z. Si fDW est le faisceau des germes de tous les champs de

vecteurs de W, le faisceau QWZ,OW(ﬁ) N @W est une pseudoalgébre de

Lie transitive sur W, que nous appellerons pseudoalgébre induite par e
sur W.

Si I'on note Sfx i le sous-espace de g"o formé des germes nuls

0

a l'ordre j+1 en %o, on aura pour tout j 20 des applications

/O] %o 5] ( 4 )xo s/
En particulier, 0o est surjective, ce qui donne entre algébres d'isotropie
formelle une surjection -'(QN) o et entre algébres d'isotropie linéaire

une surjection g~ gy qui dans les coordonnées (x,X) correspona a la

projection
n { A . B
1
oL P— A
!
m=n { 0 | C
- -
n m=n
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4 C. ALBERT

de g dans glU(N).

LEMME 1.2. S'il existe un supplémentaire N de N dans M sur lequel les
éléments de g agissent trivialement, l'application L, *(QN)" est bijec-

tive.

En effet, les applications induites gj—‘ g{v sont alors bijectives.

On peut généraliser cette étude en se plagant, non plus sur V,
mais sur un espace de prolongement: Soit X' une sous-algébre de £, ou-
verte pour la topologie faible, et j le plus petit entier 20 tel que Q'j+1 =
g j1 - Soit

gl =Noge..eglegitle..,
grl=Mege..og/eg/te..,

et N un supplémentaire quelconque de N dans M. La sous-algébre Q' de
{ définit, sur un prolongement convenable E/ de E°, un feuilletage inva-
riant par le relévement £/ de 8 , transitif sur E!. (On consideére ici la no-
tion de prolongement définie par les orbites des relevés successifs de ).
Soit F/ la feuille passant par le point base rui de E/ associé a Oon
ijQF{j est une pseudoalgébre de Lie transitive sur Fi', dont 1'algebre
d'isotropie linéaire & est la projection sur N*®g” de g/t (on a
g/t cN*@ gieN*® gj) . D'autre part, la proj'ection 77;:'1 :El+ EI7T en-
voie FI sur une sous-variété F/ T de E/7!| modelée sur N® ge..e g'j—l.
De plus, W est W;:"l-projetable, et sa projection MV est une pseudoal-
gébre de Lie transitive sur FI™l dont I'algebre d'isotropie linéaire E)j_l

: . L
est la projection de ¢/ sur N*® g'"L. On notera d'ailleurs que F/—LFi™!

est un fibré principal de groupe structural G'j, d'algébre de Lie g'j. Si
j =1
G/ est le groupe de la fibration principale E/ __], E/™1 , on a

Gi={dedGl|rialcF},
de sorte que, si
Neg'e..eg” T=Mege..eg/!,

F/ est une G'l-structure sur FI™1 .
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FEUILLETAGES INVARIANTS ET PSEUDOALGEBRES DE LIE LISSES 5

En itérant cette construction, on obtient finalement une sous-va-
riété W de V modelée sur N et passant par X, et une éseudoalgébre
transitive M sur W.

Dans le cas particulier ol Q' est transitive, on a N=0, de sorte
que pour tout indice j l'algébre formelle N7 de M7 s'identifie, d'aprés le

lemme 1.2, avec £'. On a montré:

THEOREME 1.3. Soit Q' une sous-algélre de L ouverte pour la topologie
faible, et gr L=Ng g'®... . En tout point x€V passe alors une sous-
variété W modelée sur N pour laquelle la resiriction £W admet un sous-
faisceau M tel que :

- M est une pseudoalgebre de Lie transitive sur W.

- I'algébre d'isotropie linéaire de M est I'image de ¢' dans la pro-
jection N*@ N & N*@M — N*@ N.

Si en particulier ' est transitive, il existe sur v une pseudoal-

gébre de Lie M de £ d'algébre formelle M=1".

Considérons sur & la filtration (8].)].) -7 usuelle, et soit e
8].-‘ gj la projection canonique. On appellera o -connexion sur Q toute
famille & =(k;);5 jou ki:g/~Q. est tel que t/k;=identité. i

gr 8= g 19]', kﬁ* définit un isomorphisme d'espaces vectoriels kx:
]z~

gr & - 2. Notons pour j>0
gr].Q:MéBg@...@gj—l.

On a une injection canonique i &7 8 — §r 2 et une projection b

gr & —»gr].Q. On définit alors la j-torsion projetée 7l de k* par:
7l gr].Q /\gr].Q —_ gr].Q,

'rj(a/\,B):p]. [k*z']. a,k*i].ﬁ] (voir [1]).

Pout toute ®-connexion k*, la suite (Tj)j>/0 correspondante converge
pour la topologie faible vers un 7@, To: g UAgG & — & Q) tel que
k* soit un isomorphisme d'algébres de Lie de (gr & ;7o ) sur Q.

D'autre part, si i 21 et 1<j< i, posons

giT=[[..lgMmlo. Mo, .. M1,

N —

7
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6 C. ALBERT

-
ot [,]o estle crochet naturel sur gr&. g7/ est un sous-espace de

gt 7 et g;=g; est un idéal de g. Si on note g, = 'DO g;, il existe un
124
entier io tel que 8o = 8y, -

COROLLAIRE L4. Soit i>1. S'il existe sur & une ©-connexion k* dont

torsions projetées vérifient pour tout j>0:
TN (meg,e..ogi))cMag .. .egl™,

alors il existe sur Vune pseudoalgébre de Lie ) de £ transitive et

d'algébre formelle Q (1) telle que
grt=Meg, 0. .0gle..
On notera en particulier £ (@)= @),

En effet, Q(i)Zk;I( E Igé) est alors une sous-algébre ouverte transiti-
> -

o] . . Py . .« .
ve de &. On notera que el ), si elle existe, est la réduction transitive

minimale de £ que puisse donner le théoréme I.3.

Il. PSEUDOALGEBRES DE LIE LISSES

Dans la suite, K est un groupe de Lie et T son algébre de Lie des
champs de vecteurs invariants & gauche. On note u le crochet de f. Si on
fait opérer K sur lui-méme par translations & gauche, l'algébre de Lie
des transformations infinitésimales correspondantes est l'algébre £ des
champs de vecteurs invariants a droite, et on note K la pseudoalgébre
de Lie sur K des germes de transformations correspondantes. On identi-

fiera t avec la fibre Ke de K en 1'élément neutre de K.

1. PSEUDOALGEBRES DE LIE S-LISSES.

Soit V une variété modelée sur 1'espace vectoriel £; V est loca-
lement difféomorphe 4 la variété K, et on peut donc considérer en tout
point x €V les germes de transformations infinitésimales déduites de X

par un difféomorphisme local U, ~U,_, ot U_ est un voisinage de x dans

[
V et U, un voisinage de e dans K. On dira alors qu'une pseudoalgébre
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FEUILLETAGES INVARIANTS ET PSEUDOALGEBRES DE LIE LISSES 7

de Lie £ sur V est structurellement lisse (en abrégé S-lisse) de type
(£,G) si:

(SL 1) tout point x €V posséde un voisinage U muni d'un difféomor-
phisme ¢, :U, —U,_ tel que ¢;1(K06)C£Ux,

(SL 2) le groupe d'isotropie linéaire G de £ est un sous-groupe de
Aut (£).
Une telle pseudoalgébre est évidemment transitive et, si x0 €V, on a une

décomposition en somme directe d'espaces vectoriels
— N — -1
gx,, _Kxo engo,o » ou Kxa _¢x0 *(Ke)

et donc est une sous-algébre de Qx isomorphe 4 f. Si z€ £, on notera
0

i, 1'élément de Kx correspondant.
0 0

PROPOSITION IL.1. Si £ est une pseudoalgébre S-lisse de type (E;G)
sur 'V, la G-structure E° associée a £ admet des connexions locales
sans courbure dont le tenseur de torsion correspond & | dans ['identifica-

tion naturelle entre Tx V et £. De plus, E° est a connexions admissibles.

Soit en effet 7, le point base de E° au-dessus de xo. Si e;,..., e est
une base de f, (&, )xo veen (€ )xo ont pour relevés en 7, des germes de
champs qui engendrent un germe en 7o de connexion répondant & la ques-
tion. D'autre part G est un groupe d'automorphismes de f et par suite a-
git naturellement sur le prolongement Ei de E° formé de tous les espa-
ces horizontaux sur E° dont le tenseur de torsion est égal & u . Le grou-
pe de la fibration principale Ei* V étant le produit semi-direct G X ¢,

N,

ou
Gz exp ker(d : E*¥@ g= A2 E°@ £ ),

et G(1) érant un groupe vectoriel, il existe des sections de la fibration

N

1 . N . .
E/L*E” correspondant 4 des connexions sur E°. D'ou la proposition.

Si on utilise alors la notion de G-structure lisse introduite par Mo-

lino dans [4], on obtient en justification de la terminologie utilisée:

COROLLAIRE IL2. La G-structure E° associée a la pseudoalgébre de Lie

S-lisse £ sur V est une G-structure lisse.
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8 C. ALBERT

2. ETUDE DES AUTOMORPHISMES DE LA G-STRUCTURE LISSE MODELE.

Soit $% la pseudoalgebre de Lie sur K de tous les germes de
champs de vecteurs analytiques sur K. g étant une sous-algébre de Lie

de Der (£), on pose
Me={xeD® (YxeK)(3 A eg)(Vuet): [X,u](x):(Axu)(x)};

M contient X, et donc est une pseudoalgébre de Lie transitive sur K.
A tout X € M® est associé un germe de fonction Oy a valeurs dans g tel
que [X,u] =pyu.

Considérons alors le systéme différentiel

(1) [X,ej]:pe]., 1<jg<m,
ou (e;,...,e ) est une base de l'espace vectoriel f et p un germe ana-
lytique donné en l'origine e de K. Il résulte du théoréme de Cauchy-Ko-

walewsky que

LEMME 11.3. Si le systéme (1) est formellement intégrable, c'est-a-dire
si les fonctions analytiques p]l: définies par p= p;ej<8 e, satisfont la
condition

2 ekpjézej,o;;, ivjoke{l,...,m},
e p]‘: indiquant la dérivation selon e, de la fonction p;, alors (1) admet

une unique solution analytique X:XLei au voisinage de e satisfaisant

X(e)=0.

Il en résulte qu'un champ de vecteurs XEW:’O est parfaitement
2

X

défini par la fonction Oy qui lui est associée, et qu'une fonction a valeurs
dans ¢ est associée a un tel champ si, et seulement si, elle satisfait (2).
En particulier, si A € g, la fonction constante A est associée 4 un germe

A de champ de vecteurs de 311;;’0. On vérifie sans peine que le groupe a un
>

paramétre #, associé & A est tel que, pour tout z € E,

a,(expu)=exp(a_,u),

a, étant le groupe a un paramétre d'automorphismes de £ associé
On obtient ainsi, si #,v€f et A,B€ g, des germes #,7,4, B oo
v - ~ ~ - ()
d(e)=u(e), -U(e)=v(e), A(e)=B(e)=0, tels que [#7]=I[uv],
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FEUILLETAGES INVARIANTS ET PSEUDOALGEBRES DE LIE LISSES 9

(A,7] =Au, [Z,B] ZWJ . Ceci montre qu'il existe sur l'algébre
formelle M de M® une ®-connexion dont la I-torsion projetée T/f est
donnée par '7';:/¢ +’r(1), ol ’Té est la I-torsion plate canonique. Cette
propriété n'est pas vérifiée a 1l'ordre supérieur, comme on peut le voir en
prenant, pour K, le sous-groupe de Lie de GL(R?) formé des matrices
( (1) ;). ot x,y€R, y>0, et Der (£) pour g. Par contre, on a
THEOREME 11.4. Soit r>1 et une suite g, 91,..., g" telle que:

(i) g est une sous-algébre de Der ( £),

(ii) gitlcgi), sio<i<r,

(i) [ g%, g/ loc gitl, si 0<i,j,itj<r,

(iv) [g!,€1,=0,
E'=[¢f £] étant ['algebre dérivée de €. Alors il existe sur K une sous-

pseudoalgébre de Lie analytique £ % ., de M® telle que
8,87,...,8

r=togeg’e..og’ ey Ve..eg"Ve...

1

(3) g’Qg,...,g

et sur laquelle existe une ®-connexion k:’ dont les torsions projetées

sont données par Ti:ILL + 'r{) pour tout j>0. £ . sera dite pseudo-

3 ses

> 9
N B . . .. < B r
algébre analytique lisse canonique sur K associée a la suite g,..., q .

Considérons, en effet, gr Qg ) r définie par (3). C'est une algeébre

s 8 _

de Lie pour le crochet [,],. Si j>1, définissons /e]f‘.-gf~3ﬂe°’]. de la

fagon suivante: si Angj, soit ,OZ,]. la solution du systéme différentiel
e. ...e. ,O~.e.:(-1)jAj(e. ...e.e.),
i TR T i i

~

ot 7,17, e, i].E {1,....m}, avec les conditions a 1'origine

(eil...eis ,O/Z].)(e):O si s<j.

Il résulte de la condition (iv) que [ g/, £']o =0, par suite ce systéme est
formellement intégrable. On montre aisément qu'il admet par conséquent
une unique solution sur un voisinage de e, et que cette solution est ana-

lytique. La solution /O/f'f vérifie (2), et par suite, d'aprés le lemme IL.3,

il existe un champ Al dans m:)]. associé a ,O/i,].. On pose alors k]f"Aj: Al
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10 C. ALBERT

On a bien t]k K= identité.
On deﬂmt une ®-connexion k“ sur W‘” donc sur M, en prolon-

geant chaque k”‘ sur E)l—m"’ /me“’]+

T ——
I'on a, pour 7,721, les relations [Al.e }‘A e (AL, A)=[A% 41,

[A‘ A]] =AY A ] o, dont la ver1f1cat10n est longue, mais non difficile,

1 d'une fagon arbitraire. Comme

les torsions projetées 7'#] de cette ®-connexion respectent le sous-espace

ng o, ngk*“( g? 39 gr) de M, et Qg u est une sous-algébre.
Il lui correspond une sous-algébre (£; r)e de ?ﬂ“’, contenant Ke
2 eee sy 9

2 w
Il est donc cohérent de transporter (&£

3 e n

r)e sur K en utilisant les

translations a gauche. D'on ee
g,ee g

2 [o0) . .
Ces résultats s'étendent au cas C®: si 9 est le faisceau sur K

r-

des germes de champs de vecteurs C®, on définit pour gC Der( £):
M=A{xeD/(Vxek)(IA eg)(Vuet): [X,ul(x)=(A_u)(x)}

et on obtient un théoréme analogue au théoréme II.4 en remplagant le mot
. [ . T .
«analytique» par «C" », et en supprimant l'indice @. Pour montrer ce ré-

sultat, il suffit de prendre

Lo g T XD W )@XTC(RT e IX =N,

On définit bien ainsi une pseudoalgébre de Lie ayant méme algébre formel-

le que £

3 vee

. © 4. . N
. c'est la pseudoalgébre C lisse canonique associ€e a

la suite g, ..., g".

3. PSEUDOALGEBRES DE LIE LISSES.

On dira dans la suite qu'une pseudoalgébre de Lie £ sur V est
lisse de type (£;G) si
(L1) £ est localement isomorphe a une pseudoalgébre lisse canoni-
que sur K (C% ou analytique),
(L2) le groupe d'isotropie linéaire G de £ est un sous-groupe de
Aut £.

On notera que L2 est une conséquence de L1 si G est connexe, en par-

ticulier si V est simplement connexe.
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FEUILLETAGES INVARIANTS ET PSEUDOALGEBRES DE LIE LISSES 11

En particulier, £ lisse entraine £ S-lisse.

On dira que L est formellement lisse (en abrégé F-lisse) si son
algebre formelle @ est lisse, c'est-a-dire s'il existe sur ¢ une ®-con-
nexion kf dont les torsions projetées soient les T’LZ .

Dans le cas ou K est abélien, i =0 et lisse=plat. On a donc la

notion de pseudoalgébre F-plate, S-plate.

THEOREME IL5. Toute pseudoalgébre de Lie £ sur V F-lisse (resp.
lisse) de type (£, G) admet une sous-pseudoalgébre () Flisse (resp.

lisse ) telle que
g 0(®)=teg o...@g5l €...
En particulier, si V est simplement connexe, une condition néces-
saire et suffisante pour qu'il existe sur V une pseudoalgébre  de type
fini, lisse de type (£;G), est que V soit le revétement universel d'un

ouvert U du groupe de Lie K. Alors & est la relevée dans V de la res-

triction @ U d'une pseudoalgébre lisse canonique sur K.

. . @ 2
Le corollaire 1.4 donne l'existence de el ), et comme k*p’ reste adaptée
N © © . . . . © . .
a of ), £(*) est F-lisse. Si & est lisse, puisque £(®) est induite par
£ sur une feuille d'un feuilletage invariant, on peut opérer simultanément

les réductions sur £ et sur la pseudoalgebre £ , sur K qui lui
» 4

s s
est localement équivalente. D'ou la lissité de (*), Enfin si £ est lisse
de type fini et V simplement connexe, ¢, =0 et la structure associée
a £®) est un parallélisme lisse sur V, c'est-a-dire une famille de m
champs de vecteurs globaux linéairement indépendants en tout point et
engendrant une algébre de Lie isomorphe & f. On définit alors a:V —~K
en posant A(Xx,)=e et en développant dans K a partir ‘de e les chemins
différentiables de V d'origine xo. a est de rang m en tout point et a (V)=

U est un ouvert de K. a:V = U est le revétement universel de U.

Si £ est une pseudoalgébre F-lisse ou S-lisse, la proposition I.1
montre qu'il y a correspondance bijective entre les feuilletages sur V in-

variants par & et les sous-algébres de f stables par G.

THEOREME 11.6. Soit sur V une pseudoalgébre de Lie £ S-lisse (resp.
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12 C. ALBERT

F-lisse, resp. lisse) de type (£;G). Alors il existe sur V un feuilletage
invariant par & et tel que :

(a) Si £ est S-lisse, la pseudoalgébre §' induite par ® sur chaque
feuille V' est S-lisse.
Si & est F-lisse, il existe pour chaque feuille V' un ouvert U’ du groupe
de Lie K' dérivé de K tel que U' et V' aient le méme revétement uni-
versel. Le pseudogroupe ?(SBV,) induit par P(8) sur V' s'identifie
ainsi localement au pseudogroupe de Lie des germes de iransformations
de K' définies par ['action du growpe K'XH (produit semi-direct), on H
est un groupe d'automorphismes de K' dont I'algébre de Lie est la projec-
tion de g sur Der £'.

(b) Sur chaque sous-variété transverse au feuilletage la pseudoal-
gébre de Lie définie par projection de L le long des feuilles est S-plate
(resp. F-plate, resp. plate).

Considérons en effet le feuilletage défini par 1'idéal dérivé £'. Si L est
S-lisse, £' est S-lisse. Si £ est F-lisse, £ aussi, et on a de plus gI:
0. ULe point (a) résulte alors d'une simple application des théorémes
II-5 et 1.3, et de [5] chapitre IV.

Soit maintenant W une sous-variété transverse passant par Xo, et V' la
feuille en x, . On peut écrire localement V sous la forme V'XW, corres-
pondant & une décomposition £=f'@&m de l'espace vectoriel f.La pro-
jection /6W le long des feuilles est alors donnée par

; 9 - _ © _. 0
By (X (x, %) 55 F X(x) g—p)zX](x) 35

avec les notations de (1) chapitre I. Par suite, si £ est S-lisse, ,Bw(f')
est une sous-algeébre transitive abélienne de ﬁW(cE). D'autre part, [y
induit un épimorphisme 5:Q =M, ou I est l'algdbre formelle de ﬁw(g),
et si ¢ est lisse, on vérifie sans peine que I est plate. Enfin, si L est
lisse, on se raméne localement sur le groupe K, le feuilletage étant le

feuilletage défini par le sous-groupe dérivé K'. Alors ,BW(Q) est plate.
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4. PSEUDOALGEBRES DE LIE POLIES.

Soit sur V une pseudoalgébre £ S-lisse de type (£;G). Surla
G-structure E° associée a £, le parallélisme local associé a une con-
nexion locale sans courbure de torsion W définit un difféomorphisme local
avec KX G. On dira que £ est polie de type (£;G) si la relevée £° de
® dans E° est une pseudoalgébre S-lisse de type ( E@g; Gl).

PROPOSITION 11.7. Si £ est une pseudoalgébre polie de type (€;G),
alors £ est lisse de méme type et, pour tout j>0, le prolongement Qi

est lisse de type (t@ 9@,‘_@91’; Gitl),

£ est S-lisse. On a donc %Cg et GC Aut £. Puisque £ est S-lisse
on aura £& gC g , en partlcuher gc 5? . Or § est précisément l'image
de g dans l'appllcauon A-A= k/‘L(A) Enfm g Ic Der(te g) a pour
conséquence [gl, £'],=0. Donc £ est lisse. Pour montrer que 7 est

lisse, on procéde par récurrence sur j, compte tenu des relations:
si 721, [g/, 8 1o=0 e [g/™!, [g Elol0=0,
si i,7>0, [g/t] gtl,=0,

qui résultent immédiatement de I'hypothése.

COROLLAIRE IL.8. Pour que £ soit polie de type (£;G), il faut etil

suffit que L soit lisse de type (£, G) et que [g, gI ]o= (g g2]o:0 .

EXEMPLE: Soit ¢ un sous-espace vectoriel de Der £ tel que,si A,Be g,
le composé AB soit égal 4 0. Donc ¢ est une sous-algébre abélienne.
Soit £, la sous-algébre de f formée des u € £ tels que Au=0 pour tout
A€ g. Alors [ g, f](, C fo et tous les prolongements de ¢ s'annulent sur

£ .. La pseudoalgébre de Lie lisse canonique sur K associée 4 une suite g,

..»§" est polie. Si I'on rapporte f & une base (e, ..., €pr Cpppr e e )
adaptée a f, =R(ez, e ep), g devient une algébre de matrices de la
forme p { 0 %
m=p { 0 0
N - -
p m =p
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PROPOSITION 1L9. Si & est une pseudoalgébre polie, la sous-pseudo-
algébre () ge £ est polie et est localement équivalente a une pseudo-

algébre sur K du type décrit dans ['exempl e précédent.
Soit en effet H=g . Si
to={uet/(VAchH) Au=0},
onapour A2€§?, u,v,wek, Ach:
A2(Au)=0 ==> A%(v.w). Au=0.

Comme § = 62 , on obtient le résultat cherché.
On notera que, si V est simplement connexe, /I est réduit & sa compo-

sante neutre, qui est dans une base adaptée a E,
id *
0 id
Un tel groupe est vectoriel, et définit donc un parallelisme.

THEOREME 11.10. Soit sur V une pseudoalgébre de Lie £ polie de type
(£,G). Alors le revétement universel de V est parallélisable, et il existe
sur 'V un feuilletage invariant par e0®) tel que :

(a) pour chaque feuille Vo il existe un ouvert U, du sous-groupe
analytique Ko, de K d'algébre de Lie t, tel que V, et U, aient le méme
revétement universel. Le pseudogroupe f?(f[(/oj)) induit par PRy sur
Vo s'identifie ainsi localement avec le pseudogroupe de Lie des germes
de translation de K, .

(b) Chaque sous-variété transverse localement connexe W est un
revétement d'un ouvert de R, oi q est la codimension du feuilletage
et la pseudoalgébre définie sur W par projection de e(®) e long des feuil-

les s'identifie ainsi au parallélisme plat canonique sur RY.

La démonstration procéde comme pour le théoréme II.6, en considérant

le feuilletage invariant défini par £, . On notera d'ailleurs que £'C f,.
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