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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XIII-3

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

FERMETURE STANDARD DES CATEGORIES ALGEBRIQUES

par Frangois FOLTZ et Christian LAIR

Ce travail a pour objet 1'étude d'une méthode de construction stan-
dard (i.e. mécanique) d'un produit tensoriel et d'un foncteur Hom interne
dans une catégorie de structures algébriques. Nous montrons que l'exis-
tence d'une telle structure monoidale fermée est équivalente a4 1'existence
d'un modéle ( que nous appelons une costructure) dans la catégorie algé-
brique considérée. Les conditions d'obstruction a l'existence d'une telle
structure que nous obtenons sont par exemple applicables a la catégorie
des groupes.

Pour obtenir ce résultat nous avons, en premier lieu, étudié com-
ment pouvaient étre construites les structures monoidales fermées symé-
triques usuelles sur la catégorie A des groupes abéliens et ¥ des caté-
gories. Il nous est apparu qu'elles provenaient de constructions analogues
a partir d'un modéle donné, que 1'on appelle soit un cogroupe abélien dou-
bel soit une cocatégorie double. Ce processus peut donc étre étendu a une
catégorie de structures algébriques, pourvu qu'elle contienne une costruc-
ture double. Il généralise les résultats de Day [0.C.C.F] que nous re-
prenons en I.1, sous une forme qui nous est utile par la suite. Nous mon-
trons inversement qu'une catégorie algébrique monoidale fermée contient
une costructure double. Ceci est l'objet des parties I et II, tandis que la
partie III contient quelques exemples élémentaires.

Cette étude nécessite I'emploi d'une théorie qui décrive la notion
intuitive de structure algébrique. Actuellement, deux théories le permet-
tent: celle des Triples et celle des Esquisses. Nous avons choisi celle
des Esquisses telle qu'elle est détaillée dans [F.M.C.E] et [C.0.8.S] ,
en élargissant les notions de [E.T.S.A]. Ses éléments en sont rappelés
briévement en 0.

Dans cette théorie, une structure algébrique s'identifie & une réa-

lisation d'une esquisse O dans une catégorie donnée H. Ces réalisations
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2 F. FOLTZ - C. LAIR

sont appelées des H-structures algébriques d'espéce o . Par exemple,un
groupe est une réalisation de l'esquisse de groupes o G dans la catégo-
rie des ensembles. Il est topologique si H est la catégorie des topolo-
gies. On obtient les H-costructures en réalisant l'esquisse o dans la
duale H* de H. Ainsi, un H'-espace est une réalisation de oG dans la
duale de la catégorie homotopique. On sait définir, de plus, le produit
tensoriel de deux esquisses. On obtient les H-structures (resp. costruc-
tures ) doubles d'espéce O en réalisant 0® 0 dans H (resp. H*).Un
groupe abélien est une réalisation de l'esquisse o ®cC dans la catégo-
rie des ensembles. La spheére §% est munie d'une structure de co-groupe
double dans la catégorie homotopique.

Comme en théorie des Triples, certains types de problémes se po-
sent en théorie des Esquisses:
1- Construire explicitement un triple ou une esquisse dont la catégorie
des algebres associée soit une catégorie donnée; voir Ehresmann [L.T.
S.C], Manes [T.C.C.A], Lair [C.T.N.G], Burroni [E.C.Q.T]...
2- A quelles conditions une catégorie donnée est-elle une catégorie d'al-
gébres associée & un triple ou & une esquisse; voir le critére de tripléa-
bilit¢ de Beck [T.C.C.A], les travaux d'Ulmer (-Gabriel) [L.P.L.G]
Lair [F.0.S.A]...
3- Etudier systématiquement les propriétés d'une catégorie d'algébres
associée a un triple ou & une esquisse; voir Dubuc [K.E.C.T], Foltz
[S.C.F.D] et [R.E.D.O] ainsi que Lair [F.0.S.A], pour des théorémes
divers sur l'existence de limites et pour des propriétés d'adjonction.

Le probléme qui nous occupe est du troisiéme type et peut se for-
muler désormais de la maniére précise suivante:
- H étant munie d'une structure de catégorie monoidale fermée symétri-
que, la catégorie V des H-structures algébriques d'espéce une esquisse
donnée O est-elle monoidale fermée symétrique [C.L.C.A]?

Dans certains cas particuliers ce probléme a été résolu par A. Bas-
tiani et C. Ehresmann dans [C.D.F.S] et [C.N.S.S] et par F. Foltz dans
[D.0.C.A]. La solution apportée ici est située dans un cadre plus gé-

néral et a un caractére global. Notre idée fondamentale est qu'il y a équi-
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FERMETURE STANDARD DES CATEGORIES ALGEBRIQUES 3

valence entre les deux assertions -

(i)- YV est munie d'une structure de catégorie monoidale fermée symétri-
que «naturellement associée» (voir II.1) a la structure de catégorie mono-
idale fermée symétrique de H.

(ii)- Il existe dans Y une costructure double cohérente (voir 1.3) d'es-
péce O, c'est-a-dire une réalisation C:o - V*.

L'utilisation systématique que nous développons d'une costructure
double afin d'obtenir des constructions standards ( par exemple celle d'une
structure monoidale fermée symétrique) dans une catégorie nous semble
donc a la fois naturelle et générale. De plus elle ouvre sur les problémes
suivants:

4- Comparaison des H-structures et des H-structures doubles d'espéce
o, inspirée par l'inclusion de la catégorie des groupes abéliens dans celle
des groupes. Elle permet d'étudier les structures algébriques «abéliennes».
L'importance (et la nécessité) de cette comparaison apparaissent déja
en II.2 et I1.3.

5- Existence, dans une catégorie donnée VY, de V-costructures simples,
doubles ..., n-uples d'espéce O ; ces existences admises, en déduire des
constructions standards «homotopiques» dans VY, voir Lair [S.N.U.H] ou
cette idée est briévement exposée.

6- En appliquant les résultats de ce travail et ceux ultérieurs d'une étude
de 5 a la catégorie des esquisses, en déduire une théorie de 1'homologie
et de l'homotopie des esquisses, c'est-a-dire: étudier la forme d'une es-
quisse. Une premiére tentative a été effectuée sur ce sujet par Lair [I.M.
S.A] et Foltz [R.E.D.O] .

Nous espérons développer ces questions dans un trés prochain
travail.

Enfin, nous tenons & exprimer notre profonde gratitude a M™€ A.
Bastiani et & M' C. Ehresmann pour l'aide précieuse qu'ils nous ont gé-

néreusement accordée.
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4 F. FOLTZ - C. LAIR

0. PRELIMINAIRES.

0.1. Notations générales.

Rappelons qu'un graphe multiplicatif est une structure plus faible

que celle de catégorie, en ce sens que:

- la loi de composition n'est pas associative,

-si's et s' sont deux morphismes dont le composé s's est défini, la
source de s’ est confondue avec le but de s, mais la réciproque est iné-
xacte.

“Jn graphe multiplicatif, ou une catégorie, sont désignés en géné-
ral par des lettres telles que S, 1, H, Y, ..., exceptions faites cependant
des catégories classiques: M des ensembles, F des catégories.

La duale de S est notée S$*. Si § et S’ sont deux objets de S,
I'ensemble (ou la classe ) des fléches de source S et de but S' est noté(e)
S(S',S). Nous préférons cette notation plus conforme au sens d'écriture
d'un composé de deux morphismes. Ainsi la restriction de la loi de compo-

position, relative a trois objets de S, s'écrit:
S(S",S")xS(S",S) —>S§(S",S).

A tout graphe multiplicatif S est associée une catégorie SA, dite
de subdivision, comme dans [A.D.].F.] . Les compositions y sont trivia-
les et l'ensemble de ses objets est l'ensemble (ou la classe) sous-ja-
cent(e) a2 S. A chaque fleche s: S-S5’ de S, différente d'une unité, cor-

respond le couple de fléches de st

(s, S (5.5)
(e,s)

s,
\(\S)\ (5,5

Ce sont les seules fléches de SA, mises a part les fléches unités.

Si § et $' sont deux graphes multiplicatifs, on définit un foncteur
F:$-+8' de la méme fagon qu'un foncteur entre catégories. Il en est de
méme pour les transformations naturelles, avec une condition d'associa-
tivité. Nous ne l'expliciterons pas, car nous n'aurons a utiliser que des

transformations naturelles entre foncteurs d'un graphe multiplicatif $ vers
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FERMETURE STANDARD DES CATEGORIES ALGEBRIQUES 5

une catégorie H. Elles sont les morphismes d'une catégorie que nous
notons HS.
On dit que H=(H,H(-.-).®) est tensoriellement auto-dominée

si et seulement si:
ﬂ(—,-):HXH*—«H et ® :-HxH-H

sont deux foncteurs tels que, pour tous objets H, H' et H" de H, ily

ait un isomorphisme naturel en toutes les variables:

E(Q(H",H'),H) i(H",H'@H).

En particulier, une catégorie monoidale fermée fl__:(H , ﬂ(" -),®,],...)
(nous omettons d'écrire les équivalences naturelles habituelles) définit
une catégorie tensoriellement auto-dominée _ﬂ_:(H, ®,H(-,-)).

Si H est monoidale fermée, on dit que K=(X,K(-,-),®) est une H-ca-
tégorie tensoriellement auto-dominée si K est une H-catégorie sur K et
si les foncteurs K(-,-):KxK*-~K et ® KxXK-K sont tels que pour
tous objets K, K’ et K” de K,

K(K(K" K"), K)——K(K", K'®K)
est un isomorphisme naturel en toutes les variables. Remarquons que sur

K nous avons trois foncteurs Hom:

K(-,-):KxK*¥ —— K,

E('J '):KXK*——»H 3

K(-,-):KxK¥ N
Ainsi, une catégorie tensoriellement auto-dominée est une m—catégorie
tensoriellement auto-dominée et une catégorie monoidale fermée H=(H,
H(-,-),®,]) définit également une H-catégorie tensoriellement auto-
dominée (H,H(-,-),®). Dans ces conditions, nous poserons H=H ,
pour simplifier 1'écriture (ainsi tous les foncteurs Hom a valeurs dans
H seront soulignés une seule fois).

0.2. Théorie des Esquisses.

Pour toute catégorie |, on désigne par |_ la catégorie obtenue en

adjoignant a4 | un élément initial et par d|:1~1_ le foncteur injection.
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6 F. FOLTZ - C. LAIR

Un foncteur G:l_~$ s'appelle un l-céne projectif de base G.d,.

Soit § un ensemble de petites catégories et g_(S) la classe des
I-cénes projectifs dans S, ot | appartient 2 §. Une esquisse $-projective
(appelée aussi esquisse multiforme dans [C.D.S.T]) est un couple
oc=(S,A), o A est une sous-classe de 9(8). Si F:$~S" est un fonc-
teur et si o '=(S', A’) est une autre esquisse, on dit que F est uneré-
alisation de o vers o’ si F.G appartient & A’ pour tout élément G de
A. Ces définitions élargissent la terminologie habituelle de [E.T.S.A]

A toute catégorie H est associée une esquisse $-projective oy =
(H,Ay), on AH, est l'ensemble de tous les l-cdnes projectifs de H défi-
nissant des limites projectives dans H, pour tout 1€ d. On désigne alors
par O(H, o) la sous-catégorie pleine de HS admettant pour objets les
réalisations de O vers Oh (notées V:o-H), que l'on appelle des H-
structures algébriques d'espéce O .

Considérons deux esquisses J-projectives o=(S,A) et 0'=
($',A’). Pour tout objet S’ de S' et tout cébne G de A, nous notons
Ggr: 1. =8XS" le coéne défini par G (i)=(G(i), S’ ), pour tout morphis-
me i de |.. De méme, nous avons un cone G': I.-8x8', on G'g(i)=
(S,G'(i)), si § est un objet de S et si G' est un coéne de A’. Notons
A (resp. A") I'ensemble des cones Ggv (resp. G') lorsque §' (resp.
S) parcourt S' (resp. $) et G (resp. G') parcourt A (resp. A'). On

appelle produit tensoriel de o et de o’ 1'esquisse g-projective:
oc®o'=(SxS', /TU Z’).

Alors, pour toute catégorie H a limites projectives, il existe un isomor-

phisme naturel :
B:O(H,o®0')—=—0(0(H,0).,0").
On définit la puissance tensorielle nieme jo o par récurrence:
-®lo=o,
-®"0 =0 ® (8" 1o), pour tour n>2.

Une réalisation de ®” 0 dans H (resp. H*) est une H-structure

(resp. costructure) algébrique n-uple d'espéce o .
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FERMETURE STANDARD DES CATEGORIES ALGEBRIQUES 7

Par dualité, on définit les esquisses §-inductives, puis les es-
quisses g-projectives et $-inductives. La notion de produit tensoriel s'é-
tend aux esquisses de ce type. On montre également qu'a une esquisse
g-projective et $-inductive est associée une esquisse «régularisée»,c'est-
a-dire une esquisse dans le sens de [E.T.S.A], ot l'on suppose que deux
cones de méme base sont nécessairement égaux; ceci est développé dans
[F.M.C.E].

0.3. Hypotheéses générales.

Dans toute la suite de ce travail nous supposons désormais que:

a.- 0=(S,A) est une esquisse g-projective, ot § est un ensemble de
petites catégories et S un petit graphe multiplicatif;

b-- H=(H,H(-,-),®,]) est une catégorie monoidale fermée symé-
trique a petites limites projectives et inductives;

c.- Il existe un petit ordinal régulier v tel que les limites projectives
de foncteurs F:l-H commutent avec les limites inductives de foncteurs
F': [v] =H, lorsque | appartient 2 § et [v] est la catégorie associée
a I'ordinal v.

On désigne alors par V la catégorie O(H,0) des H-structures
algébriques d'espéce o, par W celle des V-structures algébriques d'es-
pece o (i.e. W=0(V,0)) et par W' celle des H-structures algébriques

doubles d'espece o (i.e. W=0(H,0®0)). On a donc l'isomorphisme

B:W-W.

Remarquons que I'hypothése faite en b peut étre affaiblie en
supposant que, localement, seules les limites nécessaires existent. De
plus, dans de nombreux exemples H est elle-mé&me une catégorie de réali-
sations d'une esquisse projective O ' dans la catégorie des ensembles,
si bien que V s'identifie & la catégorie des JM-structures algébriques

d'espéce o0 .
I. FERMETURE STANDARD.

I.1. Etude de la catégorie des foncteurs HS.

La catégorie subdivision $1 de S (voir 0.1) permet de définir
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8 F. FOLTZ - C. LAIR

un bi-foncteur ﬂs‘"HSX(HS)*—*H, qui est égal au foncteur Hom dans le
cas out H est la catégorie des ensembles. A tout couple d'objets (V',V)
de HS on associe le foncteur [V, V] : SA—~ H, défini par
(VvivI(s,S)=H(V'(s),V(S)) et LV, V](S, s)=H(V'(S"),V(s)).
Considérons un choix de limites projectives pour les foncteurs ©:$ AL H,
et posons: H3(V", V)=Lim [V, V]. (Clest donc la fin de H(V’(-),
V(-))). Cette surjection s'étend en un bifoncteutr _l'js(-, - ); ainsi HS est
munie d'une structure de H-catégorie.

PROPOSITION I.1. HS est & tenseurs [K.E.C.T].

PREUVE. Il suffit de prouver que, pour tout objet V de HS, le H-foncteur
H5(-,V):H5~H admet un H-adjoint M(-, V):H~HS. Soit H un objet de
H. Montrons que le foncteur (H®-).V:S~H est une H3(-, V) -structure

libre sur H pour la H-adjonction. Il suffit de prouver 1l'existence d'un iso-

morphisme naturel et canonique:
H(HS(V, V). H) = HS(V',(H®-).V).

Or le foncteur H(-, H) est compatible avec les limites projectives. C'est

donc que le premier membre est limite projective du foncteur
o=H(-,H). [v,v].s® — H,
défini par
Os,S)=H(H(V'(s),V(S)),H) et @S, s)=H(H(V'(S'),V(s)), H),

lorsque s:S5-S' est une fléche de S. De méme, le second membre est

une limite projectivedu foncteur ®' tel que
®'(s,S)=H(V'(s),H®V(S)) et @'(S"s)=H(V'(S'), HRV(s)).

Les foncteurs ® et ®' sont donc naturellement équivalents. L'isomorphis-

me canonique et naturel cherché s'en déduit.

COROLLAIRE. Pour tout objet V de HS, le foncteur H_S(-, V) est compa-

tible avec les H-limites projectives ( qui sont les limites projectives).

‘PROPOSITION I.2. tl_s est d co-tenseurs.

COROLLAIRE. Pour tout objet V' de HS, le foncteur _H_S(V',-) est com-
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FERMETURE STANDARD DES CATEGORIES ALGEBRIQUES

patible avec les H-limites projectives.

Bien entendu, dans ce qui précéde on peut remplacer $ par $XS.

HSXS

Il en résulte que la catégorie est munie d'une structure de H-caté-

gorie : H_SXS(-,.);(HSXS)X(HSXS)* — H.

Cette H-catégorie est a tenseurs et co-tenseurs.

Désormais, dans toute cette section nous supposons que l'on s'est
donné un bifoncteur C:$X$-(HS)*.

Le bifoncteur C détermine un H-foncteur P :HS = H3%S | défini,

sur les objets, par:
P(v')=H3(V',-).C:SxS~H.
PROPOSITION 1.3. Le H-foncteur P admet un H-adjoint 0.

PREUVE. Considérons un foncteur W:Sx$ ~H et désignons par ] C, W [:

((SXS)A)*—'HS le foncteur défini par les deux égalités:
] C: 4 [((Sr 31 ),(S,Sl)):W(S, S])@ C(51 51)('):
Tc,wices, Si)i(s,s)))=W(s,s;)@C(S",S7)(-),

lorsque (s, s):(S,8;)~(S",S}) est une fleche de $XS$ A Supposons

donné un choix de limites inductives pour les foncteurs tels que
0:((sx8)h)x — HS.
Alors : Q—(W):L_ZZ)'I ] C, W [.(C'est donc une cofin.)

Considérons l'isomorphisme canonique B:HSXS Z» (HS)S qui

by

3 tout foncteur W:SXS ~H associe le foncteur E(W):S*HS, défini par
B(W)(S)(S')=W(S,S") sur les objets. C'est un isomorphisme de H-ca-
tégories; posons :
0=B.P:H> — (H5)S.

PROPOSITION L.4. Le H-foncteur T admet O.B pour H-adjoint. 1 est donc
compatible avec les H-limites projectives.
Soit V un objet de H3. Pour tout autre objet V' posons

HS (v, v)=T,(v),

ol TV est défini par le diagramme commutatif:
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10 F. FOLTZ - C. LAIR

Ty
HS - HS

g S
\ (HS)S%’W

Il en résulte que pour tout objet S de S on a

HS(v.v)(s)=RScgv'(s),v).

On voit que la surjection qui a (V' V) associe gs(v', V) se prolonge
en un foncteur : _I:I_S(-, -).'HSX(HS)*—oHS,

REMARQUE. On peut donner une expression plus calculatoire de QS(V',V)
en définissant le foncteur /V’, V/S".-(SXS)A—~H, pour tout objet S”
de S, par:
((x,x"), (y,y' ) V= H(H(V'(x),C(y,S")(x")),V(y')),
si ((x,x"),(y,y")) est une fléche de (SXS)A.

Alors !‘l__S(V', V)(S") est une limite projective du foncteur /V, Vign et

gS(V', V)(s") est une limite projective de la transformation naturelle

/V'V/ gn == /V', V/ cm associée 2 la fleche s":S"~S" de S.

Désignons par R, pour tout objet V de HS, le H-foncteur com-

posé EVZQ- B~ L. (M(-,V).-), et, pour tout objet V' de HS, posons
Ve V'=R, (V).

REMARQUE. V 8 V' est alors une limite inductive du foncteur contrava-

riant, de source (5x8)2 et de but HS, deéfini par :
((x,y),(x",y")) ¥—= C(x,y)@V'(x")V(y').

La surjection qui au couple (V,V’) associe V@V’ s'étend évi-

demment en un bifoncteur & - HS x HS = HS.

PROPOSITION L.5. Pour tout objet V de HS, Ie H-foncteur TVZQS(-, V)
admet pour H-adjoint le foncteur EV “Ve-.

COROLLAIRE. Pout tout objet V' de W3, le H-foncteur ﬂs(—,V) est

compatible avec les H-limites projectives.
On peut compléter ce corollaire par la proposition qui suit.

PROPOSITION 1.¢. Pour tout objet V' de HS, e H-foncteur ﬂS(V’,-)

28%



FERMETURE STANDARD DES CATEGORIES ALGEBRIQUES 11

est compatible avec les H-limites projectives.
PREUVE. Il en est ainsi de HS(TV'(S),-), pour tout objec S de HS.

PROPOSITION 1.7. Si le bifoncteur C est symétrique, il existe un isomor
phisme canonique et naturel EQS(V, V');ﬂs(-, v'). GV, pour tous
objets V et V' de HS.

PREUVE. En effet, il suffit de constater que, pour tout couple d'objets
(S,5") de S, l'objet ﬁﬂs( V,V')(S)(S') est une limite projective du
foncteur de source shxshxsh o ge but H, qui a (((x,x").(y.,y"),
(z,2"))) associe H(H(H(V(z) C(x,y)(2z')),V'(y')),C(S,8")(x")).
De méme, _ﬂs(—, V').OV(S)(S') est une limite projective d'un foncteur,
de source SAxSAxSA e de but H, qui a ((x,x").(y,y').(z,2"))
associe: H(H(H(V(z),C(y,x)(2")),V'(y')),C(S,S8")(x")). Comme
l'hypothése assure l'existence d'un isomorphisme naturel
C(x,vy) = Cly,x),
on a l'isomorphisme voulu.
PROPOSITION 1.8. Si le bifoncteur C est symétrique, il existe un isomor-
phisme canonique et naturel : _ﬂ_s(ﬂs(V", V'), V) !S(V', viav).
PREUVE. De la proposition 1.7 et de la définition de ES il résulte 1'é-
galité:
HS(HS (v, v'), V)=HS(-.V)HS(-, v').(TOV").

De méme,

HS(vr, v'@Vv)=HS(-, v' 8 V).(OV") ~HS(H3(-, V), v').(BV").
La proposition 1.5 suffit pour conclure.
PROPOSITION 1.9. Si le bifoncteur C est symétrique, le bifoncteur @&
I'est aussi.

Il résulte des propositions 1.5 , [.8 et 1.9 le théoréme qui suit.

THEOREME L1. [0.C.C.F]. A une catégorie monoidale fermée symétri-
que H vérifiant I'bypothése 0.3.b et a un bifoncteur C:8xS~(HS)* est

associée une H-catégorie tensoriellement auto-dominée, dite standard,
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|_“|__S: (ﬂs; gs(','), ®), S étant un graphe multiplicatif petit. Si, de plus,
le bifoncteur C est symétrique, QSZ(HS,I__'!_S(-,'). ® ) est une catégorie

tensoriellement auto-dominée.

Ce résultat est utilisé dans les sections 1.2 et 1.3. Les théorémes
que nous y démontrons s'appliquent, en particulier, a HS et complétent

le théoréme I.1.

1.2. Etude de la catégorie des structures algébriques.

Désignons par Y:VYXV*~H la restriction du bifoncteur ﬂs( - =)
a la sous-catégorie V de HS ec par U:V-HS le foncteur inclusion cor-
respondant. L'hypothése 0.3.c assure que U admet un H-adjoint ( voir I'ap-
pendice ). Notons N:HS-V le H-foncteur H-adjoint a2 U.

Cette adjonction entraine les résultats qui suivent.
PROPOSITION 1.10. La H-catégorie ¥ est a tenseurs et co-tenseurs.

PREUVE. C'est une conséquence des propositions 1.1 et 1.2, les H-fonc-
teurs Y(-,V) et Y(V',-) admettant respectivement pour H-adjoints les
foncteurs N. M(-, V). U=M(-,V). U et N.M(V’,-). U.

COROLLAIRE. Les H-foncteurs ¥Y.(-.V) et N(V',-) sont compatibles

avec les H-limites projectives, pour tous objets V et V' de V.

Bien entendu, en remplagant O par o ® o dans ce qui précéde
et en désignant par U W' = HSXS e H-foncteur injection canonique, on a
des résultats analogues. En particulier U’ admet un H-adjoint

N'.‘HSXS — W

et la H-catégorie W' est a tenseurs et co-tenseurs. De plus, le H-isomor-
phisme B induit une structure de H-catégorie sur W, ainsi que 1l'isomor-
phisme B.

Nous supposons dans cette section que le bifoncteur C:S$XS$ ~(HS*
prend ses valeurs dans VY et qu'il est une réalisation de 0 ® o dans V*,
c'est-a-dire C est une Y-costructure double d'espéce o .

Il en résulte que, pour tout objet V' de VY, le foncteur Pcvr)=

_tlS(V',-). C est une réalisation de 0 ® o dans H, puisque _|:|_S(V',-)
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est compatible avec les limites projectives. En conséquence, la restric-
tion P de P a V esta valeurs dans W'. On a donc
P(V')=V(V',-).C et P.U=U"P.
PROPOSITION 1.11. Le H-foncteur P admet pour H-adjoint le H-foncteur
O=N.Q. U :W' -V,
PREUVE. C'est une conséquence immédiate de la proposition I.3.
Le H-foncteur 00 admet également une restriction a V:
O=B.P:¥V — W.

COROLLAIRE. Le H-foncteur O admet Q. B! pour H-adjoint. Il est donc

compatible avec les H-limites projectives.

Notons T,,:V =V, pour tout objet V de V, la restriction du fonc-
teur TV :HS —~H§. Ce foncteur est égal au foncteur composé (V(-,V).-). O
et prend ses valeurs dans V, car le foncteur Y (-, V) est compatible avec
les limites projectives. Il en résulte un sous-foncteur Y.V X(V)*~V, du

foncteur ES. Il est défini par:
YV, V)= (VL V=T (V=T (V'),
pour tout couple d'objets (V', V) de V.
Posonrs donc: 8 =N. 8 . UXU: VXV -V.
PROPOSITION I.12. Le H-foncteur Y(-,V):V~V admet R,=V & - pour
H-foncteur H-adjoint, quel que soit l'objet V de V.
PREUVE. Pour tous objets V, V' et V" de V, nous avons les isomor-

phismes naturels :

VYV v),v) S HS(HS(vn V), v) S HS(vr,viev)
n

V(V".N(V'&V))

et l'égalite Y(V", N(vV'@V))=VY(V",V'@V), car N est un H-adjoint

de U. Ceci suffit & achever la preuve.

PROPOSITION 1.13. S8i la costructure double C est symétrique, il existe
un isomorphisme naturel et canoniqgue OV(V, V') — Y(-,V’).(OV),
pour tous objets V et V' de V.
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PREUVE. C'est une conséquence de la proposition 1.7.

PROPOSITION 1.14. Si la costructure double C est symétrique, il existe

des isomorphismes naturels et canoniques :
VYV V'), V) == Y(V",V'8V) et VOV — V'aV.
Il en résulte le théoréme qui suit.

THEOREME 1.2. A une catégorie monoidale fermée symétrique H wvéri-
fiant les bypothéses 0.3.b et 0.3.c et a une V-costructure double C d’'es-
péce o est associée une H-catégorie tensoriellement auto-dominée Y =
(v, Z(-, -), ®) sur la catégorie ¥ des H-structures algébriques d'espéce
o, lorsque O est une petite esquisse projective (vérifiant 0.3.a).

Si, de plus, C est symétrique, V¥ est munie d'une Structure de

catégorie tensoriellement auto-dominée symétrique, dite standard, Y =

(v; !(':'); 8)

1.3. Fermeture standard de V.

Chaque unité S de S définit un foncteur d'omission [F.0.S.A]:
F¢:V ~H déterminé par Fg(V)=V(S). On désigne alors par Fg(ViV)
une projection canonique de Y (V' V) vers H(V'(S), V(S)). De méme,
a toute fléche s:S—~S' de S est associée une H-transformation naturelle
F_:Fg == Fg., déterminée par la famille des F (V)= V(is).

Comme H est une catégorie monoidale fermée a petites limites
inductives, les petites extensions de Kan a valeurs dans H existent [K.
E.C.T]. L'hypothése de commutation de limites sur H assure ( Appendice)
l'existence d'un H-adjoint G¢ au H-foncteur Fg. A chaque transformation
naturelle F_ correspond une H-transformation naturelle: G _:Ggr=2=Go .
De plus, on a l'égalité: Gs,'sz Gs. Gs..

Considérant les catégories VH et HY, nous obtenons-des fonc-

teurs :
F:$ — HY e G:§ —= (VH)x

ol F(s):FS et G(S):GS- Alors F est une HY-structure et G est une

VH.costructure d' espéce O .
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Pour tout objet H de H, nous avons donc une V-costructure d'es-
péce O :
G (H)=Ey.G, définie par G (H)(s)=G_(H),
on E, :YH .V est le foncteur évaluation en H .
Nous considérerons essentiellement G_(]), ot | est l'unité de H.
Dans cette section nous ferons les hypothéses suivantes:
a. C est symétrique,
b. Il existe une unité S, de § telle que G_(]) soit isomorphe & C( So,-).
Une costructure vérifiant b sera dite cobérente. Alors C(S, S,)
et C(So,S), qui sont naturellement isomorphes dans V, sont deux F¢

structures libres sur J.

PROPOSITION 1.15. Le foncteur VY (-,C(So,S,)) est naturellement é-

quivalent au foncteur identique sur V.

PREUVE. En effet, pour toute fleche s de S, nous avons les isomor-

phismes naturels:
V(V.C(So,S0))(s) == V(OV(s),C(Se.5:)) .
V(OV(s),C(Se,S0)) == H(OV(s)(So).]),
H(OV(s)(Se).]) == OV(s)(Se) == Y(V,C(s,S,))

et

V(V.C(s,S0)) == H(V(s),]) == V(s).

La naturalité de ces isomorphismes en toutes les variables achéve la

démonstration.
COROLLAIRE. Le bifoncteur ® admet C(S,,So) pour unité.
Il en résulte des équivalences naturelles:
-@C(S,S,) === ldy, C(S,,S,) 8- == Id,,
(-8-)8- —=— -a(-8-).
Ces équivalences vérifient les axiomes de cohérence. Les calculs fasti-

dieux qui l'établissent ne seront pas imposés au lecteur. On en déduitle

théoréme qui suit.
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THEOREME 1.3. A une catégorie monoidale fermée symétrique H vérifiant
les hypothéses 0.3.b et 0.3.c et a une Y-costructure double symétrique
C cohérente est associée une catégorie monoidale fermée symétrique,
dite standard, Y=(V,¥Y(-,-),8,C(S0,S80),...) sur la catégorie V¥ des
H-structures algébriques d’espéce o, lorsque O, est une petite esquisse

projective (vérifiant 0.3.a).

TUn exemple simple est le cas on 0 =(S,®). Alors V=HS etle
théoréeme 1.3 compléte le théoréme I.1. (Les hypothéses a et b, dans le
cas ol S est une catégorie, signifiant qu'elle est munie d'une structure
prémonoidale au sens de DAY, nous retrouvons donc les résultats de

[0.C.C.F]). Ceci montre que ii implique i (voir l'introduction).

.

Il. COSTRUCTURES STANDARDS ET CANONIQUES.

11.1. Costuctures standards.

Nous conservons les notations de I, en particulier pour Fg et
G.(]).

Dans cette section nous supposons que Y est munie d'une struc-
ture de catégorie monoidale fermée symétrique Y'=(V,V'(-,-), ®"',V,..)
telle que les conditions suivantes soient vérifiées :

a. Les foncteurs Y'(-,V):¥~V et -8'V:V~V, sont sous-jacents
a des H-foncteurs et le second est H-adjoint du premier, pour tout objet
VdeV.

b. Il existe une unité S, de S telle que le foncteur FSO soit naturel-
lement équivalent au H-foncteur Y(-, V).

Nous dirons, dans ces conditions, que V' est cohérente. Lorsque
la seule condition a est vérifiée on dit aussi que Y' est adaptée 3 H.
Cette seule condition a assure l'existence d'un isomorphisme naturel en

toutes les variables V", V' et V, objets de V:
—V—(V—V(vn’ V’),V) i> !(V", V;evv)
Cet isomorphisme existe toujours dans le cas ot H est la catégorie des

ensembles, la condition a est alors vérifiée. Autrement dit, une structure

monoidale fermée sur la catégorie O(M, o) est toujours adaptée a la
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structure cartésienne fermée usuelle de M .

Pour tout couple de fleches (s,s’) de $XS$, posons:
C(s,s")=G_(])® G_(]).
On définit ainsi un bifoncteur C:SXS =V *,

PROPOSITION IL.1. Le bifoncteur C est une V-costructure double d’es-
péce o, symétrique. Si V' est cobérente, il en est de méme de C (con-

ditions 1.3.b ).

THEOREME II.1. A une structure de catégorie monoidale fermée symétri-
que V', adaptée a H, sur la catégorie V des H-structures algébriques
d'espéce O, est associée une V-costructure double d'espéce O symétri-
que, dite standard C:0® o ~V*. Le foncteur Hom interne standard X(-, -)
défini par C (wvoir 1.2) est équivalent au foncteur \=/'(-, -). Si, de plus,
Y' est cobérente, comme il en est de méme de C, la catégorie monoidale
fermée symétrique standard déduite de C (woir 1.3) est isomorphe a V'.
PREUVE. C est une Y-costructure double, car les foncteurs V'®'- et
-8'V sont compatibles avec les limites inductives.

Montrons que les foncteurs V(-,V) et Y'(-,V) sont naturelle-
ment équivalents. Il suffit de prouve;l'existence ‘a'un isomorphisme natu-
rel Y(V', V) = V'(V', V). Autrement dit nous devons comparer les
valeurs de ces deux foncteurs. Nous le ferons pour un objet S de S, le
raisonnement sur une fléche étant analogue. En vertu des constructions

standards de 1.1 et 1.2, nous avons:
VVLVIS)  Se veave(s).v)  S= V(V(VLC(-S)). V).
C'est donc une limite projective du foncteur .S ® ~H, défini par
O(x,x")=H(Y(V",C(x,5)),V(x"))
=H(Y(v, G .(])® G(]),V(x')),

pour toute fleche (x,x’) de $ A Le H-foncteur -®'G¢(]) est un H-ad-
joint de !__'(-, Gg(])) et Gg(]) est une F ¢structure libre sur J.On en

déduit des isomorphismes naturels et canoniques:

YV, G (])@Gg(])) == V(Y'(V.G (]))Gg(])),
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18 F. FOLTZ - C. LAIR

VYV G (])),Gg(])) == N'(V'.G (]))S).
En conséquence, ® est naturellement équivalent au foncteur © ) défini
par
O (x, x'):tl_(l'(V', Ge(J))(x),V(x")),

qui admet pour limite projective dans H 1'objet Y(V'(V', G (])), V).

Le foncteur @' étant symétrique et Y' étant adaptée a H, on a les iso-

morphismes naturels :

VYV Gg(])), V) == Y(Y(V.V),Gg(]))

‘u

l’(V', V)(S).
Ainsi: _!_(V', VI(S) E_!'(V’, V) (S).

De la naturalité de tous ces isomorphismes résulte l'équivalence
Y(-,V) = Y'(-,V), naturelle en V. On montre que cette équiva-
lence est compatible avec les axiomes de cohérence, d'ou le théoréme.

L'implication i =s-ii est ainsi démontrée. Avec le théoréme 1.3

il résulte 1'équivalence i<e=sii (voir I'introduction).

11.2. Costructures canoniques.

Les objets de $X$ déterminent aussi des H-foncteurs d'omission
F(S,S’)"w' ~H, définis par F(S'S.)(W):W(S, $’). De méme, chaque mor-
phisme (s,s"):(S,8')~(S,,S}) de S$X S définit une H-transformation
naturelle F(S‘s.).: Fig gy == F(SI’SE). Pour les mémes raisons qu'a
la section 1.3, les H-foncteurs F(S,S') admettent des H-adjoints G(S,S')‘
A une fleche (s,s') de $XS correspond ainsi la H-transformation natu-
relle : G(s,s')"G(SI,S'J) e G(S,S')' Nous obtenons de cette fagon une

W'-costructure C:.o0 @ o-W'*, ou C(s,s')=G ,)(]). De plus, on

(s,s
peut également définir des foncteurs d'omission DS:W'—~V en posant
Dg(W)=W(-,S). Nous obtenons alors des H-transformations naturelles
D_:Dg == Dg,, pour tout morphisme s:5~S’ de S. L'hypothése
0.3.c assure que D¢ admet un H-adjoint Kg. Alors & D _ correspond une

H-transformation naturelle KS: K¢r == K.

Symétriquement, on a les H-foncteurs d'omission:
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Ds:W'~V en posant Dg(W)=W(S,-).
Il en résulte les H-adjoints Kj et les H-transformations naturelles D’ et
K. Les équivalences:
= 5 —_—— '
FS_DS’ mF(S,S’) FS'DS

entrainent les suivantes:

KS"GS-:—:": G(S,S')——;:: Kg,,GS,,

De plus, comme 0® 0 =($X$,Ag o) est symétrique par construction,
les H-foncteurs K¢ et K5 sont naturellement équivalents. On en déduit
que C:0® o~W' est une costructure symétrique.

Nous dirons qu'un foncteur D:W'—=V est un foncteur de compa-
raison de W' a2 V s'il est compatible avec les limites inductives définies
par l'ensemble des cénes f(ASXS).

Nous dirons qu'un foncteur de comparaison D de W' a V est cobé-
rent s'il existe un objet S, de S tel que D.C(-,S,) et D.C(So,-)

soient équivalents & G_(]) (voir 1.3 ).

THEOREME I1.2. A tout foncteur D de comparaison de W' a V, cobérent
est associée une costructure double dite canonique C:0Q o ~V, symé-
trique et cobérente. Les constructions standards de 1 lui sont donc ap-

plicables..

/

PREUVE. Ceci est immédiat en posant C=D.C.

Nous montrerons ultérieurement que l'existence d'un tel foncteur
se réduit & une étude de type homologique des esquisses 0 et o® 0. De
méme, la cohérence d'un foncteur de comparaison, ou d'une V-costructure
double C, ou d'une structure de catégorie monoidale fermée symétrique
V' sur VY, c'est-a-dire l'existence d'une unité particuliere So de S, ré-
sulte de 1'étude de la forme de l'esquisse 0. On pourra en trouver un pre-
mier exemple dans [I.M.S.A] concernant les «systémes générateurs d'une
esquisse» et dans [F.0.8.A] concernant l'existence d'unités particu-
liéres de o . Utilisant la structure monoidale de la catégorie des homomor-

phismes entre esquisses [F.M.C.E] une structure de monoide commutatif

K.‘O’@O‘ —_ O
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induit un foncteur de comparaison cohérent D ; ce dernier est défini com-

me adjoint du foncteur O(H, K).

1.3. Obstructions a la fermeture monoidale des catégories algé-

briques.

Désignons par X la catégorie des W'-structures algébriques d'es-
péce O et considérons un objet S, de S. Nous avons vu qu'il existe un
H-foncteur d'omission associé a So, D_So ‘W'-V qui a W(-,-) associe
W(-,S,). Nous en obtenons un second Dg X-W', quia X((-,-),-)
associe X((-,-),So): 0o —~H.

Désignons par VSD et par WS'O respectivement les sous-catégories
pleines et saturées (pour les isomorphismes) de V et de W, engendrées
par l'image de DS,, et de D-Sq (ceci signifie que tout objet de WSo , par

N

exemple, est isomorphe 4 l'image d'au moins un objet de X).

THEOREME IL.3. Si Vg est différente de ¥, si Wy est égale a W, 1l
] o

ne peut exister de structure de catégorie monoidale fermée symétrique sur

V qui soit adaptée a H.

PREUVE. Supposons que V est munie d'une structure de catégorie mo-
noidale fermée symétrique adaptée 3 H et notée V"=(V,V"(--), 8",
v, ). D'apres le théoréme II.1 cette structure définit une Y-costructure
double C:0® o~ VY*. Cette derniére définit un foncteur Hom interne stan-
dard Y(-,-) qui est équivalent au foncteur Y"(-,-).

Considérons un objet V de V qui n'appartient pas a VSO. Nous avons

les isomorphismes naturels :
VoS ¥YW(V.V) S YoV, V).

Or OV:o®oc~V détermine une structure double B~ !(OV). Comme
w :W'So , la structure double B~!(OV) est isomorphe & une structure
double de la forme X((-,-),So), ou X((-,-),-):oc@oc®oc—~H est

une structure triple. Par suite, on a un isomorphisme
Vo = V(B(X(-,-) S0), V')

Comme le foncteur Y(-,V’') est compatible avec les limites projectives,

on en déduit que Y(B(X(-.-),S,), V') est sous-jacente (en So) a une
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structure double. C'est donc un objet de V¢ ; il en résulte que V en est
o

aussi un, d'ot une contradiction.

REMARQUE. Ce théoréme explique pourquoi dans la plupart des cas une
catégorie algébrique munie d'une structure monoidale fermée symétrique
est telle que toute structure simple est sous-jacente 4 une structure dou-
ble, triple...

Supposons par exemple que H soit la catégorie des ensembles et
que O soit I'esquisse habituelle de groupe o C. Un groupe double s'iden-
tifie 4 un groupe abélien; il en est de méme d'un groupe triple. Il en ré-

sulte que W'So =W' et Vs, #V, lorsque So est I'objet de S tel que Fg

soit le foncteur d'oubli usuel de G vers M. On en déduit:

COROLLAIRE. Il n'existe aucune structure monoidale fermée symétrique
y q

sur la catégorie des groupes.

lll. EXEMPLES.
l11.1. Exemples de costructures doubles.

III.1.A. Cas des groupes abéliens.

Désignons par A la catégorie des groupes abéliens et des homo-
morphismes de groupes abéliens. On sait qu'il existe une esquisse pro-
jective petite oA=(S,, 4, ) telle que O(M,0*) soit équivalente a A.
Rappelons que SA est un graphe multiplicatif admettant pour générateurs

les morphismes représentés par le diagramme I.

Sl"

diagramme |
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Le morphisme e représente 1'élément neutre d'un groupe tandis que & re-
présente la loi de composition et 7y 1'opération passage a l'inverse. Il y
a d'autre part des relations que nous n'écrirons pas toutes. Ainsi, 1'égali-
té k.k;=k.k, exprime l'associativité tandis que k.08 =k exprime la
commutativité. Enfin A, est un ensemble constitué des trois cdnes pro-

A
jectifs:

So pI Sa 1/1
v2
sn So sm™ o S’
s, b, s, v3 (cdne vide)

Un groupe G s'identifie a un foncteur G:SA—om qui associe a ces cones
projectifs des limites projectives dans M. L'ensemble sous-jacent au
groupe est alors G(S,), son élément neutre est G(e )(0) (on rappelle

que ] =G(S') a pour seul élément 0) et sa loi de composition est G(k).

Il est facile de montrer que, pour toute catégorie H a petites limi-
tes projectives, les catégories OM,c?) e UM ocArA@c?) sont équi-
valentes. Il existe donc une costructure double Cz.'O'A®UA—*A*, é-
videmment cohérente. Dans A, on représente en partie ses valeurs par le
diagramme II, ot 1,Z,... sont les structures de groupes usuelles et ou

I'on a des homomorphismes de groupes (abéliens) suivants:

E:Z~1 défini par E(z)=0 pour tout z€Z,

K:Z-ZXZ défini par K(z)=(z,z) pour tout z€Z,

P Z~ZXZ défini par P;(z)=(z,0) pour tout z€Z,
P,:Z~ZL XL définipar P,(z)=(0,z) pour tout z €L,
A:ZXZ~ZXZ défini par OA(z,2")=(z" z), pour tout (z,2') ap-

partenant 3 ZXZ, ...

A

1 £ z

‘

IxX1Z

diagramme 11
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On associe a cette costructure une domination (c'est-a-dire un
Hom interne) A et un produit tensoriel ® en vertu de I. Un calcul sim-
ple montre qu'il s'agit du foncteur Hom interne et du produit tensoriel u-
suels sur A. Enfin le foncteur [J construit en I est, dans ce cas, équiva-

lent au foncteur identique.

THEOREME I1I1.1.A. La structure monoidale fermée symétrique usuelle
sur A est obtenue par construction standard & partir d’'une costructure
double dans A (c'est-a-dire d'une structure de cogroupe abélien sur le

groupe abélien 1 ).

III.1.B. Cas des catégories.
On sait qu'il existe une esquisse projective petite 0‘3-:(55}", Ag)
telle que @(W,U'cf) soit équivalente a la catégorie § des foncteurs.
Rappelons que 53.‘ est un graphe multiplicatif admettant pour générateurs

les morphismes représentés par le diagramme III.

diagramme III

Par exemple, le morphisme U représente l'injection d'une classe d'objets
d'une catégorie dans son ensemble sous-jacent. Les morphismes a et
B représentent les opérations, source et but de cette catégorie (ou domaine
et codomaine). Le morphisme % en est la loi de composition. Il y a éga-
lement des relations, notamment les égalités k./eIZk./e2 représentant
I'associativité tandis que 1'égalité &.. =1Id signifie que la source ou le
but d'une unité (d'un objet) est cette unité... Enfin, Ag est un ensenr

ble constitué des deux cbnes projectifs:
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N

Une catégorie G est donc un foncteur G Sg-m qui associe A ces deux
cones projectifs deux limites projectives dans n, que l'on peut supposer
canoniques, de méme G(t) est une injection canonique de G(S,) vers
G(S) . La catégorie G admet alors G(So) pour classe d'objetset G(S)
pour ensemble sous-jacent. (Pour des précisions supplémentaires se re-

porter a [E.T.S.A.].)

Alors F est munie d'une costructure double cohérente :

5 4
C2><2.O’ — ¥

dont certaines valeurs sont représentées par le diagramme IV, ou les ca-
tégories 1,2 et 3 sont les suivantes:
1 est la catégorie triviale n'ayant qu'une unité,

2 est la catégorie — o~

3 est la catégorie v

Le produit tensoriel associé a cette costructure double cohérente
est alors le produit usuel de catégories. Tandis que, si G et G’ sont
deux catégories, la structure de catégorie sur Homg (G', G) est la catégo-
rie usuelle des transformations naturelles G'6 dont Homg:(G',G) est
une classe d'objets.

Remarquons que OG' s'identifie & une catégorie double [C.A.S.R.], que
'on note (OG’, HG") sur l'ensemble des carrés commutatifs, appelés
aussi quatuors de la catégorie G.

(Rappelons qu'une catégorie double est un couple (D, D) de deux struc-
tures de catégories sur un méme ensemble D, compatibles entre elles, i.e.

lorsque les composés ci-dessous ont un sens, on a les égalités:
(x+y) (x'+y")=(x.x")+(y.y'), &(x+y)=28(x)+8(y),
SL(x-y)=8L(x).8'L(y), lorsque d=aou B8.)
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diagramme v

La composition longitudinale des quatuors, définie par la structure [1JG',

est donnée par l'égalité:
(y' %y, x, y )y 2" %, y) = (Y, %% %", x . %, ),

ou par le diagramme suivant:
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Y1 4}" by
|
|

De méme la composition latérale de deux quatuors de G’, définie par la

structure H G’ est donnée par 1'égalité:
(y] % %"y )B(y'. xhx, y)=(y). Yy xp %y, y)

ou par le diagramme :
’

xIA

Y1 Y1
x'

y' y
X

Les constructions de I montrent que tout élément de G'C , pour tout cou-
ple (G', G) de deux catégories, c'est-a-dire toute transformation naturelle
entre deux foncteurs de G vers G’, s'identifie 4 un foncteur de G vers
la catégorie BG (resp. [I1G). La loi de composition des transformations
naturelles est alors induite par l'autre loi [IJ (resp. B). C'est ce point
de vue, développé par C. Ehresmann dans [C.A.S.R], que ce texte ex-

plique et généralise. Nous pouvons énoncer le théoréme :

THEOREME IIL1.B. La structure monoidale fermée symétrique de ¥ est
obtenue par construction standard & partir d'une costructure double dans

¥ (c'est-a-dire d'une structure de cocatégorie double sur la catégorie

2x2).

Nous allons décrire une autre costructure double dans . Pour
cela, désignons par 2®'2 (resp. 2®'3, 3®'2) les catégories libres
sur les graphes multiplicatifs produits 2X2 (resp. 2X3, 3x2). Elles

sont représentées par les diagrammes ci-dessous:
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A
!

Il en résulte une costructure double cohérente C2®. o dont les valeurs
dans F sont représentés comme au diagramme IVen remplacant partout ®
par @"'.
Cette costructure cohérente induit donc une structure monoidale

fermée symétrique sur ¥.
Pour toute catégorie G', [J'G' est l'ensemble des carrés non commuta-
tifs de G’. On le munit des deux lois B' et [11' qui prolongent les lois
H et [IJ définies ci-dessus pour les carrés commutatifs. Il en résulte une
catégorie double (H'G’,tT1'G’). Ainsi, a tout couple (G’,G) de deux
catégories, le foncteur Hom interne standard associe la catégorie (G'C)r
des pseudo-transformations naturelles entre foncteurs de G vers G'.
On peut les définir comme étant les triplets (F', (¢, )xeG(S,,)’ F) tels
que:

- F:G~G' et F':G~G" sont deux foncteurs,

- (t,. ) cG(s,) est une famille de morphismes de G’ telle que, pour
tout morphisme z:x—x' appartenant 3 G(S), on ait le carré non commu-

tatif
F'(z)

F?z)

Ces pseudo-transformations naturelles s'identifient donc a des foncteurs
de G vers B'G' (resp. 1J'G’), la loi de composition sur (G'C ) étant
alors celle que 1'on déduit de 1'autre loi [11' (resp. B' ).
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Les costructures doubles que nous venons de décrire déterminent
aussi des costructures doubles (des cographes multiplicatifs doubles)
dans la catégorie des graphes multiplicatifs, qui est équivalente a une
catégorie de réalisations d'une esquisse projective petite («esquisse de
graphes multiplicatifs») dans M. Cette catégorie est donc munie de deux
structures monoidales fermées symétriques (au moins ) dont l'une, de méme
que pour J, est cartésienne.

On pourrait multipl ier les exemples & tous les cas connus de struc-
tures algébriques munies de produits tensoriels et de foncteurs Hom in-
ternes. Signalons simplement pour terminer que la catégorie des petites
esquisses $projectives et §'-inductives peut &tre munie d'une structure
monoidale fermée symétrique standard dont le produit tensoriel est celui
qui a été défini en 0.2 (restreint & ces esquisses). Dans le cas ot §'=¢
le foncteur Hom interne standard 9 est tel que, pour toute catégorie H a

limites projectives de foncteurs de |-H, ot 1€, on a:
Doy, o)=o0(n,0) ;

cet isomorphisme justifie alors les isomorphismes tels que B (0.2).

l11.2. Exemples de foncteurs de comparaison.

III.2.A. Cas des groupes abéliens.
Nous avons déja signalé en III.1.A que les catégories O(Mm, o4

et OM, 0A®04A) éraient équivalentes. Désignons par D :

OM,cAgcA) — (M, oA

N

un foncteur associé a cette équivalence. Il est évident que c'est un fonc-
teur de comparaison cohérent. La costructure C, en résulte (voir 1.A);
elle apparait comme une costructure canonique associée a D .

II1.2.B. Cas des catégories.

Nous avons vu en II.2 qu'il existait une costructure double
Food
G(_’_)(])"O— [Nex —_— ?21
ol ?2 est la catégorie pleine de foncteurs doubles associée a M. Cette

costructure induit des foncteurs d'omission DS:ff2-'rf, pout tout objet

S de 55: et, pour tout morphisme s:S5-S', une transformation naturelle
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D_:Dg =w=Dg., en posant Dg(W)=W(-,S). Il en résulte que I'on
peut également définir D'¢(W)=W(S,-). Comme O'? ® Ug est symé-
trique, les foncteurs Dg et D' sont équivalents: dg:Dg —» D'c. Nous
désignons, dans ces conditions, par DO le foncteur somme fibrée du dia-

gramme :

D' D’ dg

Il est immédiat de constater que D, est un foncteur de comparaison cohé-
rent tel que D. G(_,_)(]) soit la costructure C2®. o de IILLL.B, ] étant
un ensemble a un élément.

Désignons par [G] la catégorie quasi-quotient de la catégorie
G par la relation qui identifie deux morphismes de G dés qu'ils ont la
méme source et le méme but. Le foncteur g:F ~F défini sur les objets
par q(G)=[G] (et que I'on prolonge aisément par «universalité») est
compatible avec les limites inductives. Il en résulte que g.D, est un
second foncteur de comparaison cohérent D’; et tel que D’,. G(_,_)(])

soit la costructure C de III.1.B.

2X2
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APPENDICE. H-ADJONCTION POUR LE FONCTEUR INCLUSION V - HS.

' Supposons encore que § est un ensemble de petites catégories
et que 0 =(S, Ag) est une petite esquisse J-projective, ot § est une ca-
tégorie. Il est clair que le cas ot § est un graphe multiplicatif s'y raméne
en considérant la catégorie libre qu'il engendre. Nous supposons égale-
ment, comme précedemment, que (H,H(-,-),®,]J) est une catégorie
monoidale fermée ( symétrique).

A o on associe un foncteur T:$-$S, on S est une catégorie ob-
tenue en ajoutant «formellement» a S:

- un cone ® de méme base que @ chaque fois que @€ Ag,

- une fléche rg :5-+5 du sommet S de ® au sommet S de © et telle
que f(1).7g=t(I) pour tout objet I de |, lorsque ® est un céne |-pro-
jectif de Ag défini par la famille (f(I))I€|o et ® est le l-cone projectif
défini par la famille ('17(‘1))1€ I l, étant la classe des unités de |.

Alors le foncteur T admet un inverse & droite qui applique chaque rg sur
la fleche identique de §.

A tout foncteur V:S—H on associe un foncteur V:S-H tel que
la restriction de V a $ soit égale a V et que . ® soit une limite projec-
tive (moyennant un choix de telles limites dans H). On désigne par K(V)
une H-extension de Kan [K.EC.T] de ¥ par T. On obtient une H-trans-
formation naturelle k( V):V —aee K(V).

Soit & un petit ordinal régulier. Pour tout couple d'ordinaux £"<

£'< €, on définit, & partir de V, des H-transformations naturelles
DE M)V = Vi

telles que

U(f' ’én)‘ U(f",f}'):v(é" ’fl")’
au moyen d'une récurrence transfinie vérifiant:
-V, =V, )
- v(§'+1,§')=K(V§.),
- si £'< € est un ordinal limite, si v(£",€E™) est défini pour tout £™<

En< & alors V§. est une H-limite inductive de (v(&",&™ ))5 "L L
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et v(&',£") est une co-projection.

THEOREME . Si, dans H, les limites inductives de catégories d'indices
[£] commutent avec les limites projectives de catégories d'indices 1€,
le foncteur Vf :S~H est une réalisation libre de o dans H, associée

au foncteur V de S dans H.

On en déduit les deux corollaires suivants:
COROLLAIRE 1. Si H est g limites inductives, la catégorie O(H, o) est
une H-catégorie a H-limites inductives.
COROLLAIRE 2. Soit n:0’'—= 0O un morphisme entre petites esquisses
projectives. Le ﬂ-foncteur C(H,n):O(H, o)-0O(H, o') admet un ﬂ-
adjoint.

Remarquons que ce corollaire s'applique lorsque O' est réduite

a un point; il en résulte l'existence d'un adjoint pour les foncteurs d'omis-

sion.

Département de Mathématiques
Tour 55, Université Paris VII
2, Place Jussieu

75221 PARIS, Cedex 05.
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