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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XIII-3
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

COMPLEMENTS A L'ARTICLE
THEORIES ALGEBRIQUES ET EXTENSION DE PREFAISCEAUX

par Laurent COPPEY

Nous faisons référence une fois pour toutes & l'article [*], en ce

qui concerne les notations, la terminologie et les principales définitions.

Soit C une catégorie et P une surcatégorie de C; les D-algebres
a droite (resp. a gauche) sur les objets de C ont été définies comme étant
des actions de 9 a droite (resp. & gauche) étendant certaines actions na-
turelles de C. La définition (1) qui suit constitue une généralisation né-
cessaire pour interpréter la proposition 1-E de [*] dont 1'énoncé a une
forme inexacte (en général, fDF n'est pas isomorphe & une surcatégorie de
>, méme lorsque F est injectif).

Sans 1'écrire chaque fois, 1'expression «a droite» qualifie désormais

les «actions» ou «algébres» envisagées.

Soit § un graphe multiplicatif présenté par son schéma
/—(-l\
G+ — %G So
W
dans lequel les symboles ont leur sens usuel. Soit 7 une application de
source & et de but G, ; une action de § sur 7 est une application & du

produit fibré @W B de 77 et B vers & satisfaisant les conditions:
2

i) 8(x,m(x)) = x, pour tout x€8,
ii) mO(x,g) = a(g), pour tout ( x, g) ng,ﬁ’
iii) (6(x,g).g')=0(x,g.8"),si g.g" est défini dans §.
Nous dirons aussi que § agit sur &, grace a @, s'il n'y a pas de doute
possible sur 7. En général, les actions de § ne peuvent pas &tre repré-
sentées, dans mgo , par les algébres d'un triple, contrairement 4 ce qui a

lieu lorsque § est une catégorie. On peut cependant les interpréter comme
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2 L. COPPEY

les «algébres d'un triple non associatif» (la définition précise d'un «triple
non associatif» est possible, mais longue & décrire, lorsqu'on remplace 1'en-

semble des entiers par l'ensemble des entiers non associatifs).

NOTATION ET REMARQUE. Soit & une action de § sur &; nous écrirons

souvent xa;g (ou méme x#* g, s'il n'y a pas de doute sur &) au lieu de
O(x,g). L'élément (x* g)* g’ peut &tre défini sans que g.g' le soit; si
(g-g'). g" et g.(g' g") sont définis dans G, on trouve:
x*((g.g'). g") =xx(g.(g'.g")) =((x*g)xg')xg”,
mémesi (g-g').-g" #g-(g'-g").
Soit C une catégorie et G un surgraphe multiplicatif de C, c'est-

a-dire que C est une sous-catégorie de Get G =6,.
DEFINITION 1. Une §-algébre sur un objet X de C est une action 6 de
G sur Gxo telle que:

a) /2 g est défini si et seulement si a(f) = [B(g),

b) si f";g est défini et si gee, alors /*68 =/ g.

REMARQUE: Soit & une G-algébre sur X; soit O' I'application de QXO
dans @XO définie par 6'(g) = 6( IX0 , g); I'application O’ satisfait les
trois conditions suivantes:

a)ab'(g)=alg), pour tout g e@xo ,

B) 0'(g) =g si gel,

v)sig. g et 8'(g). g sont définis dans G, alors

O'(g.g")=0"(0"(g). g').

La correspondance & qui a & fait correspondre 0’ est une bijection si §
est une catégorie (proposition 2-C de [*]); mais si § est seulement un
graphe multiplicatif, £ n'est en général ni surjective, ni injective.
DEFINITION 2. Soit 0 une §-algébre sur X et 0’ une §-algébre sur X’;

un morphisme \ de 6 vers §' est défini par une fleche dans C de X vers

X', notée aussi A, telle que

K.(/*ég) =(A. “2:87 lorsque f;g est défini.
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THEORIES ALGEBRIQUES (COMPLEMENTS) 3

La catégorie des morphismes entre G-algebres ainsi obtenue est

désignée par &g et son foncteur d'oubli (évident) vers C est noté Ug.

DEFINITION 3. Soit U un foncteur d'une catégorie @ vers C; nous dirons
que U est quasi-algébrique (resp. pré-algébrique) s'il existe un surgraphe
(resp. une surcatégorie) G de C et un isomorphisme de catégories 7y de

@Q vers ( tel que Uo7y = Ug.

PROPOSITION 1. S U est un foncteur quasi-algébrique ou pré-algébrique
admettant un adjoint a gauche, alors U est un foncteur algébrique (au sens

des triples).

La démonstration a été donnée dans le cas des foncteurs pré-algébri-
ques (cf. proposition 1-D de [*]); elle est en tout point semblable pour
les foncteurs quasi-algébriques; cependant la forme a retenir pour une §-

N A . . [} . .
algébre ne peut pas &ue celle des applications 8’ satisfaisant a, 3,7 .

L'énoncé suivant est un complément de la proposition 1-D de [* ]

et de la précédente.

PROPOSITION 2. Soit 9 une surcatégorie de C; si 'inclusion (D,1,C)
admet un adjoint a droite R, le foncteur d'oubli Ug) des D-algebres vers
C est algébrique.

Il suffit de remarquer que R est fidele; dans ce cas, on sait que 9
est isomorphe a la catégorie de Kleisli associée au triple T =(T, e, )
défini par (¢, R), d'aprés la proposition 4-C de [*]; on en déduit que
Uq) est canoniquement isomorphe au foncteur d'oubli des T-algébres vers
C (proposition 5-C de [*]). Il est intéressant de savoir comment est dé-
finie la D-algebre libre & engendrée par un objet X de C; c'est une D-
algébre sur TX = RX; I'action de D sur GRXO correspondante est don-

née par la formule:
fzg:/,LX.R(f.g).SZ
dans laquelle Z=a(g) et a(f)=B(g).

Un foncteur quasi-algébrique est toujours isomorphe a une restric-
tion d'un foncteur pré-algébrique; on peut méme choisir ce dernier «mini-

mum » en un sens que nous allons préciser.
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4 L. COPPEY

Soit G un surgraphe multiplicatif de C et soit L(§) la catégorie
libre des chemins propres de §. Considérons la relation PE@ dans L(G)
dont le graphe sous-jacent est l'ensemble A@ des couples ((f', /). f"- f),
avec f et f' éléments de C. Cette relation satisfait les conditions de la
proposition 5 de [Eh, a] (p. 92) et par conséquent, il existe une catégorie
quotient strict de L(§) par la relation d'équivalence compatible @ en-
gendrée par @, dont l'ensemble sous-jacent est isomorphe a l'ensemble
des chemins O -réduits de L(§); cette catégorie quotient est notée C9).
Il est facile de voir que le foncteur naturel de C vers C(§) est injectif
et sa restriction aux unités bijective, de sorte qu'on peut choisir C(9)
comme surcatégorie de C; nous notons T 1'application naturelle de 9 dans
C(§) dont la restriction 2 C est I'inclusion de C dans C(§); 7 définit

en fait un homomorphisme entre les graphes orientés sous-jacents.

PROPOSITION 3. Il y a une bijection naturelle entre les G-algébres sur X

et les C(G)-algébres sur X satisfaisant la condition suivante:
fx(71(g).7(g"))=fxT(g.g"), lorsque g.g' est défini dans §;

cette bijection s'étend en un foncteur I injectif et plein de @9 vers @@( )
satisfaisant U@(g) ol = Ug .
DEMONSTRATION. Soit & une G(Q)-algébre sur X satisfaisant la con-
dition de !'énoncé. Soit f€ GXO et g€ G avec S(g) = a(f); on définit une
action & de § sur @Xo par 1'égalité fZg = f%’T(g).

Réciproquement, soit & une §-algébre sur X. Soit c e C(§) et

fe€ GXO , avec a(f) = /(c); un représentant ¢ de ¢ estun chemin dans

G; notons-le (8, &p.7+--+ &) et posons
E(f,c) :(n-((/’;gn)’;gn_l);m )”égl ;

si ¢’ est un autre représentant de c, on sait [Eh,a] qu'il existe une sui-

te Cp. ChyunnnCy de chemins dans G telle que

cp=c 6, = c' et tout couple (Cz’+1 ,ci)ou (ci,cz._,_l)est de la forme

z

((g, 8.qr -+ 87) (g;,g;_l,---,g;-+2,b.g;_l,---,g’ﬂ),
on (g, g1).h)eA@;
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THEORIES ALGEBRIQUES (COMPLEMENTS) 5

on a alors:
E(f.,c;) :("‘((f*gi)*gi-l)‘“)*g;:+1)*g;:)"')*g§
=(. . ((fegp)eg, ) ) gry -89 )%l
i i
(car g]' v 8t € @)

= (... ((frgi)egl ). )xb).. . )xgl (car be Q)

=E(f, c;41);
donc E(f,c)=E(f,c"); 'expression E(f, c) étant indépendante du re-
présentant ¢ choisi dans c, on peut définir 1'action 6 de C(Y) sur GXO
par 1'égalité

Iz c=E(f c);

il est facile de vérifier que cette action définit en fait une C(§)-algébre
sur X satisfaisant la condition de 1'énoncé. Les correspondances ainsi dé-
finies entre ces C(§)-algebres G et les G-algebres & sur X sont bien

inverses l'une de l'autre. Le reste de la démonstration est simple.

Si D' est une surcatégorie de C et si 7' est une application de
Q dans 9' dont la restriction 2 C soit l'inclusion de C dans 9’ , il existe
un unique foncteur de C(8) vers D', soit ¢, tel que 7' =P oT.C'esten
ce sens qu'on peut dire que le foncteur U@(g) est le foncteur pré-algébri-
que «minimum» admettant UQ comme sous-foncteur.

Retour & la proposition 1-E de [*].

Soit F un foncteur injectif de € vers une catégorie > et soit I
une surcatégorie de C; soit fDF la somme fibrée de F et de (D,¢, C) dans
la catégorie des néofoncteurs; le néofoncteur canonique de X vers @F est
injectif et sa restriction aux unités est une bijection, de sorte qu'on peut
regarder '(DF comme un surgraphe multiplicatif de 2 ; alors, compte tenu

de 1'extension donnée plus haut de la notion de ,(D-algébre, 1'énoncé de la

proposition 1-E est exact.

Complétion H' -projective d'une catégorie.
Soit C une catégorie telle que C, el : la catégorie @C a éré dé-

finie dans [*] et le plongement de C dans @cﬁ était désigné par Ijg.
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6 L.COPPEY

Soit H' une «petite» catégorie (petite par rapport a C, de fagon que la
catégorie CH" =JU(C,H") ait encore son ensemble de morphismes élé-
ment de )AT(; si H est de méme «taille» que C, il convient d'introduire un
univers M d'ordre supérieur a celui de i ).

Considérons les objets suivants de &C

1° ceux qui sont images par r‘,@ des objets de C; on note Ay 1'ob-
jet FIB(X); AX «est» 1'action naturelle a droite de C sur la classe @X
des fleches, dans C, de but X;

2° pour tout foncteur ¢, de H' vers @, on note A¢ I'action natu-
relle a droite de C sur la classe @¢ des transformations naturelles de
source un foncteur constant et de but .
Nous désignons, par Cla sous-catégorie pleine de &C ayant pour objets
les AX , pour XeC, , et les Aqb , pour ¢€(GH')0 .

L'image de C par Fﬁ est contenue dans G; on désigne alors par
¢ le foncteur (é,EIB,G). De méme, soit ty. le plongement naturel de
CH" dans @c/@.

LEMME 1. Pour tout foncteur ¢ de H' wvers C, le foncteur ¢ o admet

A¢ pour limite projective dans C, cette limite est susceptible d'étre ca-

noniquement naturalisée.

DEMONSTRATION. Soit ¢ un foncteur de H' vers C. Soit t: )A( - & un
élément de G¢ ;pourtout e€Hy, t(e): X = ¢d(e) estun élément de "en-
semble qu (e)’ I'application (évaluation en e) Ee ainsi définie, de G¢
vers €¢ (e) €St sous-jacente & un morphisme p, de A, vers Ay (o) dans

. L'application qui & e fait correspondre p, définit une transformation/
naturelle p du foncteur constant de H  vers C sur A, , soit z:\¢,vers
le foncteur ¢ ©¢; il est facile de vérifier maintenant que A¢ est une li-

mite projective de (o ¢ dans C et que p en est une naturalisation.

LEMME 2. Si ¢: H = C a une limite projective P dans C, alors A, est
une limite projective de 1 o ¢ dans C; autrement dit, le foncteur « est com-

patible avec les limites projectives existant dans C.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que les objets A, et A¢ sont

isomorphes dans C.
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THEORIES ALGEBRIQUES (COMPLEMENTS) 7

La catégorie @1 .

La catégorie C est une bonne approche pour,la complétion H " -pro-
jective de €, mais si ses objets sont convenables (c'est-a-dire nécessai-
res), elle posséde cependant «trop» de fléches. Nous allons définir une
certaine sous-catégorie GI de C qui sera adaptée au probléme de la H' -
complétion projective.

Soit ¢ une transformation naturelle de source un foncteur constant
de H' vers C et de but un foncteur du genre ¢ o . Si les fleches g(e)

. N ' —G‘ .
appartiennent toutes 4 une sous-classe ' de €, nous dirons que g est
un ( C-)céne & valeurs dans C'.

Premiére étape de la construction de GI: Considérons la classe @%
des fléches de C qui sont des projections naturalisées (Lemme 1) ou des
fleches de «(C) dans C; soit @; la sous-catégorie de e engendrée par
cette classe @; .

Deuxiéme étape: Soit @? la classe des fleches de C qui sont:

- ou bien des fléches de @5 R
- i dans C) de C-cénes 2 dans €}

ou bien des crochets (dans () de cones a valeurs dans 15
et soit @f la sous-catégorie de C engendrée par €§ .

Par récurrence, on définit, pour tout ordinal u , la catégorie G';L
(si g a’un prédécesseur u -1, on procéde comme pour passer de Gﬁ a
C2; si p est limite, on pose C7= U .

v<pu
Soit A un ordinal régulier supérieur & l'ordinal initial associé a

a IHI et posons @{‘ = @1 ; soit t; la «restriction» de ¢ a @1 :
i =(C;, ., C).
1 1’ =

LEMME 3. Pour tout foncteur ¢ de H' wvers C, A¢ est une limite projec-
tive dans @1 de 170 ¢.

On sait, d'aprés le lemme 1, que A¢ est une limite projective dans
C de (o . Il suffit alors de remarquer que:
1o les projections naturalisées p,: Ay = A, ) sont bien dans ¢,
(elles sont déja dans Cl),
20 le crochet d'un C-céne ¢ a valeurs dans @1 est encore dans @1.
el
81

En effet, les q(e) sont dans des et il suffit de se placer dans la
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8 L. COPPEY

sup ule)

catégorie 61“”0 pour voir que le crochet en question est dans la ca-
sup ple)+ 1

tégorie @fer’ , c'est-a-dire dans @f\ = €, d'aprés le choix de A .

LEMME 4. Soit (D, Lim) une catégorie a H'-limites projectives naturali-
—

sées et soit | un foncteur de C vers D compatible avec les limites pro-
jectives éxistant dans C. Il existe un unique foncteur de @1 vers P, soit
k, qui est compatible avec les limites projectives des foncteurs du genre
tyo ¢ et qui vérifie kory =7 .

On pose k, =j et on définit k# par récurrence. Le foncteur cher-
ché n'est rien d'autre que la limite £y = k. Lorsque k/./, est défini, on voit
que k#+1 est déterminé de la maniére suivante:

. p _

- si /6@1 , on pose k;H_](/) —k“(f);
- si [ est un crochet de C-cone a valeurs dans @7, soit [ = [fe ] e eHy *

on pose k()= [k, (/)] s

s i s Bt . ,
k,u+1 est ainsi défini sur la classe (‘3;1' et par conséquent sur la caté-
gorie @f;“.

REMARQUES. 1° Le foncteur ¢; est toujours compatible avec les limites
projectives; il suffit en effet de voir que l'isomorphisme canonique 7y de
AP vers A¢, oit P est une limite projective de ¢ dans G, est une fléche
de @1 ; or il est évident que Y € @? ainsi que ’)/'1, donc a fortiori ¥ 6@1
20 L'image par . de CH" est aussi dans (‘21 ; en effet, soit t: ¢ ~ Y
une transformation naturelle de ¢ vers ; soit b, les projections naturel-
les de A¢ vers A¢( ) les fléches ((t(e)). p, sont dans (‘31 (composés
de fléches de QI) et ((t) est alors dans @1 , puisque c'est le crochet de
la famille (c(t(e)). pe)eeH’o . [On a bien qe.c(t) = L(l(e))-pe pour
tout e€ Hy, , si g, est la projection naturelle de A\// vers A\//(e) , car, pour

tout §€A¢,0na:

g, c(t)(&)

Il

g,(t.&)=(t.&)e)=1t(e).E(e) =
tle). p (&) =((t(e)).p )(&). ]

H' -complétion projective de C.

Pour trouver une H -complétion projective de C, il suffit d'itérer
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THEORIES ALGEBRIQUES (COMPLEMENTS) 9

le procédé qui a permis de passer de C a @1 . Pour tout ordinal wu , on dé-
finit C
o
- comme réunion des @V , < u,si p estlimite,

- comme étant la catégorie (@p.-l )1 » Si [ a un prédécesseur.
THEOREME. GA est une H - complétion projective de C.

La démonstration utilise les divers lemmes qui ont été établis jus-

qu'a maintenant. Il s'agit d'une complétion a équivalepce naturelle prés.

REMARQUES. 1° Si la classe qu est vide, pour certains foncteurs, alors
A¢ est un objet initial dans @; et le raisonnement (non mentionné) du Lem-
me 1 n'est plus exact, de sorte que A¢> n'est pas une limite projective de
(o @ dans @ Pour éviter cette difficulté, il convient de partir d'une caté-
gorie C ayant un objet initial, de sorte que @¢ ne peut pas étre vide. Si
I est un objet initial, A; est aussi un objet initial de C, &t méme de C;
donc de GA .

20 Tout ce qui vient d'étre dit est encore vrai avec une classe § de
«petites catégories H ». La complétion Cj sera de «méme taille» que C
si la classe § est encore «petite par rapport a C». Dans ce cas, la catégo-
rie C doit &tre remplacée par la sous-catégorie pleine de &C ayant pour
6bjets les Ay, ol Xe€ G, , et les A¢, ot a(¢p)ed. A partir de la, les ca-
tégories €§ s Gf’, etc..., GI , G, (‘3#, GA se définissent comme dans
lecason § = {H }.

30 Les complétions inductives de € s'obtiennent en remplagant @C

par @C , F,B par [ et les classes Gqs par leurs analogues Ce.
a

40 Les résultats précédents ne sont pas nouveaux; la méthode nous

parait cependant assez différente de celle indiquée dans [Eh,b].
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