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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XII, 4
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES, Il et Il

par Francois FOLTZ

Introduction.

Le présent article est formé des parties II et III d'un travail dont la
premiére partie a été publiée [3] dans le fascicule 1 de ce méme volume.
Dans cette premiére partie, on définissait la notion de catégorie (R, p)-
dominée, ot p est un foncteur et R un ensemble de p -multimorphismes, et
I'on donnait un «plongement universel» d'une catégorie (R, p )-dominée dans
une catégorie (E, p )-dominée, ol R est une partie stable de R.

Dans les parties II et III, nous allons construire différentes catégo-
ries dominées. Rappelons [1] que, étant donné un foncteur p d'une catégo-
rie K' vers la catégorie M des applications, on appelle catégorie p -domi-
née une catégorie H munie d'un foncteur € de H'XH*, ot H* estla
duale de H', vers K tel que p. & = Homy. ; autrement dit, si (e’, e) est
un couple d'unités de H', l'ensemble Homy.(e’, e) est «fonctoriellements
muni d'une p-structure €(e’,e). En particulier, si p est le foncteur de
base d'une catégorie monoidale V, les V-catégories sont des catégories
p-dominées, ou € vérifie des conditions supplémentaires.

La premiére catégorie étudiée est celle des applications covarian-
tes g-dominées a base fixe C°, lorsqu'on s'est donné une domination de
la source K' du foncteur g. Le probléme revient & montrer que le foncteur
«ransformation naturelle» f)'(( -,C"), ot C° estune petite catégorie, trans-
porte les dominations, en conservant leurs caractéristiques essentielles (do-
mination tensorielle, hyper-domination). On constate qu'une catégorie mo-
noidale X surla catégorie K induit une catégorie monoidale X sur la ca-

té gorie JI(K',C" )™ et I'on prouve que H est fermée si X I'est. Lacon-
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II F. FOLTZ

struction faite permet de montrer que certaines «catégories algébriques», au
sens des esquisses (par exemple celle des foncteurs structurés ou des ap-
plications covariantes structurées), admettent des «dominations canoniques».
Cette méme construction conduit aussi & une domination de la catégorie des
applications covariantes g-dominées, ol cette fois la base peut varier.

Dans la partie III, on obtient des dominations de la catégorie des
foncteurs ¢g-dominés. Celle-ci est en particulier munie d'une structure de
catégorie monoidale fermée lorsque ¢ est le foncteur de base d'une catégo-
rie monoidale fermée vérifiant les conditions suivantes:

1o g est a limites projectives;

20 g est fidéle ou g est a4 atomes.

Notations.

Les notations sont les mémes que dans [3]. En particulier une ca-
tégorie est notée C’, ou C est I'ensemble sous-jacent et ou * représente
la loi de composition; I'ensemble de ses unités est C, ; il est souvent iden-
tifié 4 un ensemble d'objets; l'application source est notée a, Il'applica-
tion but B, la duale C*. Un foncteur constant sur une unité e est repré-
senté par le méme symbole e, une transformation naturelle constante sur
un morphisme x sera notée x. La catégorie des transformations naturel-
les entre foncteurs de source C° et de but C* est notée JI( ¢, c)ym,

Si g= (M, 4,K’) est un foncteur de K' vers la catégorie M des
applications associée a un univers, une catégorie g-dominée est un couple
E=(e,C") dune catégorie C' et d'un foncteur € de C ' XC* vers K’
tel que 4. € soit le foncteur Hom. . Si E= (€,C" ) est une autre catégo-

rie g-dominée, un foncteur g-dominé de E vers E est un triplet

v=(E,(7,v),E), oo v=(C ,z,C)
est un foncteur, dit sous-jacent a v, etot (€.(vXv*), T, €)est une trans-
formation naturelle se projetant par g sur la transformation naturelle cano-

nique de Hom,. vers Homg..(vXv*). Pour simplifier, on pose

v(e',e)=T((e', e)), pour tout couple (e’, e) d'unités de C" .
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 1

Il Domination des applications covariantes .

Dans ce paragraphe, le foncteur g=(M, g, K') de K vers M est
un foncteur saturé a F, -limites projectives, E=(&,C) estune catégorie

g-dominée et C' une catégorie appartenant a ¥, .

A. Applications covariantes a base fixe.

On pose G =J(C',C)™ et H'=N(K, C )P0 et on désigne par
p le foncteur (m,g, H'), ot p est la surjection qui & ¢ associe la limite
projective canonique de ¢t dans M. On identifie C' (resp. K') a la sous-
catégorie des transformations naturelles constantes dans G' (resp. H').
DEFINITION . On dira que E:( g, ﬁ‘) est une catégorie g-quasi-dominée
si & est un foncteur de H' X A* vers K' tel que ¢. € soit équivalent au

foncteur Hom g. .
PROPOSITION 1. Il existe sur G une structure de catégorie p-quasi-do-
minée E =( €, G ). De plus, € s'identifie a une restriction de 3
PREUVE: Soit x un élément de C ayant e pour source et e’ pour but; on
lui associe un foncteur Cx=(C'e, ¢, C,_,) comme suit: les unités de C,
sont les éléments de C.e et les couples (y’',y) tels que a(y)=e et
B(y)=a(y'). Les autres éléments de C_ sont les couples de la forme
((y.y)y) et ((y'.y)y'.y)ou(y,y)€(C,) .De plus

al(y,y)hy)=y, a((y.y).y.y)=y".y

By y)y)=BUy.y)y y))=(y".y).
Le foncteur C, associe le couple (('.5.x),5".5.x) a ((y.,5),5".7)
et le couple (¥, 7.x),9.x) a (($.9),9).

Soient v et v’ deux foncteurs de C' vers C'. On définit un fonc-

teur ”'Mev de C'e vers K° en associant g(v'(y'), vlay'))a((y,y)
y) et &(v'(By),v(y)) & ((¥,¥).y-y). On désigne par "L, "=
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2 F. FOLTZ

’ o e . . s 2z . .
(YM_% 1, w(e)) une limite projective naturalisée dans g se projetant
L 4
sur une limite canonique et par Lx" la transformation naturelle égale
v v .
a Le °Cx . On pose:

w(x)=lim v'Lx”, avec L:”'Le.".

Considérons un couple composable (x’',x) de C . La relation Cx'.x:

C,.C,r assure que
w(x'). wix)=w(x'.x).

et donc, en associant w(x) 4 x € C, on définit un foncteur w de C' vers

K. L'ensemble g(w(e)) est formé des familles ('O'y) vérifiant:

a) o, € v'(By). C.v(By);

yeC.e

b) Si y'.y est défini, I'on a ay,.y

De plus, g(w(x)) est 'application qui associe a la famille (oy)

.v(y')=v'(y').ay .

yeC.e

la famille (O';,') , ol U;,:O‘

y'eC.e y'x®

Il existe une transformation naturelle (¢.w,d, v". G.v), ou d(e)
associe a f=(v', 7T, v) la famille (Uy)y eC.o définie par Uy=?(,3y).
Soit [ 1'application canonique de v'. G. v vers p(w). Considérons un élé-

ment s=(se)e€C; de p(w), ou seZ(O';) Posons ?(e):O':,

yeC.e”’
pour tout e de C, . La relation g(w(x))(s,,) =sp, assure que:
’
v'(x). 0'2:0;.8. v(x)ZO':,. v(x),
c'est-a-dire,

v'(x). T(ax)=T(Bx).v(x).

Ainsi t=(v". 7, v) est une transformation naturelle; en posant f'(s)=1,
on définit une application ' de p(w) vers v'. G.v et . f=v'.G.v. Soit
(d(e). /')(S)=(<7y)y eC.o’ l'ona

c_ry=7—'(,3y)20g§=c'; .
Ainsi f'. f=p(w), et f est une bijection.

Posons € (v' v)=w. Désignons par t=(v ,T,v™) et par t'=
(v"% 7, v') deux transformations naturelles appartenant a G'. Elles per-

bpe . . ’ ” ”m ’
mettent de définir une transformation naturelle ° Met=(v Mev ,n,? Mev),
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 3

S,

ou
n(y)=8(T'(By), T(By)) et n((y,y))=E(T'(By), (By))

et un morphisme "gt(e) de K défini par

Lty t v’y v s T _v" o™
limgp "M, m" L. ", oa L="1L,

Comme t' et t sont des transformations naturelles, 1'on a:t'g‘(e'). w(x)=
. L ’ ’ - ” L4
Limp, ' ML vom P LY =w'(x). "g'(e), on L'=""L"" et w'=8(v" v™).

Par suite, le triplet E(t.t)=(E(v", ™), t'gt, (v, v)) est une trans-

formation naturelle et sa projection par p associe & s la famille
s'=(s',), ob s'e:(o";)yec_e et ol U’;zT'(,By). CT;. 7(By).

Les propriétés fonctorielles de & font de € un foncteur de G' X G * vers

H' et le foncteur p. € est équivalent au foncteur Hom G -

Supposons que v et v' sont deux foncteurs constants sur b et b’
respectivement: w( x) = e(b',b), pour tout x de C, car C'e est connexe.
Ainsi 8=£.(ix#*), si i=(G,.,C). ™

Si C =K', désignons par H" la sous-catégorie pleine de H' ayant
pour unités les foncteurs v vérifiant:

quv(e) N qu(e')=0 pour tout couple d'unités (e, e') de C' tels que
ete'.

Si v ou v' appartient & H', , il en est de méme de € (v’ v).Par

suite:

COROLLAIRE. Si C =K', il existe une sous-catégorie p-quasi-dominée
E'=(8,H") de E définie par H" .

Nous utiliserons la remarque suivante: Soit ( F’, 7, F) une trans-
formation naturelle entre foncteurs de A vers H- . Supposons que F et F'
admettent respectivement F et F' pour foncteurs co-adjoints; pour tout
a€H,, le F-éjecteur correspondant associé 4 a est noté (g, F(a)), le
I?’-éjecteur associé a a est noté (g’a, F'(a)). 1l existe alors une trans-
formation naturelie bien déterminée ( F, o, F') telle que, pour toute unité

a de H , l'on ait:

gq-F(o(a)) =g . T(F'(a)).
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4 F. FOLTZ

Supposons qu'il existe un foncteur ® de K'XC vers C. Il lui

correspond un foncteur ® de H' X G vers G défini par:

&=l(w».C ).y,
od Y est l'isomorphisme canonique de JI(K', C')OxN(C, C )M vers
Nk xCT,c)m.

PROPOSITION 2. Supposons que, pour toute unité € de C', le foncteur
~® € soit un foncteur adjoint du foncteur € (-, e). Pour toute unité v de

G, le foncteur ~® v est un foncteur adjoint du foncteur €(-,v) de G-

vers H'.

PREUVE: Soient v et ¢’ des foncteurs de C' vers C . Nous allons leur

. . - "
associer une transformation naturelle t=(v', 7, w® v), o w=¢€ (v, v):
Pour toute unité e de C', notons (g, e(v'(e), v(e))) le ~®@ue)-

éjecteur tel que g, ait pour but v'(e) et posons
T(e)=g,-(l,(e)®v(e)) (notation de la proposition 1).

Supposons ax = e et Sx = e'; soit (gl,, E(v'(e’), ve))) le - v(e)-Ejec-
teur tel que g',, ait pour but v'(e’). La remarque précédant la proposition

entraine que:
ger(E(v'(e), v(x))®v(e))=g,.(E(v'(e), v(e))®v(x)).
Comme &(-,v(e)) estun foncteur co-adjoint de =® v(e), l'on a:
V'(x). g, =8 ¢r(E(v'(x), v(ie))®v(e)).

La définition de w(x) nous assure que le.(e’).w(x)zle(x) et que

de plus
L ((x,e))=8(v'(e) v(x)). L(x)=8(v'(x),v(e)).1(e).
La définition du foncteur ® entraine que:
(E(v'(e'),v(e))®uv(x)).(l(e)Bv(e))=
(L(e')®uv(e')) . (w(e')®uv(x))

et
w(x)@v(x)=(w(e')®v(x)).(w(x)Q@uv(e)).

Des relations précédentes 1'on déduit:
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 5

vi(x). g (1 (e)®v(e))=g ,(8(v'(x),v(e))Bv(e)).(I (e)Bv(e))
=g, ((E(v'(e'), v(x)). 1 (x))®v(e))
=g, (E(v'(e'),v(e'))®u(x)). (1 (x)Bufe)
=gor (I e")®v(e)). ((wBv)(x)),

ou encore

v'(x).T(e)=T(e') (wu(x));

ainsi t est bien une transformation naturelle.

Considérons un foncteur &/ de C' vers K' et une transformation
naturelle f=(v", 7, W ®uv). Pour toute unité e de C', il existe un unique
morphisme ke de source %W(e), de but €(v'(e), v(e)) et vérifiant:
?(e):ge.(ke®v(e)). Soit (y', y) un couple composable de C', avec
ay=e, By=¢& et By =e'. Désignons par (g.,b) le ~®uv(&)-éjecteur

tel que g ait pour but »'(&’). L'on a:
V'(y').gz=&-(E(v'(y'),v(€))Bv(E)).
d'on
E-((B(v'(¥),v(&) - kz)Bv(&)=g.(&(v'(y'), v(e)®v(&). (kO v(e))
=v'(y').7(&)
=7(e). (D) v(y)) . (F(y')®v(e)).

w
w(e')® v(e') le'(e')®v(e') (vv(e:)’v(ev)®v(ev)

w(e')® v(x) _
E(v'e')v(e’)® v(x)

0 Be”
3 1 ,(e")®v(e)
T(el) g / e (e) U(e E(v(e')’v(e))® v(e)
R
3
w(x)® v(e) E(v¥e’)v(x))Qv(e)

E(v'(e')v(e))®v(e)

v'(e’) .
e‘
/(6)8) v(e)

v'(x) E(v'(x)v(e))®v(e)

1, (e)®v(e)
T (e)

v'(e) € (v'(e)v(e))®v(e)
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6 F. FOLTZ

De plus,
T(e'). (w(e)®u(y') =gz (kz®uv(&)). (W(E)Bu(y"))

gé" (ke—l®1)(y'))
=gz (E(V' (&), v())®V(Y')). (k;.®v(e))
=g.(&v'(e"), v(y'))®v(e)). (kz,Bv(E)),

vu la remarque précédant la proposition.

Il en résulte:
V'(y' ). T(e)=T(e') (@(e)Bv(y')) (F(y')Bv(E))
=g ((E(v'(2), v(y')) kv B(y')®v(E));
et par suite, comme (g, b) estun ~®u( Z)-ejecteur,
B(v'(y' ), v(&)) - kg=6(v' (&), v(y')) kg B(y').
Ceci permet d'introduire une transformation naturelle U, =( v'MZ, u,, W(e))

dont la source est un foncteur constant, définie par:
u (y)=kz@(y)
4, ((y9))=E(v'(y'), v(&) kg B(y)= 8(v'(), v(¥') kg T(y'-y).

. .. 2 .
Avec les notations de la proposition 1, posons: 7(e)=lim , U, -

e
— —_— ' .
Supposons que Sz=e et az=e;. L'on a:

le(y).w(z).'?(e1)=lel(y.z).?(e1)=k6.£b'(y).fu'(z)
=1(y). F(e). @(z).
Comme 1, ((y,y))=8(v'(y ), v(&)).1,(y), I'on a aussi:
LY., y))w(z). Fle)=1((y.y)). Fle). @(z).

On en déduit que w(z).'?"(eI)Z'?(e).&f(z) et que t=(w, 7, @) est

une transformation naturelle. Par définition,
T(e)=g, - (k,®v(e))=g, . (I (e)®v(e)).(T(e)Bv(e))
=7(e).(T(e)®v(e)).

Donc t.(?&v)=1 est dans G' .

Supposons que 7' =(w, 7', &) vérifie la méme équation :
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 7

t.(P8v)=t.
Il est clair que:
Fle)=T(e). ((e)®ule))=g, - (I,(e)®u(e)).(T(e)Bv(e))
=g, ((1(e).T(e))®v(e)).
Or (g,. §(v'(e), v(e))) estun ~®@u( e)-&jecteur. Puisque [ (e). T'(e)=

k., pour toute unité e de C', on a
l(y). T(e)=kg T(y)=1z(&). 7(&).B(y)
=1 (8). w(y). T(e)=1,(y). % (e).
Comme ”'Le” est une limite projéctive naturalisée, ’?’(e) est égale a
"T\"(e).
Ainsi w= é(u', v) est une -®uv-structure co-libre associée a v’

et -®v admet €(-, v) pour foncteur co-adjoint. ®

COROLLAIRE. Si K est une catégorie cartésienne fermée, il en est de

méme de H'.

En effet, supposons que C' =K' et que ® est un foncteur produit

dans K' . Alors ® est un foncteur produit dans H'. ®

Cas particuliers :

1°) Supposons que C' =K' et que le foncteur ® vérifie la propriété

suivante :

q(a;®a%)N q(a2®a'2)=¢, dés que les unités a; et a} de K
sont telles que g(a;) N q(ay)=0 et q(ay) N q(ay)=9. Dans ce’cas,
E' est aussi tensoriellement dominée.

20) Supposons encore que C' =K' . Si le foncteur ® est associatif, il
en est de méme du foncteur ®. Par suite, il existe un isomorphisme natu-
rel ?(v-,g,,,) de &(v',7®v) vers E(&(v, v), ¥) correspondant & 1'ad-
jonction précédente. Ne supposons plus que ® est associatif, mais que E
est & Fo-limites projectives [4] et qu'il existe des isomorphismes natu-
rels d'adjonction Y(a'd,0)° €(a',d®a)~E(E(a',a),d) dans K. La

propriété ci-dessus est encore vraie. En effet, posons:

_1)' v _ 'y v’ ?)’® —_ ’ ’ ’
L = Le —(Me,le,w(e)), Le—”Le "—(Me,le,w(e)),
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8 F. FOLTZ

Lr=(M", 17, w"(e))="L," et L,=(M,, I, u(e))=%(-,B(e)).L,.
Montrons qu'il existe un isomorphisme g(e) de w'(e) vers w"(e) et

que le triplet V(v ® v)=(w", g, w') est une équivalence. Il existe un uni-
» Y

que élément g’(e) de source w"(e), de but w'(e) et vérifiant:
. ' — a1 7 ) ”
le()’)-g (e)—y(v'(e'),ﬁ(e'),v(e'))' leo(e )-le()/).
ot a(y)=e et B(y)=e",
’ ) ’ L | 7 ’ "
le((y '}'))-g (e)"7(vl(en)’§(er),v(60))- le.((y,e ))-le(y).
ot B(y')=e" et a(y')=e€".
Définissons l'inverse g(e) de g'(e). Il existe une transformation natu-
relle (M, k, w’'(e’')), on

k(_‘y') = 5( E('U'(en); v(e")), 'i"(y'))- 'y(v'(en),g(e;'),v(en))- l'e(y'. y),
k((y". y')) = E(E(v'(e™),v(e")), 5(}’”)) 7(v'(e m) He”)v(e”) l;(()’" y'.y)),
ol a (}'”): e" et ﬁ (yn)zem.
En désignant par lz(y) le crochet de cette transformation naturelle rela-

tivement a Le,, on détermine une nouvelle transformation naturelle (M;',

E,w'(e)). En effet,
E(w(e"), o0y ). k(y . y)=k((¥.y))=8(w(y).5(e)). k(y),
od E((y'.y)) est défini de maniére analogue a k(y).

g(e) est le crochet relativement 2 L de (M7, E,w'(e)). Cet i

somorphisme est naturel et définit 1'équivalence Yiv',5,0)" L]
Y

Remarques. 1°) Supposons que C est sous-jacente 3 une esquisse O ré-
guliere -projective, on yc%,, et que E est a $-limites projectives [4].
On peut donner des conditions sur o afin que (v, v) soit une réalisa-
tion de o dans K, si v et v sont des réalisations de ' dans C . Si,
de plus, c posséde certaines propriétés de commutation de limites ([4],
[s] et [6]) et si E est tensoriellement dominée, la catégorie des réa-
lisations dans C' est tensoriellement p-quasi-dominée, ol p est une res-
triction de p; en particulier, dans le cas du corollaire précédent, la caté-
gorie des réalisations dans K' devient une catégorie cartésienne fermée.

La catégorie des foncteurs K'-structurés et la catégorie des applications
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES

wh(e)

] w'(e)
&Y
\&\ I(y)
% 100yt y)) | ey
QN' ’ ] ~ » »
i Yol BeT) vt ))— E(v'(e'),i@uv(e’))
“
o /
6.‘;@\ : e(v'(y')’v®v(e,))
“,
/-634 < ' ) ) ’
Te_ Y(v'(e"),T(e'),v(e’)) (v'(e"),T@u(e’))
Ca
e
‘b‘r'g,’
>,
we) gle) w'e)
€(wle'), (e’)):

Y(v'(e s 17(8 "), v(e”))

E(E(v'(e™) v(e”), T(y"))
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10 F. FOLTZ

covariantes K'-structurées en donnent des exemples ( [7] et [8]). Nous
discuterons ailleurs de cette question (voir Appendice).
2°) Supposons donné un foncteur g-dominé f vers E de EI=
(&, CT'I) et un foncteur g=(C},g,C") de ¥ . Le couple (E, 51) permet
de définir des catégories H} et ‘G, un foncteur p, :(m,_pl, Hj) etune
catégorie p;-quasi-dominée EI =(§,, G;) analogues de H', G, p et E. Si
p'=N(K,g), l'on a une transformation naturelle canonique \/JgZ(p.p'.
¢.p;) définie par: @ Pp(w;)=0 . g ot P et ®; sont les limites cano-
niques dans M des foncteurs g. w;.g et q.w; respectivement.
Il existe aussi une transformation naturelle f‘fg=( EF, (. p" ,3:1)
définie de la maniére suivante: F =JU(7, g)xn(,‘_,g)*; soient v'; et v,
deux unités de G}, w; = él(v'l, vy), w= E(f. vi-g f.vy-8) et {((u},
vy))=(w,p,w;.8); si e€C,, si e;=g(e) et si lel(-) sont les pro-

jections définissant la limite projective w;(e;), l'on a: I (y).p(e) =

=f(yef, Y e). lel(g(y)) et 1((y'y).0(e) = f(vye], vy ep). lel((g(y'), g(¥),
ot ay=e, y'ce”.C.e'. La transformation naturelle (p'f‘fg)mﬁbg g est
équivalente a la transformation naturelle canonique vers Hom ..F de
Hom (.. De plus, cette propriété est fonctorielle: si g.g' est définie,
¢g'g,:¢}g,p'm \/Jg; si F est un foncteur g-dominé de E vers Ez—'z, I'on a:
W =Tl " ) on pr=TUK, g').
f'-ffg-g' fvgg .FCD(P fgg) ou p ( 8 )
Supposons dans ce paragraphe que C est égal 3 K' et posons:
M =(T(q)e,K XK ). X et n=(T(q),1,K ). &.(EXE*). g,
ot ¢ est l'isomorphisme canonique de la catégorie (K'XK'*)X(K'XK'*)
vers la catégorie (K' XK *)X(K*XK") associant ((fy 1) (f2. /1)) a
((fy: f3):(fy, f;))- ( T(gq) estla catégorie définie dans [3]).
DEFINITION 2. On dira que ({0, E) est une catégorie hyper-q-dominée
[12] si Q=(77, w, ') est une transformation naturelle telle que, si s=
(a'2, aq, ay, a'l) est un quadruplet de Kj , la projection Q(w(s)) dans m
de w(s) soit I'application de (a’2. K. a2)><(a1. K. a'l) dans &( a'2, a}).

K.®8(ay, a;) quia (k', k) associe un K tel que ¢(«) soit I'application:
b—k'. b.k.
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N

Remarque : Cette définition fait jouer un rble symétrique & «la multiplica-
tion a droite» et «a gauche», mais ne suppose pas l'analogue de l'axiome
CC3 de [9].

PROPOSITION 3. Si E est a &,-limites projectives [4] et si (Q, E) est
une catégorie byper-q-dominée, il existe une transformation naturelle ()

telle que (ﬁ. E) soit une catégorie byperp-quasi-dominée.

PREUVE : Considérons quatre foncteurs vy, vy, vy, vy de C vers K et

une transformation naturelle t =(v1, T v}). Posons, pour toute unité e
de C,
14
_ 112 v

Lo="2L,"=(M,. 1, w(e)), Ly="2L T om0, wrie)
e e “(Mertg wle)), L= e =( e’ w'(e)),

el
v v v, v
LI="TL 2=(Ml it wl(e)), L2220, 2= (M2, 12, w?(e)),

P4l ’ A ~ A
L,="L"=(8,.T, d(e)),

oul w= g(vz,vl), w' = é(vé,v']) et O=8(w', w).

Soit (y’, y) un couple composable de C', avec B(y')=e", B(y)=

’

e’ et a(y)=e. Utilisons les notations.suivantes :

sp={vp(e’),vy(e') , y(e'),vi(e')) , w1=w(s1)(,,1(e.)’1),
sg= (vg(e”),vy(e') . v(e'), vy(e)) , w2=a)(s2)(,rl(e,)’1),
s3= (vh(e”), vy(e”) , v (e'),v)(e’)) ,co3=w(s3)(,rl(e.)’1),
sg= (vh(e"), vy(e”) , v,(e”), vi(e')) ,co4=w(s4)(v1(y-)_71(e7),1),
ss= (vg(e”), v(e”) , vl(e"),v'I(e"))”,wszw(ss)(q.l(e.),l).
Par hypothése, on a les relations suivantes:
N vy(y)ivg(e’) , vi(e) vi(e')) .o =wy. 8(v)(y*),vy(e’)),
MO vy(e™) vy(y') » y(e),vi(e')) -wz=w,y. E(vs(e”), vy(y')),
M vyle")vgle”) . vy(y'), vy(e')) wy=cw, =
MmN vyle™)vy(e”) . v (e”), vi(y'))  wg,
car t; est une transformation naturelle. La définition de L2 assure que:
B(vp(y )ivy(e')). 12(y)=E8(vy(e"), vy(y')). B(y'.y).

De plus, par définition de L,, T'on a:
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12 F. FOLTZ

E(E(vy(e"), v'y(e)), 1 (9)).m( vy(e™) vy (¥) , vile') vi(e)) =
S(E(vy(em), vy(e), 1, (y)).m( vhy(e"), vy(e”) . v (¥"),vf(e)) .
De ces relations 1'on déduit:
E(E(vg(e").v}(e')), L) m(vy(y')vyle’), vi(e')vile’)) . w;. B(y)=
E(E(vYy(e") vy (e 1, (y).n( vy(e")vy(e”), vi(e)vy(y") g 13y y)=
Ly y).
v (e”)

N(vy(e")vyle)v}(y")
/l ©5

g(g(vé(e”),vl'(e')),l (') W,
_ %;'(e") vale™)v(y"hoi(e"))
(8 (vy(em),v3(et)fule)) !

"f\(vé(e" ”2()"),01(8'),01'((»:')) w3 lg()")
- - é'(ué(e"),vz(yc))
E(&(vyle")vile’))y(y))
wl(e)
, )
B(vi(y')vyle’)
N(vy(y")vgle)yoyle )vi(el)) 2(y'.y)
wy

En posant {,(y)=8(S(vy(e'), v"y(e')), L, (y)) @y 12(y), on
définit donc une transformation naturelle {, =(&(-, w(e)): M} L, w?(e))
Or, par hypothése, le foncteur &(-,w(e)) est a F, -limites projectives.
C'est qu'il existe un unique morphisme £(e) de source w.z(e),‘ de but
E(w'(e), w(e)) et vérifiant E(l;(y), w(e)). £(e)= {e(y), pout tout
yde C.e.

Par définition de Li. et de Le., 1'on a:

L (Y, y)=8(8(vy(e"). vy(e™ ), w(y' ). L u(y'). wi(y),

pour tout y* € e”.C.e".
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Cette relation entraine la suivante:

E(I(y). w'(y) wie)). E(e)=8(1%(y" ), w(y)) E(e') wi(y),
Comme €(-,w(e)). L'e, est une limite projective dans K, on en déduit:
E(w'(y) wle)).E(e)=8(w'(e'), w(y)) £(e). wP(y).

D'olu !'existence et l'unicité d'un élément X(e) vérifiaPt:

?e(}’)- X(e)=&(By). w?(y), pour tout y de C. e.

2

Comme w* est un foncteur,

Fay ) x(e).w?(y)=E(e”) . wP(y'). w?(y)=E(e®). wP(y'. y)
=L (y.y).xte)=1,y). B(y). X(e),

si yee'.C.e et y'€e”.C.e". Ainsi x]=(w,X,w.2) est une transfor-

mation naturelle.

wz(:v)

X(e') X(e)

E(e”

D(y)

Ece)

Qe.(y')

€ (w'(e’)wly)

E(w'ly)w(e))
By hw(e')

€012,y ) wle))

B(E(vylem)vy(e™))uw(y?)
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14 F. FOLTZ

La projection par p de X; est l'application de v,.H. u, vers
w'.H. w (notations de la proposition 1), qui a t,=(v'y, T, vy) associe
la transformation naturelle ?=(w', 7, w), définie par:

e)(03) e, ) =(To(By)og-Ti(BY))y ec.e

Soient t-=(v2, T, za) et ' =( v—é. T, v}) deux transformations na-
turelles de C' vers K'. Surlignons les symboles des éléments définis pré-
cédemment pour désigner les éléments analogues mais définis a partir des
foncteurs: 5'2 , Uy, v; et v'.Le couple (£, {7) induit des transforma-
tions naturelles R2=(w2, ,02. w2). (@,0,w'), (w,p, @) et R =(%,
B, %). On a les relations:

ST (y)wle)). Ele). p2(e)=T (y). p*(e)
=8(&(T(e'),vj(e’)), p(e)). Ce(y)
=E(E(T(e' ). vj(e)). Ii(y), ple)).E(e)
=8(I'(y).p'(e). ple)).&(e).

On en déduit que, pour toute unité e de C,
§(p'(e) ple)).E(e)=E(e). pP(e).
D'autre part, pour tout y de C. e,
1,(y)-ple)=8(p'(By).p(By)).- I (y).
Ainsi X(e). ,02(e)=,6(e). x(e). ou encore X; 0O RZ=Rm X -

Si l'on se fixe la transformation naturelle ¢, , on définit de maniere
analogue une transformation naturelle X, =(®, X', wI), qui a des proprié-
tés semblables a celles de ¥, -

On définit ﬁ=(ﬁ. &, 71*) de la fagon suivante:

A(8)(ty, 1)=X et B(8)(ty, 2) =Xy
ot § est le quadruplet ((v'Z, ”2)' (vl, UI')).I
(ﬁ', é’) est aussi une catégorie hyper-p-quasi-dominée, ot Q' est

une restriction de Q

Dans ce paragraphe, nous supposons que C =K.

PROPOSITION 4. Si a, est une g-structure libre associée @ un ensem-
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 15

b, le foncteur @, de C' constant sur a, est une p-structure libre asso-
ciée a b.

PREUVE : Soient | l'ensemble des composantes de C' et (('"j)jej'
p(3 )) un produit naturalisé canonique de g(a, ) dans M, la diagonale
correspondante étant &. On note (@, g) un g-projecteur de source b et
on pose g=&.g. Considérons un foncteur v de source C' et de but K*,
ainsi qu'une application g’ de source b et de but p(v). Si (gq.v,0,
p(v)) est une limite projective naturalisée canonique dans MM, il existe
un unique morphisme T(e), pour tout e de C;, de source a,, de but

v(e) et vérifiant
q(7(e)).g=0(e). g".

L'unicité des 7(e) assure que Y=(v, 7, d ) est une transformation na-

turelle. De plus, p(/). & est l'unique morphisme vérifiant

o(e).p(Y). 8=q(T(e)),
pour tout e de C;, et par suite,
o(e).p(Y).g=q(T(e)).g=0(e). g".
Ainsi p(Y).g=g".

Soit Y'=(v, 7', 3, ) une transformation naturelle; p(y’). 5 est
I'unique morphisme vérifiant o(e).p(y'). 8=q(T'(e)), pour tout e de
C; . Si I'on suppose que p(yY').g=g", on a

‘O'(e).g'=-cr(e).p(l,b'). 3.g=q('7"(e)).g,

d'ot 7T(e)=T7(e"), pour toute unité e de C', c'est-a-dire Y=’. Ainsi

(@ ,»g) est un p-projecteut. v(x)
T(e)
K
| g a0
y !
p(v) oLe)
q(7(e))
p(y) 7T
g b

P(Ea) \-_é/q(ao)
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16 F. FOLTZ

COROLLAIRE . Si q admet un adjoint, il en est de méme de p.

PROPOSITION 5. Si &(-,a,) est un foncteur équivalent au foncteur i-

dentique de K', le foncteur &(-,a,) est équivalent au foncteur identi-
que de H' .

PREUVE: Le foncteur €(v,d, ) =w est équivalent 3 v. En effet, w(e)
est la limite projective du foncteur ”M‘Z' (notation de la proposition 1),
pour toute unité e de C'. Comme 4, est un foncteur constant, ;'image
par "va de ((y'.y),y'.y) est une unité, avec a(y)=e et [S(y)=
a(y'). Ainsi cette limite est équivalente & €(v(e), @ ). De méme, si
x appartient & C, w(x) est la limite projective de la transformation na-
turelle "L‘;’g; donc w(x) est équivalent 3 & v(x),a,). Par suite w
est équivalent au foncteur & v(-), as ), qui, par hypothése, est équiva-
lent a v. Cette équivalence est naturelle car les deux précédentes le sont.

Supposons encore que C' =K' et qu'est définie sur K' une struc-
ture de catégorie monoidale [9] X=(K',®, @ .7, +", s). On pose:

&8=N(®,C). ¢y,

od ) est l'isomorphisme canonique de J(K', C) BOx (K, €)™ vers
Nk xk,c )™,

Soient v, v', v"™, trois foncteurs de C' vers K et e, e’, e” trois
unités de C'. On désigne par:
G le foncteur de source C' et constant sutr o ;
F(v) I'équivalence naturelle (v, 0, @ ®v), o p(e)=r(v(e));
7'(v) 1'équivalence naturelle (v, p', v®a ), ot p'(e)=r"(v(e));
5(v",v', v) l'équivalence naturelle (v"®(v'®v), o, (v"Qv')®v),

oho(e”, e, e)=s(v"(e"”),v'(e'),v(e)).

PROPOSITION 6. K induit une structure monoidale }(Z(H',énzo ,7,7,5)
sur H =J(K',C ),

La preuve est immédiate. m

Supposons que K est monoidale fermée [9] et que le foncteur

de base est ¢.
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 17

PROPOSITION 7. N est monoidale fermée.

C'est une conséquence de la proposition 2. ®

APPLICATIONS:

La remarque 1 suivant la proposition 2 nous permet de donner quelques
exemples de catégories cartésiennes fermées et hyper-dominées;il suffit
de prendre pour C' les catégories associées aux esquisses définissant
ces catégories:

1o La catégorie des applications simpliciales entre objets sim-
pliciaux [10] .

20 La catégorie G (2) des homomorphismes entre graphes o~
rientés doubles, munie du foncteur p qui associe & un homomorphisme
de graphes orientés doubles sa restriction aux sommets communs aux
deux lois. Si »'=( [G']L, [G']) et v=([G]t, [G]) sont des gra-
phes orientés doubles et si £( ', v)=( [G1L+, [&]), I'ensemble G est
formé des quadruplets s=((ifi)l:<2 ) (/i)i<2 ,(i/)j<2 , f) vérifiant
les conditions : <2

ca) Iyt appartient 2 v". § (2). y,
b) /% appartienta [G']L.GQ. [G]L e /7 a [6'].6. [G].
c) [ est une application de G vers G'.

d) De plus, si on pose
a=8(1), B=8(2), at=y(1) et ft=y(2),

ot a, Bet al, ﬁ'l' sont les applications source et but de [G] et de

[G]t respectivement, on a ,
S(7)-(fH)=8(i)(If), 8(i).f=8(i)-(1p),
i) (I f)=y(i).(If), y(i)f=y(i).(]%).

La structure de £( ', v) est donnée par:

S(i)s)=(C1%) gy %) o (Do i)
j<2

7(i)(s)=(("/")i<<2.(ff)k<2.("/"),‘<2./")-
k<2

32 La sous-catégorie pleine 9[2] de Q(z) ayant pour objets
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18 F. FOLTZ

les deux-graphes orientés (i.e. les v ={( [G]’L , [G]) tels que les som-
mets de [G]l soient aussi des sommets de [GJ ), munie du foncteur
p restriction du foncteur considéré ci-dessus. Si v’ et v sont des deux-
graphes orientés, G est formé des triplets (( Ifi)is 97 (j/)j <2 fl=s
tels que:

a) lfi appartient a v. G [2]-1./ et j/ a [G']l .G. [G]L,

b) f est une application de G vers G’',

o) De plus, 8(i).f=8(i).(1fH)=8(i).(71), v(i)-f=(i)-(]),
pour j=1,2.
La structure de €(v', v) est donnée par:
S(1)=((1%) ;¢ (1)< 11D e V()= 1%) 1 (T <00 T 1)

40 La catégorie des foncteurs doubles 3'.(2), munie du foncteur

p associant & un foncteur double sa restriction aux sommets (i.e. aux
unités communes aux deux lois). Soient u':(G'l ,G") et v=(G'|', G)
deux catégories doubles. Si (GA'L, 6’)= €(v',v), 'ensemble G est for
mé des quadruplets E'—‘((jfi)é<2 , (ti)ié 9 ’(jt)i€ 9+ f) vérifiant:

a) j/i appartient 3 v’. F(2), ’I]J? ’

b) ¢ appartient 3 G'L.F.(G, )L et définit une transformation natu-
relle de I/i vers 2/i,

o) It appartient 3 G".F .(G,)" et définit une transformation mnatu-
relle de ifl vers j/2,

d) f est une application de G, N Got vers G' telle que:

-

f(,@le)l7l(e)=7‘2(e)l/(ale), pour tout e de G,,
ol ,ti:(zfi’,ri"I/i)'
f(Be).17(2)=27(z). [(az), pourtout & de G,

- - A
Soient s’ et s” deux autres éléments de G, notés avec les mémes let

tres que S5 mais avec l'indice ' ou ". Alors:
s'L s est défini et égal 2 5" ssi:

a) ]/2:]/11 et t2:t’1; b) jl":jt'ljl et f'u:f'l[’.
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SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 19

§'. § est défini et égal 4 5" ssi:
a) 2fi=1f“ et 2e=Tyr, by mi=prigt e fr=frrf
5°) La catégorie des deux-foncteurs (i.e. des foncteurs doubles
entre deux-catégories) ¥ (2] Si v’ et v sont des deux-foncteurs et
A
(8. G')=#8(v',v), l'ensemble G est formé des triplets (f', 7,f), ou

f' et [ sont des deux-foncteurs de v vers v’ et 7 est une application

de G, vers G' tels que:
T(Bx) (Y (i)f(x))=(y(j)f'(x)). T(ax),
(y(i)T(Bx)). f(x)=f(x).(y(j)T(ax)),

pour tout x de G. La structure de £( " v) est donnée par:

(s Ty fy)(fsTof) est défini et égal & (f';, 7", f) ssi fi=/[" et
T"=T . T

(fg» T f1)L(f"s T, f) est défini et égal & (f', T'LT,f) ssi fri=1 et
f1=1-

Reprenons les notations des propositions précédentes. En parti-
culier g est un foncteur de K° .vers M saturé a ?o-limites projectives,

E=(¢,C ) une catégorie g-dominée et C' une catégorie.

PROPOSITION 8. La catégorie G =Ji(C,C') est munie d'une structu-
re de catégorie g-dominée T('q(f, C)=(v",G ), qui est tensorielle-

ment dominée si E [l'est.

PREUVE : Soit A un foncteur {C' }-limite projective dans K'tel que, pour
tout foncteur de la forme w= € (v’, v), la projection par g de A(w) soit
l'ensemble des transformations naturelles de v vers v’; un tel foncteur
existe puisque g est saturé. Alors V" est pris par définition égal & A. 8.

Si E est tensoriellement g-dominée, désignons par -®v le sous-
foncteur de -®v de source K' et de but G'. Comme A est un foncteur
co-adjoint du foncteur injection de K' vers H', le foncteur A. &-,v)=

-~
v"(-,v) est un foncteur co-adjoint du foncteur-®v . ®

COROLLAIRE . Supposons que C =K'. La catégorie H" (du corollaire,
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20 F. FOLTZ

proposition 1) définit une sous-catégorie q-dominée . (vV™,H" ) de 31;1(5,
c). ‘

Désignons par C ® la catégorie subdivision [10] de C',c'est-a-
dire la catégorie des couples définissant 1'ordre sur C tel que ay<y,
By<y, y<y pour tout y de C. Son ensemble sous-jacent est la réunion
de la diagonale AC de C, des couples (y, ay) et des couples (By,y),
ot yeC.Si ay=e et By=e’,
al(ye))=(ee), a((ey))=(e"e') et B((y,e))=(y,y)=B((e"y)).
Au couple de foncteurs (v’ v) de C° vers C', on associe le foncteur
V'NV=(K , N, C' ™) déterminé par

N((e'y))=8(v'(e'),v(y)) et N((y,e))=8v'(y),v(e)).
Posons A(w)=(w,\, v"(v',v)), oo w=8&v'.v), et, avec les nota-
tions de la proposition 1,

o((e,e))=1,(e).N(e) et o((y,y))=8&v'(y),v(e)).o((e,e)).
PROPOSITION 9, v'0v=("'N”, 0,V"( v, v)) est une limite projective
naturalisée dans K'.
PREUVE: Y O est bien une transformation naturelle :
5()’;}')):,1!((}'. 2))- O((e, e)):
N((y,e)).l (e)=8(v'(y),v(e)).l (e)
=§v'(e)v(y)) 1 (y)
=N((e'y)). 1l (e") w(y)
et w(y).\(e)=\(e'), pour y€ e'.C.e. Si (Y'NY,5,a) est une trans-

-~ ’
formation naturelle de source un foncteur constant, le triplet O, =( "M';,

8,a) en est aussi une, avec
8(y)=6((By.By)) et 8((y"y))=6((y".y')).

Posons : X(e)——-limLée, ou L:”'L:. La définition de w assure que
(w, X\, a) est une transformation naturelle. Par suite, il existe un unique
élément k vérifiant A(e)=A(e).k, pour tout e de C;.. La proposition

en résulte. W
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Soit R un ensemble de g-multimorphismes stable [3].

PROPOSITION 11. Supposons qu'il existe un foncteur (R, q)-produit ten-
soriel. Si E est une catégorie (R, q)-dominée, il en est de méme de
N (E.C).

PREUVE: Considérons trois foncteurs v, v’ et v” de C' vers C' et po-

sons:

®'0¥=(N,o0,a), "0 =(N',0",a"), *"0V=(N", 0" a")=0"
et 0=7.0", ou j est le foncteur injection de K' vers T(R) [3].
Soient f le (R, q)-produit tensoriel naturalisé canonique de (a,a’) et
(ks)sez la famille de morphismes de K associée 8 E. Supposons don-

né un couple d'unités (e’, e) de C', un élément y de e’.C.e, deux trans-

mations naturelles t=(v', 7, v) et #'=(v", 7', ') et posons:
s=(v"(e),v'(e) v(e)), s'=(v"(e'),v'(e),v(e)),
s"=(v"(e'),v'(e'),v(e)), sm=(v"(e'), v'(e' ), u(e’)).
On a les relations suivantes :
Bv"(e').T(e)). o' ((y,y))=k*"(0'((y,y))®0((e,e)).f(y 1,
=8&(v"(e'), T(e)). E(v"(e’),v'(y)).0"((e',e’))
=8(v"(e'),T(e'). v(y)).0'((e',e'))
=k°". (0" (€' e')®o((Y,90). 1,1
=8(v"(e'), v(y)). (v"(e'), T(e')).0'((e',e"))
=N¥((e'y)) k" (o' (e e ))@o(( e e’ D) ]y, 1
=8v"(e'), T(e)). E(v"(y),v'(e)).0'((e,e))
=N"((y,e)). k- (o'((e,e))@0((e e[, 1 )-
De méme, l'on a:
S(T(e' ) vle))o((y,y))=k*".(o'((e", ")) ®o((y, y D f 41 )
=8 T(e'),v(e)). &v'(y).v(e)).o((e,e))
=& v"(y).T(e),v(e)).o((e,e))
=k (0" (72 y))®0((es el fy 40 y)
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2 F. FOLTZ

=& v"(y),v(e)). &(T(e),v(e)).o((e,e))
=N"((y,e))-k°.(o'((e,e))®o((e,e))).] o)
=§(7'(e'),v(e)). &(v'(e'),v(y)).o((e' e'))
=8&(v"(e'),v(y)). &(T'(e'),v(e')).o((e',e’))
=N"((e',y)) k%" . (o'((e',e"))®o((e, e)))fp02)

Ces relations permettent de définir dans JU( T(R), C'"\) nne transforma-

tion naturelle N=(j.N",#,(a,a')) en posant:
#il(e,e))=k%.(o'((e,e))®o((e,e))).{,
Ay, y)=k".(0"((y,y))®0((e,e))).f
=k (o' (e’ e'))®o((y;y)) |

Par hypothése, j admet un adjoint; il est compatible avec les limites pro-
jectives. Le g-multimorphisme g=(g, )=limg N est un élément de R et

vérifie :

g(“):v"(v".t) et g0 9)= vr(t,v).
On en déduit que f)l'q(b’. C) est une catégorie (R, q)-dominée. m

Supposons que C =K'. Avec les mémes conditions (v™,H")

est une catégorie (R, g)-dominée.
B. Applications covariantes a bases variables.

Supposons 2 nouveau C' =K' et désignons par A(q) la catégorie
des applications covariantes g-dominées [1], ayant pour unités les cou-
ples (v,C") tels que a(v)=C €%, ; autrement dit, v est un foncteur
de C° vers K tel que g.v vérifie la condition: q.v(e) Ngq.v(e')=0
si, et seulement si, e#e', ol e et e’ sont des unités de C’; on identi-
fie le couple (v,C') a4 v et l'on pose P(v)" U g.v(e). Si A=(v',
L, & v) est un élément de A(q)‘. on désigne par P(A) I'application de
P(v) vers P(v') qui, & megq.v(e), associe gl (e)(m). Le triplet
P=(M,p, Z(q)) est un foncteur.

PROPOSITION 12. La catégorie A(q) est munie d'une structure de ca-
tégorie P-dominée (u , Z(q)).
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PREUVE : Si C' appartient 4 J, , posons
N (E C)=(ve. . MK, C)™).
Soient v et v’ deux unités de A(q); on a(v)=C et a(v')=C". Dé-
signons par w=pu (v, v) un foncteur équivalent au foncteur v"p.(-,
v).N(v',C ) avec:
qu(d)={v' IxX(qvig.(v'.¢v))x{¢Ix{v}, o peC". F.C.
Un tel foncteur existe, puisque ¢ est un foncteur saturé; de plus,

P(w)={v"}Ix( U ((v'.P)mN(K,C)mv)x{dIx{v}
qSeC".ff.C' '

= v'.Z(q).v.

Soient A=(v, §11‘¢1:111) et A'=(v'1,§'1,¢'1,v') deux élé-
ments de A(g). Posons $=fﬂ(¢>'1,¢1) et w'=u(v';,v;). Désignons
par ¢ un foncteur de C° vers C", par O=(N,o0,a) et par O'=(N’,0’,
a') respectivement la limite projective naturalisée définissant V"C.(v".qf),
v) et vcn(v';. @'y PPy, vy) ( proposition 9 ) et par y; un élément
de C'Iza(vl)- Posons:

al(y;)=e;. B(y;)=e}, ¢;(y)=y, a(y)=e, B(y)=e",
ainsi que

P(yp ¥y ))=8(L5(p(e)) Lyle)).o((y,y)) ;

comme (v';.¢{, {y.v") et (v.d;,L;,v;) sont des transformations

naturelles, 1'on a:
E(lP(e ), Ly(er)) B(v'P(y) v(e))=

B(v P b(y),vy(e;)) 8(Ldle), Liler)),

E( L ¢(e ), L lep)) B(v'ple’),v(y))=
B(vy Pydle' ) v (y,)) - B(LyPle’), Ly(ey)),
Ainsi R=(N', p,a) est une transformation naturelle dont la source est
un foncteur constant. On designe par ,Z(q’J) un morphisme de source w(),
de but w'(¢;.¢p.¢;) et isomorphe & Limy,R. 1l est presque immédiat

~ —~
que le triplet (w’.q, {,w) définit une transformation naturelle. Ainsi
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u(A,A)=(w', {,¢, w) appartient 3 A(q) et P(pu(A',A)) est I'ap-
plication qui a (v',{,¢,v) associe (v';, 0708 bf-D.byov;).

Considérons deux autres éléments AI =(v1, (,2, <f>2: v2) et A'I =
(v'2. §'2,¢§,v'1) de Z(q)- Soit e, une unité de OL(¢2) telle que
¢2(82)=el . La relation

(LU d(er) Ly L, (e))=
E(C'2¢;¢(e')' €2(32))- g( §'1¢(e)» g](el))

assure que u(A’; A", A A;)=p(A', A ). u(A',A); donc p est
un foncteur de Z(q)xZ(q)* vers A(q)m

REMARQUE : Dans la suite, on appellera limite projective naturalisée dé-
finissant w(¢) le composé Ooy(¢), o Y () est 1'isomorphisme de
a vers Vg.(v'. ¢, v).

PROPOSITION 13. Supposons-que E soit tensoriellement q-dominée [9].

Si le foncteur produit tensoriel est associatif ou si E est a F,-limites

projectives, (,u,,A'(q)) est tensoriellement P-dominée.

PREUVE : Il existe un foncteur ® de K'XK' vers K, tel que -®a soit
un foncteur adjoint de &(-, @), pour toute unité a de K'. A deux unités
v et ¥ de Z(q) on associe un foncteur v®%7 équivalent au foncteur
®.(vX7) et tel que:

q(v®7)((e,&))={qu(e)Ixq(v(e)®t(2))x{q5(&)},
pour toute unité (e, &) de a(v)Xa(7). Un tel foncteur existe, puisque
q est saturé; c'est une unité de A(q) . A deux éléments A=(v", {, P, v)
et A=(7", g,{ﬁ, 7) de A(q), on associe 1'élément :

AGA=(v'®7", [ &L, px b, v®D)

ol {,ég((e, €)) est un morphisne de v®%((e, &)) vers v'®V'((P(e),
#(¢c)) isomorphe 2 {(e)®T (7).

Ceci définit un foncteur ® de A(q)xA(q) vers A.(q). Montrons
que 4 (-,v) est un foncteur co-adjoint du foncteur -®v de A(gq) vers
A(q). Soient C' la source de v, C" la source d'une unité v’ de A(q)

et w=pu(v',v). Il existe un élément A=(2', £, 0, w®v) de Z(q)‘dé-
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fini par:

- O est le foncteur évaluation de JI(C", C')U9x C' vers C*,

- £((¢p,e)) est équivalent au produit g.(o(e,e)®v(e)), ob (g,
&(v'(e),v(e))) est un -®v(e)-éjecteur et O=(N,0,a) est la limite
projective définissant w(¢).

Montrons que (A, w) est un -®uv-éjecteur. Si A=(v", Zd’g;@
est un élément de A(gq), il existe un umque foncteur <,‘l5 de C'=a(p
vers J(C", C") vérifiant 0. (¢><C )-¢'

Soient & une unité de C' et y un élément de C de source e, de
but e’'. Posons ¢=q£(3) et désignons par (g', & v'¢(e’),v(e))) un
-®Qu(e)-éjecteur de but v'P(e’), et par (g", (v ¢(e'),v(e'))) un
-®u(e')-éjecteur de but v’ P(e’).

o(e', e’)

w( )
K -
m__}f’,
Q\ a
./ ® ® o(e',e')®v(e')
K deo®'u(e')
Bv'd(e')fv(e))®u(y)
7~ 13 = ’ ’ !
‘U'¢(€')
g/ w(p)®uv(y)
v(e)®v(y)
v'¢(y) 8v'P(y),v(e))®uv(e)
- de®v(e)
g('é’e)
o(e,e)@v(é)
v'p(e) .
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26 F. FOLTZ

Il existe un unique élément d, (resp. d,,) de source (&) et de but

E(v'¢p(e),v(e)) (resp. E(v'P(e’),v(e’))) vérifiant:
g-(d,8v(e))=L((& e)) (resp. g"-(d, ®v(e’))=T((E,e'))).
On a les relations suivantes:

g ((&v'd(y)v(e)).d,)®v(e))=v'P(y).g.(d ®v(e))
=v'¢(y). L((Z.e))
={((5,¢")).(3(2)®u(y))
=g".(d,,®v(y)) |

=g"- (&(v'Pp(e'),v(e'))®v(y)).(d,,®v(e))
=g ((&(v'p(e'),v(y)).d,)®@v(e)),
d'aprés la remarque précédant la proposition 2.. On en déduit que:
Eov'P(y)v(e)).d,=&(v'P(e' ) v(y)).d,,-
Par suite, il existe un unique élément d® vérifiant o(e,e).d%=d_,
pour toute unité e de C', et un-élément {(¢) de source D(&), de but
w(@) et isomorphe 2 d®. Soit % un élément de T, de source Z, et de
but €; posons d(x)=(¢b, T, ;) et désignons par (g, & v'¢;(e), v(e)))
un -®u( e)-éjecteur de but v'¢1(e). Il existe un unique élelment d, de
5(8;) vers &v'¢;(e),v(e)) vérifiant g.(d, ®uv(e))=L((&;,e)).
De plus, }
g-((d,, 5(%))®v(e))=L((e,e)).(I(%)®v(e))
=v'@(x,e). L((E), e))
=" O(P(%).e)). L((e),e))
=v'(T(e)). g (d ®u(e))
=g-(( §(v'T(e),v(6))-de)®u(e))-

Donc &(v'T(e),v(e)). a'l-e =d,. v(%). Ceci étant valable pour toute uni-

té de C', on en déduit que: d¢.z~/(3€')=v' .(v'<£(§),v).d¢1, ou en-
core wp(%). Q(e )=0(%)

). Ainsi (‘w. ¢ C v) est une transfor-
) appartient A A(q) et A. (A@u) A,

par construction. De plus, ¢ a été déterminé de maniére unique & partir

o‘l ~
‘U X
mation naturelle, A=(w, {,$,7
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de @ et la famille (de)eec; a partir de @ et de .11 en résulte que A
est l'unique élément de source ¥, de but w, vérifiant la derniére équa-
tion. Ainsi i (-, v) est un foncteur co-adjoint du foncteur -®v et la pro-
position en résulte si le foncteur ® est associatif.

Sinon, on notera Y(a'a,d)’ &a',d®a)~ E(€(a',a), @) les iso-
morphismes d'adjonction de E. Désignons par ® I'isomorphisme canoni-
que de N(C",CxC )T ves N(N(Cr, )T, C )™, par Y =(p?,
7,¢!) un élément de J(C",C xC), par \ZJ =(<£2, T, q\él) l'image de

1

Y par @, par x un élément de C de source e! et de but e?, par ¥ un

élément de C de source eI, de but ¢2. Posons w=p(vhv), w,=

= u(v',0®v) et wy,=u(w,V) et notons respectivement (N‘,o].

w, (¢’)) et (N‘. '5‘, w. c,b‘( 2/)) la limite projective naturalisée définis-
proj

sant w, (¢') et w. qS‘(e ),od i=1,2 et ot j=1, 2. Soient:
b=((%,x), (%, %)), el =¢l(el,el),
e=¢l(el, e?), @2=¢l(8?, 2),

l=gpleel, x), R2=¢1(% %), =0 (%, x),

157 e yoteoczly) 3 tonad), vl o))

[ —

Yo=Y , = .
2 T oned)vie?), ve?)) Y 7(v'(e"),v(e1),5(s’))

Il existe un élément C,(qgl) dans K de source wz(qgl ), de but w; (1),
vérifiant, pour tout (%, x) de CXC, la relation:
ol(b). L(F)=y31. & (x, %), 5(81)). ol (%, %).

En effet, on a la relation suivante:

B=g8(v' (%), 5@v(&l, el)). v . &sl(el, el), (2 ). 0 (51, &)

=8v'(%2), p@u(!, el)). 7L 55l (x, %), B(21)). ol (81, 1 ).
Or, par naturalité des 7y,
¥y B (%), veuv(el, el)) = &v(22), v(el)), B(ET)). .

Comme l'on a des transformations naturelles:

g( g(v'(f2),v(el)).6§(x;x),i"}( )). 0 Iegl, ¢ ):
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28 F. FOLTZ

=&(aL(x, %), (w. (%)), 5(&)). o} (&, )

= 8(5l(x, %), 5(8)). 0} (%, %).

N
Ainsi B=o§(b)-§(<£1)- 9;.,
P
o
@} -~
&
D %
A “.
"’rg’ ®f
)
w1(¢1) ‘Gﬁj 2
03(b)
71 '
v Y.
L(dh 5
’é(al‘(el el) ~, ] 6}\"
1 ’ 'U(e )) / G}\
1 x ) ”(’él)) <
ol(el gl) SO >
S
Sw.dl(%), 5(ED) =
b
- r
wz(q‘;z) ol(%,%) 5(5§(x.x),v(e1)) G

<
Posons :

B'=8(v'(2%), J@u(%,x)). v 3. 8o (e?, e?), 5(&%)). o5 (87, &%)
L'on a:
8(v'(&2),50v(% %))y =y 880" (&%), v(x)), B(%)),
ainsi que:
B(&(v'(22),0(e?)), 9(%)). 8(51(e? e?), 5(8%)=
s(ol(e? e?),5(eN)). s(w. §1(8%), 5(%))).
Par suite, B'=ol(b). [ (¢!)=B.
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1 ¥1
wy(P°) Lee) w, (91
<
N~
=
&
01(5)
o\
e
Y2 I;;\‘g
“a
@
e
- 8
5(Og(atm),i:‘(el)) i;::
Y3

v
On définit de maniére analogue §(¢2). Par définition du foncteur u ,

on a les trois relations suivantes:
2°) of(b). w ()= 8v'7(8% e?), Bou(él el)). ol (b),
° 2/m Y- = v w2 1 =1
bo) of (%, &). wy (Y )=8w.7(&%),v(e")).55(x,x),
) &%, %) w(T(e?))=e(v'T(8%e?)v(e ). 51(x, ).
La naturalité des morphismes d'adjonction assure que:
s &(vr(ghe?), v(e!)), 9(21)). yy=y,. s(v (22 ), Bou(elel)),

. On déduit de ces relations que:

MY 02 22,62 06D ), 508 )

wp (). L(F)=L($2). wy ().
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30 F. FOLTZ

Ainsi le triplet (w; .01, 4 .w2) est une transformation naturelle et

)=(w;. L, @7, wy ) appartienc 2 A(g). Montrons que "¢, )

'(v',v,v ]
admet un inverse r(v' o) 11 suffit de prouver que { (qx ) est inversi-

ble. Par hypotheése, E est a limites projectives; é(-,v(e)).(ﬁé,aé,
v N '

w.qﬁl('éz)) est donc une limite projective naturalisée et il existe un uni-

que élément O (%,%) de K de source w1(¢1). de but é(w.$1(22).

7(el)) et vérifiant pour tout x de C:
5(5§(x,x),5(31)).0(5,;)=73.of((z,x),(;,x))‘.
En effet, on a les relations:
8 8(v'(#2), v(e!)), B2 D). ym ol (bm)=,.0](b)
=& &(v'(e2),v(x)), (1)) ym ol(bm),
o b"=((F el) (%, el)), bm=((%, e2), (%, e%)), on 2=¢1(E%el),

ol §3=¢1('é2’x)’ ,yn___.,y et ')""=')’

ro'fe")orel )58l )) (v'(e)ru(e?),5(81))

De plus, il est clair que:
s(5l(x x), 5(81)). Bw. $1(2), 8(21)). 0 (21, 2])=
s 8w (72, v(e)), 5(81). 83k (x, %), 5(&T)). o (el el)=
8 &(v(%2),v(el ), 5(2T)). vt ol (&, x). (¥, x))=
Vg ol (%, %), (%,%))= 86Y %, %), 5(EN). o (%, %).
De méme:
S(5lx,x),5(21)). Sw.dl(22),5(%)) 0 (22,82)=
S(8(v'(e2),v(el)), 5(%)). 8(5l(x,x),5(8%)).0 (8%, 8%)=
8(&(v'(&2),v(el)), 5(%)). 7. 0l((8%, %), (8% x))=
¥, Sv'(22), Bou(%, e1)). ol ((82,x), (8%, x))=
Vg ol ((%,%),(%,x))= &3 (%, %), 5(81)).0 (%, %)

o ")7:7 . Ainsi le triplet (Né,U,WI(CﬁI)) est une

(v'(&%),u(e!),5(62))

transformation naturelle et I'élément { (¢! ), vérifiant

ol(2,%). L(pl)=0(%,%)
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pour tout % de E, est l'inverse de ( (<£1 ).

1
O (%,%)
&mw.o1(82),581))
1,.m
o
olts) 157
1
A\ —_ '01( b)
N =
TR
~/ S| R
RAY AN B
o ° 1\5' &)..
\\w ?‘ '_\3.’, Y™
IQ‘\) I -
N ~ \©
o Sy S \ Y”
o A — W
6 LY
N x
4 N
40\\ - 2 wl / ®
& fgf\ E(v'(e*),TQV(E »%)) 2
> '0‘\ o\
20 o\ &
‘e OO 3
e /\
’bf Y3 @
</
aé}_“
4
<
En effet,

§(6é(x,x),ﬁ(él)).oé(f,a?)-g(¢1)-€(q§1)=
§(o(x, %), 5(81)).0 (%, % ). L(dD)=
Vg 0l(8). L (P1)= 831 (x, %), 5(81)). 0k (%, %),
pour tout ¥ de C. Donc oé(?c’,f):oé(?c’,%).i(qﬁl). 14 (\({71:1). Cettve é
quation est valable pour tout ¥ de C. Ainsi { (@1). L (d1)=w, ().

De méme:
ol(5). L(dD. Leph=ryt &al(x,%).5(7)).0(%,%). T (¢])

=’)’51' 5(5£(x.x),ﬁ(é'l)).‘g(;c‘,;):of(b)_
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ogfm)

1 (%)
w91 (% ), 5(&)), o 37)
ol(el,x), 8!
5051 (x,x)5(e1) ! 7
=,=-1 -~ ,~] D
a(og(x’x), v(e )) :,\ql)\ Y' \
o
N\
(/]
.3\
9\
/$

w, (91
O (x,%x)
1
05(e?,5),0e2,1))
03(b)
r)
‘e
®
=, 5 2 1 =
E(E(v'(e’)v(e  ))v(x)) 3,
v
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Par suite,
L) Lpl)=w (1) et (L(71))"1=T ().

La naturalité des F(v ' v,5) S€ déduit de la naturalité des ¥, , 3)

et du fait que le foncteur i est défini au moyen de limites projectives. ®

PROPOSITION 14. Si (Q, E) est une catégorie hyper-g-dominée et si E

est a F-limites projectives, il existe une transformation naturelle Q tel-

le que (ﬁ,(,u ,A(q))) soit une catégorie hyper-P-dominée.

PREUVE : Considérons quatre unités 172, Vg s 171 et v; de Z(q)' et notons
62 »Cy 5'1 et C; respectivement leur source. Soient (v;, Loy )
un élément de A(q) et $ le foncteur canoni que de f)'((C—'2 ,Cy) M yers
9'((3'((6‘2, E'I)m, f)'((C'2, C.I)D:I)ED' qui A un foncteur ¢2 associe le
foncteur qui fait correspondre 4 ' la transformation naturelle ¢,-\ . ¢;

et A une transformation naturelle ‘\/J2=(¢'2; §2, $,) associe la transfor

mation naturelle (P(@5), 6, <£(¢2)), ot O(¢)=y,.¢.¢,. Posons
K(vg, vy )=w, /»L(v_2,v2)=1{./2, pl(dy, v )=w et p(o,w)=di.

Il s'agit de définir une transformation naturelle (. ¢A, {, w2) correspon-

dant 3 la loi de composition de A(q). Supposons donnés un foncteur ¢
de C;vers C, et un foncteur ¢, de C; vers 6"2; posons
P=P(Py)( )=y b. ¢,

Nous allons définir un morphisme p(¢ ) de w,(d,) vers &(w(P),
w(¢)). Désignons par (N,5,a), par (N,o,a) et par (N,, 0y, 8,) les
limites projectives naturalisées définissant respectivement @(¢), w( )
et w2(¢2). Soient ¥; un élément de '61 de source e“f et cie but éf.. Po-
sons ¥, =& (7, )0 y= By ) Fy=dy (yy), &y (y)=el, Plel)=cl,
¢2(e‘2)=e'§ et:

-2 1 1 -1
(5 ey €1, 81)

i_/ssi i i =i ~
s—(ez,e2,e1,e1) , S

= -2 2 1 1 _/z2 2 2 S1
S (62,22131161) » S"‘(ezcezyelyel)p
i_ i . ~ ~

wW=w(s )(Cl(étl)’l) , w_w(s)“](é%)’”'

o= () ey - = ). el
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ot Q=(n,w, 7).
Comme (£, E) est une catégorie hyper-g-dominée, on a les relations:

B 8(7,(75)s oy (E)E(vy(ed)ivy(e]))) =8, &5,y(5,), vyl ));
B 8(0y(&2),5,(61)), &vy(y,) vy (e)))@=8. (V&) vy (35) )i
B &(5,(85),5(2])), E((vy(e2),v (). 5=8=
B(E(5y(2),5,(7;)), E(vy(el) v (ed))). .
De plus, par définition de o et o,, l'on a:
83y (22),0,y(y,)) 05((2, 1)=&y (75), vy (ed)).oy((ed, ed));
B vy(ed)ivy () o((e2 ef)) = Buy(y,).v;(el)).o((elel)).
Posons:

o(8, &) =8 B(Dy(ei).5,(28)) o((e} eh))) wioylel el)).

wl
1 0y (e}, e3))
(™ 11
2 ' w2(¢2)
5 8 12
2 % ((e,el))
3 |9«
6 02
¢ 10 = A Hvy(el), v (eh))o((el,e]))
= H ", (ef’),v,(e ))io((e], el))

1

2

3= B(&(v, (%), 5;(2)),0(e?, e2))

4 5(5(172(52),51(51)),o(e§.e2))

= & e(v](y) v(eh)), w(g)),

B 8(7,(82), 7,(57,)), w(d))

BB 05(55), 77(2])), &(uy (el ), vy (el)).

= B(¥7,(25),5,(3])), Hvy(y,) v (eh)).
= &y (8), 7(2)), Hvy(ed), v 1(v7)).

10 = ¥(®(7,(&2 )’”1(}’1)): Bvy(ed) vy (e2)).

11,= e(v2(y2),v2(e ), 12= 8(v2(e ), v 2()/?))

"

©® N S O«
1}
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Les relations précédentes nous assurent que:

8 &(5y(22), 7,(5,)) w($)).o(e2.8) =

S &(5y(5, ) 7 (e1)) w(d)).o (&l &),
On a ainsi défini une transformation naturelle S=( &-,w(¢)).N, o,
wy(py)). Or, par hypothése, L=%-,w($)).(N,5,a) est une limite

projective naturalisée dans K', de sorte qu'il existe un morphisme p( @)=

LimpS = p(p, P).
Considérons une transformation naturelle Y =(¢', {,¢) et po-

sons :
Y=y =(d. L. ) x=L(el),F=d,(x), e)=px,
e; =ﬁ5: S'=(é-2': ez'a eII: EII); 5Y=(E2'u 621, eII’ e—II):
, » v_ v
=l gegl)ny  @=90) gl
Comme précédemment, on a les relations:

(& 5y(%), 5y (2])), vylel)ivy(ef)). ol =d. &(5y(%),vy(e3)).
B B0y (). By (E])), Bluy(x) vy (ef))). ' =8 &Ty(25),vy(x)).
D'autre part, si (N'V,B',E') et (N',0',a') sont des limites projectives
naturalisées définissant respectivement ( qS') et w(@') , l'on a aussi:
o' (e ef)).w(p )= &(vy(x),v;(ef)).ol(ef. el ))

3 (&l el)). ()= 8iy(%),5,(e0)).5((&l, e])).

On en déduit que:
S(w(P ), w(d)). p(d)=s(w(),w(h)). p(P").

Ainsi le triplet R=(1\,l\,,0, w2(¢2)) définit une transformation naturelle
et {(¢p,) sera, par définition, égal & Limj R, on L estla limite pro-
jective naturalisée déterminant ( ( by))-

Considérons une transformation naturelle t/12=(¢é, {,2,432) et
posons

— 2 —zn ne—yzn 1 1 51 " _ ”

z—§2(e2). ,B(z)—e2. s"=(e) ey, e, €1) et w"=w(s )(gl(éf)’”'

La relation:
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S &z, (&), Bwylel) v (ef))). wl=w" &z, v,(e)))
assure, par passage aux limites, que:
L(by)ewy (g )=d(Plahy ). L ().
Donc (%, L ,, w,) appartient & A(q) et correspond a la loi de compo-

sition de A(g). La fin de la démonstration est analogue a celle de la

propositiona 3. m

REMARQUE . Désignons par A C.(q) la sous-catégorie de A(q) formée
des triplets (v', {,C',v) et par j le foncteur de C* vers N(C", C" )™
qui & x associe la transformation naturelle constante sur x. Il existe un
foncteur . de (AS(g))x(AC (g))* vers A (q) qui a (v,v)
associe u(v',v).j=w. Si e est une unité de C°, q.w(e) est l'ensem-
ble des transformations naturelles de la forme (v'(e),7,v), ou v'(e)
est considéré comme un foncteur constant. Si a(x)=e, q.w(x) associe
a (v'(e), 7,v) la transformation naturelle v'(x)oo(v'(e), 7,v). Soit
bc- la restriction du foncteur p a AC.(q). Il existe une transformation

naturelle canonique du foncteur (pC. ) ¢/ vers le foncteur HomA C.

Soient 4, une g-structure libre associée a {a, } et @ le foncteur

constant sur 4o, de source une catégorie b, réduite 2 une unité b.

PROPOSITION 15: @, est une P-structure libre associée a { a, }. Sil'on
a une équivalence €=(8§(-,a,),0 ,K ), l'on a aussi une équivalence
B=(p (-2 ),5,4(q)).
PREUVE: a) Soient v un foncteur de C° vers K' appartenant a A-(q)
et X ume application de{yao} dans P(v) d'image x. Il existe une unique
unité e de C' telle que x appartienne & guv(e); cette unité détermine
un foncteur ¢ de b vers C'. Il existe, d'autre part, un unique morphisme
L (b) de source a, et de but v(e) tel que q({(b)).g=%, ou (ao,g)
est un g-projecteur de source {@o}.On a donc un élément A=(v, {, ¢, a,)
de v.A(q).a, vérifiant: P(A).g=%. De plus, A est bien déterminé par
ces conditions. Ainsi (@, g) est un P-projecteur.

b) Supposons que € est une équivalence. Pour toute unité v de

A(q), posens G (v)=(u(v,a ), {,&,v), o ¢ est I'isomorphisme na-
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turel de C' vers JU(C', b5 )™ et on {(e) est l'inversible o (v(e)),
pour toute unité e de C' . C'est un élément inversible de K( g).Soit A=
(v',g,qg,v) un élément de E(q). Posons & (v')=(u(v', @ ), T,
P, v') et p(ﬁ,da)=(5', T,%,7). L'on a:
$-b=N(d.a0). p=¢". &,
Lople).o(v(e))=0(v'P(e)). L (e),
ot e€ C,. Ainsi &=(u(-,d,),5,A(q)) est une équivalence. m

~

Considérons a nouveau une structure de catégorie monoidale K=
(K',®,a,,7,7,s). Désignons par ® le foncteur de Z(q)X/-f(q) vers
X(q) défini dans la proposition 10, par @, un foncteur constant sur 4o
de source une catégorie b’ ayant un seul élément b, par r(v) l'inversi-
ble (v, {,¢,v®a,), ou ¢ est l'isomorphisme de C' X b* vers C'=a(v)
et oi {(e)=r(v(e)), pour toute unité e de C', par 7'(v) l'inversible
(v, 0" @', a0 @), ot P’ est I'inversible de b X C' vers C et on

L'(e)=r"(v(e)),
par 5(v",v',v) 1'élément ((v"®v')®v, (", ", v"®(v'®v)), ou P"
est 1'isomorphisme de C"” X(C" XC') vers (C" X C" )X C' eton
{"(e",(e',e))= s(v"(e"),v'(e"),v(e))
pour toute unité (e”,e’,e) de C"XC"XC=a(v")Xa(v')Xa(v),

PROPOSITION 15. GZ(A(q), ®,a,,7,7,5) est une catégorie monoi-
dale.

PREUVE : La vérification est immédiate. B
COROLLAIRE . Si X est monoidale fermée, il en est de méme de Q.

PREUVE : C'est une conséquence de la proposition 10. ®
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Appendice.

Supposons que nous sommes dans les conditions de la proposition 1,
dont nous empruntons les notations, et que C =K' . Soient ¢ un foncteur
d'une petite catégorie I' vers C' et u =(¢, 7, e) une transformation na-
turelle de but ¢ et de source un foncteur constant sur 1'unité e. On note
D, la sous-catégorie de C, formée des fléches ((y',y),y) et des fle-
ches ((y y¥),y'.y) de 'une des formes suivantes et de leurs unités:

y=y'=e,
y=eet y=x".m(i"), on i'el;,
y=x.m(i), on i€l;.
Le foncteur inclusion de D, dans C, est désigné par Ae - On considere
la condition In(u ):
la relation ¢ il existe un couple (7,i') d'unités de I' et un couple de:
fleches (x,%') de C tels que: x.7(i)=x".7(i') > assure l'existence

d'un couple de fléches (i‘, z"') de I' et d'une fléche z de C° tels que:
a(i)=i, a(i)=i', B(i)=B(i')=i", x=z.$(i) et x'=z.P(i").
On se donne deux foncteurs v et v' de C' vers K et on pose
w= é(u', v).
PROPOSITION . Supposons que l'on ait la condition In(p ). Si v'. u est

une limite projective naturalisée q-dominée, la limite projective du fonc-

.
teur w.@ est isomorphe @ la limite projective du foncteur * Me".Ae.

PREUVE: Désignons par (w.¢,s,S) et par (v'Me". Ae , i, L ) une
limite projective naturalisée. Considérons une unité i de I'; il existe un
unique morphisme k(i) vérifiant:

Ly (¥)-k(i)=0(y.m(i)), pour tout y de C.b(i).
En effet, :"L';b (i) €st une limite projective naturalisée. Supposons que

I'élément 7 de | admet i pour source et i”" pour but et que z appartient
a C.¢(i"). L'on a:

Ly mf(2). wh(1). k(i) =1y (2. B(1)). k(i)
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=i(z.¢(7).7(i))
=ltz.m(i"))=lypm(2). R(i"),
La relation précédente étant vraie pour t;)ut z de C.¢(i"), on en déduit
que:
wep(i). k(i)=h(i% .

Par suite, il existe un unique élément k& dans K vérifiant:

s(i).k=k(i) , pour tout i de I;.

J k
\\ E
k(i")
k(i)

we(in) ek b(i)
w

L, .u(z) - "

$(i") % 1y )7 wd(D) [(z.7(i"))

Cherchons un inverse k' de k. Définissons une transformation na-
turelle ("'Mev. A,, L ,S). Supposons qu'il existe une unité i de I tel-
le que y=x.7(7); on posera { (y)=1y (;)(%).s(i). Supposons que l'on
ait aussi y=x'.7(i'), ot i'€l,. La condition In(u ) nous assure qu'il
existe un couple de fléches (iﬂ, z'") de I et un élément z de C tels que:
x=z.¢~(;'\) et x'=z. ¢(i“'). Alors:

Ly i) %) s(i)=1y (2. ¢(i)).s(i)
=1, u(2) w(i). (i)
=1y (7). 5(i%)
=1y u(2). w (i), s(i)
=ly g0 (%) 5 (i),
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La définition de {(y) est donc acceptable. Si a(y')=/8(y), 1'on a:
B(v'(y' ), (BN L(y)=& v (By ), v( ). Ly .y),

car
5(v'(y'),v(ﬁy))-lqs(i)(y)='~‘§(v'(,5)"),v(;)")).lqb(,-)(y'.y)-
1l nous faut définir {(e). Posons:
O(i)=8v'p(i),vm(i)).ly ;) (B(i)). (i), pour tout i de I.
Calculons &(v' ¢(i),v(e)).0(i)=
B0 p(i), vm (i) Ly (b(i)).(i)=
S(v'B(i"), vm (). 1y ;) (B(i)). 5(i)=
B p(i"), vm(9). Ly (%)) wep(i). s(i)=
5(u'¢(i”),v77(z")).lqs(in)(cﬁ(i")).s(i"):9(1"’).

Comme v'. u est une limite projective naturalisée dans E, 8v'. Mu,v(e))
en est aussi une mais dans K'. On notera {(e) l'unique morphisme de K-
vérifiant: &(v'7(i),v(e)). {(e)=06(i), pour toute unité i de I'. Sup-

posons que y=x,7(i):
Ev'(y)vie)). Lle)=8v'(x).v(e)). &(v'n(i),v(e)). {(e)
=&v'(x),v(e)). 0(i)
= 8o (x)u(m (i) () (E(i)). s(1)
= 8(v"(Bx), v, 7(i))). Ly ;i)(%). 5(i)
=8v'(By)v(y)). L(y).

g K’ i

f(e)

E(v'(e),v(e))
Ly (1)(¥)

E(v'(y).vie))
§(v'(,3y.u(y)) ’
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k* est l'unique morphisme de K vérifiant
[(e). k" =C(e), I(y).k"=U(y) si y=x.7(i).

On a les relations suivantes:

l¢(i)(x).s(z‘).k.k'=l¢(i)(x).k(z').k'=

[(x (i) k' = L(x.m(i)= Ly (%) s(i).
Onen déduit successivement

s(i). k. k" =s(i) et k.k'=a(k').

D'autre part

S(v'm(i),v(e)).l(e) k. k=6(i). k=

= 5(U'¢(i),UW(i))-l¢(i)(¢(i))~S(i).k =

= E(v'qb(z‘),uw(i)).l¢(i)(¢(i)).k(ﬁi) =

=8(v'¢(i),vm (i)).[(m(i))=F(v'n(i),v(e)).l(e).
Donc f(e).k'.k = l‘(e). De plus

I(y). k' k= §(y) k=ly;)(x).s(i) k=

= Ly (%) k(i) = [(x.m(i)) = (y).
Par conséquent k'. k2 = a (k) et k' est l'inversede k. ®

APPLICATION. On suppose que les limites projectives dans E et dans
K' coincident, que C' est sous-jacente 2 une esquisse J-projective O et
que !'on a la condition In( i ) pour tout cone projectif u de o. Il s'agit
alors de trouver des conditions sur O afin que, pour tout sommet € d'un

’ ’
coéne projectif 1 de O, les foncteurs Y My et YM7.A , aient mémes li-

e

mites projectives. Dans ce cas, w est une réalisation vague si v’ en est

une et la catégorie des réalisations vagues C(K' ,0)™ de o dans K’
.

est dominée A 1'aide d'une restriction de €. Ces conditions ne sont en

général pas faciles a expliciter.
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I1l. Domination des catégories g-dominées

On suppose que la catégorie C  est sous-jacente 2 une catégorie
g-dominée E=(¢e,C"). Désignons par JWE,E) I'ensemble des triplets
1= (17', T,v) tels que v et v' soient des foncteurs g -dominés de E vers
E et que t=(v', T,v) soit une transformation naturelle entre les fonc-

teurs sous-jacents. Cet ensemble est muni d'une structure de catégorie
JU(E, E)™ comme suit:
(vI, )Cl:l(v,r,v) estdéfuuetégalé(vl. T,T,v) siet

seulement si ”1 =1 et 'rI'r(e) =T,(e).T(e) pour tout e.

Il existe un foncteur pleinement fidele A de JU'( E,E)® vers N(C', C)™@
qui associe t a 1. Par suite, JU( E, E) ™ est munie d'une structure de ca-
tégorie p-quasi-dominée E' = (€, T('(E E)™) et d'une structure de ca-
tégorie q-dommee n (E E)=(v",JU(E,E)™),od v'(t', 1) est iso-
morphe a V"(l , t) (proposmon 8). Si le foncteur & admet un adjoint (4]
et si E est tensoriellement g-dominée, n (E E) est tensoriellement g¢-
dominée et E' est tensoriellement - quas1-dommée Si E est une catégo-
rie (R, g)-dominée, il en est de méme de n (E E), noté T(R(E E).
Soient t =(7',7,7) un élément de .T('(E E) et ¢ (resp. ¢')1a
transformation naturelle définissant 7 (resp. #'); ¢ appartient a 1'ensem-
ble e.v X v*mMN(K ,C"' XC*)me.
DEFINITION 3. On dira que f est une transformation naturelle q-dominée

si la propriété suivante est réalisée:
(E_ vt me’ = (E. tXo)me, ou t=(v', T,v) .
La relation précédente équivaut a:
e(v'(e’), T(e)).v' (e’ e)= e(T(e'),v(e)).v(e e),

pour tout couple (e’, e) d'unités de C'. Le sous-ensemble T((E, E) de
JU(E, E) formé des transformations naturelles g-dominées définit une sous=
catégorie N(E, E) o de T('(E, E )™, En effet, si = (v , T, ') est

est une autre transformation naturelle g-dominée, la relation
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e(T'(e'),v(e)). E(v'(e'), T(e))=8(T'(e'),T(e))=
= e(v"(e'), T(e)). E(T'(e'),v'(e))

assure que:
e(7'7(e ), v(e)).U(e' e) = B(v"(e’), T'T(e)). "(e’, ).

La définition précédente ne fait pas intervenir le fait que g est a
limites projectives. Remarquons que, si 4 est & produits fibrés finis, la

catégorie g-dominée E induit deux catégories g-dominées
mE =(mé, mC’) et BE:(EE, EIE'):
- !Il‘;(y'm. y™) est défini comme produit fibré de '_a( y,ay) et
de = By'.vy),
- Bet x'E, xB) est défini comme produit fibré de €(x',ax) et de

E(,B:‘c' ,x).

Notons que BE et mE sont (R, g)-dominées si E I'est; la démonstration
est analogue & celle de la démonstration de la proposition 9. Il y acorres-
pondance biunivoque entre les transformations naturelles g-dominées de
E vers E et les foncteurs g-dominés de E vers BE.

Nous allons donner des conditions permettant de dominer la caté-
gorie f)'((E_, E ). Notons ‘17'i17 I'injection canonique de v’ E[jT((E, E)ED;
vers ;'D:m'(E, E)cn;.

PROPOSITION 16. S'il existe, pour tout couple (v',v) de foncteurs q-do-
minés de E vers E, un q -monomorphisme u(v',v) se projetant sur i
de but v'(v',v), alors T(é(é, E) admet une sous-catégorie q-dominée:
)‘(q(E,E) =(v,(E, E)D).

PREUVE. On pose v(v', v ) = a(u(7", ). Soient t= (-1;', T.v) et 1=

(17"',7", 1;") deux éléments de T((E, E).On a

Homf)'(,(;', ;‘)- -i)-.,l‘v—lz gml.; . Homj‘l(t_', t—) ’
ot N et N sont mis respectivement pour N(E,E)D ec JU(E,E)T 11
existe un unique sous-morphisme v(t’,t) de V(1. 1) vérifiant I'égalité
q(v(t,t))= Homfn(t', t) . On détermine ainsi un sous-foncteur v de

v'exe*, ot = (JU(E,E)®,  N(E,E)™),
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On notera u le foncteur g-dominé injection de f)l;l( E,E) vers .‘)‘(q(E, E).

COROLLAIRE 1. La condition de la proposition 16 est vérifiéesi q est fi-
déle.
En effet, dans ce cas JU(E,E) =N(E,E).

DEFINITIQN 4. On dira que g est a monomorphismes si, pour toute unité
a de K’ et toute injection i de but g(a), il existe un g-monomorphisme &
de but a se projetant sur i.(Si g est fidéle, il est & monomorphismes si

et seulement si il est sous-étalant. )
COROLLAIRE 2. Si g est a monomorphismes, la condition de la proposi-
tion 16 est vérifiée.

PROPOSITION 17. Avec les hypothéses des propositions 11 et 16, suppo-

sons que tout q-monomorphisme est un Q-monomorphisme (notation de[3])

fnq(ﬁ, E ) est une catégorie (R, q)-dominée, notée .T(R(E, E).

PREUVE. Avec les notations des propositions 11 et 16, on a la relation:
Q(g) - (gniy1Xgri,) = guig. b,

ol b est une restriction de la loi de composition de N(E, E)™. 11 existe

par suite un unique (R, ¢)-multimorphisme g’ tel que

u(o",v).g'=g.(a(v",v'),u(v',v)). ®

COROLLAIRE. La condition de la proposition 17 est vérifiée si les pro-

jections dans W des (R, q)-produits tensoriels naturalisés sont des sur-

jections. (C'est en particulier le cas s'il s'agit de catégories fortement g-

dominées.)

Afin de donner d'autres conditions permettant de dominer la catégo-

rie JU(E, E)™, nous aurons besoin du lemme qui suit:

Soient I’ une sous-catégorie d'une catégorie T e ¥, , vérifiant
B(1.1,)=T,, et IxI, 1'ensemble des couples (i’,i) de I.I, de méme
but. Considérons trois foncteurs ;. F, F vérifiant p. F=F.(I",,I").

Posons a(;):l-l.' et ﬁ(;)= K.

DEFINITION. On appellera /imite projective naturalisée de (F, F) dans

%20



SUR LA DOMINATION DES CATEGORIES 45

p une transformation naturelle Y =(F,s,a) de source un foncteur cons-
tant, telle que:
a) F(i).p(s(ai))=F(i').p(s(ai')), pour tour (i,i') de Txl,,
b) si Y'=(F,s',a") est une autre transformation naturelle de sour-

ce un foncteur constant et qui vérifie
F(i).p(s'(ai))=F(i').p(s'(aj')),
pour tout (i,i') de -I*I; , il existe une unique transformation naturelle,

constante sur b, telle que Y mmh=y".

*

Les quasi-injections *, introduites par E. Burroni, permettent de don-

ner une condition d'existence:
LEMME. Si p est & quasi-injections et si H et K sont & limites projec-

tives, le couple (F, F) admet une limite projective naturalisée dans p.

- a
I

*) 1 est une p-quasi-injection définie par (I, k,ak,k’') si: 1o p(l)=k.k';
20 supposons que L' €B(h’').H et p(l')=k.k"; il existe alors un unique k tel que
L.h=1" et k'.p(h)=k".
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PREUVE. Soit  =(F, s, &) une limite projective naturalisée dans A .
Pour tout élément 7=(7,i') de I-*I:, , il existe un noyau ny du couple
(F(i).p(3(ai)), F(i').p(3(ai")).

Il existe aussi un produit fibré naturalisé (ng, ki')'z‘é*l;, . Posons k =7;. k.
et désignons par [ une p-quasi-injection associée & k et définie par le
quadruplet (I, k,ak,k').Si s(i)=5(i).l, pour tout i de I,, on a une
transformation naturelle Y =(F,s,a), oi @ =al. Supposons que Y'=
(F,s',a’) vérifie la condition b de la définition. Posons [ = lim ¢¢
Pour tout 7 de I*Io , il existe un unique m, vérifiant ny.my = p(/) Par
suite, il existe un unique élément m de K tel que kf. = my, pour tout

7 de I*I". Ainsi -P-(f) =k.m et il existe un unique » vérifiant:
I.h=f et k'.p(h)=m. Donc ‘,L'E]:lb:\/;'.

L'unicité de b se déduit du fait que [ est un monomorphisme, car k& en est

un, puisque les 7; en sont. ®

REMARQUES. 1° Les conditions: «p admet un coadjoint et H est a pro-
duits fibrés finis» assurent que p est & quasi-injections.
20 Si g est & atomes, ¢ est compatible avec les monomorphismes. Par

suite, si H =K' =K', alors q(1) est une injection.

PROPOSITION 18. Supposons que q est a atomes et qu'il existe un fonc-
teur (R, q) -produit tensoriel associatif ® vérifiant la condition: Pour tou-
te unité a de K', le foncteur -® a de K dans K’ est a quasi-injections.
Si E est une catégorie (R, q)-dominée, il existe un foncteur (R, q)-domi-

né u injectif de (v,N(E,E)™) =Np(E, E) vers NHE, E).

PREUVE. Soient v' et v deux foncteurs (R, q)-ciominés de E vers E.
Nous allons définir v(v’,v) comme limite projective d'un foncteur M =
(K. M, ]").

- L'ensemble sous-jacent & la catégorie |  est formé des unités de C'
des couples d'unités de C° et des triplets (e”, e’, e) d'unités de C' de

la forme e” = e’ ou e” = e. De plus,

a(e',e',e)=a(e,e',e)=(e’',e),
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Ble',e',e)=e" et [(e,e',e)=e.

- Définition de l_l_'i_((e, e, e)) = m. Désignons par (kS )sez la famille de
morphismes de K  associée 2 E et par g l'isomorphisme canonique de

e(v'(e),v(e)® e(v'(e),v'(e)) vers 8(v'(e),v'(e))® (v'(e), v(e))

F

gv'(e),v(e)) m

| &
-® e(e,e){ K

B(v'(e),v(e))®v(e,e)

E(v'(e),v(e))@E(e, e)

E(v'(e),v(e))®V'(e,e)

On posera

s=(v'(e),v(e),v(e)), s;=(v'(e),v'(e),v(e)),
1=k (e(v'(e),v(e))®@v(e,e)),
=kl g (B(v'(e) v(e)@i (e,e)).
D'aprés le lemme, il existe un monomorphisme m dans €(v'(e), v(e)).K
vérifiant 1'égalité:
l.(m® e(e,e))=1,.(m® (e, e)).

De plus, m est universel pour cette propriété, ce qui revient a dire qu'il
est universel pour les relations suivantes: @
a) e(v'(e),v(x)).m= €(v'(x),v(e)).m, pour tout x de e.C.e .

b) e(y.v(e)). (e, e)=e(v'(e),y).0"(e,e), pour tout o de
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a(q(m)),avec y=q(m)(o).

D'aprés la remarque suivant le lemme, g(m) est une injection. Désignons
par 2 un objet final de K' . Soit z un élément de v'(e). C. v(e) vérifij
ant la condition b ci-dessus. Désignons par m le morphisme de source &,
de but €(v'(e),v(e)) et projeté par g sur l'application constante d'ima-
ge z. Alors

l.(;z@ 8(@,6)): 11-(772® e(e,e)),

car e(v'(e),v(x)).m et €(v'(x),v(e)).m ont méme source, méme

but et se projettent sur 1'application constante d'image z.v(x) = v'(x). z,

-

avec x € e. C. e. Par suite, il existe un morphisme 7' vérifiant m.n' =,
de sorte que l'image de g(m) est formée des éléments z de v'(e). C. v(e)
vérifiant b. Comme ¢ est saturé, on peut supposer que g(m) est une in-
jection canonique. En particulier, si v’ = v, l'unité v(e) appartient 3
a(q(m)).
- Définition de M((e,e',e)) = p,.m et de M((e’,e’,e)) = p;.m, on
e # e'. On désigne par E I'isomorphisme canonique de
e(v'(e)v(e)® e(v'(e),v'(e) vers s(v'(e'),v'(e')® E(v'(e), v(e))
et par ((Pp Py),b) un produit naturalisé de
(e(v'(e'),v(e’)), e(v'(e),v(e))),
appliqué par ¢ sur un produit canonique. Posons
s=(v(e) v(e) v(e)), s;=(v'(e'),v'(e),vle)),
I=k.(e(v'(e'),v(e’))Bv(e e)),
- 3, - - -
L=k Lg.(e(v'(e)v(e)Bv' (e e)).
D'aprés le lemme, il existe un monomorphisme m dans b.K vérifiant:
1.((py.m)B (e e))=1;.((p;.m)B e(e’,e))

et universel pour cette propriété. La relation précédente peut étre remplacée

par les deux suivantes: @
2) e(v'(e'),v(x)).pyem=e(v'(%),v(e)). py.m,

pour tout x de e'.C.e.
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b) e(yy v(e)).vle’ e)=8(v'(e')uy,). v (e e),
pour tout o de a(q(r;)), avec
Y, =d(py.m)(T) e y,=q(g.m)(T).
Remarquons que q(r;) est une injection, que l'on supposera camonique.
Soit (z;,z,) un élément de q(b) vérifiant la condition b ci-dessus et 7

le morphisme constant de source a, de but b et d'image {(zl , z2) }. Com-

me ¢ est a atomes,
L((py-m)® e(e,e))=1;.((p.7)® e(e'se)),

car, pour tout x de e'.C.e, l'on a Zg. v(x)= v'(x).zl . Par suite, il
existe un unique 7’ vérifiant m.7' = ; et l'image de g(m) est formée
des couples (z;, z,) vérifiant b.
Le foncteur ¢. ;M ; admet dans M une limite projective formée des
famill o(e . vérifiant:
milles (o ( ))eeCO vérifiant

v'(x).0(ax)=o(Bx).v(x) , pour tout x de C,

-i-;(O'(e'), v(e)).;(e', e) = ;(v'(e'),cr(e)).;'(e',e).
Ainsi l'ensemble o' mJU(E, E) v en est aussi une limite projective;
soit donc —.D5 = (5,M5,d, v(v',v)) une limite projective naturalisée
dans g vérifiant:

9(v(v',v)) = ' (E, E) v,

q(d((e',e)))(t)=(T(e'), T(e)), si e# e,

g(d((e,e)))(t)=T(e), o t=(v",T,v).
On a obtenu une structure de graphe orienté g-dominé; montrons qu'elle
s'étend en une structure de catégorie (R, q)-dominée. Pour simplifier les
notations, nous supposerons que les isomorphismes d'associativitédu pro-
duit tensoriel sont des unités.

Considérons un troisiéme foncteur (R, ¢)-dominé v" de E vers E et

posons:

oD = (M",d",a")=D" et .D=,=(M,d',a).

Mettons des indices ' et " aux éléments définissant M pour indiquer qu'il
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s'agit d'éléments correspondants définissant M’ et M". Si
S=(v"(e) v'(e),v(e)) etsi n=ks.(m'®m),

montrons que

I".(n® e(e,e))=17.(n® e(e,e)).

En effet, la relation

B (B ® (v (€),v(e))=kS.(E(v"(e),v'(e))BE L)

m®v'(e,e)@®am

o

B(m')@kS ‘®m

ﬁ(m )@l ﬁ(ﬂl')®m®8(e'e)

m'®am® e(e, e)

ﬁ(m')®11

mOmRi(e,
B(m' )@k mele.e)

L8 ' KBeB(ile e)) n®ele,e)

B(m")R5(e, e)
ks

"
entraine @

Bk (@7 (e, e))®m). g =k (m® (kK 1(v'(e,e)@m))). g,
ol g est l'isomorphisme de

a(m')®a(m)® (e, e) vers a(m')® €(e,e)@a(m).

Le deuxiéme membre de @ est égal a: |

E.(e(v"(e)v'(e)® (kL g (mv'(e,e).(mBa(m)® e(e,e))
= KS.(B(v"(e) v (e)B(A°.(mBv(e,e)).(mBa(m)® e(e, e)) =
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=k (B(v"(e),v'(e))® kS) (mB®mBU(e,e))=
=k " (e E(v(e)v(e)) (mMBmBU(e, e)) =
=" ((v"(e) v(e))@D(e,e)).((K.(m®m))Be(e,e))=
= I (R (m'®m))® s(e,e)) = I".(n®E(e,e)),

tandis que son premier membre vaut

m®v'(e,e)@am

e ~
ES'®@m e §
1] ‘e
k°®fm /QQQ am'®¢e(e,e)@m
I'®Bm
- m'@e(e,e)@,@m e)
' 11®,6ﬂ2 K)ﬂ(e'
81 A g m
L l@Bm g m$
y K5 &(v"(e), v"(fe))
g" n®ele,e)
51 B(m*)@5"(e,e)
I

B (5 0 e(v'(e),v(e)))(m®' (e, e)®m). g =

B (ke S(vr () vle)).(g® (v (el v(e)) (m @ T (e, e)®m). 5 =
k. (kL@ S(v (e, v(el). f(mO®m BT (e e)) =

KL (S(ome), v (e)) Bk ). G (mOmB (e, e)) =

Bl " (B®5(v"(e) v(é))) (mB®mB (e, e)) =
Kl gn (8(v™(e),v(e))@u"(e,e)) (K. (m'®m))® e(e,e)) =
I5.(n® e(e,e)),

ol g estl'isomorphisme canonique de
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a(m')®a(m)® e(v"(e), v"(e))vers &(v"(e),v"(e)Oa(m)@a(m).
Il existe, par suite, un unique élément n( e, e) vérifiant:
m".n(e,e) = kg.(m'®m) =n.
Considérons une unité e’ de C° différente de e et usons des mémes con-
ventions de notations; par une démonstration analogue, on montre que
(. n)® e(e' e)) =15.((pf - n)® e(e',e)),
ol
n=(k"0k). [0;® py 08, (M B m)
et od s'=(v"(e'),v'(e'),v(e')). 1l existe donc un unique n(e’,e)
dans K vérifiant m" .n (e’, e) = n. Désignons par f le (R, q)-produit ten-

soriel naturalisé de source (a', a) et posons:

o(e) =k (d'(e)Bd(e)). [,
o(e',e)=mn(e',e).(d'((e',e))®d((e' e))).f.
Le triplet S =(M",0,(a’",a)) est une transformation naturelle dont la
source est un foncteur constant. Il existe un (R, ¢)-multimorphisme « =
LimpnS, car D" est aussi une limite projective naturalisée de T( R) (voir
[3]). La projection dans M de k est une restriction de la loi de compo-
sition de T((E. E)™. De ceci on déduit facilement que (v,n(E,E)CD)
est une catégorie (R, g)-dominée, ol ¥ est prolongé en un foncteur a
I'aide des limites définies plus haut.
Soit 0 =(?N%,0,2'(v',v)) la limite projective définissant (pro-
position 9) V'(;'.;) et V"(;',;). Posons
o((e,e)) =M((e,e,e)).d((e e)), si ecCl ,
o((y,y)=8(v'(y),v(e)).M((e, e e)).d((e' e)), siyeC,
a(y)=e et B(y)=e".
La relation
o((y,y) = e(v'(y),v(e)).o((e,e)) =
=e(v'(e'),v(y)). M((e', ' e)).d((e e))
résulte de la relation @ a. Ainsi O = (WNE, ;, 'IJ(;',;)) est une trans-

formation naturelle dont la source est un foncteur constant, et u(v', v)=
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Limoa détermine un foncteur (R, ¢ )-dominé
% de T(R(E,E) vers T(k(E,E). ]

REMARQUE. Supposons que ® est aussi le foncteur produit tensoriel (son
unité est notée ici 4, ) d'une catégorie monoidale fermée et que g est son
foncteur d'oubli vers M. Les conditions de la proposition 18 sont vérifiées
si on a la propriété suivante:

Pour tout couple (a’, @) d'unités de K' et tout morphisme k' de sour
ce a, etde but a’, il existe k€K tel que k. K.a, C {k'} et a(k) = a.
En effet, -® a est alors a4 quasi-injections, car -® @ admet un coadjoint,
K™ est a produits fibrés finis; de plus g est & atomes grace & la propriété

ci-dessus.

PROPOSITION 19. Le foncteur (R, q)-dominé u est un PR § ymonomor-
’

phisme, ou P(R,F)est le foncteur d'oubli usuel vers M de la catégorie

PREUVE. Soit w' un foncteur (R, g )-dominé de é':(é, CU‘) vers f)'(}{(E, E)
tel que w'(E) soit contenu dans fr((E,E). Considérons deux unités e’
et ¢ de ¢ et posons w'(e')=1", w'(e)=1v.5i z est un élément de
é".é.é’, si w'(z)=(v",7T,0) etsi (e',e) est un couple d'unités de C",
I'on a

e(7(e'),v(e)).v(e',e)=¢e(v'(e), T(e)).v'(e',e),

vu I'hypothése faite sur w'. On en déduit que o((e, e)). w'( &', ¢) vérifie

les équations @; de méme, le morphisme
m=Lo((e',e').0'(", &), o(e,e)). (e e)]
vérifie les équations @. Il existe donc un unique p(e,e) (resp. p(e’, e))
tel que
m.p(e,e)=of(e,e)).w' (&', ¢) (resp. m.ple’, e) = m).

v ~ A
On définit ainsi une transformation naturelle (M, o, &(e’, e)), qui ad-
V) (V)
met une limite w(e’, e) relativement & 7,D . Ceci permet de déterminer
A
un foncteur (R, g)-dominé w de E vers T(R(E, E) tel que u.w = u7//'.De

plus, cette détermination a été faite de fagon unique. ®

REMARQUE. Si les hypothéses des propositions 17 et 18 sont vérifiées,
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les deux structures de catégorie (R, g)-dominée définies sur f)l(E, E)®™
sont isomorphes, car on obtient des b(R,F )-monomorphismes. Ceci justifie

I'utilisation d'une méme notation pour ces deux structures.

Soit tR le foncteur de la catégorie des foncteurs (R, g)-dominés

R? vers M , qui associe 4 un foncteur v sa restriction v, aux unités.

PROPOSITION 20. a) La catégorie RF ost munie d'une structure de caté-
gorie tR -dominée (N, Rg:) =&".
b) Avec les hypothéses des propositions 17 ou 18, elle est munie

d'une seconde telle structure, (.T(R, Rg:) =6&.

PREUVE. Soient w et w' deux foncteurs (R, q)-dominés de sources res-
pectives EI et E de buts E et EI 1l existe un foncteur NU'(%’, w) de
n (E,E)‘II vers T('(EI,EI) qui, a T=(7v' ,T,V), associe
t=(w.7.w, Ty» w'.v.w),ou Ti(e;)= w'(T(w(e))).
Il admet un sous-foncteur J( @', w) de source .T((E—. E )™ et dont le but
est T((El, EI)ED. En effet, si f est une transformation naturelle ¢-domi-
née, si (e;, e;) est un couple d'unités de E; , si wXw(e), e;)= (e’ e)
et si E] =(51,C}),l‘on a:
e (w.v'(e ), w(T(e) (w. v w)(e), e))=
w'(v'(e'),v(e)). 8_(1/'(6').T(e))-(lj'-lz)(ej, e;) =
w'(v'(e'),v(e)). e(T(e'),v(e)).(v.w)(ef,e;) =
Sp(w(T(e')), w' . v (e)). (w'.T.W)(ef, ;).
Posons T('R(EI,EI)=(V',.T('(EI.EI)ED) et désignons par O; =

(Ny,0;,4,) la limite projective naturalisée définissant

V(BT W)
et par O =(N, o0, a) celle définissant v *(2', 7). On définit une transfor

~

mation naturelle O = (N;,5,4) en posant
o(e;,eg)=w'(v'(e),v(e)).ol(e,e)), ot e(C lyet e=w(e),
S(ypry)=w(v'(e')v(e)).ol(y,y), o y, €Cp,
y=w(y) a(y)=e et B(y)=

Le morphisme V(v',v) = LimOI O permet d'assurer qu'il existe un fonc-
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teur g-dominé V de T(k(E, E) vers T('R(EI. E, ) ayant JU(w', w) pour
foncteur sous-jacent. On posera V = ﬂk(ﬂz', w ). On a ainsi défini un fonc-
teur .T(k de (RS:)X(R?)* vers RF dont le composé par R
teur Hom de RF.

Si les conditions des propositions 17 ou 18 sont vérifiées, on peut dé-

t est le fonc-

finir une transformation naturelle (fﬂk , U fﬂR-) , ol z?(E, E) estle p(R’g-')-
monomorphisme de f)'(,R(E, E) vers f)’(k(b:, E) défini dans ces mémes pro-
positions. De plus R, n'R = (R, .‘)"(R A

E(ul,u,)
. 242 ,
L(op? t0vf,0)
02(81,81)
oy(epep) \-o'\\\
>
} A0 (byfby)
L(e',e') qy -
op(eq-ey) P °1(b1361)
g(uj(vhhug(v])) *af® 22
& fur 3 > )
X 20u50e Vi, % o"ﬁ -«'(“1”“2(el N
\ - -
:: 27034y oY X8 B2 =
~ <
-y =
N Ehnt =
o c)) o1 2ur & (ur o
3 ety uo(€l ; T 2/ la 204y(e o
A s T U W BT Oy S G LA
112(81))

proPoOsITION 21. & = (%, R.‘f) est muni d'une structure de catégorie
byperdominée (Qr,8&).
PREUVE. Considérons quatre catégories ( R, ¢)-dominées

EY=(e,Cp), By =(8,Cy) E;=(8,,Cr), Ey=(2,,Cy),
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et un foncteur (R, g)-dominé u; de E; vers E; . Posons
E'=(e",C")=NQ(Ey, E}), E=(¢,C")=T4(E,, E,),
E=(%,C)=N4(E, Ey), E=(8,C)=Np(E, E).
. E1

Soit #, un foncteur (R, q)-dominé de source E'2 et de but E2 . Il existe
un foncteur w(i,) de C'" vers C* qui, a #' =(%}), 7', v] ), associe
(172'7-1771): Oﬁ 1-1.":22-;1:'0;1 et ’T=u2.7"u1.

Ce foncteur est sous-jacent 4 un foncteur (R, ¢)-dominé w(u,) En effet,

désignons par (N, 0’, e'(vy,v7)) etpar O =(N,o0, 8(v,,7;)) les li-

mites projectives naturalisées définissant (proposition 9) respectivement

e’(vy v%) et 8(v,,v;). Le foncteur u; induit un foncteur de C'I vers

C '1' qui lui-méme induit une transformation naturelle

(N,3, 8" (vy,v1)), ob 5(z,2) = uy(vj(ay),vi(a;).o'(2"z2"),

avec z€C;, z' = u;(z), a2=,8(z'). a;=a(z').

La limite par rapport & O de cette transformation naturelle détermine la

structure (R, ¢)-dominée de w( 52). Si #', est un foncteur (R, g)-dominé

2

de E'2 vers E2, on détermine de maniére analogue w(z_t"Q) et w(z?z). Une

transformation naturelle (u), 0, u,) entre les foncteurs sous-jacents a ',

etd #, détermine une transformation naturelle (3_0(z7'2), w(o), w(uy)),
w(o)(v)) = (y. 0. 4y, 7y, 0y 5y 5, ),
Ti(b) =0 (vi.u (b)),

pour toute unité b de C,. Ainsi le triplet (w(uy ), w(o), w(u,)) appar-

tient 2 C et la surjection w de C dans une partie de C est sous-jacente
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4 un foncteur de C vers C , que l'on notera aussi w. Montrons que w

est sous-jacent 2 un foncteur (R, g)-dominé de E vers E . Posons 17"3 =

w(uy) et ug =w(u,); désignons par

0y, =(Ny,0,, §(u},uy)) etpar O3 =(Ng, 05, E(uYy, iy))
les limites projectives naturalisées définissant E(u'y, u,) et é(?té,l_{g)
respectivement. A 1'élément ¢’ de C’, nous allons associer un morphisme
Lft',t') de source 5(1?2.172) et de but S(ué(ﬂ'z). u3(5})). Soit O =
(N,0,¢) la limite projective naturalisée correspondant a 1'élément

8(7{'3(7?2)0 u3(7—_"1));

considérons un élément z de C; de source b; et de but b, et posons:

a] = ul(bl)" a2 = ul(bZ)' y= Utlul(z): y' = Uéul(z)‘

e, =a(y), ej=a(y), e,=pB(y), ey =pB(y").

La définition de o, et le fait que (v, 7',v}) est une transformation na-

turelle assurent que:

epx(uy(ey) uy(y)).og(7'(ay), 7'(ay)) =

ey(uyley) ug(y)). ex(uyT'(ay), ug(ey)).0n(ey,€,) =
euyT'(ay)uple;)). &y(upley) uy(y)).oy(ey.ey) =
& (uyT'(agy),ug(e;)).og(y,y)=

ey (uhy(T'(ay).y),up(e;)).0y(ep e ;)=
ey(ub(y'.T'(a;)) uy(e ). op(epe;) =

eo(ufy(y' )rugle ) oy(T'(ay), 7'(a;)).

L'élément {(t',t') sera défini comme l'unique morphisme vérifiant, pour

toute unité b de C 1 ,
E(b,b).Q(t',t'):oz('r'(a),'r'(a)), o a=u(b).

On définit de maniére analogue { (%, 4} ) et {( v}, v5). Soit (N, 6;,E})

la limite projective correspondant 2 S({(7},2})). L'on a:
g(bl',bl)‘ e(uy(t'), ug(vy)). L(vy,v)) =

eZ(u'zT'(aI),u2(e1)).51(b1, b,). g(J'I,J'I) =
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epluyT'(ar) upley))-0p(ep e ) =0y(7'(a), 7'(ay))=
=o(b;,by). Lee,t').
De méme
8(b2: b2)~ S(Il"g(t'), u3(17} ))° (,(B;r 77}) = 5( b2, b2)- C(t': t').
Ainsi
e(uy(t’), u3(17} ). Q(Z}: 17}) =L(e,t).
On montre d'une fagon analogue que
o (u'y(Ty), ug(1). [T 5y) = L1, ¢").
Par suite le triplet (Nj, L, g( 17'2, u—2)) est une transformation naturelle
dont la source est un foncteur constant; sa limite par rapport 4 O, est dé&

signée par u7(z?2, 172) et détermine une structure de foncteur ( R, ¢)-domi-

né w ayant w pour foncteur sous-jacent. On posera:
Q'(Ez;E'2,E3’ EI)(E‘I ,1) —w.
On définirait de méme un foncteur (R, ¢)-dominé Q ' E2, E'2, E} ) EI )(;2’2)

correspondant & la multiplication & droite. On montre que ces foncteurs

(R, q)-dominés sont naturels en chacune des variables. ®

COROLLAIRE. Avec les hypothéses de la proposition 15, 1’ induit sur

& une structure de catégorie hyperdominée (ﬁ, &).

PREUVE. Il suffit de remarquer que T(k( u, E) est un p(R’ff)-xmonomorphis-
me, si E est une catégorie (R, q)-dominée et si u est le foncteur (R, q)-
dominé canoniqus de fﬂR( E,, EI) vers T(k(EZ, El)' Alors le foncteur
(R, g)-dominé (E,,Ey, E', E; )(;1’1) est un pp § )-sous-morphisme
de JU(E, J').?l'(E2, Ej, EY, EI)(EI’”, ot #' est le foncteur (R, q)-
dominé canonique de f)‘(R( EY, EY) vers fﬂ'R( E,,E}). =

Supposons dans la suite qu'il existe un foncteur (R, q)-produit ten-
soriel associatif et commutatif ® ; pour simplifier, admettons que les mor-
phismes d'associativité soient des unités. La catégorie RF est alors ten-
soriellement tR-dominée. Pour établir ceci, déterminons un foncteur (& (R ),

R )-produit tensoriel [3].
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- R ~
Définition de (R ): Désignons par V = (vy) un ¢ -multimorphisme
de but E=(¢€,C" ) et de source (E;);¢,» avec E; =(ei,C;.). Notons
i
$
k. .
(k; )s'eZ

. et (k%) les familles de morphismes de K' associées a
i sel P

E‘. eta E.Si s'= (e3, €y, el) est une suite de trois éléments de

co= I1(C,),, ob ej=(e;:)i-<", et si si=(e;:)]-<3,

i<n
posons

X;::((ei)i<";7), avec e’ = e]‘. pour 7<i et e’ = e;:+1 pour i<7,
it

Yi:((ei)Kn;T), avec e’ = b pour 7<i et e = ef), pour i <7,
iti

s = (vX,‘l(e;.'H).er}(e;‘))-f-(vX%(e;:))Kn, ot j<2,
] ] ]

s = (vYn(eg), vYn(e7))+(in(ei,))i<n
(les notations étant celles de [3]).

Nous dirons que V vérifie la condition c(R) si, pour toute suite
s’ de trois éléments de C°, I'on a la relation:
. . i Sots . ,
s, 5 (e, el) kS )=k2 1, (e ., eb)).
k i’?n(vyl(e'g el) t ) j§2(i?an;(e]+1 el))
On désignera par 8 (R) !'ensemble des iR -multimorphismes V d'ensemble

d'indices fini vérifiant la condition c(R).
PROPOSITION 22. Il existe un foncteur (8 (R), tR)-produz't tensoriel.

PREUVE. Considérons une famille (E;);¢, de catégories (R, g)-dominées.

Il existe une catégorie (R, q)-dominée (€, C ) telle que

C,o= TI(C.), et e((e"). (e.).e )= e.(el,e.):
° T iKn E0° i’i<n " %i’i<n i?n it Cirtil
les morphismes de composition de E sont déterminés par les produits ten-
soriels des morphismes de composition des E;, c'est-a-dire:

st st _ i_ i i
k== ‘® ki , ou S'_(ej)]'<3’ s —(ej)i<3; ei—(e]-)

o o
i<n INn

La preuve est analogue 2 celle de la proposition III-3-1de [ 9].

Définissons un tR -multimorphisme V = (vy) de source (Ei )i<n’
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de but E.. Donnons-nous un

_((el),gn ;i), od i< n
iEi

et od e’ est une unité de Ci , et un couple (e'z, e'}) d'unités de C-;' La fa-

mille

(ei(eér ell))iSn » ol e; = ei = ei pour lﬁ_l-,
admet un (R, q)-produit tensoriel naturalisé g = (gz ). Notons ;Y(eé, eé)
le morphisme gy de source 8'(22, eI) et de but i?n Si(eg. e}.). Soient

i

e3 une autre unité de C— et ef.), =e", pour i 7‘ i. La relation ci-dessus

nous indique que
- . - . - . i
k5. (vy(eh,eh)®@vy(ehy,ey)) =vy(ey, el) kj ,
car la condition 2 de la proposition 2 de [ 3] est vérifiée par E;. On en
déduit que ?’Y est un foncteur (R, q)-dominé de Ei vers E et lafamille
V=(vy) estun 1R -multimorphisme de (E;);¢, vers E.
Montrons que V vérifie la condition c( R). Utilisons les notations
servant & définir cette condition et posons:
xi = X‘;,, Ef'—’(ei)Kn’ on et = e‘} si7>i et ef = eé si i<,
s;=(e;,.re7,€7).
Désignons le produit tensoriel de source
(ei(cheiicr pa &= (8,
. . [ .’
(e(eh,e))cn par g7/ =(gle5)), o o' = (e")icn et
ot e =(ét )l\" ,

(S(e].'l'l'ej)) par fS:(f(Sx,])), ol S:(e)gm et e,€C

i<m i’i

Il existe un unique morphisme b* vérifiant
(efe;p) N i . i .
b g(z )= g(yl,z,)l , ol i<7i et y =(z~’)].<n , si z =(z])]-$ I etsi
% j#i
2 = e]} pour j>7.
Nous allons établir par récurrence que:

s
AE Vi€ ey) =" = eleg ).
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Supposons, en effet, que la relation précédente est vraie pour l'indice 7.

On sait [3] que

kl+1_k8(e(e Iae-)ak ): ou ;-——'(e I’e’el)

Donc
_ S+l - i iy s o= i+l ity g gl
A=k .i<§+1vxi(e2,e'1)—k (v i+1(e2 ,e'l )®h).
Soit z = (zi)i<7 un élément de H e2 i e‘i . Posons
l\l
y = (yi)i<n avec y' = z' pour i<7 et y' = eg pour <1,
iAi+l
— l’ 1)
x Q(g My).
On a
(eH_I,e )
A. 8(z =R L 1) 8y e
(ﬂ+1’31) A (ez+1’51) _ il il
(y itl) i+1 (e ;+I 1) (y,z.+1) (z,t+1)

vu la relation (2) de la proposition 2 de [ 3] . On suppose maintenant que

e72. C.. eJI

]

z—(z )]Sz+1 %_1
i

RS
Jj#i i

et l'on pose:

"'(z])< , y':(z'])lgn , y=(z])1<n

jEi _ J#l i#i
= Q(g(ej+1’ 1)((x1)j<n),

’

2l = el pour j>T et j#i,
2z =2 et xj=e]} pour j<i et j#1i,
xl =2 = e]} pour j>7i+1 etod Kt = gL

On a les relations suivantes:

-y (e ’e )

i+1 _ —
A-8z,i)= *  fix,1) Bgl )= K L) &1y 1)
CHERIY) fi = (e;+1’61) = pTHD it
8en1) R )T B (2)i) °
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On en déduit que A = b*! et la formule est établie. Ce résultat permet
d'affirmer que V vérifie la condition c¢(R). En effet, avec les notations
définissant cette condition, le premier membre de 1'équation c¢(R) vaut:

s i _ Si_ s’
B8, Tl 5 e g k= g k=

n

tandis que le second membre vaut
(e ,e))"‘/es ot s'=(e,,e,,e,).
1 t? j+1 3727 €]

Montrons qu'un tR -multimorphisme V' = (vY) de source (E; )ig
et de but E = (€, c ) détermine un foncteur (R, g)-dominé w de E vers

E. Notons (kg)é-ei la famille de morphismes de composition de E et uti-

lisons les mémes notations. Aux mités e, et e; de C correspond le g-

multimorphisme
~§ (e € )
k 1 ® 17' i el , el) 22°1 )
i<n X’I( 217" 8
o sy =(v X,(eg) v (e';))+(v;{§(e§)),.<,,

2
De plus ce g-multimorphisme appartient & R et il existe un unique morphis-
me 5(e2, e 1) vérifiant:
— % am o i
w(ey,e;)= k .igv é(ej,rl,e.).
Si ey =e; et sl u= q(w(ez,e ), l'on a ”(el)—”X‘(eI) car la con-
" dition 2 de la proposition 2 de [3] est vérifiée par les E Ainsi la famll-

le (w( €y el))(ez,el)eQ;XC.; définit un homomorphisme de graphes orien-

tés g-dominés [w] de [E] vers [E].Lorsque V' verifie la condition
c(R),ona

a~R

g'.(a(e3,e2)®i;(e2,e )=

-y 2 ~3 1 B i 3 -
STk <®v (e3.e))®(k .igvxg(e;.e‘])))—

a4

. v, e. ,e‘: =
i\2(i?;; X]‘.( jr10 )

-~ . . S .
kS. v (eh,eb)). E.P =
(’:g} Y'( 3 1)) ign ¢
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— Si_ — s!
w(es,el).ignki = w(eg,el).k

(I'indice "indique qu'il s'agit de suites images appartenant 2 ). On en
déduit que [ ] est sous-jacent 4 un foncteur (R, ¢)-dominé w de E vers
E. 1l est évident que w.V = V'. L'unicité de w provient de l'unicité des
w( ey, ep).

Ainsi V est bien un (8(R), tR )-produit tensoriel naturalisé de la fa-
mille (Ei)ién . n

Nous noterons ce produit tensoriel K. Remarquons qu'il est asso-

ciatif, puisque ® 1'est.

PROPOSITION 23. Avec les hypothéses des propositions 17 ou 18, le cou-

ple (.T(R ) R?) est une catégorie tR -tensoriellement dominée.

PREUVE. Soient E=(¢,C" ), E=(5,C") et E =(5.6°) trois caté-
gories (R, q)-dominées. Montrons que le foncteur T(R(-, E) est un fonc-
teur coadjoint de -® E.

Définissons un foncteur (R, g)-dominé w de ?IR(E, E)RE vers E,
ol T(R(E;E) =(v,(E,E)™). A toute unité e de C’ , on associe le
foncteur (R, g)-dominé u_/(e’]) de f)TR(-E-, E) vers E défini par:
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a) 171'(6’1)(17, 7)=o((e,e)).u(v',v), si les hypothéses de la
proposition 17 sont vérifiées et si O = (N, o0, v'(7",v)) est la limite pro-
jective définissant v '( 7', v) (notations des propositions 9 et 16).

b) zﬁ(e 1)(17’,3) =d(e), si les hypothéses de la proposition 18
sont vérifiées.

En posant 177(5.,2) = v, on définit un tR-multimorphisme W=(w,)
de (MR (E,E),E) vers E. En effet,

w(.v’2)(e) =v(e) = w(e,l)(v).

Soient e’ une autre unité de C , x un élément de e'.C.e et (9,7, v)
une transformation naturelle ( R, g)-dominée apparteant a T((E, E). Posons
s=(v'(e'),v(e' ), v(e)) et sT=(v'(e'),v'(e),v(e)).

La relation

B(v'(e )yv(x)) s 1) (T, 0) = B(v'(x),v(e)) Wy 1,(V7,7)
assure que

S (@ygr, (T 5)® ", e)).y = k. (T' (e, e)® iy, 1 )( 7, ),
ol Y est un isomorphisme de commutativité convenable. On en déduit que

W vérifie la condition c(R) et appartient donc @ 8 (R). Ainsi W détermine
un foncteur (R, ¢)-dominé w de T(R(E. E)RE vers E.

Rg «Rg
(E,E)
W'
(%", E)
w
N (E.E)RE (Mg (E. E),E)

Considérons maintenant un foncteur (R, g)-dominé w’' de ER E
vers E et soit W' = (ﬁl'y) le R -multimorphisme correspondant. Montrons
que W’ détermine un foncteur (R, q)-dominé w™ de E vers T(k(E, E).

Considérons un élément x de C de source ¢ et de but ¢'. Le triplet
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w”(x) = (w;é..’”, 0-?‘: 1‘7;5’2)) , ou Ux(e) = w}g’I)(x)a
est une transformation naturelle appartenant a N'(E,E). En effet, W' vé-
rifie la condition c(R). Si %'. % est défini dans C , on a
w?e’l)(;é";) = w'(e’-l)(;'). w;e’l)(;)’

c'esta-dire w™(%x'.x)=w'"(x'). w™(x). Ainsi est défini un foncteur w™
de C° vers T('(E,E)m. Posons v’ =w™(e") et v=w"(¢). 1l existe
une transformation naturelle X = (N, X, &(¢e', €)) définie par:

X((e,e)=wp, (&, &), o e€C,,

XUy, y)=%8(v'(y),v(e)). X((e,e))=e(v'(e'), v(y)). X((e' e’))

ot e=a(y) etou e =pf(y).

On pose w" (&', &) =LimpX ; la famille (W™(€',¢))z0 3 cconc; déter
mine un foncteur (R, g)-dominé w™ admettant w™ pour foncteur sous-jacent.

D'autre part, comme W' vérifie la condition c(R), la transformation natu-

relle w™ (%) est (R, g)-dominée. Il suffit dans la formule définissant c(R)

de choisir e, = e; et d'en regarder la valeur pour un £ donné dans &' C. é;
c'est-a-dire:

g(w;e,l)(-g): w;e,l)( g))- 1;/-;;,2)(8', e) =

E(wly 1)(€")s Wy, 1)(%)). W5 5 (€' €).
Comme u est un p(R,g)-monomorphisme, il existe un unique foncteur (R, g)-
dominé " de source E, de but Nz (E,E) et vérifiant .w" = w™ . Dési-
gnons par W” = (1]3%) le tR-multimorphisme associé 4 w.(w"KE). Le

foncteur (R, q)-dominé 5;5’2) a pour source E, pour but E et vaut
Wsa) SI vEW(E)=wT(E)= 1wy,
Comme 17('5’2) =y, l'on a 1;';;,2) = 121"(3,2). Posons o' = w™(é&') etv=
w™(e); cherchons la valeur du foncteur (R, g)-dominé E;'e,l) sur 1'élé-
ment (&', ¢):
";78'1)(5':2) = (i‘-/(e,l)' E")(g': E) =
’z’-(e,l)(’_’" v).w"(e,é)=o((e,e)).ulv’',v). w"(e",e),

of(e,e)).w"(e', €)= X((e,e))= J;e,l)(é".e”).
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Par suite,

{U-Zel)=1:;'(e,1) et W=W,6 dod w.(w"RE)=uw'.

De plus, w” est le seul foncteur (R, g)-dominé de E vers T(R (E, E) vé

rifiant 1'équation ci-dessus. En effet, w' détermine de maniére unique w",

qui lui-méme détermine bien w”, puisque u est un monomorphisme. Ainsi

(w, T(R(E, E)) estun -K E-éjecteur; la proposition en découle. ®m
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