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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. X1,4
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

NOYAUX D'ESPECES DE STRUCTURES
APPLICATIONS COVARIANTES TOPOLOGIQUES

par Nadine BEDNARZ

Introduction.

Un systéme dynamique consiste en la donnée d'un groupe topolo-
gique d'opérateurs (G, T) sur un espace topologique T'. De méme que
les systémes dynamiques ont été introduits en vue d'une étude qualitative
des équations différentielles linéaires, un des buts de la notion de noyau
d'espéce de structures (n.e.s) est d'associer 3 une équation différentielle
non linéaire (ou plus généralement 3 un systéme d'équations aux dérivées
partielles) une structure algébrique-topologique.

Les espéces de structures topologiques, introduites par C. Ehres-
mann en 1958, généralisent la notion de systéme dynamique en yremplagant
le groupe topologique d'opérateurs sur T' par une catégorie topologique
d'opérateurs. Les n.e.s, introduits dans [ 1] en 1963 en vue d'une théorie
des systemes guidables, en sont une «localisation». C'est une notion plus
précise que la notion de systéme de structures topologique (systéme de
structures structuré) introduite par C. Ehresmann en 1965. Un cas parti-
culier en est la notion de systéme semi-dynamique, développée par Hajek
en 1965.

Le 1%° paragraphe donne la définition d'un n.e.s. et énonce les
premiéres propriétés.

Le 28™€ paragraphe définit les morphismes waturels» entre n.e.s,
et étudie les propriétés algébriques de la catégorie ainsi obtenue. Le prin-
cipal théoréme montre que le probléme universel de la projection d'un n.e.s.

dans une espece de structures topologique (resp. espéce de structures
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2 N. BEDNARZ

topologique au-dessus d'un groupoide) admet une solution (ce qui généra-
lise un résultat de [ 7] sur les systémes semi-dynamiques)

Les notations et la terminologie sont celles de [4].
1. Noyaux d'especes de structures.

1. DEFINITIONS (Rappels).

Soit J° la catégorie des applications continues associée a un
univers mo, et O son foncteur d'oubli vers la catégorie M° des appli-
cations.Si T est une topologie sur E et si E' est une partie de E, on
note T /E' latopologie induite par T sur E’.

a) On appelle noyau de catégorie un couple (C*, T), ou C* est
une précatégorie (c'est-a-dire un graphe multiplicatif associatif) et T une
topologie sur C vérifiant :

1-Si a désigne la source dans C*, ona (T,a,T)€J;

2-Deméme (T,B,T) €T, o [ est le but dans C*;

3-k:(f,g) EC*%xC*>f.g est telle que (T,k,T+T)€eT, on
T«xT=TXT/C*'xC"*;

4-CxC€TXT/aV B, c'est-a-dire C*xC* est un ouvert de
aVB={(g.f)ecxcCla(g)=B(fllcCxcC.

b) On appelle systéme de structures un triplet [ C*, E, k'] =7,
oi C* est un graphe multiplicatif, E un ensemble, k' une application de
C'«x EC CXE dans E vérifiant, si K'((f, z)) est noté [z pour (f z)€
C*xE :

E, Ee
1)Si (f,z) €EC*+E, (f.fz) EC*E
et (f',f)€EC*xC", alors (f'.f,z)€ C'x E
fz |(1.2) et (ff)z=f(fz);
E 2)Si(f,z) €EC*+E,alors(a(f),z)€
- C'xE et (B(f),fz) €EC*xE;

3)Si z €E, il existe au plus un
C e EC(; tel que (e,z) € C*xE et ez=z;
4) a-Si z €E, il existe f € C tel
que (f,z) €EC*xE;
b-Si eeC,, il existe z€E tel que (e,z)€C *#E. (Ce dernier

axiome est plus faible que celui utilisé dans [4].)
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NOYAUX D'ESPECES DE STRUCTURES 3

REMARQUE. C*x E est appelée classe des couples composables, et on
note 77 la projection canonique de E sur C; définie par 77(z) =e, ou e
est 1'unique unité telle que (e, z) € C*x E; T est toujours définie.

La notion d'espéce de structures est obtenue en supposant de plus

que C* est une catégorie, et que 1'axiome suivant est vérifié :
f€C et (a(f),z) EC+E=>(f,z)€C xE.
2. NOYAU D’ESPECE DE STRUCTURES (n.e.s.) [1].

DEFINITION 1. On appelle noyau d'espéce de structures un triplet .ﬁ =
=[(C,T), T", k"], ou:

1°) (C*, T) est un noyau de catégorie; soit T,=T/C;;

20) T* est une topologie sur O(T')=E et N=[C*,E, k'] est
un systéme de structures; soit C°x E la classe des couples composables
de 3

3°)Si 7 :E~» C; est la projection canonique associée & 7, ona
(T,,7,T) €T ;

4)K':C*s«E->E esttelle que (T, k", T+«T')€T, o0 T+«T' =
=TXT'/C*sxE;

°)YC*+E €T XT'/aV 7, cest-a-dire C'xE est un ouvert de
aVr={(f,z) ECXE| a(f)=7(z)}C CXE.

REMARQUE. La notion d’espéce de structures topologique est obtenue en
supposant de plus que C* est une catégorie, et que C*x E = a V 77 (con-

dition plus restrictive que la condition 5).

DEFINITION 2 (voir[3]). Si(C*, T) et (C*, T) sont deux graphes multi-
plicatifs topologiques, on appelle néofoncteur continu de (C*, T) vers
(C*,T) un triplet F=((C*,T),F,(C*,T)), ot

1°0) (E‘, F, C*) est un néofoncteur,

20) (T, F,T) estune application continue.
PROPRIETES.

THEOREME 1. Soit 77.: [((C+,T), T, k'] un ncyau d'espéce de struc-
tures, et soit (C*x E)* le grapbe multiplicatif des bypermorphismes asso-

cié au systéme de structures N=[C*,E,k']; (C'x E)* est défini par:

389



4 N. BEDNARZ

(f,2).(f,z)=([.f,z) si, et seulement si, z' = fz et (f*,f) €C*xC".
Alors ((C*x E)*", T« T') est un noyau de catégorie, oa T+« T'=T xT'/C '+« E
(resp. une catégorie topologique si de plus C* est une catégorie). De plus
I'application (f,z) €EC*x E » [ € C définit un néofoncteur continu 7 (resp.
un foncteur continu si C* est une catégorie)de ((C'x E)*, T % T') wvers

(C+, T).

2. Notion d'application covariante topologique entre noyaux d'especes de

structures.

I. DEFINITION 3. On appelle application covariante topologique entre
n.e. s.un quadruplet m 2(52,6,5, 7_7-1), ou
)7, =0(C, Ty, T k%] et 1, =0(Cy,T,), T, «% ] sont
des n.e.s.;
20)5 = ((Cé, T, ),Q),(C’l, Ti)) est un néofoncteur continu; on
pose<D=(Cé,Q,Ci); -
3°)-CE=(T'2,_<£, T')) €J, on pose CP=(E2,$,E1)=9(_CE);
£)(n,, @, ¢,m,),oum,=[CE, «yletn,=[C, E, «}],
est une application covariante, c'est-a-dire :
-Si (e,z2) €CyxE, ou e €Cy,, (P(e), p(z))eCy+E,;
-Si (f,z) €Ci«E, alors (D(f), 9(z)) €Cy+xE, et D(f)¢(z)=
¢ (fz).
2. Soit fmo un univers, et soit @(j)o 1I'ensemble des n.e.s. -7;=
((C,T), T", k'] vérifiant C eM_ et E=0(T")eM . Soit @(T)
I'ensemble des applications covariantes topologiques m :(772,<I), %7y

telles que _7-].1 6&(3)0 et ;7_2 6@(3)0, et @(J )° la catégorie définie par :

(M ®, 9. 7)0(1,,.8, 9. 7,)=(74.08 03,9 0,7,
si, et seulement si, %3 = ;7‘2 .
On définit un foncteur fidéle p de @ (F)° vers M°, on
p(m)=0x gsim=(n,® 9,7)ecdT),

et si @ est I'application sous-jacente & o, P= 5(?0).

Nous allons étudier cette catégorie.
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NOYAUX D*ESPECES DE STRUCTURES 5

PROPRIETES.

2-a. Soit n=[(C*,T), T",x"1e@T)_. si C;

graphe multiplicatif stable de C*‘, si E, est une partie de E = o(r’)

eést un sous -~

telle que T(E;)=(C,); (o2 7 estla projection canonique associée au

systéme de structures 77 =[C*, E, k']) et si
[z €E, lotsque f€C,, z €E,.([,2)eC 'xE,

alors ;]-1 = [(Ci’ T/C,),T'/E, K'l] est une p-sous-structure de -7; ,
ol K' est la restriction de k' & (E,,(C, XE,)JYC*E)).

2-b. p -structures quotients. Soit N =[(C*,T), T', k'] 6@(3')0,
soient G(T') = E et r une relation d'équivalence sur C X E = p( 7)) telle
qu'il existe des relations d'équivalence r, sur C et r, sur E vérifiant
les conditions :

-(f,z) ¥ (f,2") si, et seulement si, /;\; [ etz 2

-7, est bicompatible sur C* et les conditions (f.g) eC*xC~-,
fr [ etg ;\'1 g' entrainent (f*,g') €C*xC";

-Si (f,z) €C'xE etsi (f,z)~(f,2'), alors (f',2') €C*xE
et de plus [z’ ;\2' fz;

-7, et r, sont des relations d'équivalence ouvertes sur T et T’
respectivement.

Soient C; le graphe multiplicatif quotient de C* par r,, E, =E /7,
T,=T/r, et T, =T"/r, les topologies quotient sur C, et sur E, res-
pectivement. Alors on montre que 7), = [(cy T,), T, K'1] est une P -

structure quotient de m par r, ol

Ky (f,z)~ [z si, et seulement si, il existe [ €f. z €z tels que
(f,z) €eC*xE
(f et z désignant les classes d'équivalence de [ et z).

2-c. Considérons (°(J )°, sous-catégorie pleine de (®(J)° dont
les objets sont les espéces de structures topologiques, et (8(J )°, sous-
catégorie pleine de (B(J )° dont les objets sont les espéces de structures
topologiques 7 =[(C*, T), T*, k'] telles que (C*, T) soit un groupoide
topologique.

On montre que ((F)° est a produits finis, et que @1 )° est a
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6 N. BEDNARZ

fmo-produz'ts pour I = e ou g. Soit -ﬁi =[(Cy Ty, T, k4] Ea(ﬂ')o (resp.
771.6@1(3-)0 pour / = e ou g) pour tout i €, ot I est fini (resp. I emo).
Si C* est le graphe multiplicatif produit des (C}); .4, si E = II Ei' si

iel

T=1 T; et T' H T} sont les topologies produits sur C et E res-
el

pectivement, —[(C T),T',Kk'] est un produit de (ni)iel dans

(T )° (resp. dans @/(T )°), 0t :
K(lDier (2i)ier) =(f; 2i)ier
si, et seulement si, (fi, zi) €Ci‘* E;, Viel.

2-d. On montre que R(T)° et @l(f}-)o sont des catégories & mo-
sommes, pour [ =e ou g: Soit -731. = [(Cl.', Ti), T;., K'i] 6@(3')0 (resp.
;}‘- e@F) o) pour tout i €1, ol I emo; si C* est le graphe multiplicatif
somme des (C;); ., si E= 2 E; si T= 3 T; ee T'= X T} sont

iel iel ie] !
les topologies sommes sur C et sur E respectivement, alors
n=0(c.T), T, ]
dans @(J )° (resp. dans @' F)°) on:

est une somme des (7);); .;

K'((f,i),(z,7))=(f=z,i)
si, et seulement si, i =j et (f, z) €CixE;.

2-e. On montre que @(j')o et @’(3)0, pour I —.e ou g, sont des
catégories @ noyaux : Soient m = (?71, o, C-p-, ";’)-) € (‘f(j')o (resp. &1(3')0)
etm,=(1,.,9,,9,,1) €QT), cesp. ®(T),), oa 7 =[(C"T) T«
et m,=[(Cy, T,), T, K'1]. Soit E=08(T'), soit E, l'ensemble des
z €E tels que @(z)= P,(z), ou = 9(5) et ¢, = 5(—43‘); si @ et
®, sont les applications sous-jacentes & ® et @, respectivement, soit
C, l'ensemble des f € C tels que ®(f) =@ ,(f) et tels qu'il existe z €E,
vérifiant (a(f),z)€C *E; alors C, est un sous-graphe multiplicatif
stable de C° (resp. une sous-catégorie de C° si Il = e, et un sous-grou-

poide de C" si I = g); soit k! la restriction de ' a (C,XE,)NC"%E .

2
On voit que fze¢ E, si feC,, z€E, et (f,z)€C +E; soient T, =
=T/C2 et T'2=T'/E2.Alors 772:[(C2‘,T2),T',K'2]€@(3)o

(resp. %2 6@1(3-)0 pour [ = e ou g) et (_7-7.,;-,;,—752) est le noyau dem
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NOYAUX D'ESPECES DE STRUCTURES 7

et 7, dans ({(J)° (resp. ®%J)°), si 7 est le néofoncteur défini par 1'in-

jection (C,t,C,) et 7' 1'application continue définie par (E,¢, E,).

3.Théoremes de projection.
Dans ce paragraphe, soit S)RO un univers et considérons un univers
i tel que 3110 emo et mocmo. Soit 3110 I'ensemble des éléments de

o

N

ﬁ’(o équipotents & un élément de WO. Désignons par f)‘]l° la iatégorie des

applications associée i l'univers ﬁ(o; soient &(3')‘) et @1(T)H° (pour

= e ou g) les catégories construites comme plus haut, & partir de 1'uni-
"

vers 5]‘(0 . Considérons le foncteur P de ((J)° vers ﬁ(o , construit comme

ci-dessus, ayant p pour restriction 3 @(JT)° et N°, et soit P! le fonc-

teur restriction de P 3 él(g')o, pour / = e ou g. Soit él(j)o la sous-

catégorie pleine de (*(J)° dont les objets sont les
m=0(c.T). T, k" 1e@(T),

tels que P!(7) €M,.0n montre que P! est un foncteur d'homomorphismes

saturé, pour / = e ou g.

1: Sous-espéces de structures engendrées.

LEMME. Soit X ['ensemble de tous les P!-monomorphismes. Soit ) =
=[C,T) T, k"] 6&1(5)0 pour I =e (resp. | =g), et soit 7 la pro-
jection canonique associée & l'espéce de structures sous-jacente [é . é,k'];
si B=C'\XE' + @ est une partie de Pl(ﬁ)’—‘ CXE (autrement dit
C'IC 6 et E'1C é) telle que B Eﬁ‘(o et que ';T(E'I) contienne la classe
des unités de la sous-catégorie de C* engendrée par C',, alors il existe
un (Xo@l(ﬂ')o, P!)-sous-morphisme de 7 engendré par (CXE,.,B).

Pour démontrer ce lemme, nous aurons besoin des résultats sui-
vants :

a) ﬁo est un univers. .

b)§i [ est une surjection de A dans E, si A e?ﬂo etsi E efﬂo,
alors E Emo .

PREUVE. Le foncteur P! étant un foncteur d*homomorphismes saturé, il
. . . - od 2z
suffit de montrer qu'il existe une P-sous-structure 7, de 7 engendrée

par B telle que Pl(;;-) Efmo.
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8 N. BEDNARZ

@gy° K w%i
P! K
Pl(7,)

§>

B

o éxﬁﬁ
L

Autrement dit, il faut trouver une P!-sous-structure de ¥,
n,=0l(Cy. T,) T, k%1,

telle que P!(7,)=(C,x E,)D B ettelle que P!(7,) el , vérifiant
de plus :

Si .7:}-2 est une autre Pl-sous-structure de ’;7 telle que Pl(“?a2 YD B
et Pl(%-g) efmo, alors Pl(;)‘l)c Pl("_f;2 ).

i)Cas [ =¢. Soit C) la sous-catégorie de C* engendree par
¢y v 7TA(E'1). Si f,eC,y, z, €EY et (f;,2,) €EC'x E, on sait que
fiz, €E, mais on n'a pas nécessairement [ ,z, € E'; c'est pourquoi on
est amené a considérer

Ey ={/,z, €E | f,eCy, =z €E" et ([, 2,) €C'xE}.
Si z appartient & E!, on trouve
z = ﬁ(z)zéEl, car Tr(z) €ﬁ(E’1) cc,.
Ainsi E | contient E'| et a fortiori ( E,) contient la partie C;  de
77( E}). Inversement si f, z,€E,, ou f,€C, et z €E|, la relation
7}”121) =p(f)ecCy,

a pour conséquence 7( E ) CC’, . Donc ( E))=C,,.

Montrons que E, appartient a fmo En effet, comme B appartient
a mo, ses images C et E; par les piojections canoniques du pioduit B
sur ses facteurs appartiennent a Tﬂo. Il en résulte C'luﬁ( E/) Emo et,

A

ﬂTO étant un univers, la sous-catégorie C; de C' engendrée par cette ré-
union appartient aussi 2 ﬁﬁo [5]. Comme K (/1,z1)—.flz1 est une
surjection d'une partie A de C,;XE' sur E,, la relation C, XE'lemo
entraine A Emo, d'ot E, 65110.
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NOYAUX D'ESPECES DE STRUCTURES 9

Si (f,z)eC *E, fe C, et z€E,, par définition de E, il existe

f, €Cy et 2z €E| tels que z = f,z,, d'on

fz:f(fl zl):(/-f1)z1_€'E1,

1

puisque f,.f appartient 4 la sous-catégorie C, de C'. Par suite il exis-
te une restriction K de K' a {E, C;xE,), ou
C*E, =(C,XE )N C +E).

Comme ’)A7 =[(C-,T), T, k] 6@6(3')0, comme C; est une
sous-catégorie de C- , et a fortiori un sous-graphe multiplicatif stable, E
une partie de E telle que 7(E,)= C;, ,et fz €E, si [€C,, z € E,
et (/. z)eC'xE, T,=T/C, T,=T/E,,
K' a Cy* E, d'aprés la propriété 2-a, on sait que ;7-1 = [(Ci‘T1)' Ty, k41

A ’ . .
et K’ une restriction de

est une P€-sous-structure de 7:), qui appartient a la saturante de QT)
dans &e(j), et
Pmn,)=C,xE,DB.

Montrons que ;7_1 est une (X.ée(j)o, P*®)-sous-structure engen-
drée par B. Pour cela, soit n, = [(Cé , T2 ), T, K'2 ] une autre P% sous-
structure de 7:] telle que Pe(%2 )= (C2 XE,)DB= (C'1 X E'l), et telle
que P(7,) ef)ﬁo.

Soit m =(m,®, 9, m,) le P*-monomorphisme défini par 7, . On
a P%(m)= DX 63?(‘ , car %2 est une P®-sous-structure de 7‘7, donc
?:(é,L,Cz)eﬁll’ et cp=(£:?,c,E2)€fﬁ(‘. Comme ;E&e(g),
9 doit définir un foncteur de C; vers 6', par conséquent Cé est une
sous-catégorie de C*. De plus, par hypothése, C, D C’;; or Cj est la
sous-catégorie de ¢ engendrée par C'luﬁ(E'l); comme E'1 est contenu
dans E, par hypothése, on a 7‘7(E'1)C ﬁ(EQ) =C,,,» d'od C,CC,.

Soit z € E,; il existe f, €C, et z, € E] tels que z = f z,. Nous
savons que z, appartient 2 E, et f, 4 C,. Il s'ensuit

(f,,2,)€EC,*E, et z=f z €E,.

Ceci prouve que

P )=(C,XE,)C(C, XE,)=PT7,).
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10 N.-BEDNARZ

ii)Cas I=g. Soit 7= [(c T), T, k"] e&g(ff) et B=
= ¢! XE' CCX E telle ue @ % B em et T(E')Da(C IUB(C).

On reprend exactement la méme construction que précédemment, en
prenant maintenant pour Cj le sous-groupoide de c: engendré par C'|U
TE",). )

Alors m,=[(C}, T,), T, k'] est une P&-sous-structure de 7
d'aprés ce que 1'on a vu précédemment (car C; est une sous-catégorie de
C* et 7}(E )= C,). Deplus C; estun groupoide.

Montrons que o,:f- fl est continue de T, vers T,

o /EC f est continue de T vers T puisque 77 6@3(3')
entraine que (C', T) est un groupoide topologique. o , restriction de o
a Cl,est continue de T, vers i‘ Or Gl(C )=0‘(C )CC , donc o,
est continue de T, vers T,. Ainsi (Cj, T ) est un groupoxde topolo-
gique, '77 e@g(ﬂ') , et 'r)l est une P&-sous-structure de 77 De plus
Pg(’r) )=(C, X E )D(C' X E' ) car C,DC" et E,| DE’

Montrons que Pg(T) )em En effet on a tou;ours E') em
77(E' ) em Ci est identique A la sous-catégorie de C engendree par
cLuc, “ty 7T(E') par_ définition du sous-groupoide engendre Comrne
c, em entraine C’ 16311 o ona C v’ ~1LJ7T(E )63]1 ; pu1sque 311
est un univers, la sous-catégorie engendree par C' U o “1u 7T(E' ) véri-
fie aussi C, ef)T( 11 s'ensuit E em , d'ou P¥ 7 1)63]'(

Si de plus 772 —[(CZ,T ), Ty, k', ] est une autre Pg-sous-
structure de 77 telle que Pg(n )=C,XE,DB et Pg(77 ) efm
on montre de la méme fagon que precedemment que Pg(n ) =(C,XE ) C
P&(m,)=(C, X E,), ce qui achéve la preuve du lemme.

2. Complément.

Le lemme précédent peut étre généralisé comme suit: Soit (f* (3-)o
I'ensemble des n.e.s. N=(C ,T), T",K") G(f(j')o tels que C'*E =
aV/7, ot a est l'application source de C' et 77 la projection canonique
associée a 7). Soient ({*(J)° la sous-catégorie pleine de ((J)° ayant
&’(3')0 pour classe d'objets, et p' le foncteur de @ () vers M res-
triction de p. On définit de meéme les catégorie é’(j)o et foncteur P’

associés a yﬂo. Notons Y l'ensemble des P -monomorphismes m = (7',
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NOYAUX D'ESPECES DE STRUCTURES 11

®,9,m), od 7) et 1)’ appartiennent (‘f’(ﬂ')o et o ® est un néofonc-
teur continu de (C', T) vers (C'',T') définissant un isomorphisme de
(C',T) sur un sous-noyau de catégorie (C,,T,) de (C'", T') tel que
C, soit stable dans C'".

PROPOSITION. Soient 71 =((C ,T),T',K') un élément de @ (T),,
E !'ensemble sous-jacent & T' et T la projection canonique. Soit B =
C'\ X E] une partie de CXE telle que Ti( E') contienne la classe des uni-
tés du sous-graphe multiplicatif de C' engendré par C'\. Si B appartient
a ﬁ(o, il existe un ( Yo @’(ff)o,P’)-sous-morpbisme de 1 engendré
par (CXE,t¢, B).

PREUVE. P’ étant un foncteur d'homomorphismes saturé et Y étant saturé
dans @ (J Y, il suffit de montrer qu'il existe une (Y, P')-sous-structure
M, de 7) engendrée par B et telle que P'(7),) Eﬁlo.

Soit C° le sous-graphe multiplicatif stable de C° engendré par
CiU’ﬁ( E'). On a C= nLeJNDn’ ot D, est le sous-graphe multiplicatif
de C° engendré par C'luﬁ( Ei) et ot D, est défini par récurrence pour

tout entier » en posant

D,={f.1|/€D,.\ €D,y (f.[)eC *C" }.
Comme D, appartient a fmo si D, , y appartient, C appartient & mo.
Soit E 1'ensemble réunion de la suite ( E,’l)neN de parties de E
définie par récurrence en posant:
E'={fz|fecC, z€E ,,(f,z)eC xE }.
Une démonstration analogue & celle du lemme précédent prouve que cette
suite est croissante et que, E| appartenant a )Ko, l'ensemble E y appar~
tient aussi. De plus il existe une restriction Ky de K' a (E,C %E),
on C *E =(CXE)( & *é). Par conséquent CXE€ ﬁlo et
M,=((C",T/C), T/E k)e@(T),.

On voit facilement que 7_71 est la (Y, P’ )-sous-structure de 7:) engen-
drée par B.

3. THEOREME 3 . Le foncteur injection canonique (@(J )°,., 61(3)0),

pour I = e ou g, admet un adjoint.
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&Iy

Soit 7=[(C*,T), T", k"1 €@(T),. On considére
§={m,=(n,®,%,m) e@T)|n,e@T)},
c'est-a-dire § = @l(fr)oo@(ff)oﬁ . Il existe un produit 7) = [(5 ,T),
T, k'] de (,3(7771-)),-,2-.65; dans @/(J)°, car vu les résultats du para-
1 A
graphe 2, il suffit de montrer que § appartient a mo. Or @(j)oest une
partie de (JUXT )xT xM et I'on sait que JU, T, M appartiennent a 1'uni-
vers 3?(0 [51; il en résulte (T(’Xff)xjx?ﬂdﬁ(o, d'ou @(3')O€?ilo,Les
ensembles T(’(ff)o et J'(J) des graphes multiplicatifs topologiques et des

néofoncteurs continus associés i fmo appartiennent & mo, car
(T, cIxT e T(T)CT(T), xMxI(T), e, .
1l s'ensuit que B(J), qui est contenu dans
QT ), xT(T)yxIxA(T), e,
est un élément de mo. A fortiori sa partie § appartient a WO. Par suite il
existe un produit naturalisé (b5 )7 4. 7) de (ﬁ(’zi));%sg dans @49 )e.
" = — - 14 z 1
Soit m =(7,[", 7y, m) l'unique application covariante topologique telle que

mio m = m; pour tout ml.efl.

x

Soient G et g les applications sous-jacentes a [ et a Y, et E 1'ensem-
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ble sous-jacent 4 T'. Les ensembles G(C) et g( E) appartiennent a ma,
car ce sont des images d'éléments de mo par des applications appartenant
a . Par conséquent

B=G(C)xg(E)ef,.

A A A A
Si 7 est la projection canonique associée 3 [ C',E, K' ] ,mon-

trons que ’ﬁ(g(E)) = G(Co' ). En effet, pour toute unité e de C’, il existe
un élément z de E (resp. pour tout z€E, il existe e€ C,) tel que ez
soit défini, et alors %(g(z)) =G(e).

Par conséquent B vérifie les conditions du lemme, et il existe une

(Xo@l(g)o, P! )-sous-structure 77 de 7) engendrée par B; notons

F=0C.T)T, K] e T=(H,17.7)
le Pl-monomorphisme définissant 7). Comme 7 est un élément de é(ff)
de méme but que la P -injection 7 et que,si E désigne l'ensemble &( T,
Pitm)(CxE)=BCP(T)(CXE),
il existe un unique m'€ @(J) tel que
]?oﬁ':‘;l et %'eg.

Montrons que ' estun (®(F),@(T)e)-projecteur. Soit m,€9; ona
d'ou

Soit 7' un élément de @ (T) tel que m; =n'om'. 1l existe un noyau i’

de (7,n') dans &1(3')0 et ]-' appartient 4 X et est aussi un noyaude

(n,n') dans (@(J)°(paragraphe I). Comme nom'=m,; =n'om’' par hypo-

these, par définition d'un noyau il existe un unique 7" tel que m'=7"o m".

L'élément jo;' de X a pour but 7), sa source appartient & @l(j)oet
B =Pl(m)(CXE)=Pl(Fo7 ) PI(7" N CXE))

est contenu dans l'image de Pl(]To 7). Puisque 7 estun (Xo @l(g')o,Pl)-
sous-morphisme de 7) engendré par (CXE,(, B), il s'ensuit qu'il existe

s

i" tel que

(707')07"27, d'ou j—;o]T;'—_—a(}'—).
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7' étant un monomorphisme, 7' admet ;" pour inverse. Donc 7 = n'. Ainsi
'77 est une (@l(g),@(ffﬁ)-pwjection de 7_’), pour / = e ou g. Le théo-

réme en résulte.
4. COROLLAIRES.

a) Soient JI’(J)° la catégorie des néofoncteurs continus associée
a l'univers mo et 3"1(3)° sa sous-catégorie pleine formée des foncteurs
continus entre catégories topologiques si [/ = e, entre groupoides topolo-
giques si I = g. Notons Fl la catégorie Fo des foncteurs si I = e, sa
sous-catégorie pleine ayant pour objets les groupoides si I = g.

Si (C',T) est un noyau de catégorie et si C€mo, il existe une
(51(3),7(’(3')0)-projection de (C',T) de la forme (6' ,T), oa C' est
une (3:1, Jeo)-projection de C'. Le projecteur correspondant est injectif
si, et seulement si, C' est une base de catégorie si | = e, une basede
groupoide si 1 = g. .

En effet on définit un noyau d'espéce de structures ;7 =[(c', 1),
T',k"'], notée 1(C", T) en posant T' = T,=T/ C, et en prenant pour
k' 1'application:

(f.e)uB(f), ou (f,e)e CXE, si et seulement si e = a(f).

Comme 7) appartient a @(ff)o, d'aprés le théoréme de projection il existe
un ((‘fl(fr),@(ﬁ')ﬂ -projecteur
mo=(%,8,8,7), oa n=L1(C.T), T, %],
(E' ,T) est une catégorie topologique si / = e, un groupoide topologique
si / = g. Montrons que A estun (f}'l(ﬂ') ,JU (J)0)-projecteur. Soit
F=(cC,,T) F.(C",T)eFT) o0 (T).
Alors, si /.est I'application continue de 7 vers Ty, restriction de F,
m,=(n(C;. T, F.Lon(c . T)e@(T) 0 Q(T).
Par hypothése, il existe un et un seul 7 tel que Ei =nom', si
a=(n(C,T ), F,f,M), ona F=Foh,
et F' est l'unique foncteur continu vérifiant cette égalité. Donc (5', 7‘)

est une projection de (C", T).

%00



NOYAUX D'ESPECES DE STRUCTURES 15

Si A est injectif, C’ est isomorphe a un sous-graphe multiplicatif
de la catégorie C', de sorte que C’ est une base de catégorie; si [ = g,
C' estun groupoide, et C’ est alors une base de groupoide.

Montrons que C° est une (¥, o)-projection de C*. Il en résul-
tera en particulier que, si C' est une base de catégorie et si [/ = e (resp.
si C° est une base de groupoide et si [ = g), alors A est injectif. Soit
F=(K',F,C’") un néofoncteur, oi K’ est une catégorie (resp. un grou-
poide si [ = g). Si Tg est la topologie grossiére sur K, le couple (K", Tg)
est une catégorie topologique (resp. un groupoide topologique); de plus

F=((K.Ty),F.(C,THeFAT) o (T),

Donc, A étant un projecteur, il existe un unique foncteur continu F' tel
que F=F'oA.Si F' et A sont les néofoncteurs définissant F' et A,

ona F=FoA.On en déduit que & estun (F,N’° )-projecteur.
Compléments. Si C* est une base de catégorie, on montre que T
est homéomorphe 2 ';‘O . S'il existe un néofoncteur continu
F=((K,T').,F,(C",T))
dont le but soit une catégorie topologique si / = e, un groupoide topolo-
gique si I =g, et tel que F définisse un homéomorphisme de T sur la topo-
logie T" =T'/ F(C) induite par T', on montre que T est homéomorphe
a la topologie T / A( C).
b) Soient C° une catégorie, @.(J) ° la sous-catégorie de @(F)°
formée des (7-71, ®,9,7)€ @(T) tels que le néofoncteur définissant O
soit le néofoncteur identique de C" et @{(J)o 1la sous-catégorie de @ (T )°
telle que @IC,(ﬂ') = @l(ff)ﬂ@c.(g) , pour / = e ou g.

Le foncteur injection canonique de (‘flc. (T) vers &C' (T ) admet
un adjoint pour 1 = e ou g.

On reprend la méme construction que dans le théoréme 3, avec
) — —
§=Qc. ()0 G (T)om, si He@n(T),

c) Si 7—76@(3')0 et si r est une relation d'équivalence sur P (7)),

il existe une (@(9), p)-structure quasi-quotient de 7) par r, o I[=e ou g.
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La construction est analogue a celle du théoréme 3 en prenant pour
§ I'ensemble des ﬁE@l(j)oo ®@(F) de source 7 tels que P(m) soit

compatible avec r.

d) Soient (C', T) un noyau de catégorie ou C emo, et B la sous-
catégorie de ((J)° formée des (7 ®,9,1)e@(T) pour lesquels o
est le néofoncteur continu identique de ( C*, T). Désignons par B’ la

sous-catégorie pleine de B ayant pour objets les n.e. s.
n=(C,T), T, k)@ (T),

Le foncteur injection canonique de B* vers B admet un adjoint.

En effet, on montre facilement que B* est une catégorie a I-pro-
duits, pour tout élément [ de mo , et a noyaux. La construction d'une (B,
B )-projection de 7 efB est analogue a celle faite pour prouver le théo-
réme 3: On prend § = 3’ Bo 7; il existe un produit 7} de (B(m;)) .
dans la catégorie fB' associée a l'univers mo D'apres la proposition du
complément (appliquée dans un cas ou B est de la forme CXEY), il exis-
te aussi un (Y, P')-sous-morphisme de 7) engendré par ['15] s sa
source 7) appartient 3 B, et c'est une (B’, B)-projection de 7.

Si (C', T) est en fait une catégorie topologique, B’ est une sous-

» B o ~ .
catégorie de (#°(J )" et 7 est une espece de structures topologique.

REMARQUE. La méthode utilisée pour prouver le théoréme 3 et ses corol-
laires a partir du lemme est un cas particulier de la construction faite dans

le théoréme général d'existence de structures libres [5] .

APPLICATION. Un systéme semi-dynamique [7] est un noyau d'espece
de structures [R+, T',K'], ou R, est le demi-groupe topologique des ré-
els positifs. Un systéme dynamique global est un n.e.s. [R, T’, k'],
ot R est le groupe topologique additif des réels. Le théoréme 3 (cas [ =g)
affirme donc en particulier que tout systéme semi-dynamique «se plonge»

dans un systéme dynamique global. Il généralise donc les résultats de [ 7].
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