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CATEGORIES DE FONCTEURS STRUCTURES

par Andrée BASTIANI et Charles EHRESMANN

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Vol. Xl, 3

Introduction.

Le présent article est une étude générale de la catégorie F(p) des
foncteurs p -structurés, où p est un «bon» foncteur d’une catégorie H vers

la catégorie des applications associée à un univers. Une catégorie p -struc-
turée est un couple d’une catégorie C 

° 

et d’une p -structure s sur l’ensem-

ble C sous-jacent (i.e, d’une unité s de H vérifiant p ( s ) = C ) tel que
les applications source et but «se relèvent» en des éléments a et b de H

de sources et buts s et que la loi de composition «se relève» en un élément

de H de source un produit fibré de ( a, b ) et de but s . Cette notion est dif-

férente de celle de catégorie p -dominée ( ou de la notion plus précise de ca-

tégorie monoidale fermée [ 8 ] ), où ce sont séparément les ensembles

Hom C ( e’ , e ) qui sont munis de p -structures.. Comme exemples importants
de catégories structurées, citons les catégories doubles, ordonnées, topo-

logiques, différentiables,... qui interviennent dans les domaines les plus
variés (Topologie algébrique, Géométrie différentielle, Analyse,...).

Le texte a été rédigé en supposant seulement connus les résultats

du cours [Al] (dont il utilise la terminologie et les notations), afin que

sa lecture puisse être abordée par des chercheurs débutants. C’est pourquoi
le paragraphe 1 et le début du paragraphe 3 contiennent quelques rappels
(sur les p-injections, aussi appelées morphismes cartésiens, les limites,
les foncteurs T-engendrants).

La théorie générale des catégories structurées est exposée dans le

paragraphe 2. Les principaux théorèmes assurent l’existence de sous-caté-

gories structurées et de limites projectives sous des conditions plus faibles

que celles de [6 ]. Dans le paragraphe 3, l’existence de catégories structu-

rées quasi-quotients est montrée à l’aide du théorème général d’existence
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de structures libres [ 4 ] . Là encore, les hypothèses de [ 1 ] ont pu être af-

faiblies, en particulier pour montrer que la sous-catégorie structurée engen-
drée par une partie «assez petite» est «assez petite» (mais naturellement la

construction par récurrence de cette sous-catégorie est plus compliquée que
dans [ 1]).

Les transformations naturelles p-structurées ont été introduites dans

[ 10 ], lorsque p est à limites projectives; dans le paragraphe 4, nous ob-

tenons sans cette hypothèse la 2-catégorie des transformations naturelles

structurées. Nous montrons aussi l’existence d’une catégorie double struc-

turée des quatuors associée à une catégorie structurée, en supposant seu-

lement p à produits fibrés finis, grâce à une construction entièrement dif-

férente de celle de [ 6 ] (qui supposait l’existence de produits). Cette caté-

gorie double structurée est essentielle pour démontrer les principaux résul-

tats de cet article, relatifs au cas où H est munie d’une p’ -domination: La

catégorie des transformations naturelles structurées entre deux catégories
p -structurées données est alors canoniquement p’ -structurée, et l’on ob-

tient ainsi une domination de la catégorie 3:(p), qui est une domination

forte si H est fortement p’ -dominée. On en déduit que, si H est une caté-

gorie cartésienne fermée dont un élément final est un générateur, F(p) est
une catégorie cartésienne fermée. Ces résultats sont également valables

pour la sous-catégorie pleine de 5(p) ayant pour objets les groupoides
structurés (paragraphe 5).

Nous nous sommes volontairement restreints au cas des catégories

p -structurées, afin de ne pas utiliser la théorie générale des réalisations

de l’esquisse des catégories [5 ] . C’ est pourquoi les résultats du paragra-

phe 4 ne sont pas les meilleurs possibles. Dans un prochain article, nous

montrerons qu’ils peuvent être étendus aux catégories structurées généra-

lisées, même avec des hypothèses très affaiblies (voir remarque finale du

pagraphe 4 ).
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1 . Quelques compléments sur les p-injections.

Soit p - ( K . p , H . ) un foncteur.

Rappelons [Al] que j E H est une p -injection si les conditions

entraînent qu’il existe un et un seul h E H tel que

Si j et j’ sont des p - injections et si j’ , j est défini, alors j’ , j
est une p-injection [ A1 ] . Si j et j’ sont des p -injections de même but

et si p ( j’ ) = p ( j ) . k , l’unique h tel que p ( h ) = k et j . h - j’ est une

p - injection. En particulier si py est bien fidèle et si j et j’ sont deux p-

inj ections de même but telles que p ( j ) = p ( j’ ), alors j = j’ .

Si j et j’ sont deux p -inj ections et si g E B ( j ) . H . B ( j’ ) est tel

que p(g).p(j’) - p(j).k, l’unique b vérifiant

est appelé p - sous- morphisme de g (relativement à ( j , j’ ) ) .

PROP OSITION 1 . Si p est fidèle et si j E H admet un inverse à gauche
j’ , alors j est une p -injection.

A. Soit f E B ( j ) . H tel que p ( f ) = p ( j ) . k . Posons h = j’ . f .
On a

d’où

Comme p est fidèle, il s’ensuit j . h = f . De plus j . h’ = f entraîne

On dira qu’une transformation naturelle T = ( F, t , s’) d’un fonc-

teur constant s’ sur s’ E H ¿ vers F est une limite projective naturalisée

dans p si T est une limite projective naturalisée et si pT = (p . F, p t , ê) ,

où e = p ( s’ ), est une limite projective naturalisée. En particulier, on

définit ainsi les notions de produit (naturalisé) dans p , de produit fibré

(naturalisé) dans p , de noyau dans p .
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P RO P O SIT ION 2 . Soient h et h’ des éléments de H de même but. Si p

est fidèle et s’il existe un produit naturalisé ((m , m’ ) , s ) de (a (h ) , a (h’))

dans p et un produit f i bré naturalisé (( p ( h ) , v), ( p ( h’ ) , v’)) dans K.,

il existe un produit fibré naturalisé ((h,v ), (h’,v’)) dans p tel que p ( v ) = v

et p (v’)= v’ si, et seulement si, il existe une p -injection j E s . H telle que

Ceci résulte de la proposition 7 , page 57 [ A1] .

P RO P O SITION 3 . Soient h et h’ deux éléments de H’ de même source et

de même but. Si p est fidèle, il existe un noyau j de. (h, h’ ) dans p si,
et seulement si, j est une p -injection telle que p ( j ) soit un noyau de

( p ( h ) , p ( h’ )) dan s K..

A . 1° ) Soit j un noyau de ( h , h’) dans p et soit f E B( j ) , H
tel que p ( f) = p ( j ) . k . Comme p est fidèle, les égalités

entraînent f = h’ . f , de sorte qu’il existe un unique g vérifiant j , g = f.
On trouve p ( g ) = k , car le noyau p ( j ) est un monomorphisme et

2°) Soit j une p - injection telle que p ( j ) soit un noyau dans K 

de ( p ( h ) , p ( h’ )) . Si h . f = h’ . f , où f E H , il exi ste un et un s eul k

tel que p ( j ) . k = p ( f ) . Par suite il existe un unique g E H vérifiant

j . g = f et p ( g ) = k . Puisque p ( j ) est un monomorphisme, j en est aussi

un [A1] donc j est un noyau de ( h , h’ ) dans p . V

PROPOSITION 4. Soient hi et ht des éléments de H de même but ei pour
tout i E J , et h et h’ des morphismes produits de

dans H · relatifs au même produit naturalisé

S’il existe des produits fibrés dans H ’,

alors s’ est un produit de

A . Soient pour tout élé-

ment i de J , des produits fibrés naturalisés,

des produits naturalisés de

pour tout i E J . Comme
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pour tout i E J , il existe un unique
vérifiant

On montre facilement que ((m"i)i E J , a, (v))
est un produit naturalisé. Ce résultat se

déduit également du théorème de commutativité entre limites projectives
(voir par exemple [ 2 ] , chapitre I ) . V

Nous désignons par C · une catégorie, par R ( H · , C · )HH la caté-

gorie longitudinale des transformations naturelles entre foncteurs de C 

vers H · , dont les unités sont identifiées aux foncteurs de C · vers H.

La bijection c associant à h E H la transformation naturelle ( s’, h, s ), où

définit un isomorphisme de H. sur une sous-catégorie de R (H . , C .)[H] .
Si T = ( F, t , s’) est une transformation naturelle ayant pour source le

foncteur constant sur le but de h, alors Th note la transformation natu-

relle T HH c(h ), c’est-à-dire la transformation naturelle ( F, t’, ,e), où

t’ ( e) = t(e).h pour tout e E C*o . On a donc

si T’ EUT et h h’ sont définis.

Soit R ( p ) le foncteur canonique [ A1 ] de R ( H ., C · )HH vers

R ( K · , C .)rn associant à la transformation naturelle T’ = ( F’, t, F ) la

transformation naturelle p T’ = ( p . F’ , p t, p . F ) .

P RO P OSITION 5 . Soit T = ( F, t, F’ ) une trans fornaation naturelle entre

foncteurs de C · vers H · telle que t( e ) soit une p -injection pour toute

unité e de c.. Alors T est une R (p) -injection. Si V = (F, v, s ) et

W’ = ( p . F’, w’, x) sont des limites projectives naturalisées dans p et

dans K ’ respectivement, une limite projective naturalisée V’ =(F’, u’, s’ )
vérifiant p V’ = W’ détermine une p-injection j telle que V j = THHV’; de
même une p -injection j de but s telle que ( p V ) p ( j ) = p T HH W détermine
une limite projective naturalisée V’ telle que V j = T’mV’ .
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4à. 1°) Montrons que T est une R ( p ) -injection. Pour cela, soit

Si

e 6C’, l’égalité p ( t’ ( e )) = p ( t ( e )) . u ( e ) assure l’existence d’un uni-

que t" ( e ) E H tel que

Soit

une p-injection,

et

Par suite ( F’, t", F") est une transformation naturelle, qui est l’unique

élément vérifiant

2° ) Suppo son s que soient des

limites projectives naturalisées dans p . La transformation naturelle

T m V’ ayant s’ pour source et F pour but, il existe un unique j Es . H , s’

tel que Vj=TrnV’. Supposons h E s . H et p ( h ) = p ( j ) , k . D’après
la partie 1 , T est une R ( p ) -inj ection; comme

il existe un unique T’’ E R ( H · , C · ) vérifiant

Puisque V’ est une limite projective naturalisée, il existe un unique
h’ E s’ . H tel que V’ h’ = T’’ . Les égalités 
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entraînent j . h’ = h . De plus p ( h’ ) = k , car p V’ est une limite projec-

tive naturalisée et

Donc j est une p -injection.

3° ) Supposons que

soient des limites projectives naturalisées, et que j soit une p -injection
de but s vérifiant (p V)p (j) =pT HH W’ ; posons s’ = a, ( j ) . Comme T

est une R ( p ) - injection, il existe une unique transformation naturelle V’

telle que V j - T HH V’ et p V’ = W’ . Montrons que V’ est une limite

projective naturalisée. En effet, supposons
et sa E H°o; La transformation naturelle T CD T’ ayant s" pour source et

F pour but, il existe h E s . H . s" tel que V h = T [D T". Puisque W’ =

- p V’ est une limite projective naturalisée, il existe un unique k E K tel

que W’k = p T’ ; des égalités

on déduit p ( h ) = p ( j ) . k , car p V est une limite projective naturalisée.

j étant une p -injection, il existe un unique h’ E s’ . H . s" vérifiant j , h’ =

= h et p ( h’ ) = k . Ce h’ est l’unique morphisme de H . tel que V’h’ = T’,

étant donné que T est une R ( p ) -inj ection et que

C OR 0 L LA IR El. Si j i est une p -injection pour tout i e i et s’il existe

un morphisme j produit de ( ji )i E J dans p , alors j est une p -injection.

COROLLAIRE 2 . Soit n un noyau de (g, g’) dans p, h et h’ des p-sous-

morphismes relativement à ( j", j’ ) de g et de g’ respectivement. Si m

est un noyau de ( p ( h ) , p ( h’ )) dans K., il existe un noyau n’ de ( h , h’)



336

dans H. tel que p ( n’ ) = m si, et seulement si, il existe une p - injection

j vérifiant p ( n. j ) = p ( j’ ). m; et dans ce cas on peut choisir n’ tel que

COROLLAIRE 3. Supposons que (( hi )i E J , ( vi )i E J ) soit un produit fibré
naturalisé dans H.. Soit j’ une p -injection de but B( hi ) et hi un p -

sous-morphisme de h i relativement à ( j’ , j i ) pour tout i E J. Si (p (h’i ) i E J ,
( wi )i E J ) est un produit fibré naturalisé dans K . , il existe un produit

fibré naturalisé (( h i )i E J , ( vi )i E J ) dans p vérifiant p ( v’i ) = wi pour tout
i E j si, et seulement si, il existe une p -injection j telle que p ( vi , j ) =

= p ( j i) . w’i pour tout i E J .

2 . Catégories structurées.

Nous supposons désormais donnés un univers ’b, la catégorie M
des applications associée et un foncteur p d’une catégorie H - vers M.

Nous notons p y le foncteur de H *y vers ? restriction de p , où H*y et

My sont les groupoides des éléments inversibles de H* et de ? respec-
tivement.

DEFINITION. On dit que p est un foncteur d’homomorphismes saturé si p
est fidèle et si p y est un foncteur d’hypermorphismes saturé, i.e. vérifie

la condition :

Si s E H *o et si f est une bijection telle que a ( f ) = p ( s ), il
existe un et un seul h E H°y , s tel que p(h)=f.

PROPOSITION 1. Soient p un foncteur d’homomorphismes saturé et F un

foncteur de C · vers H.. Si F admet une limite projective dans p , il

existe une unique limite projective naturalisée T de but F telle que p T
soit la limite projective naturalisée canonique de p . F dans m.

A. Soit T’ = ( F , t’ , s’; une limite projective naturalisée dans p .

Alors p T’’ est une limite projective naturalisée de but p . F = F’. Par
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ailleurs soit A la limite projective canonique de F’ , c’ est-à-dire [ A1 ]
l’ensemble des familles ( xi )i E C · telles que

notons vi la projection canonique de A vers F’ ( i ) pour toute unité i de

C · . Il existe une et une seule bijection f de p ( s’ ) sur A telle que vi . f =
= p ( t’( i )) pour tout i E C o .. Par définition d’un foncteur d’homomorphis-
mes saturé, il existe un unique b E H*y. SI appliqué par p sur f . I1 s’en-

suit que T = ( F , t , s ) est la limite projective naturalisée cherchée, où

s = B ( h ) et t(i) = t’(i).h-1 pour toute unité i de C·. V

H Y P O TH ESE . Nous supposons dans toute la suite que p est un foncteur

d’homomorphismes saturé de H · vers M. -

De la proposition 1 , il résulte en particulier que, si ( h , h’ ) admet

un produit fibré dans p , il existe un produit fibré naturalisé ((h , v), (h’, v’ ) )
tel que p ( v ) et p ( v’ ) soient les restrictions des projections canoniques
du produit p (a ( h )) X P ( a ( h’)) à la partie p ( h ) V p ( h’ ) de ce produit
formée des couples ( x, x’ ) vérifiant p ( h ) ( x ) = p ( h’ ) ( x’ ) . Nous l’ap-

pellerons produit fibré naturalisé canonique de (h, h’) dans p, nous pose-

ron s h V b ’ = a ( v ) et nous diron s que v et v’ sont les proj ections cano-

niques de h V h’ vers a(h ) et a ( h’ ) .

De même, si ( si )i E J admet un produit dans p , nous noterons

j s i son produit canonique dans p, c’est-à-dire le produit S tel que
i e J

p ( S ) soit l’ensemble produit de ( p ( si ))i E J et que la projection canonique
de S vers si soit l’unique vi E si . H . S tel que p ( vi ) (( xi )i E J ) = xi .

Enfin si ( h , h’ ) admet un noyau dans p , son noyau canonique est

l’unique n tel que p ( n ) soit l’ inj ection canonique dans p ( a ( h )) de sa

partie formée des x vérifiant p ( h ) ( x ) = p ( h’ ) ( x ) .
Par ailleurs, si j est une p - injection, où p ( j ) est l’injection

canonique ( B , c , B’ ) de B’ C B dans B, alors s’ = a ( j ) est l’unique

p -sous-structure de s = f3 ( j ) vérifiant p ( s’ ) = B’ ; on dit que c’est la

p - sous-structure de s définie par B’ .

D E FIN ITION . On appelle catégorie p -structurée un couple (C., s ) véri-

fiant les conditions suivantes :
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1°) C est une catégorie, s E H . et p (s) = C;

20) Il existe une unité so de H ’ et des éléments ao E so. H , s,

b 0 E s 0 . H . s et i Es. H . s 0 tels que

3°) Il existe un produit fibré naturalisé canonique ao V bo = s * s
dan s p et un k E s . H , s * s tel que p ( k ) = ( C , K , C ’ * C ’ ) soit la loi de

composition de CB

P RO P OSIT IO N 2 . Soit (C., s ) une catégorie p -structurée. Avec les

notations de la définition, so est une p -sous- structure de s et i un noyau

de ( s, i . ao ) et un noyau de ( s , i . b 0). S’il existe un produit canonique
s X s de ( s , s ) dans p , alors s * s en est une p -sous-structure.

6. Puisque p est fidèle et que p(a 0 i) est l’application iden-

tique de C’o , l’élément ao est un inverse à gauche de i ; il s’ensuit (pro-

position 1-1) que i est une p -injection. De plus i est un noyau de (s, a),
où a = i . a0 d’après la proposition 3-1, car p (i) est le noyau canonique
de ( p ( s ), p ( a )) dans m. On voit de même que i est un noyau de ( s, b),

où b = i . b 0 . La dernière affirmation résulte de la proposition 2-1 . V

P RO P OSITION 3. Si p est un foncteur à produits fibrés finis ( resp. à

noyaux), (C., s ) est une catégorie p -structurée si, et seulement si, les

conditions suivantes sont véri fiées :
1°) C . * est une catégorie, s EH*o et p(s) = C.

2’°) Il existe a E s . H . s et b E s . H s tels que

et un produit fibré naturalisé (( a, v), ( b, v’ )) dans p .

3’°) Si on désigne par s*s le produit fibré canonique de ( a, b)
dans p , il existe k E s . H . s * s tel que p ( k ) = ( C , K, C · * C. ).

A. 1°) Si (C., s ) est une catégorie p -structurée, les conditions

sont vérifiées en prenant
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en effet, i étant un monomorphisme, s * s est un produit fibré de ( a, b )

si, et seulement si, c’est un produit fibré de ( ao, bo ).
2° ) Supposons que p soit à noyaux et que les conditions de la pro-

position soient remplies. Il existe un noyau canonique i de ( s , a ) dans

p, et p ( i ) est l’injection canonique de C*o dans C. Comme i est une p -

injection (proposition 3-1 ) et que p ( a ) = p ( i ) . ( C*o, a, C ), il existe un

et un seul ao E H , s vérifiant

De même il existe bo E H , s tel que

Le produit fibre de ( a , b ) étant aussi un produit fibré de ( ao, bo ) , il en

résulte que ( C ’, s ) est une c atégorie p - structurée.

3° ) a- Supposons vérifiées les conditions 1 et 2’ de l’énoncé. Il

existe un produit fibré naturalisé canonique (( a, v ), ( b, v’)) dans p et

s * s = a V b admet C * C* = ( C , a, C ) V ( c, f3, C) pour image par p .

Comme p est fidèle, a . s = a = b . a, car a ( x ) =B ( a, ( x )) pour tout

x E C . Par suite il existe un unique j a E s * s . H . s vérifiant

L’application p ( j a ) de C dans C °* C ° associe ( x , a, ( x )) à x . De même

les égalités a . b = b = b . s assurent l’existence d’un unique jb E s * s . H . s
tel que

et p ( j b ) associe (B ( x ) , x ) à x E C ; remarquons que j a et j b sont des

p -injections d’après la proposition 1-1, car ils ont des inverses à gauche.

b- Supposons de plus que p soit à produits fibrés finis et que

la condition 3’ soit remplie. Montrons qu’il existe une p - injection i telle

que p ( i ) = ( C , l , C°o) . Une démonstration analogue à la fin de la partie 2
prouvera alors que (C°, s) est une catégorie p -structurée. Voyons d’ abord

qu’il existe une p - injection de source s , de but s, telle que p (s ) soit

la diagonale D de C°o X C°o . Avec les notations de la partie a, il existe

un produit fibré naturalisé canonique (( ja, w), ( jb, w’)) dans p. Si s est
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source de w, l’ensemble P(S) est formé des couples ( x, y ) E C X C

ls que (x, a(x)) = (B(y), y), i.e. tels que x = B(x) et a(x) = y,

encore tels que x = y E C°o . Autrement dit, p (S) = D . Les applications
w ) et p (w’) de D dans C associant e à ( e, e ) E D , on trouve w = w’,

car p est fidèle. Il en résulte que w est un noyau de (j a , j b ) dans p et

que (prop. 3 - 1 ) w est une p -inj ection. L’ application f : (e, e)-e de D
sur Ci, étant une bijection, il existe un unique inversible h de H’ de sour-
ce s tel que p ( h ) = f . Le composé i = w , h’ 1 est une p - inj ection et

Ceci achève la démonstration. V

DEFINITION. On appelle foncteur p -structuré un triplet ((C° ,S),h, (C°, s))
vérifiant les conditions suivantes :

1°) (C° , s) et (C°, s) sont des catégories p-structurées.
2°) h E s. H . s et p ( h) définit un foncteur de C. vers C°, dési-

gné par (C., IL, C °).

Nous noterons F(p) l’ensemble des foncteurs p - structurés. On

voit que F(p) est une catégorie pour la loi de composition

si, et seulement si,

Cette catégorie admet pour classe dtobj ets l’ensemble F(p)o des caté-

gories p -structurées.

On définit des foncteurs PH et fi5 de F( p ) vers H ’ et vers la
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catégorie ? des foncteurs en associant à
(( C° , ?), h , (C ’ , s )) respectivement h et

(C° , h , C ’ ) . On note fi le foncteur P .PH
de F ( p ) vers m. On a aussi p = pF . pF,
où p y est le foncteur d’oubli de 3 vers
M.

PROPOSITION 4 . p est un fqncteur d’homomorphismes saturé.

A. pH étant évidemment fidèle et p étant fidèle, fl est fidèle.

Soient ( C ’ , s ) une catégorie p -structurée et f une bij ection de C sur ’

C’ . Il existe par hypothèse un unique h E H°y . s tel que p ( h ) = f . Posons

s’ = B ( h ) et notons C’ ° la catégorie image de C° par f.

1°) Montrons que ( C°, s’ ) est une catégorie p -structurée. En

effet, reprenons pour ( C° , s ) les notations de la définition d’une catégorie

p - structurée.

a- Si s o = a(i) et si f’ est la bijection de C° sur C" restric-

tion de f , il exi ste h’ E H . , s o tel que p ( h’ ) = f’ . Soit s’o = B ( h’ ) .
On trouve

où a,’ et B’ sont les suriections source et but de C’ ’ .

b- Puisque h’ est inversible et que

le couple est un produit fibré naturalisé

dans p , ainsi que est inversible. Par

suite, il existe un produit fibré naturalisé canonique.
L’unique inversible h" tel que



342

’admet pour image par p l’application de C ° * C ’ vers C’. * C’ ’ restriction

de f * f. Il en résulte que, si k’ = h . k . h" -1 l’application p ( k’ ) est la

loi de composition de Cl ’. Donc ( C’ ’ , s’ ) E F ( p )o .
2°) f définit l’isomorphisme canonique de C° sur C’ ’ , de sorte

que est un foncteur p -structuré, qui est un

inversible de

Ainsi fi est un foncteur d’homomorphismes saturé. V

Si (C., s ) est une catégorie p -structurée et f une bijection de C

sur C’ , l’unique catégorie p -structurée (C’., s’) associée à (C., s ) et

à f par la preuve précédente est appelée catégorie p -structurée image de

( C . , s) par f.

P RO P OSIT IO N 5 . Soient (C., s ) une catégorie p -structurée et C’ une

sous-catégorie de C.. Si l’une des conditions suivantes est vérifiée, C’

définit une e -sous-structure (C’., s’ ) de (C., s ) .

1- p est un foncteur à produits fibrés finis et C’ définit une p -
sous-structure s’ de s.

2 - p est un foncteur à noyaux et C’ * C’ définit une p -sous-

structure s’ de s * s = a V b .

A. 1°) Nous reprenons les notations de la proposition 3 et nous

désignons par a’ , B’ et K’ les surjections source, but et loi de compo-
sition de C’° ; ce sont des restrictions de celles ac , f3 et K de C..

a - Supposons la condition 1 vérifiée et soit j la p -inj ection cano-

nique de source s’ , de but s . Comme

il existe un p - -sous-morphisme a’ de a relativement à ( j , j ) , vérifiant

p ( a’ ) = ( C’, a.’, C’ ) . De même il existe un p- sous-morphisme b’ de b

relativement à ( j , j ) , et p (b’) = ( C’ , B’ , C’) . Soient (( a , v ) , ( b , v’ )) et

(( a’ , w ) , ( b’ , w’ )) les produits fibrés naturalisés canoniques dans p (qui
existent par hypothèse) . D’après la proposition 5-1 , l’unique j’ tel que
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est une p-injection. L’application p( j’) étant l’injection canonique de

C’°*C’. dans C.*C., on a

de sorte qu’il existe un p-sous-morphisme k’ de k relativement à (j, j’)
vérifiant p ( k’ ) = ( C’ , K’ , C’ ’ * G’ ’ ) . Donc ( C’° , s’ ) est une catégo-
rie p -structurée.

b- ’Supposons la condition 2 remplie, et soit j’ la p -inj ection cano-

nique de source s’, de but s * s . Il existe un noyau canonique n de

( v’ . j’, a. v. j’) dans p, à savoir la p - injection canonique de but s’, de

source s’a, où p(s’a) est l’ensemble des couples (x, a(x)), x E C’. Le

foncteur d’homomorphi smes p étant saturé, il exi ste g E H,00FF . s’a tel que

p ( g ) soit la bijection ( x, a ( x )) -&#x3E; x de p ( s’a) sur C’ ; posons s’ =

f3 ( g). Le composé j’.n.g-1 est une p-injection j’a appliquée par p sur

une restriction de l’application ya ; x -&#x3E; ( x, a, ( x )) de C dans C. * C..

D’après la partie 3a de la proposition 3 , il existe une p -inj ection j a E
s * s . H , s vérifiant p ( j a) = ya . Puisque

il existe une unique p - injection / E s . H , s’ telle que
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On voit comme dans la partie a qu’il existe des p -sous-morphismes a’ et

b’ de a et b relativement à ( j , j ) et k’ de k relativement à ( j , j’ )
vérifiant :

Enfin le corollaire 3 de la proposition 5-1 entraine qu’il existe un produit
fibré naturalisé canonique (( a’ , w ) , ( b’ , w’ )) dans p et que

Ainsi ( C’ ·, s’ ) est une catégorie p -structurée.

2°) Nous venons de voir, dans les deux cas précédents, que j =
- (( C° , s ), j , ( C° · , s’ )) est un foncteur p -structuré. Montrons que j est

une fi -injection. En effet, supposons

Puisque j est une p -injection et que

il existe un unique b’ E: s’ . H . s vérifiant p ( h’ ) = k et j.h’ =h. L’appli-
cation p ( h) définissant un foncteur de C* vers C°. prenant ses valeurs

dans C",. l’application p ( h’) définit un foncteur de C. vers C"’. Donc

((C’°, s’), h’, (C°, s)) est l’unique élément h’ de F(p) tel que 1
et p ( h’) = k, de sorte que (C’°, s’ est une fi - sous- structure de (C *, s V

REMARQUE. Soient (C., s) une-catégorie p-structurée et (Cl-, s’) une

de ses p-sous- structures. Comme (C,l , C’) définit un foncteur de C’ ° vers

C ., la catégorie C’. est une sous-catégorie de C.; mais s’ peut ne pas
être une p-sous-structure de s. Cependant s’il existe une p -sous-structure
S’ de s définie par C’, on a s’ = s, car (C’°’, s) est alors l’unique P-
sous-structure de (’C’, s) définie par C’, si p est à produits fibrés finis.

DEFINITION. On appelle sous-catégorie p -structurée de ( C°, s ) E F( P ) o
une p-sous-structure (C’., s’) de (C., s) telle que s’ soit une p-sous-

structure de s. On appelle p-monomorphisme strict une p-injection j telle

que pH(j) soit un p - monomorphisme.
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Pour que j = (( C° , s ) , j , ( C · , s )) E F ( p ) soit un p-monomorphisme

strict, il faut et il suffit que p ( j ) soit une injection et que la catégorie

p -structurée (C’., s’) image de ( C° , s ) par la bij ection de C sur C’

restriction de p ( j ) soit une sous-catégorie p -structurée de ( C° , s ) (i. e.

que s’ soit une p -sous-structure de s ) .

P RO P O SITIO N 6. Soient (C° , s ) une catégorie p -structurée et C’ · une

sous-catégorie de C.. Alors C’ définit une sous-catégorie p -structurée de

( C° , s) si, et seulement si, C’ , C’°o et C’. * C’° définissent respective-
ment des p -sous-structures de s , de so et de s * s .

6. Reprenons les notations de la définition d’une catégorie p-
structurée et soit (( ao, v ), ( bo, v’ )) le produit fibré naturalisé canonique
dans p. Nous notons a’, /3’ et K’ respectivement les surjections source,
but et loi de composition de C’°.

1°) Soit (C’., s’) une sous-catégorie p -structurée de (C., s ).

Comme C’o.C C’, la p -sous-structure s’o de s’, et a fortiori de s, défi-

nie par C’°o est une p -sous-structure de so . Si a’o et b’o sont les p -sous-

morphismes de ao et ho structurant a’ et /3’, le produit fibré canonique
s’ * s’ = aô V b’ 0 est une p -sous-structure de s * s = ao V bo (proposi-
tion 5-1 ) .

2°) Inversem ent, suppo son s qu’ il exi ste des p - sou s- struc tures s 
o

de s o , s’ de s et s’ de s * s définies par C’’, par C’ et par C’°*C’° ;
soient jo E so · H · s’o, j E s · H · s’ et j’ E s * s · H · s’ les p -injections

canoniques. Puisque a.’ , /3’ et K ’ sont des restrictions de CL, (3 et K ,

on voit comme dans la proposition 5 qu’ il existe des p -sous-morphismes a’ o
et b’o de a o et b o relativement à ( j o , j ) , i’ de i rel ativement à ( j , 10 ) ,
k’ , w et w’ de k , v, v’ relativement à ( j , j’ ), tels que les morphismes
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a, , b, , il et kl structurent respectivement a.’, 8 1, ( C’ , CI et K’

et que ((a’o, w ), ( b’o, w’» soit un produit fibré naturalisé canonique dans

p. Par suite (C’*,s’ est une sous-catégorie p -structurée de (C°,s),
et s’ = s’ * s’ . V

Soit h = (( C° , s ) , h , ( C° , s )) un fonc teur p - structuré. Si s. et s 0
sont les p -sous-structures de s et de s définies par C°0 et par C°o et i et

i les p -injections canoniques correspondantes, il existe un p -sous-mor-

phisme b de b relativement à (1-, i), car p ( h ) définit un foncteur de

C · vers C · de sorte que p ( h ) ( C°o ) C C°o . Par ailleurs, si (( a, v ), (b, v’))
et (( a, w ), ( b, w’ )) sont les produits fibrés naturalisés intervenant dans

la définition de ( C°, s ) et de ( C -, 7), l’égalité a · h · v = b · h v’ entraîne

qu’ il existe un unique b * b E H tel que

ain si h * h admet pour source s * s = a V b , pour but s * s = â V b et

p ( h * h ) est Il application

Comme ho et h * h sont déterminés de façon unique, les applications

h -&#x3E; ho et h -&#x3E; h * h de F(p) dans H définissent des foncteurs po et p"

de F ( p ) ver s H° .

PROPOSITION 7 . Supposons que F soit un foncteur d’une catégorie K° 

vers F ( p ) et que les foncteurs F’ = PH . F et F" = fi" . F admettent des

limites projectives dans p. Alors si FO = po, F admet une limite projec-
tive dans p (resp. si p est à produits fibrés finis ou à noyaux), F admet

une limite projective (C., s ) dans fi, où C° et s sont respectivement les

limites projectives canoniques de pF. F et de F’ .
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A. Soit e une unité de K° . Posons

Soient

s e , H , s eg les morphismes structurant les applications source a. e, but Be
et loi de composition Ke de C°e et l’injection canonique Il

existe des produits fibrés naturalisés dans

est aussi un produit fibré naturalisé dans p, où ae=
sont les applications

de K°o dans H associant à e respectivement
montrons que les triplets

sont des transform-ations naturelles. En effet, si dEe’. K. e, on obtient les

égalités

car p est fidèle et p ( F’ ( d )) définit un foncteur de C°e vers C°e , . De plus

(( Ao , V ), ( Bo , V’ )) est un produit fibré naturalisé dans R(H°, K°)DD
( [ 2 L chapitre I ) et (( pA 0’ p V ) , ( p B o , p V’ )) un produit fibré naturali sé
dans R( k , K ° )DD . De même ((A, V), (B, V’)), où A = J mAo et B=

= J DD Bo, est un produit fibré naturalisé dans R ( p ).
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20) Soient T’ = ( F’ , t’ ; S ) et T " = ( F" , t" , S ’ ) des limites pro-

jectives naturalisées canoniques dans p . Si MDD est la sous-catégorie

pleine de R ( H° , K° ) DD ayant pour seules unités FI et F" , il existe un

unique foncteur L de Mm vers H · qui soit un foncteur limite projective

partiel sur H · associé aux éj ecteurs ( T’, s ) et (T ", s’ ) . Posons:

et soit z le foncteur injection canonique de Mm vers R ( H°, K° )DD .
Comme L est un foncteur coadjoint partiel du foncteur canonique c de H 

vers R( H°, K° )DD , si Q est une limite projective naturalisée dans MOEI

et si zQ est une limite projective naturalisée, alors LQ est une limite
.

projective naturalisée, dans H ° AI corollaire, proposition 8-5-I , ou

[ 2] , théorème de commutativité des limites projectives) . En particulier,

(( A , V ), ( B, V’ )) étant un produit fibré naturalisé, ((a, w ), ( b, w’)) est

un produit fibré naturalisé dans H °. Etant donné que ((p A , p V ) , (p B , p V’))
est un produit fibré naturalisé dans R(M , K° )DD et que p T et p T’ sont

des limites projectives naturalisées dans m, on voit par un raisonnement

analogue que (( p ( a ) , p ( w )) , ( p ( b ) , p ( w’ ))) est aussi un produit fibré

naturalisé dans m. Il s’ensuit qu’il existe un produit fibré naturalisé cano-

nique (( a , v ) , ( b , v’ )) dan s p et un unique g EH- tel que v = w . g et

v’ = w’ , g ; soit k = q , g . Puisque p T’ = (pyF, p t’ , C ) et p T " sont les

limites projectives naturalisées canoniques dans M, les applications p ( a )

et p ( b ) associent à ( x e ) e E K · E C respectivement ( a e (xe )) e E K · et
(B e (x e )) e E K° , tandis que p ( g ) et p ( k ) associent respectivement

Ceci montre que a, b et k structurent les applications source ( C, a, C ),
but (C, f3, C) et loi de composition K de la catégorie C ° limite projec-
tive canonique du foncteur pF. F .

a-Si p est à produits fibrés finis ou à noyaux, ce qui précède
montre que (C ’, s ) vérifie les conditions de la proposition 3, de sorte que
cette proposition affirme que ( C ·, s ) est une catégorie p - structurée.

b - Supposons que F° admette une limite projective dans p et soit

T = ( F°, t, so ) la limite projective naturalisée canonique dans p ; l’en-
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semble p ( so ) étant la limite projective canonique de p. FO, on trouve

p ( so ) = C°o. Les uniques morphismes ao’ b 0 et i vérifiant

sont appliqués par p respectivement sur ( C°o, a, C), sur ( C°o , B, C ) et

sur ( C, l , C°o) , et (( ao, v), ( bo, v’ )) est un produit fibré naturalisé dans

p . Donc ( C° , s ) est une catégorie p -structurée.

3°) Montrons que u - ( C ·, s ) est une limite projective de F dans p.
a-Si e est une unité de K·, on a tl(e) ese.H.s et p(t’(e))

définit un foncteur de C° vers C .. par suite

De plus est fidèle et

Ainsi Y = ( F, y, û ) est une transformation naturelle, où y est l’applica-
tion e -&#x3E; y ( e ) de K°o dans

b - Supposons que Y’ = ( F , y’ , u’) soit une transformation naturelle,

où u’ = ( G ., S ) E F ( p )o . Comme PH Y’ est une transformation naturellt

de S vers F’ , il existe un unique h Es. H . S vérifiant T’ h = PH Y’ , et

p ( h ) définit l’unique foncteur de G- · vers C · tel que (p F Y ) p ( h) =
= p F Y’. On en déduit que ( u , h , u’ ) est l’unique foncteur p -structuré h

tel que Yh = Y’ . Ceci prouve que Y est une limite projective naturalisée

dans fi. ’7

COROLLAIRE. Si p est un foncteur à K.-limites projectives (resp. à K -

produits, resp. à produits fibrés finis, resp. à noyaux), il en est de même

pour fi.

P RO P OSITIO N 8 . Soient F un foncteur de K° vers 9:(p) et F’ = pH · F,
F" = p" F. Dans les deux cas suivants, F admet une limite projective

canonique (C., s ) dans fi :

1°) p est à produits fibrés finis et F’ admet une limite projective
dans p ;

2°) p est à noyaux et F" admet une limite projective dans p.
Dans chacun de ces cas, C° est la catégorie limite projective de pF · F et
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s la limite projective canonique de F’ dans p .

A. D’ après la proposition 7, il suffit de prouver que F" dans le

premier cas, FI dans le second, admettent des limites projectives dans p .

Reprenons les notations de la partie 1 de la preuve de la proposition 6.

1°) Supposons que p soit à produits fibres finis et que T’=(F’, t’, s )
soit la limite projective naturalisée canonique dans p; notons encore a et

b les éléments de s , H , s tels que

Dans p , il existe un produit fibré naturalisé canonique (( a, v ), ( b, v’ )).

Le foncteur { 1 , 2} -produit fibré canonique sur H° étant compatible avec

les limites projectives, a V b est une limite projective de F" (théorème
de commutativité des limites projectives) .

2°) Supposons que p soit à noyaux. Pour tout e E K°o, il existe

(preuve de la proposition 3, partie 3) une p -injection j ea de source se,
de but s e * s e telle que Pour tout

car p est fidèle et fi (F (d))
définit un foncteur de C°e vers C;,. Ainsi j a = ( F" , j , F’ ) est une trans-
formation naturelle, où j a( e ) = J. e a si e E K 0 .. Supposons que F" admette
une limite projective dans p . En notant C - la catégorie limite projective

de p F . F, il existe une limite projective naturalisée

telle que

Le foncteur d’homomorphismes p étant saturé, il existe une limite projec-
tive naturalisée T" = ( F", t", s’ ) dans p telle que p T" = e . Soit 1

l’unique élément de s’ , H , s’ vérifiant

est l’ applic ation
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Comme (p(a), p(s’)) admet pour noyau l’application y a : x -&#x3E; (x, a(x)))
de C dans C - * C - et que p est un foncteur d’homomorphismes saturé à

noyaux, il existe un noyau ja de (a, s’ ) dans p tel que p (ja) = ya, et

ja est une p -injection (proposition 3-1). La source C de p (ja) étant une
limite projective de p. F’, il résulte de la proposition 5-1 que la source s

de ja est une limite projective de F’. V 

COROLLAIRE 1. Soit Z =((C°i, si)) i E K une famille de catégories p -

structurées ; si p est à produits fibrés finis et s’il existe un produit de

( s i ) i E K (resp. si p est à noyaux et s’il existe un produit de ( s i * s i) i E K )
dans p, alors e admet un produit ( TT C°i,s) dans fi tel que s soit le

produit canonique de (si) i E K dans p.

COROLLAIRE 2. Soit p un foncteur à produits fibrés finis (resp. à noyaux);
si h et h’ sont deux foncteurs p -structurés ayant même source, même but

tels que (p H (h), p H (h’)) ait un noyau n dans p, il existe un noyau n de

( b, h’) dans fi, et n est un P - monomorphisme strict.

A. D’après la proposition 8 (resp. proposition 7), il existe un noyau
fi de (h, h’) dans fi tel que p H(n) = n. Comme n est unp-monomor-

phisme, îi est un fi-monomorphisme strict. V

3. Catégories structurées quasi-quotients.

HYPOTHESES. Nous supposons que 1J et It sont deux univers tels que

U C Û et nous désignons par M et ? les catégories des applications

associées, par Ml l’ensemble des injections canoniques (E , l, E’) d’une

partie E’ de E et dans E. Soit H l’ensemble des éléments de fi équi-
potents à un élément de U, et Î la sous-catégorie pleine de ayant pour
objets les éléments de Tj. Rappelons (prop. 3-15 [3]) que H est un uni-

vers. Nous nous donnons un foncteurd’homomorphismes saturé P=(M,P,H.)
de Û ° vers M , et nous notons H’ et H. les sous-catégories pleines de

H. telles que H =P-1 (M) et À =.E. (M). Soit X un ensemble de P-
monomorphismes et Xt l’ensemble des j 6X tels que P (j) E Ml.

Comme P est un foncteur d’homomorphismes, si s est une P -sous-

structure de S E H°o, il existe une unique P -injection j E S. H . s telle que

P (j) e on l’appellera P -injection canonique de s vers S.
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D E F IN IT IO N . Soit S une unité de H°. On appelle ( X , P ) -sous-structure

de S une P-sous-structure s de S telle que la P -injection canonique de

s vers S appartienne à X. Si E est une partie de P ( S ) , on dit que s est

la ( X , P ) -sous-structure de S engendrée par E si s est une ( X, P ) -sous-

structure de S , si E C P ( s ) et si P(7)C P(s’) pour toute ( X , P ) -sous-
structure s’ de S telle que é c P ( s’ ) .

Ainsi s est la ( X , P ) - sous-structure de S engendrée par E C P ( S )

si, et seulement si, c’est la plus petite ( X, P ) -sous-structure s de S telle

que E C P ( s ), l’ordre sur l’ensemble des (X, P ) -sous-structures de S

étant :

S’il existe une ( X, P ) -sous-structure s de S engendrée par E, celle-ci

est déterminée d’une façon unique. Si de plus s est une (X’, P ) -sous-
structure de S, où X’ C X, c’est aussi une ( X’ , P ) -sous-structure de S

engendrée par E .

P RO P O SIT IO N 1 . Soient S E Ho et E C P ( S ) . Une ( X , P ) -sous-structure

s de S est engendrée par E si, et seulement si, la P -injection canonique

j de s vers S est un ( X l , P ) -sous-morphisme de S engendré par (P (S), l , E)

[A1] .
a . Soit A l’ ensemble des j ES.X’ tels que E C P ( s ) et

où s = a ( j ); en associant s à j , on définit une bijection a’ de A sur

l’ensemble A’ des ( X, P ) -sous-structures s de S telles que E C P ( s ) .

Si j et j’ sont les P -injections canoniques de s E A’ vers S et de s’ E A’

vers S , on a P ( s ) C P ( s’ ) si, et seulement si, il existe h E H tel que

j = j’. h (et alors P ( h ) = ( P( s’ ), l, P( s ))) . Donc j E A est un (Xl,P)-

sous-morphisme de S engendré par (P ( S ), l , E ) si, et seulement si, a (j )
est une ( X , P ) -sous-structure de S engendrée par E . V

DEFINITION. Supposons X ,H°y C X. On dit que P est (M, X. H°o)-engen-
drant s’il vérifie la condition : 

( 1 ) Pour tout S E H°o et toute partie E de P ( S ) telle que E E U ,
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il existe une ( X . H°o , P ) -sous-structure de S engendrée par E . On dit que

P est dénombrablement (m, X , H°o) -engendrant s’ il est (M, X. H°o ) -engen-
drant et si de plus, N notant l’ensemble des entiers 4 0, on a :

( 2 ) Si S EH. et si ( si )i E N est une suite de ( X . H°o, P )-sous-
structures de S telles que P ( s i ) C P ( s i + 1 ) E’U pour tout entier i , alors

il existe une ( X, P ) -sous-structure s de S vérifiant

PROPOSITION 2. Supposons

et E E U. Il existe un ( X . H°o, P ) -sous-morphisme de S engendré par f si,

et seulement si, il existe une ( X , H°o, P ) -sous-structure de S engendrée

par E’ = f(E).
A. Soient A l’ensemble des

j E Xl. H°o tels que
P (1 )° (P(a (j)),l ,E ’) = (P (S), l ,E ’),

et B l’ensemble des j E X. H°o tels

qu’il existe k vérifiant P (j) . k = f.

Si j 6A et s = a (j l’ensemble

P (s ) appartient à fi, de sorte qu’il
existe une bijection g de P (s) sur

un F E U. Le foncteur d’homomor-

phismes P étant saturé, il existe

un et un seul g E H°y. s tel que

P ( g ) = g . P ar définition de H et de H , on a g E H°o. H°y , d’ où

De plus, si f’ désigne l’application de E sur E’ restriction de f , on

trouve

c’est-à-dire j eB. Inversement, si j’ e B, il existe un g" EH°y. a ( j’ )
tel que P(g") soit la bijection restriction de P ( j’ ) à a-( p (j,» et posant
g’ = g"-1 et j’ = j". g’, on trouve j’e, car P(j’) -( P( S), l, E" ), où
E" = P (B ( g’)). Enfin il existe h e û tel que j’ . h = j si, et seulement si,
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j, .,b, = j, où h’ = à’. h . Ê-1. Il en résulte que la P -injection canonique

j de s vers S est un (X l . H°o, P ) - sous-morphisme de S engendré par

P ( S E) (Le., d’après la proposition 1, que s est une (X. H°o, P)-
sous-structure de S engendrée par E’ ) si, et seulement si, 1 est un

( X . H°o, P) - sous-morphisme de S engendré par f. V

COROLLAIRE. Si X.H. C X, alors P est (M, X.H°o)-engendrant si, et
seulement si, pour tout S E H°o et toute application ( P ( S), f E), où

E EU, il existe un (X. H°o, P) -sous-morphisme de S engendré par f.

DEFINITION. Supposons que X soit l’ensemble des P-monomorphismes;
une (X, P)-sous-structure de S engendrée par E est appelée une P-sous-

structure de S engendrée par E; si P est (resp. est dénombrablement)

(M , X. H°o) -engendrant, on dit que P est (resp. est dénombrablement) -

engendrant pour m.

PROPOSITION 3. P est - engendrant pour m si, et seulement si, il véri-

lie la condition : Pour toute unité S de H°o et toute partie E de P(S)

appartenant à U, il existe une P -sous-structure s de S engendrée par E
telle que P(s) E U.

A. Notons X l’ensemble de tous les P -monomorphismes.
1°) Si la condition est vérifiée et si S EH., E C P (S) et EeTL

la P -sous-structure s de S engendrée par E est a fortiori une (X. H°o, P
sous-structure de S engendrée par E. Donc P est ,- -engendrant pour M.

20) Supposons que P soit -engendrant pour M, que S E H°o et que

E clf soit une partie de P(S). Il existe une (X.H°o, P)-sous-structure s’
de S engendrée par E, et P ( s’) appartient à 11. Montrons que s’ est une
P-sous-structure de S engendrée par E. En effet, soit s" une P-sous-

structure de S telle que P ( s" ) contienne E .

L’ensemble E’ = P (s’ ) n P ( s" ) appartient
à l’univers fi, de sorte qu’il existe une

( X , H°o , P ) -sous-structure s de s. engendrée
par E’ . Comme s est une P - sous - structure

de S telle que
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elle admet s’ pour P -sous-structure. Il s’ensuit que s’ est une P-sous-

structure de s" , ce qui achève la preuve. V

COROLLAIRE. Si P est - -engendrant pour m, si si est une P -sous-

structure de S E H°o pour tout alors E

définit une P -sous-structure de S. 

A. D’après la proposition, E engendre une P -sous-structure s de

S telle que E C P ( s) 6lJ. Puisque si est une P-sous-structure de S et

que E est contenu dans P (si), s est une P-sous-structure de si pour

tout i E j , d’où Au total

PROPOSITION 4. Supposons que P soit -engendrant pour M ; soient

( C ., s ) une catégorie P -structurée et K° une sous-catégorie de C.. Si K

appartient à fi et si K. * K. définit une P -sous-structure s de s * s, alors

K définit une sous-catégorie P -structurée de (C., s ) .
A. Reprenons les notations de la partie 3 de la démonstration de la

proposition 3 - 2 , en y remplaçant p par P ; en particulier soit y la P -

injection de s vers s * s telle que P ( j a) ( x ) = ( x, a, ( x )). Le foncteur

d’homomorphismes P étant saturé, il existe ga E H°y, s tel que le but sa
de ga soit une P -sous-structure de s * s appliquée par P sur l’ensemble

C°a des couples ( x, a( x y), où x E C, et que P ( gQ) soit la bijection res-
triction de P ( j a ) à C. L’ensemble

des couples ( x , a ( x )) , où x E K , appartenant à It, il définit une P -sous-

structure s’a de s * s d’après le corollaire de la proposition 3 . Notons s’

le but de l’ unique élément g’ de H.. ,s’a tel que P ( g’a ) ( x , a ( x )) = x
pour tout x E K . On trouve K = P ( s’ ) et s’ est une P -sous-structure de s,

car s’a est une P -sous-structure de s a . Toujours d’après le corollaire de
la proposition 3 , comme , l’ensemble
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K°o définit une P -sous-structure s’o de s, et s’ 0 est a fortiori une P-sous-

structure de so . I1 résulte alors de la proposition 6 - 2 que (K° , s’ ) est

une sous-catégorie P -structurée de ( C° , s ) . 0

COROLLAIRE, Supposons que P soit -engendrant pour m et que ( C° , s )
soit une catégorie P -structurée. Si ( C°i , s i ) est une sous-catégorie P -

structurée de (C., s ) pour tout i e j et si K = n 
J 
C i ap partient à U,

i E J 
alors K définit une sous-catégorie P -structurée de ( C ., s ) .

A. D’ après le corollaire de la proposition 3 , K définit une P -sous-

structure s’ de s ; de même K ° * K ° = n C° i * C°i définit une P -sous-

structure s de s * s, étant donné que K. * K° apparrient à u et que

C°i * C°i définit une P -sous-structure s i * si i de s * s pour tout i E j (pro-

position 6 - 2 ) . P ar suite la proposition 4 entraîne que (K°, s’) est une

sous-catégorie P -structurée de (C., s ). ’7

PROPOSITION 5 . Soient F la catégorie des foncteurs associée à U. 

Por son foncteur d’oubli vers M. Alors P F est dénombrablement ,--

engendrant pour m.
6. Soit C° une catégorie telle que C appartienne à 1i .
1°) Soient E une partie de C et K° la sous-catégorie de C° en-

gendrée par E . Pour montrer que Pcr est -engendrant pour M, il suffit

de prouver que, si E E U, alors K 6’U. Or posons A = E U a (E ) U B(E),
où a, et /3 sont les surjections source et but de C° ; soit L l’ensemble

des chemins de C ° de la forme ( xn , ,..., x 1 ) , où xi E A si 1  i  n .

K est l’image de L par l’ application k’ : 

U étant un univers, E E il entraîne

Il s’ensuit (proposition 3-15 [3]) que l’ensemble produit An, pour tout

entier n, appartient à Ti, et par suite la réunion A’ = U An appartient à
~ n E N

U, l’ensemble N des entiers appartenant à tout univers. Comme L est une

partie de A 1, on obtient L E If, et a fortiori K =k’( L) E U.
20) Si ( C°n)n E N est une suite de sous-catégories de C. telle que

Cn C Cn + 1 pour tout entier n, alors C’ = LJ Cn définit évidemment une

sous-catégorie C’° de C°. V 
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Désignons par 9:(P) la catégorie des foncteurs P-structurés, par
P son foncteur d’oubli vers ? et par X l’ensemble des P-monomorphismes
stricts (voir § 2 ) .

PROPOSITION 6. Si P est dé-nombrablement -engendrant pour M, est
dénombrablement (M, X. F (p)o) -engendrant.

A. Comme P est un foncteur d’homomorphismes saturé, il en est

de même pour P (proposition 4-2). De plus X.F (P) y C X, car tout
foncteur P-structuré inversible dans F(P) appartient à X et X définit

une sous-catégorie de F(P). Soit (C-,s) une catégorie P-structurée.

Notons F(p)o l’ensemble des catégories P-structurées (C° , s) où C E U.
1°) Montrons que, si E est une partie de C appartenant à ’U, il

existe une sous-catégorie P-structurée (K., s’) de (C-,s) telle que

E C K E U et que K C C’ pour toute sous-catégorie P -structurée (C’., s" )
de (C., s) vérifiant ECC’ e U. En effet, soit ((a, w), (B, w’)) le pro-’
duit fibré naturalisé canonique dans ? de (a, B). Pour toute partie A de
C.* C. = a V /3 , nous poserons

.

si A appartient à U, il en est de même pour z ( A ) .

a - Soit C i la sous-catégorie de C. engendrée par E. D’après la

proposition 5 , C 1 appartient à 1) ; par suite C°1 * C°1 E U, et il existe (pro-
position 3) une P -sous-structure s’i de s * s engendrée par C i * C i telle

que la relation

entraîne c’ est-à-dire

b- Soit n un entier, n &#x3E; 1 , et supposons définies deux suites

ayant pour premiers termes C i et s’1 respectivement
et telles que, si 1  i  n , les conditions suivantes soient vérifiées :

sous-catégorie de C ° engendrée par Z i -1 .
est la P -sous-structure de s * s en-

gendrée par C: * c: .
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Notons Cn la sous-catégorie de C° engendrée par
on a (

Puisque P(s’ n-1) appartient à IL l’ensemble Zn-1 y appartient aussi,
ainsi que en (proposition 5) . Il en résulte que C* * C°n engendre une P -

sous-structure s’n de s * s telle que P (s’ ) E U. Enfin x E Cn a pour

conséquence :

de sorte que Cn C Zn .
c - Par récurrence on construit de cette façon deux suites (C i) i t! N

et (s’i)i E N vérifiant les conditions ( 1 ) et (2) pour tout entier z=)=0.

En particulier 

pour tout i E N. D’après la proposition 5 , K = U Ci définit une sous-
i EN 

catégorie K. de C.. Etant donné que K appartient à l’univers ’U, que

et que P est dénombrablement -engendrant pour m, l’ensemble K ’ * K ° 

définit une P -sous-structure s de s * s . La proposition 4 affirme que K

définit aussi une P -sous-structure ( K . , s’) de ( C° , s ) .

2°) Avec les mêmes hypothèses, supposons que (C’. ,s.) soit une

sous-catégorie P -structurée de ( C ’ , s ) telle que E C C’ et C’ eh.

Comme C 
1 

est contenu dans C’ , on a C° i * C°1 C C°’ * C’° , et la P -sous-

structure s’1 de s * s engendrée par C°1 * C i est une P -sous-structure de
la P -sous-structure s" * s" de s * s définie par C’ * C’ .. Soit n un entier,
n &#x3E; 1, et supposons prouvées les inclusions

C’ ’ étant une sous-catégorie de C ’ , on trouve

par suite en, qui définit la sous-catégorie de C ’ engendrée par Zn-1, est
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contenu dans C’ , et C°n * C°n C C’ . * C’., de sorte que la P -sous-structure

sn de s * s engendrée par Cn* Cn est une P-sous-structure de s"* s ". Par

técurrence ceci prouve que

pour tout entier n &#x3E; 1 . I1 en résulte K = U Cn C C’ . Donc ( K ’ , s’ ) est

A A nEN
une (X. F (p)o, P ) -sous-structure de ( C ’ , s ) engendrée par E .

3°) Soit (( G°n, sn ))n E N une suite de sous-catégories P -structurées
de ( C ’ , s ) telle que Gn C Gn + 1 E’lI pour tout entier n . L’ensemble G

réunion de (Gn )n E N appartient à l’univers fi et définit une sous-catégorie
G ° de C. (proposition 5 ) . Puisque ( Gn * Gn )n E N est une suite croissante
de parties de C° * C ° telles que G°n * Gn appartienne à î et définiss e une

P -sous-structure sn * sn de s * s et que G ° * G° = U G°n * G°n , il existe
une P -sous-structure s de s * s vérifiant P ( s ) = G ° * G ° , car le foncteur
P est dénombrablement ,-engendrant pour D’après la proposition 4,
il s’ensuit que G définit une sous-catégorie P -structurée de (C., s ) ,

c’est-à-dire une ( X . F ( p )o, P ) -sous-structure de (C., s ). Ceci montre

que P est dénombrablement (m, X . j= ( p ) 0 ) -engendr an t. V
PROPOSITION 7. Supposons que U E U, que P soit un foncteur à noyaux

et à U -produits, dénombrablement -engendrant pour m et que P (j E 1),E U

pour tout E E U. Si (C., s ) est une catégorie p -structurée et r une rela-

tion d’équivalence sur C , il existe une fi-structure quasi-quctient de

( C . , s) par r. De plus F ( p ) est une catégorie à K° -limites inductives

pour toute catégorie K. e ’-f 0.
A. La proposition sera prouvée si on montre que sont vérifiées les

conditions des théorèmes généraux d’existence de structures quasi-quotients

(corollaire 1 , proposition 3 - 2 [4]) et de limites inductives (proposition
4-3 [4]).

1°) F(p)o appartient à 1t. En effet, si ( C ’ , s ) E F ( p )o , on a

d’où est un univers. Il s’ensuit
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2°) Le foncteur p étant fidèle, l’application

où h "est le graphe de p ( h ) , est une bijection de F(p) sur une partie de

F ( p )o x U x F( p )o . Par suite F ( p ) est équipotent à un élément de U.
Le foncteur P étant à J -produits pour tout J 6 H (corollaire 2, proposition

7 - 2 ) , il est aussi à J -produits, pour toute partie J de F (p) .
30) P est (M, X . F (p)o ) -engendrant, où X est l’ ensemble des P -

monomorphismes stricts, en vertu de la proposition 6 . De plus A est à

noyaux et tout noyau n dans p appartient à X (corollaire, proposition

7 - 2 ) ; il s’ensuit X . n C X, car X définit une sous-catégorie de F ( P ) . V

4. Transformations naturelles structurées.

H Y P O TH E S E . Dans ce paragraphe, p désigne un foncteur d’homomor-

phismes saturé (M, p , H °) .

D E F IN IT I O N . On appelle trans formation naturelle p -structurée un triplet
T = ( h’ , t, h ), où h et h’ sont deux foncteurs p -structurés de même source

( C’° , s’ ), de même but ( C° , s ) et où t E s . H . s’ o est tel que (p F (h’) ,
p ( t ) , p F ( h )) soit une transformation naturelle, dite sous-jacente à T.

Si ( C° , s ) et ( C’° , s’ ) sont deux catégories p -structurées, nous

noterons R (( C°, s ), ( C° ’, s’ )) l’ensemble des transformations naturelles

p -structurées ( h’ , t , h ) telles que h ait (C’., s’ ) pour source, ( C ’ , s )

pour but.

P RO P OSITION 1 . Soient ( C° , s ) et ( C’° , s’ ) deux catégories p -struc-
turées. L’application v associant à T E R (( C . , s), ( C’ s’» la trans-

formation naturelle sous-jacente est une bijection de R (( C s ), (C’ . , s’ ))
sur un ensemble M définissant une sous-catégorie M M de la catégorie

longitudinale R ( C ’ , C’ ’ .)DD des trans f ormations naturelles entre foncteurs
de C’ ’ * vers C ’ .

1:::.. Le foncteur p étant fidèle , v est une bijection de M’ =

= R ((C°, s), (C’°,s’)); sur une partie M de R( C° , C’° ) . Prouvons que
M définit une sous-catégorie de R( C ° , C’ ° ) DD . En effet, supposons

T = (h’, t, h) E M’, où
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Notons ( F’ , 8 , F ) la transformation naturelle v ( T ) E M et i’ la p -inj ec-
tion canonique de s’ vers s’ , où p ( s’o ) = C’°o . Le triplet ( h , h . i’ , h )

est une transformation naturelle p -structurée am T , et v ( a,m T) =

= ( F , Fo, F ) E M est la source de v ( T ) dans R ( C . , C’°)DD. De même

et v (BDD T ) E M est le but de v ( T) dans R ( C° , C’° )DD . Soit de plus

Le composé O" = v ( T’ ) DD v ( T ) est défini dans R ( C°, C’°. )DD si, et

seulement si, F 1 = F’, c’est-à-dire si, et seulement si, h 1 = h’ ; supposons
qu’il en soit ainsi. Alors

pour tout x E Cô’ . Si a et b structurent les applications source et but de

C°, on obtient a , t’ = b , t , car p est fidèle et

Si (( a , v ) , ( b , v’ )) est le produit fibré naturalisé canonique de ( a , b )

dans p , il existe un et un seul g E s * s . H . s’o tel que

et p ( g ) associe ( 8’ ( x ), B ( x )) à x E C’o . Il s’ensuit que le composé

t" = k , g, où k structure la loi de composition de C ’ , admet 0" pour
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image par p . Donc

de sorte que M définit une sous-catégorie M OEL de D2 ( C. , C’ ’ .)DD. V

D E F IN ITIO N. Avec les notations de la proposition 1, la catégorie image
de M Eu par la bijection inverse de V est notée R (( C ° , s ), ( C’ ’ , s’))DD
et appelée catégorie longitudinale des transformations naturelles p -struc-

turées.

Sa loi de composition est donc définie par :

si, et seulement si,

où t" est l’unique élément de s . H , sô tel que

Soit C ’ ° une catégorie, de loi de composition K . Nous notons

(B C° , DD C° ) la catégorie double des quatuors de C. (voir [ 6 ] ) . L’en-
semble D C . des quatuors de C. est un produit fibré (non canonique) de

( K , K ) dans m, si C E U, le produit fibré naturalisé correspondant étant

(( K , 03BC) ,( K, 03BC’ )) , où 03BC et 03BC’ associent respectivement (y’, x ) et (x’, y )
à ( y’ , x’ , x, y ) E H C° . Si ( C° , s) est une catégorie p -structurée et s’il

existe un produit fibré dans p de ( k , k ), où k E s . H , s * s structure K ,

il existe aussi un unique produit fibré naturalisé (( k , m ) , ( k , m’ )) dans p
tel que 03BC = p ( m ) et 03BC’ = p ( m’ ) . Dans ce cas, nous désignerons par H s
le produit fibré de ( k , k ) source de m .

Soit C’ ° une autre catégorie. Si 0 = ( F’ , e , F ) est une transfor-

mation naturelle entre foncteurs de C’ ’ ° vers C’ , l’application

définit un foncteur I&#x3E; @ de C’° vers la catégorie latérale 8 C - ; l’appli-
cation O -&#x3E; (D e définit un isomorphisme de la catégorie R (C . , C’ ’ )DD sur
la catégorie F(B C° , C’ ’ )DD des foncteurs de C’ ° vers R C° considérée
dans le théorème 7 , II [ 6 ] .

PROPOSITION 2 . Soient (C-, s) et (CI *, s’) deux catégories p-struc-
turées et supposons qu’il existe un produit fibré 0 s de ( k , k ) structurant



363

Il existe une bijection z de sur l’ensemble

tels que p ( f ) définisse un foncteur de C’ . 

A. Reprenons les notations de la proposition 3- 2 relativement

Notons 0 la transformation naturelle ( F’ , e , F ) sous-jacente à T et I&#x3E;

le foncteur de C’ ’ vers B C° associé à 0 . Puisque

pour tout x E C’ et que p est fidèle, on trouve

où ao, bo, a’o et b’o structurent les applications source et but de C ’ ° et

de C’.. Il existe des éléments f’ et f" de s * s . H , s’ tels que

car (( ao, v ), ( bo, v’ )) est un produit fibré naturalisé dans p . Les appli-
cations p ( k . f’) et p ( k , f" ) associant respectivement à x E C’ les

composés

qui sont égaux, on a p ( k , f’ ) = p ( k , f " ) , d’ où k , f’ = k , f " . Si (( k , m ) ,

( k , m’ )) est le produit fibré naturalisé dan s p définissant H s , il existe

un unique f E D s . H . s’ tel que
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l’application p ( f ) associe (
c’est-à-dire définit le foncteur I&#x3E;. Donc f E F (0 s , s’); posons f = z ( T ) ,

2° Inversement, supposons f E F (H s , s’ ) et soient (D le foncteur

de C’° vers B C. défini par p ( f ) et ( F’ , e , F) la transformation naturelle

correspondante. Les applications p ( v , m , f ) et p ( v’ , m’ , f ) définissant

respectivement les foncteurs F’ et F, les triplets

sont des foncteurs p -structurés. Enfin

i’ étant la p -injection canonique de s’ 0 vers s’ . Ainsi est

une transformation naturelle p -structurée, et f = z( T’ ) . Ceci prouve que

l’application z : T -&#x3E; z ( T ) est la bijection cherchée. V

D E FINITION . On appelle catégorie double p -structurée un triplet (K°, K°, s),
où ( K° , K ° ) est une catégorie double et où (K. , s) et ( K°, s ) sont des

catégories p -structurées.

PROPOSITION 3. Soit ( C ’ , s ) une catégorie p -structurée. Si p est un

foncteur à produits fibrés finis, il existe une catégorie double p -structurée

(HH C°, B C° , H s ) , où D s est un produi t f i bré de ( k , k).

A. Nous reprenons les notations de la proposition 3 - 2 relativement

à ( C° , s ) . Le foncteur d’homomorphismes saturé p étant à produits fibrés

finis, il existe un produit fibré naturalisé (( k , m ) , (k , m’ )) dans p tel que

p ( m ) et p ( m’ ) soient respectivement les applications

de DC. ° dans C. Posons Cis = a (m).

1°) Comme, par définition, on a k , j a = s = k , j b , il existe un

unique d E 0 s . H . s tel que

L e compo sé a = d , v’ , m’ e st appli qué par p sur l’ applic ation source

de HH C°. De même b = d . v . m est appliqué par p sur l’application but
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Notons (( a, v ), ( b , v’)) le produit fibré naturalisé canonique de (a, b )
dans p, et soit s * s la source de v.

2° ) On trouve car p est fidèle et ces

deux éléments de s . H. 7 * s- sont appliqués par p sur l’application

Il existe donc f E s * s . H . s * s tel que

p ( f ) est l’application associant (x", x) à q . De même, commet. v . m’ . v =

= b , v . m’ , v’ , il existe f’ E s * s . H . s * s vérifiant

et p ( f’ ) associe (x’" x’ ) à q. Puisque

= B ( y ) , on obtient

qu’il existe des éléments et g’ de s * s H . s* s tels que

Les applications p ( g ) et p ( g’ ) associent respectivement à q les couples
. L’égalité

pour tout q E HH C° * HH C 
* entraîne k , g = k , g’ . Il en résulte qu’il existe

un et un seul k E H s . H , s * s tel que
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L’application p ( k ) associant ( y", x"’ . x’ , x" . x, y ) à q , c’est la

loi de composition de mC’ .

3°) Ainsi (HH C° , H s ) vérifie les conditions de la proposition 3 - 2,
et, p étant à produits fibrés finis, c’est une catégorie p -structurée. Par

ailleurs de l’égalité k . m = k . m’ , on déduit qu’il existe un et un seul élé-

ment c de [:Is. H. ns vérifiant

L’application p ( c ) étant sous-jacente à l’isomorphisme canonique de

EEC° sur R C * , qui associe (x’, y’, y, x) à ( y’, x’, x, y), l’élément c

est son propre inverse dans H ° . Donc (8 C’, Os) est une catégorie p -struc-
turée, à savoir l’image de (HHC°, Hs) par p( c). Au total (HHC°, BC°, Hs)
est une catégorie double p-structurée" notée D(C s). V

COROLLAIRE. Supposons que p soit à produits fibrés finis et soient deux

catégories p -structurées (C., s ) et ( C’°, s’ ) . Il existe un isomorphisme

de R(( C° , s ) , (C’° , s’))HH sur une catégorie ayant pour ensemble sous-ja-
cent l’ ensembl e A des foncteurs p- structurés de ( C’ °, s’ ) vers (BC., Hs) .

0. (BC.,os) étant une catégorie p-structurée, l’application

définit une bijection z’ de A sur l’ensemble F(H s , s’ ) considéré dans

la proposition 2 dont nous reprenons les notations. La catégorie cherchée

est donc l’image de R(( C° , s ), ( C’° , s’ ) ) m par la bijection z-1. z. V

R EM ARQU E. En fait la première partie de la preuve de la proposition 3 mon-

tre qii’il existe a et b structurant les applications source et but de rn e.

dès qu’il existe un produit fibré de ( k , k ) dans p ; dans ce cas d,, qui admet

v’ , m’ pour inverse à gauche, est une p -inj ection; la classe des unités de

DDC 
° 

définit alors une p-sous-structure so de Es, à savoir le but de l’uni-

que inversible d’ de source s tel que p ( d) soit la bijection y -&#x3E; y HH de C
sur (HH C° )o . Les parties 2 et 3 de cette preuve montrent que, si de plus
il existe un produit fibré de (a, b ) dans p , on a une catégorie double p-
structurée (rn e., B C°, Os ), où ns est le produit fibré de ( k , k ) dans p

défini plus haut.
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P R O P O SIT IO N 4. L’ensembl e des transformations naturelles p -structurées
est muni d’une structure de 2-catégorie (R (p)HH, R( p) P) telle que R( p )HH
soit la catégorie somme des catégories longitudin’ales

et que l’application y associant à la transformation naturelle p-structurée
T la transformation naturelle sous-jacente définisse un foncteur double de

(R( p ) HH, R( p ) V) vers la 2-catégorie des trans formations naturelles asso-

ciée à l’univers U, laquelle est notée (RHH, RG)
A. y définit un foncteur fidèle de R(p)HH vers RHH . Soit T une

transformation naturelle p -structurée ( h’, t, h) , où

Si g est un foncteur p -structuré ( ( C ’, s ) , g , ( C’ ’ , s’ )) , le triplet ( g . h’ ,

g. t o, g , h) est une transformation naturelle p -structurée, appliquée par y
sur p F(g ) y( T ); nous la noterons g T . Si f est un foncteur p -structuré

( ( C ° , s ) , f, ( G ° , s ) ) et si fo est le p -sous-morphisme de f de source so,
de but s o , le triplet (h’. 7, t. fo ’ h . f ) est une transformation naturelle p -

structurée appliquée par y sur y( T ) p F( f ); désignons-la par T f . Consi-

dérons sur R( p ) la loi de composition partielle:

y définit un homomorphisme de R(p)O vers Rv ; puisque (RHH, RN)est
une 2-catégorie et que p est fidèle, (R( p )HH, R( p ) G) est aussi une 2-ca-

tégorie, dite 2-catégorie des transformations naturelles p-structurées. V

Nous allons montrer que, sous certaines conditions, les catégories
longitudinales des transformations naturelles p -structurées sont canoni-

quement structurées..

HYPOTHESE. Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons donné un fonc-

teur d’homomorphismes saturé p’, de H’ vers m, à produits fibrés finis
et à noyaux. Nous désignons par (H. , D) une catégorie p’ -dominée, de ca-

tégorie sous-jacente H ’ , telle que, pour toute .unité s’ de H. , le foncteur

D ( . , s’ ) de H 
° 

vers H’° associant D ( h , s’ ) à h soit compatible avec les
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produits fibrés finis. Rappelons (voir [5] ) que, si ( K’ , s ) est une caté-

gorie p -structurée, il existe alors une catégorie p’-structurée (( s . H.s’),

D (s, s’ )), notée D ( ( K ’ , s ) , s’ ) , dont la loi de composition est:

ssi cet élément est défini pour tout x E p’ ( s’ ) .

P ROP OSITION 5. Soient ( C’ ° , s’) une catégorie p-structurée et (K*,

KO,:5) une catégorie double p-structurée. Il existe une sous-catégorie

p’-structurée D((K °, K°, s),(C’ °, s’)) de D(( K., s), s’) définie par l’ensem-

ble A des éléments f de H tels que ( ( K° , s ), f, ( CI s’ ) ) soit un élé-

ment de F( p ).

A. Notons a , b et k (resp. a’ , b’ et k’ ) les éléments de H struc-

turant les applications source, but et loi de composition de Ko (resp. de

C,. ) relativement à s (resp. à s’ ) .

1° ) Le couple ( D (a, s’ ), D ( s, a’ ) ) admet un noyau canonique n
dans p’ , dont la source u est appliquée par p’ sur l’ ensemble U des

f E s . H , s’ tels que:

Il existe aussi un noyau canonique n’ dans p’ de ( D ( b, s’ ), D ( s, b’ ) ),

et p’ applique la source u’ de n’ sur l’ensemble U’ des f Es . H . s’ tels

que b. f = f . b’ . Comme p’ est un foncteur d’ homomorphismes saturé à pro-
duits fibrés finis, il existe un produit fibré naturalisé (non canonique)

( ( n, n ), ( n’ , n’ )) dans p’ tel que n. 7i soit la p’ - injection canoniqùe de

û vers D ( s, s’ ), où u est la p’ -sous-structure de D ( s , s’ ) définie par

l’intersection de U et de U’ . Autrement dit p’ ( u ) est l’ensemble U " des

f Es. H . s’ tels que p ( f ) définisse un homomorphisme entre les graphes

sous-jacents à C’ ’ et à K ° .

2°) Soient ((a, v), (b, v’)) et ((a’, w), (b’, w’)) les produits
fibrés canoniques dans p . Par hypothèse

est un produit fibré naturalisé dans p’ . Posons
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En utilisant le fait que D est un foncteur de H X H * vers H’ , on obtient

et, de même

Puisque il s’ensuit

de sorte qu’il existe un et un seul r E H’ . û tel que

p’ ( r ) associe à l’élément f de U " l’unique f * f tel que

La source S du noyau canonique dans p’ du couple ( D ( s, k’ ) . n . n ,

D ( k , s’ *s’ ) . r ) est telle que p’ ( S ) soit l’ensemble des f E U" tels que

f.k’ = k.( f*f). Il en résulte p’(S) = A.

4° ) Soit F( K ° , C’° ) la catégorie des foncteurs de C’ ’ 
° 

vers K 0

associée à la catégorie double ( K ° , K ° ) par le théorème 7-11 [6] . La

bijection restriction de p’ à A définissant un isomorphisme de la sous-

classe multiplicative A de ( s . H . s’ ) ° sur K 0 , C’ °), en fait AO est
une sous-catégorie de ( s . H . s’ ) ; comme S est une p’ -sous-structure de

D (S , s’ ), il s’ en suit, d’ apr ès la proposition 5 - 2 , que (AO, S) est une

sous-catégorie p’-structurée de D ( ( K ° , s ) , s’ ) . V

Notons p’ le foncteur d’oubli canonique de la catégorie F(p’) vers
? et P’o le foncteur (non fidèle) de F(p’) vers ? associant p’ ( f o ) =

P ROPOSITION 6 . Si p est à produits fibrés finis, il existe une catégorie

p’o -dominée ( F ( p ) , E ) telle que E ( ( C° , s ), ( C’* , s’ ) ) soit isomorphe

à la catégorie p’ -structurée D (D( C. , s), ( C’ ° , s’ ) ) associée à la catégo-
rie double des quatuors de (C., s ).

6. Considérons deux foncteurs p -structurés
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1°) Soit g *g l’élément de s * s . H . s * s appliqué par p sur une

-restriction de p ( g ) x p ( g ) . Si k et 1 sont les éléments de H structurant

les lois de composition de C° et G° respectivement, on a k . g * g = g . k ,
de sorte qu’il existe un unique élément 1 de H tel que

où ((k, m), (k, m’ )) et ((k,m), (k,m’)) sont les produits fibrés natu-

ralisés dans p définissant 0 s et 0 S . L’application p ( l ) définissant un

foncteur double entre les catégories de quatuors de C. et de G’ ,

sont des foncteurs p-structurés. Posons f = D ( l , g’ ) . Si le composé h’ eh

est défini dans la catégorie B sous-jacente à

alors associe à x E G’ l’ élément

où l’ on écrit t ( x’ ) au lieu de p ( t ) ( x’ ) , si t E H et x’ E p ( a( t )) . Il en

résulte que f est sous-jacent à un foncteur p -structuré f de B vers B’ =

D ( (HH G° H s), s’).
2°) Soient A et A’ les ensembles sous-j acents aux sous-catégories

p -structurées

de B et B’ respectivement. Si h appartient à A , alors p’ ( f ) ( h ) = l . h . g’
définit un foncteur p -structuré de ( G’° , s’ ) vers (BG ° , H s ) , c’ est-à-dire
appartient à A’ . Par suite il existe un p’-sous-morphisme D ( g, g’ ) de f
de source A , de but A’ . L’application ( g, g’ ) -&#x3E; D ( g, g’ ) définit un fonc-

teur D’ de F(p) x F(p)* vers F(p’)
3°) Soit z 1 la bijection z-1. z’ définissant l’isomorphisme cano-

nique (corollaire, proposition 3) de A sur la catégorie R((C° , s) ,
( C’’ , s’)) HH dont on identifie les unités à des foncteurs p-structurés. Cette

bijection définit un isomorphisme Z de A sur la catégorie p’ -structurée

E((C°,.s),(C’°,s’)) image de A par z 1. Soit Z’ l’isomorphisme, défini
de manière analogue, de A’ sur E ( ( G ° , s ) , ( G ’ °, s’ ) ) . L’ application
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définit un foncteur E de : 
vers

j=( p’) équivalent à D’ et PO . E est le foncteur homomorphismes de F(p),
c’est-à-dire (F( p ) , E ) est une catégorie p’° -dominée. V

P R O P O SI T IO N 7 . Si p est à produits fibrés finis, il existe une catégorie

p’-dominée (5(p), E’) telle que E’((C., s),(C’., s’ )) soit isomorphe à

une p’ -sous-structure de D ( s, s’) et il existe une transformation naturelle

où m est le foncteur vers

et où associe

V. Soient e = ( C ’ , s ) et e’ - ( C" , s’) deux catégories p-structu-

rées ; nous poserons ce e = (HH C°, s)

1° ) Si g = ( e , g , e’ ) est un foncteur p - structuré, un foncteur p-

structuré EE 9 e, Hg. me’) lui a été associé au début de la preuve

de la proposition 6. Comme le foncteur sous-jacent à CDg est mF, si
F est le foncteur sous-jacent à g , l’application g -&#x3E; HHg définit un fonc-
teur EE de F(p) vers lui-même.

2° ) Si C° est la catégorie discrète sur C, le couple (C°, s) est

une catégorie p -structurée, et è = ( Co, C" , s ) est une catégorie double

p -structurée. La catégorie p’-structurée D ( è, e’ ) que lui associe la pro-

position 5 est de la forme (A ° , S), où A ° est la catégorie discrète sur

l’ensemble des h tels que ( e , h , e’ ) soit un foncteur p -structuré et où S

est une p’-sous-structure de D(s, s’); notons j la p’-injection canonique
de S vers D ( s , s’ ) . Soit ( A’ ° , S’ ) la catégorie p’ -structurée construite

de même à partir de HH e et de rn e’, et j’ la p’ -inj ection canonique de

S’ vers D (H s , Hs’ ). Montrons qu’il existe un élément t( e, e’) de H’ ,

de source S , de but S’ , tel que p’ ( t ( e, e’ )) associe D g à g E A . Notons

a , b , k et a’ , b’ , k’ les éléments de H qui structurent respectivement
les applications sources, buts et lois de composition de C 

° 

et de C’’ .

Soient (( a, v), ( b, v’)) et (( a’, w), (b’, w’ )) les produits fibrés dans p
naturalisés canoniques, ( ( k , m ) , ( k, m’ ) ) et ( ( k’, n ), ( k’ , n’ ) ) les pro-

duits fibrés naturalisés définissant D s et Ds’. Etant donné que l’on ob-

tient D ( a , s’ ) . j = D ( s , a’ ) . j , les applications sous-j acentes aux deux

membres associant respectivement a. g et g. a’ à g E A, et que de même

D ( b, s’ ) . j = D ( s , b’ ) , j , une démonstration analogue à celle de la propo-



372

sition 5, partie 2, prouve qu’il existe un élément r de H’ tel que

p’ ( r ) associe g * g à g . L’égalité k . ( g * g ) = g . k’ pour tout g entraîne:

d’ où

et, de manière analogue,

Il s’ensuit

car

Le foncteur D ( . , D s’ ) étant compatible avec les produits fibrés finis, il

existe un unique r’ tel que

et p’ ( r’ ) associe à g E A l’élément D g E A’ défini par

Puisque p’ ( r’ ) ( A ) est contenu dans A’ , il existe un unique élément r"

de S’ . H’ . S tel que j’. r" = r’ , où j’ est la p’ -inj ection canonique de S’

vers D (D s , D s’ ) . Nous poserons S = D" ( e, e’ ) et r" = t ( e , e’ ) .

3°) Si de plus h = ( é , h , ( C ° , s ) ) et h’ = ((C’° , s’ ) , h’ , é’ ) sont
des foncteurs p -structurés et si D" (è, é’ ) = S" , l’ image de l’ application

p’ ( D (h , h’)) ; g -&#x3E; h . g . h’ est contenue dans p’ ( S" ) , de sorte qu’il existe

un p’ -sous-morphisme D"( h , h’ ) de D ( h , h’ ) de source S et de. but S" . 

L’ application ( h , h’ ) -&#x3E; D" ( h , h’ ) définit un foncteur de F( p ) x F ( p ) *
vers H’ ° , que nous désignerons par D" . On a

les applications sous-jacentes aux deux membres associant respectivement

Oh. Dg. Oh’ et D(h.g.h’) à g E A , lesquel s sont égaux. Donc T =
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( D’:(DD x DD ) , t, D" ) est une transformation naturelle.

p’ étant un foncteur d’homomorphismes saturé, il existe une

équivalence T’ = ( E’ , y, D" ) telle que p’ ( y( e, e’ )) associe (e, h, e’ )

à h . Le couple ( F (p) , E’ ) est une catégorie p’ -dominée et la transfor-

mation naturelle cherchée est

COROLLAIRE. La proposition 7 est aussi vraie si l’on remplace partout

DD p ar B, 

6. La preuve est analogue à la précédente, l’application p’ ( r’ ) de

la partie 2 ci-dessus appliquant aussi A dans l’ensemble des éléments de

H sous-j acents à un foncteur p-structuré de EJ e = (HC° , Ds) vers ee’ . V

PROPOSITION 8. Si fi est à produits fibrés finis et si (H. , D) est une ca-

tégo ri e p’-dominée, où p’ est à produits finis, ( F ( p ) , E’ ) et ( F ( p ) , E )
sont des catégories fortement p’-dominée et p’o-dominée respectivement.

6. Dire que (H ° , D ) est fortement p’ -dominée signifie que, si s ,

s’ et s sont trois unités de H ° , il existe un élément k ( s, s’ , s ) de H’

de source D ( s , s’ ) x C D ( s’ , s ) et de but D ( s, s ) appliqué par p’ sur une

restriction de la loi de composition de H.. Soient

trois catégories p -structurées.

1°) Pour montrer que ( F ( p ) , E’ ) est fortement p’ -dominée, il suf-

fit, vu la construction de E’ à partir du foncteur D" donnée dans la propo-
sition 7, de prouver qu’il existe un élément k’ ( e , e’ , e ) de

appliqué par p’ sur une restriction de la loi de composition de H° . L’ima-

ge p ’(k (s, s ’, s) )(p ’( s )) étant contenue dans p’ ( s" ) et s et s" étant res-

pectivement des p’-sous-structures de D ( s , s’ ) x D ( s’ , s ) et de D ( s , s ) ,

il existe un p’ -sous-morphisme k’ ( e, e’ , é ) de k ( s, s’ , s ) vérifiant les

conditions voulues..

3° ) Montrons qu’il existe un élément h de F(p’) de source L X L’ ,
où L = E( e , e’ ) , L’ = E ( e’ , é ) , de but L’’ = E ( e , é ) , appliqué par p’
sur une restriction c de la loi de composition de la catégorie R(p) &#x26; (propo-
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sition 4) à R ( e , e’ ) x R ( e’ , é ) ; cet élément étant appliqué par p’ ° sur

une restriction de la loi de composition de F( p ), il s’ensuivra que ( F( p ),
E ) est fortement p’° -dominée. En effet L , L’ et L" sont isomorphes à

notons

les isomorphismes canoniques. L’application asso-

cie à (f’ , f) l’élément où a, DD est l’élément

de s’. H . 0 s’ tel que et b HH l’ élément de

de s . H . Es tel que (ceux-ci existent d’après
la proposition 3). Il nous suffit de prouver qu’il existe un foncteur p’ -struc-

turé h’ = ( A ", h’, A x A’) tel que p’ (h’) = c’ ; l’élément h voulu sera alors

Z" . h’ . ( Z x Z’ )-1. Or S étant la b"-sous- structure de D ( 0 s , s’ ) définie

par l’ensemble des éléments de H sous-jacents à un foncteur p -structuré
de e’ vers H e , elle est identique à D"( He , e’ ) ; de même 

Soit t ( e , e’ ) l’élément considéré dans la proposition 7, de source S , de

but Les triplets 
étant des foncteurs p -structurés, il existe des éléments et

de source S x S’ , de but , et

respectivement. Posons

g et g’ sont des éléments de H’ de source S x S’ , de but D" (H e , e ) , et
les applications p’ ( g ) et p’ ( g’ ) associent à ( f’ , f ) respectivement

- D ( bm. f’ ) . f et f’ , a’ m. f ; ces derniers éléments étant composables dans

A"Q et le foncteur p’ étant fidèle, il s’ensuit aQ. g = bQ. g’ , où a et bQ

sont les éléments de H’ structurant les applications source et but de A".

Par suite il existe un unique élément g" de H’ tel que

où (( a., v°), ( b° v’°)) est le produit fibré naturalisé canonique dans p’.
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Si k 8 est l’élément de H’ structurant la loi de composition de A"O, l’élé-

ment h’ = k ° g" est tel que p’ ( h’ ) = c’ . Comme (R(p)DD, R(p) &#x26;) est
une 2 -catégorie, c définit un foncteur de R( e , e’ )DD x R( e’ , é )DD vers

R( e , é )DD; a fortiori c’ définit un foncteur de AX A’ vers A" °. Donc

( A" , h’ , A x A’ ) est un foncteur p’ -structuré h’ . V

Supposons maintenant que p = p’ et que ( C’ ’ , s’ ) est une catégo-
rie p -structurée, notée e’ , telle que le produit s X s’ dans p soit défini

pour toute unité s de H ° . Il existe alors un foncteur X : f &#x3E; f x s’ produit

canonique par s’ , de H 
° 

vers H.. D’après le corollaire de la proposition

7 - 2, il existe également un foncteur X’ de F( p ) vers F( p ) , produit ca-
nonique par e’ .

PROPOSITION 9 . Supposons que D ( . , s’) soit un foncteur coadjoint de

X , le X -éjecteur associé à une unité s de H’ étant de la forme ( j ( s ),

D(s, s’)), où p( j(s)) est l’application d’évaluation ( f, xp ( f)(x);
alors le foncteur X’ ’admet E ( . , ( C’ . , s’ ) ) pour coadjoint.

V . Soient e = ( C’ ’ , s ) une catégorie p -structurée,

nous notons Z = ( A , z1, L ) l’isomorphisme canonique de A sur L et u =

( B , u , A ) la p -inj ection canonique de A vers B = D ( (DD C ° , D s ) , s ’ ) .

Enfin ( ( k , m ) , ( k , m’ ) ) est le produit fibré naturalisé définissant Ds.

1° ) Si X " désigne le foncteur F -&#x3E; F x C’
° de F vers ?, on sait

(voir par exemple [2] ou [7]) qu’il existe un X "-éj ecteur ( J, R ( C. ,
C’ ’ )DD) tel que j soit le foncteur de R ( C° , C’ °) DD x C’° vers C,. as so-

ciant à (T, x) l’élément T(x)=F’(x). t(o), si T= (F’, t, F) et si x

est un élément de C’ de source o. Par ailleurs l’injection v (proposition

1 ) associant à une transformation naturelle p -structurée la transformation

naturelle sous-jacente définit un foncteur N de R( e, e’ )DD vers R( C°,

C’° )DD. Si l’on pose

l’ application p ( j’ ) est sous-j acente au foncteur J . ( N x C’ ° ) t de sorte

que j’ = ( e , j’ , X’ ( L ) ) est un foncteur p -structuré.
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- 

2° ) Montrons que ( L, j’) est un X’ -éj ecteur. En effet, supposons

que f = ( e , f , X’ ( é ) ) , où é = ( G ° , s ) , soit un foncteur p -structuré, et soit

F le foncteur de G °xC’° vers C’ sous-jacent. Il existe des catégories p-struc-
turées soient k , k’ et k "

les éléments de H structurant les lois de composition de G. , de C’ ’ 
° 

et

de G X C’ ’ 
° 

relativement à s , à s’ et à s x s’ ; comme k " est un produit
de ( k , k’ ) , d’ après le théorème de commutativité des produits et produits

fibrés, le produit fibré O( S X s’) de ( k " , k ") est un produit de ( D s , ,Os’).

Il existe donc un inversible tel que p ( g )
associe

D’après la preuve de la proposition 3, il existe aussi des éléments 3 et

d’ de H vérifiant les conditions:

Enfin il existe soit l’application dé-

finissant le foncteur H F. Posons puisque f’ appar-
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tient à D s. H . X ( s ), il existe un unique h E D (0 s , s’ ). H . s tel que f’ =

j ( D s ) . ( h x s’ ) . Cette relation entraîne

si x E G et x’ E C’ . Autrement dit p ( h ( x ) ) est l’application

où f ( Z ) = p ( f ) ( Z ) et où cx est l’application de C’ dans DC: constante

sur xe, e et e’ les sources de x et x’ , è et e’ leurs buts. Etant donné

que p ( d’) et cx définissent des foncteurs de C’ 
° 

vers H C’ ° et vers HG °

respectivement, que p ( g ) définit un isomorphisme de HG° x HC’ ° sur

H ( G ° x C’° ) et p (D f ) le foncteur H F , le triplet (H e , h ( x ) , e’ ) est un
foncteur p -structuré, c’ est-à-dire h ( x ) appartient à A pour tout élément

x de G ; par suite, S étant la p -sous-structure de D (D s , s’ ) définie par

A , il existe un unique élément h’ de S . H . s tel que u , h’ = h . Posant

l = z 1. h’ , on voit que l’application v . p ( l ) est sous-j acente à l’unique
foncteur F’ de G’ 

° 

vers R( C° , C’ °)DD tel que J . ( F’ x C’° ) = F . Il s’en-

suit que p ( l ) définit un foncteur de G 
° 

ver§ la catégorie R( e , e’ ) DD
sous-j acente à L ; a fortiori 1 = ( L , l , ë) est un foncteur p -structuré. Si

k est le foncteur P F( l) sous-j acent à l, on trouve

d’ où, p F étant fidèle, j’ . X’ ( l ) = f . Enfin si l’ = ( L , l ’ , e ) est un fonc-

teur p -structuré tel que r. X’ ( l’ ) = f , le foncteur k’ sous-j acent à l’ vé-

rifie J. ( N X C’. ). ( k’ x C’ ° ) = F , ce qui implique N. À.’ = F’ = N . k, donc
À.= k’ et 1 = l’ . Ceci prouve que ( L , j’ ) est un X’ -éjecteur; nous le note-

rons V( e).

30) Soit Y le foncteur coadjoint de X’ construit à partir des éjec-
teurs V(e). Soient q = (é, q, e), où e = ( C ° , s ) , un foncteur p-struc-

turé, l’isomor-

phisme canonique sur L’ de la p- in-

jection canonique de A’ vers est

le produit fibré naturalisé définissant Os et si D q est l’élément de H

de source 0 s, de but 0 s, as socié à q, on a k . m . D q = q. k . m . Comme

D ( . , s’ ) est le foncteur coadjoint de X associé aux X-éjecteurs de la for-
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me (D(s, s’), j(s)), l’élément D (0 q, s’) vérifie

D’après la preuve de la proposition 5, il existe un p -sous-morphisme q"
de D (D q, s’ ) relativement à ( u’ , u ) et l’on a E ( q, e’ ) = q’ = ( L’ , q’, L),
où q’ = zi . q". z1-1. Il s’ensuit

Par conséquent q’ est l’unique foncteur p -structuré tel que j". X’ ( q ’ ) =
q . j’ , ce qui signifie que q’ = Y ( q ) . V

COROLLAIRE. Avec les hypothèses de la proposition 9 et si C’ ’ ° est dis-

crète, D ( e , s’ ) est une X’-structure colibre associ ée à e , pour toute ca-

tégorie p - structurée e .

A. Soit e = (C° , s ) une catégorie p -structurée. Reprenons les no-

tations de la preuve précédente et posons c = D ( k . m , s’ ) . u . Comme C" 
°

est discrète, l’application f -&#x3E; k . m , f définit un isomorphisme de A sur

(s. H. s’ ).. De plus, si d est r inverse à droite de k . m tel que p ( d )
soit l’application x -t xaJ (proposition 3), p ( D ( d , s’ )) ( s . H . s’ ) est con-

tenu dans A et, u étant une p -inj ection, il existe un d’ tel que u . d’ =

D ( d , s’ ) . Ce d’ est l’inverse de c dans H ’ . Donc c est sous-j acent à
un isomorphisme c de A sur L’ = D ( e , s’ ) . Il en résulte que le couple

( L’ , j’ , Z . c- 1) est aus si un X’ -éj ecteur.. V

Rappelons [8] qu’on appelle catégorie cartésienne fermée une ca..

tégorie H’ 
° 

à produits finis telle que, pour toute unité s’ de H’ , un fonc-

teur produit par s’ ait un coadjoint; ce dernier est alors compatible avec
les produits fibrés finis.

P RO P OSITION 10 . Si H 
° 

est une catégorie cartésienne fermée dont un élé-

ment final 0 est un générateur et si p est un foncteur d’homomorphismes
saturé à noyaux équivalent au foncteur n de H° vers M associé au gé-
nérateur, 0, alors 5:(p) est une catégorie cartésienne fermée.

A. Puisque n est à produits, p est aussi à produits fibrés finis.



379

D’après [ 8 ] H 
* 

est une catégorie monoidale fermée et on peut choisir

pour toute unité s’ un foncteur coadjoint D ( . , s’ ) du foncteur produit ca-

nonique par s’ dans p de .sorte que D ( . , s’ ) soit le foncteur partiel as-

socié à une catégorie p -dominée ( H° , D ) vérifiant les conditions de la

proposition 9. Il s’ensuit qnle 3 (p) est une catégorie cartésienne fermée. V

REMARQUE. D’après la preuve précédente, les hypothèses de la propo-
sition 10 équivalent à dire que ( H ° , p ) est un couple fermé au sens de

[ 9 ] (mais (F(p), p) n’ en est pas un, car l’application sous-j acente à

un X’ -éj ecteur n’est pas l’application d’évaluation). Par suite cette pro-

position entraîne par exemple que la catégorie des foncteurs quasi-topo-

logiques [5] (resp. ordonnés) est une catégorie cartésienne fermée.

Par contre ses hypothèses ne sont pas remplies si H ’ 
° 

est la catégorie
des foncteurs. Nous montrerons cependant dans un prochain article que

la catégorie des foncteurs doubles est une catégorie cartésienne fermée.

Plus généralement nous montrerons que la catégorie des foncteurs struc-

turés [ 5 1 associée à une catégorie monordale fermée est fermée.

5. Groupoides structurés.

Soit p un foncteur d’homomorphismes saturé de H’ vers M.

DEFINITION. On appelle groupoide p -structuré une catégorie p -structu-
rée e = ( C’ , s ) vérifiant la condition suivante: C’ 

° 

est un groupoide,
et il existe un élément 1 de s . H . s , dit morphisme d’inversion de e ,

tel que p ( I ) soit l’application d’inversion x - x- 1

Comme p ( I ) est une bijection qui est son propre inverse, et comme

p est fidèle, 1 est son propre inverse dans H° .

Nous désignerons par G ( p ) la sous-catégorie pleine de F( p ) ayant
pour objets les groupoides p -structurés, par q le foncteur de G( p ) vers
M restriction de p.

PROPOSITION 1 . q est un foncteur d’homomorphismes saturé.

A. Comme P est un foncteur d’homomorphismes saturé ( proposi-
tion 4- 2 ), il suffit de montrer que la catégorie p-structurée e’ image d’un

groupoide p -structuré e = ( C ’ , s ) par une bijection f est un groupoide



380

p - structuré. Or son morphisme d’inversion est h . I. h- 1, où I est le mor-

phi sme d’inversion de e et h l’ inversible de H . s tel que p ( h ) = f . ’7

DEFINITION. Si e est un groupoide p-structuré, on appelle sous-groupoide

p- structuré de e une sous-catégorie p -structurée e’ de e telle que e’

soit un groupoïde p -structuré .

G ( p ) étant une sous-catégorie pleine de F( p ) , un sous-groupoide p-
structuré de e est a fortiori une q- sous-structure de e .

PROPOSITION 2. Si e = ( C ° , s ) est un groupoide p - structuré et e’ =

( C’° , s’ ) une sous-catégorie p -structurée de e telle que C’* 
° 

soit un

groupoïde, alors e’ est un sous- groupoide p - structuré de e.

A. Soit I le morphisme d’inversion de e . Puisque l’application
d’inversion de C’ ’ 

° 

est une restriction de p ( I ) et que s’ est une p -sous-

structure de s , il existe un p -sous-morphisme l’ de I tel que p ( I’ ) soit

l’application d’inversion de C’ ’ . Donc e’ est un groupoide p-structuré. V

COROLLAIRE. Si e = ( C° , s ) est un groupoide p - structuré, si C’*est un

sous-groupoide de C° tel que C’, C’°o et C,. * C,. définissent des p-
sous-structures de s , de s et de s*s respectivement, alors C’ définit
un sous-groupoiâe p -structuré de e .

Notons 1 le foncteur injection canonique de G( p ) vers F(p).

PROPOSITION 3. Soit G un foncteur de K 
° 

vers G( p ) ; posons 1. G =

F . Si F admet une limite projective e , celle-ci est aussi une limite pro-

jective de G .

A. G(p) étant une sous-catégorie pleine de F( p ) , il nous suffit

de montrer que e = ( C’ , s ) est un groupoide p -structuré. Pour toute unité

u de K° , soit 1( u ) le morphisme d’inversion de F ( u ) = ( C°u , su) . Le

triplet J = ( F , 1, F ) est une transformation naturelle; en effet, si f est

un élément de K . u de but u’ , on a F ( f ) . I ( u ) = I ( u’ ) . F ( f ) , les appli-
cations sous-jacentes aux deux membres étant identiques, car p ( F ( f ))
définit un foncteur de C°u vers C°u . Si T = (PH. F, t, s) est la limite

projective naturalisée canonique, il existe un unique I E s. H . s tel que

T I = J DD T et que p ( I ) soit l’application d’inversion de C° . Donc e
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est un groupoide p -structuré. ’7

COROLLAIRE. Si p est à K° - limites projectives, q est à K° - limites

projectives.

Ceci résulte des propositions 3 et 7 - 2 .

P ROP OSITION 4. Avec les hypothèses du paragraphe 3 et si P est dé-

nombrablement - engendrant pour m, le foncteur Q de G ( P ) vers ’N

est dénombrablement (m, X’ . G( p )o )- engendrant, où X’ est l’ensemble

des p- monomorphismes stricts appartenant à G ( p ) .

A. La preuve est analogue à celle de la proposition 6 - 3, en y

remplaçant partout les catégories p -structurées par des groupoides p-

structurés, et en prenant pour Cz le sous-groupoide de C. engendré

par Zi-1. V

COROLLAIRE. Supposons les conditions de la proposition 7- 2 vérifiées.
Alors q est un foncteur à structures quasi-quotients, G( p ) est une ca-

tégorie à K 8- limites inductives, si K appartient à U; enfin F( p ) est
est une catégorie à G( p ) - projections.

. F(p) appartenant à 11 (preuve de la proposition 7-3), F( p ) y
appartient aussi. Par suite, comme dans la propoistion 7-3, on peut appli-

quer les théorèmes généraux d’existence de structures quasi-quotients,
de limites inductives et de structures libres de [4] . V

D E F IN IT I O N . On appelle groupoide doubl e p-structuré un triplet (K ° ,

K ° , s ) , où ( K ‘ , K ° ) est un groupoide double et où ( K° , s ) et ( K ° , s )

sont des groupoides p -structurés.

P R O P O SI T I O N 5. Si e = ( C° , s) est un groupoide p - structuré, la caté-

gorie double p-structurée 0 e (proposition 3-4) est un groupoide double

p - structuré.

A. (DD C° , H C° ) est un groupoide double. L’application d’inver-

sion de DD C 
° 

associe à u = ( y’ , x’ , x, y ) le quatuor ( y, x,-l, x-i, y’ ) .
Reprenons les notations de la preuve de la proposition 3-4, partie 1 , et

notons 1 le morphisme d’inversion de e . Comme
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il existe un unique h tel que

et p ( h ) as soc ie ( y, x-1) à u. Il exi ste aus si un unique h’ tel que

car

Les applications sous-jacentes à k. h et à k . h’ associant à u respec-

tivement y. x-1 et x’-1. y’ , elles sont identiques. Il s’ensuit k . h = k . h’ .

Donc il existe un unique 1 tel que

et p ( I ) est l’application d’inversion de DD C°. Ceci montre que m e est

un groupoide p -structuré. Il en est de même pour sa catégorie p -struc -
turée image ee . 0
P R O P O SI TIO N 6. Si e est un groupoide p -structuré et e’ une catégorie

p - structurée, la catégorie R ( e , e’)DD est un groupoide.

A. Soit T = ( h’ , t , h ) un élément de R( e , e’ ) . Si 1 dénote le mor-

phisme d’inversion de e , alors T’ = ( h , 1. t, h’ ) est une transformation

naturelle p -structurée; T’ est l’inverse de T dans R ( e , e’ )DD, les

transformations naturelles sous-jacentes à T et à T’ étant inverses l’une

de l’autre dans Sqml. 0

COROLLAIRE. La sous-catégorie pleine de D2(p) e ayant pour objets les
groupoides p-structurés définit une sous-catégorie double de la catégo-
rie double ( R( p )DD , R (p ) &#x26;) .

HYPOTHESE. Nous supposons maintenant remplie l’Hypothèse du § 4 .

PROPOSITION 7 . Si è = ( K’ , K° , s ) est un groupoide double p.-structu.-
ré et e’ = ( C’ ’ , s’ ) une catégorie p -structurée, D (è , e’ ) est un groupoïde

p’ -structuré.

A. D (( K ° , s ), s’ ) est un groupoide p’-structuré, son morphisme
d’inversion étant D (I, s’ ) , où I est le morphisme d’inversion de ( K * , s ).

Puisque D ( è, e’ ) est une sous-catégorie p’-structurée ( A °, S ) de
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D (( K. , s ), s’ ) et que A. est un groupoide isomorphe au groupoide (pro-

position 6) R(( K°, s ) , e’ ) , la proposition 3 affirme que D ( è , e’ ) est un

groupoide p -structuré. V

COROLLAIRE. Supposons p à produits fibrés finis; il existe une caté-

gorie q’° -dominée (9(p), G) , où G est une restriction de E et q’° la
restriction de P’o à G( p’ ) . Si ( H ’ , D ) est fortement p -dominée, alors

(G( p ), G ) est fortement q’° -dominée.

6. Soient e et e’ des groupoides p -structurés. Puisque E ( e , e’ ) =
= D (D e , e’ ) et que D e est un groupoide p -structuré (proposition 5) ,

E ( e , e’ ) est un groupoide p -structuré. Il existe donc un foncteur G de

G( p ) x G ( p ) * vers G( p’ ) restriction de E . Le corollaire té sulte des

propositions 6 - 4 et 8 - 4 , G( p’ ) étant une sous-catégorie pleine de la

catégorie F(p’). V

PROPOSITION 8. Soit e’ un groupoïde p-structuré. Si les conditions de

la proposition 10 - 4 sont véri fiées, le foncteur de G( p ) vers G( p ) pro-

duit canonique par e’ admet G ( . , e’) pour coalioint.

A. Ceci résulte de la proposition 9 - 4 , car G ( . , e’ ) est la restric-

tion de E ( . , e’ ) à la sous-catégorie pleine § ( p ) de 9:(p). V

COROLLAIRE. Si les hypothèses de la proposition 10-4 sont vérifiées,

G( p ) est une catégorie cartésienne fermée.
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