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CONNEXIONS D'ORDRE INFINI

par Paul VER EECKE

Cet article qu'une note [ 11] avait annoncé propose une notion de
connexion d'ordre infini accordée & celle d'ordre supérieur fini imaginée
par C. Ehresmann{5].

Une connexion d'ordre n sur une variété banachique V 2 valeurs
dans un groupoide différentiable @ de base V consiste en un champ sur
V d'objets de Q7(V,®), variété dite des éléments de ®-connexion
d'ordre n# sur V. Q"(V,®) est une sous-variété de la variété J*(V, D)
de tous les jets infinitésimaux d'ordre n de V dans ® et la condition
sous laquelle un élément de [?(V,®) appartient & Q"(V,®) est de
satisfaire 4 certaines relations qui ne peuvent &tre écrites plus simplement
ni rendre mieux le sens géométrique sinon dans le calcul des jets. Les
mémes voies conduisent aux connexions d'ordre infini. V et W étant des
variétés de classe C*, il s'agissait de munir l'ensemble J*° (V, W)des
jets infinitésimaux d'ordre infini de V dans W d'une structure différen-
tielle [Ch. III ]; celle-ci étant & modeler sur un espace de Fréchet non
normable, il fallait une théorie des variétés localement convexes [ Ch.

] qui fit rapportée a un calcul différentiel approprié [Ch. I]. Sous
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1 P. VER EECKE

réserve de certaine condition de l'espace normé modelant V, J* (V, W)
est homéomorphe a la limite d'un systéme projei:tif (J™(V, W),'rrZ’). Les
relations analogues i celles qui définissent les sous-variétés Q"(V,®)
de J®(V,®) font distinguer dans J*® (V,®) la sous-variété 0 (V,D)
des éléments de @ -connexion d'ordfe infini. On appelle @ -connexion
d'ordre infini sur V un champ V- Q% (V,®) de classe C® et il se
trouve que les propriétés déja reconnues a l'ordre fini [5], [9] subsis-

’
tent a 1'ordre infini [Ch. IV ].
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CONNEXIONS D'ORDRE INFINI 1

CHAPITRE I

CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES

1.1. b-dérivation [8].

Soient E, F des espaces vectoriels topologiques réels, F étant
supposé séparé, et L(E, F) 1'espace vectoriel des applications linéaires
continues de E dans F. On dit qu'une application [ définie dans l'ouvert
U de E a valeurs dans F est b-dérivable en x €U s'il existeu € L(E, F )
vérifiant ce qui suit : Pour tout voisinage W de 0 € F et pour toute partie

bornée M de E il existe un réel 7> 0 tel que 0< |z|<r, b €M entrainent
xo+tb €U et f(xo+tb)-f(xo)—u(tb) etW.

Etant démontré qu'il existe au plus un objet # satisfaisant & ce qui précéde,
on le désigne par f'(x_ ) ou Df(x_) et on 'appelle b-dérivée de [ en x
ou,plus simplement, dérivée de f en x_ ; en effet si E est normable, alors
u €EL(E, F) est la b-dérivée de [ en X, si, et seulement si, z est la
dérivée de f en x_ au sens ordinaire. On dit que f est dérivable si Df(x)
est définie pour tout x € U, dans ce cas l'application Df : x » Df(x) défi-
nie dans U, a valeurs dans l'espace vectoriel topologique séparé L(E, F)

de la convergence bornée, est appelée dérivée de f.
.2. Théoreme des accroissements finis [ 10].

L.2.1. Soit f une fonction définie sur l'intervalle réel | a, b] & valeurs dans
I'espace localement convexe séparé E. Si [ est continue et dérivable a
droite en tout point du complémentaire d'un ensemble dénombrable D, alors
on a
f(b)-{(a)
—

od C est l'enveloppe convexe fermée de {/':i(x), x€la,b[-D}.

eC,

I.2.2. COROLLAIRE 1. Soit f une application dérivable définie sur 1'ou-

vert U de l'espace vectoriel topologique E a valeurs dans l'espace loca-
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2 P. VER EECKE

lement convexe séparé F; quels que soient x, y €U tels que le segment
[x,y] soit contenu dans U on a f(y)—-f(x) €C, oa C désigne l'enve-

loppe convexe fermée de {Df(z)(y—x), z €[x,y1}.

1.2.3. COROLLAIRE 2. Soit f: UCE » F comme ci-dessus. Soit x, €U
et soit MC U~ x_ un borné équilibré.

i) Si Df est bornée sur x, + M, alors
{/(xo+tb)-f(xo)
t

heM, o<t <1}

est borné.
ii) Si Df est continue en x  par rapport a x + M, alors f est con-

linue en x  par rapport a x + M.

DEMONSTRATION.

i) Il existe un ensemble borné N de F,qu'on peut supposer convexe
et fermé, tel que '[tlg 1, b €M entrainent Df(x_+th)(h) €N. D'on
Df(x,+ Tth)(th)etN pour heM, |t]| <1, 0<T <1 etenfin
f(x,+th)=[(x,) €tN quels que soient |¢|< I, b €M.

ii) Soient W un voisinage convexe fermé de 0 € F et W, un voisi-
nage de 0 € F tel que W + W, CW. Il existe un voisinage équilibré V de
0 €E tel que x_+ V C A,tel que b €Ventraine Df(x_ ) (V)C W, et tel que
bhbeVNM, keM entrainent (Df(xo+ th)~Df(x, ) (k) €W,.

Pour tout [t]|< 1, b€V N M onaalors theV M, dou:

Df(x,+th)(h)=(Df(x,+th)=Df(x,))(h)+
Df(x,)(h) €W +W CW,
d'ot f(x +h)-[(x,) €W quel que soit b €V N M.
1.3. Dérivées d'ordre supérieur.

I.3. 1. Soient E, F des espaces vectoriels topologiques; L(E, F), muni
de la convergence bornée, étant un espace vectoriel topologique, on définit
par itération pour tout entier n > 0, 1"espace vectoriel topologique
L(E,L(E,..., L(E, F)...)).
n
Soit Ln,b (E, F) l'espace vectoriel topologique des applications 7 -liné-

aires bornées de E” dans F, muni de la topologie de convergence bornée.
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CONNEXIONS D'ORDRE INFINI 3

~

L'application naturelle  qui a tout « €L(E,..., L(E, F)._:)) fait corres-
pondre une application n-linéaire de E” dans F prend ses Valeurs dans
Ln,b( E, F); en outre, pour les topologies de convergence bornée, Y est un
homéomorphisme linéaire sur un sous-espace vectoriel de Ln ,b(E’ F ) formé
d'applications bornées séparément continues que 1'on désignera par L(n)(E, F).
Pour tout n> 1 1'application naturelle qui a tout » € L(E, L("_i)(E, F))
fait correspondre 1'application 7 -linéaire (x1 seees X ) su(xg) (%, 400, %)
est un homéomorphisme linéaire de L(E, L(rz—l)(E’ F)) sur L(n)(E, F).
Si E est normable, alors L (n)(E, F)= Ln,b(E' F) n'est rien d'autre que

I'espace vectoriel L _(E,F) des applications =-linéaires continues.

I. 3. 2. Soit f une application définie dans "ouvert U d'un espace vectoriel
topologique E, a valeurs dans l'espace vectoriel topologique séparé F.
Les espaces vectoriels topologiques L(n)(E, F) étant séparés, on définit
par la récurrence suivante pour n> 1 la dérivabilité d'ordre n de [ en
x, €U et la dérivée d'ordre n de f en x _, notée D"/(xo) ou f(")(xo),
élément de L(n)(E, F) . Ces notions étant supposées définies a l'ordre
n-1, on dit que [ est n fois dérivable en x, s'il existe un voisinage ouvert
VCU de x_ tel que f soit (n~1) fois dérivable en tout x €V et que
D" lf.valL (n-1)( E, F) soit dérivable en x . On appellera alors dérivée
d'ordre n de [ en x_ et on notera D"f(xo), ou f(”)(xo), I'image de
D(D”’lf) (x,) dans l'identification naturelle :
L(E,L(n_l)(E,F))NL(n)(E, F).
Lorsque E est normable cette définition coincide avec la notion tradition-
nelle. Si E = R, on peut identifier D”f( x,) a un élément de F au moyen
de l'identification L (R, F)~ F qui & u fait correspondre u(1,..., 1).
1.3.3. La dérivation est additive et en outre linéaire au sens précis que
voici :
REMARQUE. Soit f{: UC E » F une application n fois dérivable en x,CU.
i)Si u : F» G est une application linéaire continue d'espaces vec-

toriels topologiques séparés, alors uof: U-+ G estn fois dérivable en x

eton a: D”(uof)(xo)l‘uoD"/(xo).
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4 P. VER EECKE

ii) Si u: E » E est une application linéaire continue, alors fou :

- -1

u (U)C E > F estn fois dérivable en tout Y, €u (xo) eton a:
D™(fo u)(y,) =D”/(xo)ou("),

en désignant par »(™ I'application de E” dans E” induite par u.

I.3.4. Soient E1""' E,,F des espaces vectoriels topologiques; on dit qu'une
application n-linéaire bornée u: E X... X E > F est hypocontinue par

rapport a E; si l'application linéaire

u;: E;»Ly(Ey, ..., E; ,E; (+.. . E,F)
qui & x; fait correspondre (x,,..., Xigr Xjgpqoer X))o u(x o, %)
est continue.
Si u est hypocontinue par rapport & E; pour chaque i = 1,..., 2, on

dira que u est hypocontinue, ce qui implique que u est séparément conti-
nue. On désignera par L, (E,,..., E_, F) le sous-espace de L,(E,.....E,F)

formé des applications hypocontinues.

PROPOSITION. Soit [ une application définie dans un ouvert U d'un espace
vectoriel topologique E & valeurs dans un espace ?ocalement convexe
séparé F. Si [ est n fois dérivable en x €U, alors I'application n-liné-
aire D" f(x ) est symétrique et hypocontinue.

Puisque D"f(xo) est hypocontinue par rapport au premier argument,
il suffit de démontrer que D" f(x_) est symétrique.

Quels que soient (b1 oo bn) € E” et la permutation o de{1,...,n},
il s'agit de vérifier :

D™f(x ) (by,....b,) = D"/(xo)(bo_(l),..., b (n))-

1¢" CAS : F = R. Soit [ 1'application b - f( x,+h) dénfinie sur l'ouvert

U=-=x, etsoit u:R"» E I'application (¢,,..., t,)» % t;h, soitenfin

€,,..., e, la base canonique de R". D'apres 3.3 1*application fou :

u (U={x_})C R" > R est n fois dérivable en 0 et on a:
D™ f(x,)(hy, by) =D [(0) (u(e ) ..., u(e, )=
D™ fou)(0)(e ..., e,) =D ,... D (fou)(0) =
Dyg1yroer Do (my (F0#)(0) =D (fou) (0) (e, (1yims €q () =
D1(0)(uley ;1)) veees uley 1)) =D (2,) (b ogyieees By ()
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CONNEXIONS D'ORDRE INFINI 5

CAS GENERAL. F étant localement convexe, il suffit de vérifier que

2 (D"f(x ) (by,c. b)) = z'((Dﬂ/'(xo)(ba(l) seees by

pour toute forme linéaire continue z’ sur F. Or compte tenu de 3.3 et de
ce qui précéde, on a :

z2'((D"f(x ) (b, by)) :D”(z'o/)(xo)(bl,..., b,) =
=D™(2 0 [)(5,) (hy (1) s by (m)) = Z(DP[(%,) (b (1yrees By my))-
1.3. 5. Soit f une application définie dans l'ouvert U d'un espace vectoriel
topologique E a valeurs dans un espace vectoriel topologique séparé F.
On dira que [ est de classe C?, p> 0, en x_ €U si les conditions sui*
vantes sont vérifiées :

i) f est continue en x .

ii) Il existe un voisinage VC U de x_ tel que la restriction de f
4 V soit p fois dérivable et que, pour tout k£ < p, 1'application Dk/ : Vo
L (k)( E, F) soit bornée sur les bornés et continue en x  par rapport & tout
sous-espace borné.

On dit que [ est de classe C? si [ est de classe C? en tout point.

Si F est localement convexe alors ii) est équivalente a :

ii)' Il existe un voisinage VC U de x_ tel que la restriction de f
a V soit p fois dérivable et que D?f:V L (p)( B+ F) soit bornée sur les
bornés et continue en x_ par rapport 4 tout sous-ensemble borné.

En effet, ceci résulte de 2.3 puisque les espaces L (n)(E, F) sont
localement convexes.

On remarque enfin que, E et F étant supposés normables, f est de
classe C? en %, au sens qui précéde si, et seulement si, cette propriété

a lieu au sens traditionnel.
1.4. Transitivite.

1.4.1. PROPOSITION. Soit f une application définie sur l'ouvert U d'un
espace vectoriel topologique E a valeurs dans un espace localement con-
vexe séparé F, soit g une application définie dans un ouvert VD f(U) de
F et a valeurs dans un espace vectoriel topologique séparé G, et soit x_€ U.

On suppose que f est dérivable, que Df: U+ L(E, F) est bornée sur les
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6 P. VER EECKE

bornés et que g est dérivable en f(x ). Alors gof: U~ G est dérivable

en xo eton a

D(gof)(x,)=Dg(f(x,))eDf(x,).

Soient M un borné de E et W un voisinage de 0 € G. Puisque 1'on
a Dg(f(x,))oDf(x,) €L(E,G) il s'agit d'indiquer a> 0 tel que h €M,
0 <t|< a entrainent

x,+th €U et g(f(x,+th))—g(f(x,))=Dg(f(x,))(Df(x,)(th)) €W,

ou encore (1)

+th)- +th) -
g(f(xo)+tf(xo t) ﬂxo}}‘g(f("o))-Dg(f(xo))(t/(xo 7 f(xo))fth
et
(2) Dg(f(x,))(f(x,+th)=f(x,)=Df(x,)(th)) €tW,,

pour un voisinage W, de 0 €G tel que W, + W, CW.

Soit Vl un voisinage de 0 € F tel que Dg(f(gco))(Vl)C Wi' 11

existe 7> 0 tel que |¢]|<r, b €M entrainent
x,+thelUet f(x +th)=f(x )=Df(x )(th)€tV,
et par conséquent (2).

Il existe par hypothése un borné N de F, qu'on peut supposer con-
vexe et fermé, tel que |t| < 7, h €M, k €M entrainent Df(x, + th) (k) €N
d'ot Df(x_+ Tth)(th) €tN pour h €M, |t]<r, 0 TL 1,d"apres2.2
on a alors

f(x,+th)-[(x, ) €tN pour |t|< r, b eM.

D'autre part il existe 0<r <r tel que k€N, 0<|z|<r,, en-

trainent

/(xo)+ tk €V et g(f(xo)+ tk)—g(/(xo))—Dg(f(xo))(tk) €tW1,
d'ou (1) pour k €M, 0<|t|<r,.
I.4.2. LEMME. Soient E,..., E_, F des espaces vectoriels topologiques
séparés et soit u: E X...XE - F une application n-linéaire hypocon-

tinue par rapport a E1 et séparément continue. Soit U un ouvert d'un espace

vectoriel topologique E, soit x, €U et, pour i =1,...,n, soit f;: U~E,;
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CONNEXIONS D'ORDRE INFINI 7

une application dérivable en x, . On supposera enfin que l'un ou I’autre

groupe des conditions suivantes est vérifié.

i)Pour i> 1, E; est localement convexe, f; est dérivable en tout
pointet Df, . U~ L(E, E;) est bornée sur les bornés.
ii) u est hypocontinue et pour i> I, /,. est bornée sur les bornés.

Alors uo (fy..... [,): U~ F est dérivableenx  etpour tout b € E
on a

D(uo(fl,..., fad)(x,)(h) =
n
= ié . u(fo(x5)seees f3(x,), Df (%) (B)s fi4 4(%)0eees f(%,)).
Puisque z est séparément continue, le membre de droite de 1'égalité
proposée est une fonction linéaire continue en b € E et il s'agit alors pour

tout borné M de E et pour tout voisinage W de 0 € F d'indiquer a> 0 tel

que [¢[<a,h €M entrainent x_+ th €U et
(1) u(fy(xy+th) oo, fr(xy+ th))=u(f(x,) ey [(%,)) =
= Bl y00) oo [iy(%0) DI(%0) (B), 14 1(5) oo [o(x, D€ LW
Compte tenu de la multilinéarité de « on a:
u(fy(xy+ th) .o f(x, + th)) =
= ulf (%) + (fy(x, + th) = fi(x0)) seers [o(x0) + [ (%, + th) = [ (x,)) =
= GEG b uy (th),
oi P désigne l'ensemble des parties de {1,..., n} et ol on a posé:
ug (th) = u(g(th) ..., g,(th)), avec g;(th) = [,(x,) pour i £0 et
g;(th) = [ (x, + th) =~ f(x,) pour i €0 .

En désignant par P’ le sous-ensemble de P, formé des parties de

{2,..., n} ayant au moins deux éléments, le membre de gauche de la rela-

tion (1) s'écrit
(2) i;iz u(f (% + th) = [1(%,), [ (50) sees f14(%,), (%, + th) =
- fii"o)' fipa(%5) oo [o(x,)) + 0%});’ uy (th) +
T2 ullx) s [y (Ro)s [ylx,  th) = [(x,) =
=Dfy(xg) (th). [y 41 (%5) e s [(%5))-
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8 P. VER EECKE

Soit alors W, un voisinage équilibré de 0 € F tel que (2"=1)W C W.
Il s'agit pour chacun des 2”~]1 termes de la somme totale qui précéde d'in-
diquer a> 0 tel que ce terme (dépendant de ¢ et b ) soit contenu dans tw,
pour |t|< a et b €M. Vérifions d'abord la propriété pour un terme quel-
conque du troisiéme groupement, soit le i1¢™€,

Il existe un voisinage V,de 0 €E; tel que y; €V, entraine

u(f (%) s ees f3_4(%5), ¥4 fig1(%5) sees [o(x)) €Wy
d'autre part, il existe a> 0 tel que |¢|<a, b €M entrainent x_+ th € U
et
fi(x, + th) - fi(x,)=Dfy(x, ) (th) €tV,,

d'on

ulfy(xy) oeees fig(%o)s f3(xy +th) = fu(x ) =

- Dfi(xo) (th), fi 4 q(%p) seees f,(x,)) € tW,.
Soit 0<r< I tel que b €M, |t]<r entrainent x_ +th € U.

Compte tenu de 2.2 on vérifie comme dans 4.1 qu'il existe pour
chaque 7 =2,..., n un borné convexe symétrique et fermé N; de E; tel
que, sous l'hypothése i) l'on ait

/,.(xo +th)=fi(x,) €tN,CN,, ~
et sous !'hypothése ii)
fi(xg+ th) = [i(x ) €N; quels que soient t< 7, h €M et i=2,..., n.

On peut supposer /l.(xo,‘ €N; pour tout i =2,..., n. On examinera alors
successivement le cas du terme général du deuxiéme et du premier groupe-
ment de (2 ) sous les hypothéses i) d'abord. Pour chaque o € P? on a alors
uy (th) Et”(”)u({/i(xo)} XN, X...XN,) quels que soient |t|<r,
b €M, oo h(o)2 2 désigne le nombre d'éléments de o . Puisque u est

bornée il existe 0 < a< r tel que | ¢| < a entraine

t({f(x )} X Ny X.. XN, )C W,
d'ou
uy(th) €™() LW € tW pour [t]|<a et b eM.

éme

A

Il reste a4 examiner le cas du i terme du premier groupement sous les

hypothéses ii); or on a :
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CONNEXIONS D'ORDRE INFINI 9

(3)  alf(xg+th)=[(x,). [, (x5) sees f3_4(x5), fi(x, + th) =
=110 My (o) oeees [y (xo D= ulf (5 + th) = [(x,) =
=Df (%) (th), fo(xy)sevus f_y(x ) filx, + th)=
= L3 )i fi g 4 (%) ees () + t2u(Df (2 ) (B), [, (x0) sees f3(%,),

(x_ +th)=f.(x_)
Ak 2 flxo’/i+1("o)'~~"/n("o))'

Soit W, un voisinage équilibré de 0 € F tel que W, + W, CW,.
Puisque u est hypocontinue par rapport a E, il existe un voisinage V' de
0 €E, tel que y, € V', y; €N, entrainent

WO Lo (%) reves [ios(30)s Vir [ (3g) vor [ (3,0) €W,
D'autre part, il existe 0 < a<r tel que |¢|< a, h €M entrainent

[4(x,+th) = fy(x,) = Df ((x,) (th) €1V,

ce qui implique que le premier terme de (3) est contenu dans tW, . On re-

marque enfin que
B =u(Df (x,) (M) X {f,(x)} e XUf;_y(x )} XN X{f;4 (20 .
X1f,(x,)%)
est borné, ce dont il résulte que || < a, b €M entrainent que le second

terme de ( 3) est contenu dans t2 B et donc dans tW2 a condition de res-
treindre éventuellement a .

Supposons maintenant vérifiées les hypothéses ii); on examinera
par un méme procédé le cas du terme général du premier ou du second grou-
pement de (2), c'est-a-dire u, (th), o €P  tel que n(o )> 2. Soit alors

i le plus petit élément de o et j le plus petit élément de o —{i}. On a:
(4) U (th) = u(f (%)) v fyg(x,), [{(%, + th) = f(x,) =
Dfi(xo)(tb): fi+1(x0) AL fj—l(xo)’/f(xo + tb)"‘ f]'(xo)xg]'-}- 1(”9)'“-'8"(”-’))
+ u(fl(xo) yeres /i—x(xo)’Dfi(xo)(tb)'fi+1("0)""’fj—1(xo)’ f].(xo +th) -
/i("o)"D/j(xo)(tb)’ gj.H(lb) veeer 8 (th)) +ulfy(x) 0eees fy_1(%,),
Dfi(xo)(tb), fi+1(xo) seo o s /]. _l(xo), Df].(xo + th), g,-+1(tb),...,gn(lb)).
Soit alors W, un voisinage équilibré de 0 € F tel que W, + W, + W, C W,
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10 P. VER EECKE

Il s'agit pour chaque terme de ( 4) d'indiquer 0 < a< r tel que pour |¢| < a,
’
h €M ce terme soit contenu dans tW . Il existe d'abord un voisinage V} de
0 €E; tel que y, €V}, y; €N, pour j ¥ i (on pose N, ={f,(x,)}) entrai-
nent u(y,,....,y,) €W, Pour 0<a<2 tel que |¢|<a, h €M entrainent
fi(xg+ th)=fi(x )= Df(x ) (th) €tV},
le premier terme de (4) est alors contenu dans th. Ensuite il existe un
voisinage V; de 0 €E]. tel que y; €Dfy(x, ) (M), ;€ V;-, ¥y €N, pour
k+i,j entrainent u(yl,..., yn) etW3. Pour 0< a<r tel que |t|<a,
b €M entrainent
/'].(xo +th) - /].(xo)- ij(xo)(tb) € V;-,
le deuxiéme terme de (4) est alors contenu dans tW,. On achéve la démons-
tration en remarquant que le troisiéme terme de ( 4) est contenu dans tB,,
ou B, désigne l'ensemble borné
u(le Ni—1>< D/i(xo)(M) XNi+1"'X N]._lx D/(xo)(M)x Nj+1>< Nn).

I1.4.3. Pour des entiers n, p tels que 0 < p<n on désignera par P_ b I'en-

semble des systémes a=(a1,..., ap), ol Ay =( 0y, aik’.)’ i=1,...,p
est une sous-suite de (1,..., n) telle que a,,<a, 1<...< ap1 et que
(a“,..., alkl' Qg yreees Cpgreves apkp) soit une permutation de (1,..., n).

PROPOSITION. Soit [ une application définie dans ['ouvert U d'un espace
vectoriel topologique E & wvaleurs dans un espace localement convexe
séparé F. Soit g une application définie dans l'ouvert VD f(U) de F et
a valeur dans un espace vectoriel topologique séparé G.

On suppose que f est n fois dérivable en x €U et que D" :U »
L(n_l) (E, F) estdéfinie et bornée sur les bornés. On suppose que g est
n fois dérivable en f(x,) et(n=1) fois dérivable en tout y € V. Soit enfin
I'uneou I'autre des conditions suivantes :

1)D*f: U~ L(n)(E, F) est définie et bornée sur les bornés et en
outre : ou bien G est localement convexe, ou bien < 2.

ii) F est infratonnelé, G est localement convexe et n > 1.

Alors gof : U - G estn fois dérivable en x, etona:
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D™(gof)(x,) = \ .
2 D2 g(f(x,)) (D f(x,) 0y eves D Pilx,)0m, ).

=1,
(al,...,ap)eP ”
ou 7Tai a;ejsigne la projection naturelle (b, ....h,)~ (baii,..., b“iki) de E
sur E'.
On démontre d'abord par récurrence 1'énoncé correspondant &4 i). La
proposition étant établie pour n = 1 d'aprés 4.1, on la suppose vraie a

'ordre n—1. Il résulte alors des hypothéses que D" (go f)(x) est défi-

nie pour tout x €U eton a:

D" gof)(x)= . .
b D?g(f(x)) (D Hf(x)om, o0 D P f(x) 0, ) =
p

p=1,...,n-1
(al,..., ap)eF;z_l,p

k k
= , 3 n,baf‘._.‘athpg(f(x)),D Yf(x),.... D Pf(x)),

D Pn-l,p

Vay e, Los(F G X Loy (EF), XLg ) (EiF)> Liy(E,G)

désigne 1'application qui a (v, z,,..., up) fait correspondre

“°(”1°7Ta1""’ u o0, )

b

(on remarque que DPgof: U~ L(p)(E, G), p<n prend ses valeurs dans
Lpb(E,G) en vertu de 3.4. On observe que chaque application L'bal,-- "
est multilinéaire, séparément continue et en outre hypocontinue par rapport
a Lph(F'G)' D'autre part, D?go [:U~> Lpb(F,G) est dérivable en %, en
vertu de 4.1 et, D" étant bornée sur les bornés, il en résulte d'aprés 3.5
que D(DRf): U L(E,L ) (E,F)), identifice a DR/ UL, o\ (E,F),

est bornée sur les bornés pour k < n. Il résulte alors de 4.2 que

- k k
PrHEe) = p 12 1 ¢a1,...,0-p°(ng°f’D Y. DPY)
=1,...,n-
(al,...,ap)ePn_l,p

est dérivable en x . Pour démontrer 1'expression développée de D"(gof)(xo),
on suppose G localement convexe, (on vérifie aisément le cas n = 2 par

une démonstration directe sans hypothése restrictive sur G ). Pour
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(bl, .
de 3.4
D80 ) (%) (byrsby) =D (80 ) (%) (hyrhy s byy) =
(D(D"Hgof)(x5) (b)) (hyoes by y) =

, b )eE" (en écrivant ba pour (b 1""’ba'k )) on a, compte tenu
tR .
1

k k
2 Vag,.vora, (PP 80 [)(5g) (b, ). D M%), D (5, )+
=1,...,n-1 rer
(lp, ooy )€h_y y

k k. k.
+"3 Vo, a,,(D”g(/(xo)),D Y(xg )i D (x ), DD ) (x ) (h,),

z"l

k
D '+1/(xo),.,,, D" f(x ) (hy, s by y)=

A k
s D(D? go )(x,)(h, (D *(x )(by )o....D Pf(x )(h, )+
(a'l’ ,a,)eP _1:b 1 P
p_1, ,n 1
p k]_ ki—l
FE PPEUG ) (D (xg) (hy ) DFTH (5 0)by

k; kity kp
(DD 5 ) by (b ). D * T 2 (o) (g, | )oes D2 f(x,)(h, =
k
b D?*1e(f(x ))(Df(x )(h,), D lf(xo)(bal). D “o(x, ) (b ¥

(a 1521 p)frz—l Lp
k k.
+ b} DPg(f(x ))(D *f(x (b, ), D *H(x )(h, )
(a.i, ., )sfﬂ-lp 1 -1
p=L.5n-00
1=1,...,p
k. k
Di*L(x )(by ih,), D '“/(xo)(baiﬂ),...,o ”f(x )by )=
L
k
= X Jep D?g(f(x,))(D ‘/(xo)(bal) ,D "/(x )(b )
L2, e

En vue de démontrer la proposition sous les hypothéses ii) on
observe en vertu de i) que gof: U~ G est n—1 fois dérivable et qu'il
s'agit alors comme ci-dessus de vérifier que :

4 ky k
D" Y(go f): x> 3 DPg(f(x))(D /(x)o'ﬂal,...,D Pi(x)om, )
[4

p=1,..., n-1

(ay,... p) 71,

est dérivable en x_. Or on peut invoquer les mémes raisons que ci-dessus
pour affirmer que chaque terme de cette somme est dérivable en %, sauf
I'unique terme qui correspond & p =1, c'est-a-dire x - Dg(f(x))o D"'lf(x).

Quant A cette application on remarque qu'elle est obtenue en composant

I'application
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(D""Yf,Dgof): UL, (E, F)XL(F,G)

dérivable en x_ avec l'application bilinéaire 6 : L(n)( E,F)XL(F,G)~»
L,)(E.G) qui a (u,v) fait correspondre vo u. La fonction 6o(D" Y, Dgof)
est dérivable en x, en vertu de la variante (i) du lemme 4.2. En effet,

Dgof et D" sont dérivables en x, et D"71f est bornée sur les bornés.
D'autre part O est hypocontinue. En effet, il est évident que & est hypo-
continue par rapport & L(F, G),; on démontre que & est hypocontinue par
rapport a L(n)(E, F) en observant que toute partie bornée de L(F, G) est

équicontinue parce que F est infratonnelé et G localement convexe.

REMARQUES. Le théoréme de transitivité ponctuelle du calcul différentiel
dans la catégorie des espaces normables admet en ordre n > 1 une extension
stricte a la catégorie des espaces infratonnelés, a fortiori a celle des es-
paces localement convexes métrisables. En termes précis, on obtient en
corollaire de 1'énoncé précédent le théoréme classique qui affirme pour
f:UCE-F, et g:VCF3G ou E,F,G sont normables et f(U)CV,
que g°,/ :U~» G est n fois, n> 1, dérivable en x €U sous les seules

conditions que D”f(x ) et D"g(f(x,)) soient définies.

1.4.4. PROPOSITION. Soit [ une application définie sur I'ouvert U de Il'es-
pace vectoriel topologique E & valeurs dans I'espace localement convexe
séparé F et soit g une application définie sur ['ouvert VO f(U) de F a
valeurs dans I'espace localement convexe séparé G. Si [ est de classe C"
en % €U et si g estde classe C" en f(x_), alors gof: Us G estde
classe C" en x .

Il s'agit de remarquer que go/ est continue en x, et de démontrer
que D”(go ) est définie sur un voisinage de %, bornée sur les bornés et
continue en x_ par rapport aux bornés.

Il existe un voisinage ouvert V, CV de f(x, ) tel que D"g(y) soit
définie pour tout y €V, et tel que D"g: V, » L¢,)(F.G) soit bornée sur
les bornés et continue en f(x ) par rapport aux bornés. Puisque [ est
continue en x_, il existe un voisinage ouvert U, CU de x_  tel que
f(Uu,)cV,, tel que D"[(x) soit définie pour tout x € U, et tel que D"/ :

Uu,- L(n)(E, F) soit bornée sur les bornés et continue en x_ par rapport

295



14 P. VER EECKE

aux bornés. Il résulte de 4.3 que D"(go f)(x) est alors définie pour tout
x eU . ’

D'autre part 1'expression présentée ci-dessus :

k k
D*(gof)= X l,l!ai'_“’ap(ngo/',D Y,...DPf)

(ai,..., ap)ePn’p

montre que D”(go f) est bornée sur les bornés. En effet pour p = 1,..., n
I'application D?{ est bornée sur les bornés de U, et DPg est bornée sur

les bornés de V,; enfin les applications ), sont bornées.

1’ yeees Q

D'autre part pour tout (a,,..., ap) €P les hypothéses et 3.4

n,p’
entrainent que

k k
1 n
(DPgo/,D feex D f) Ui"Lp,b(E’G)XL(kI)(E’F) ”'XL(kp)(E'F)

est continue en ¥ = par rapport aux bornés; or L/Ja e hypocontinue
relativement a Lp »(F.,G), est continue par rapport aux bornés.Il en résul-

te que D?(gof) est continue en x_ par rapport aux bornés.
I.5. Densité.

1.5.1. Dans ce qui suit on dira qu'un espace vectoriel topologique E est un
C -espace si la condition suivante est vérifiée.
(C) Pour tout voisinage V de 0 € E il existe une fonction f: E » R
de classe C* telle que :

1) supp(f)CV,

ii) D? f est bornée sur les bornés quel que soit p > 0,

iii) f(0) 0 et D?f(0) = 0 quel que soit p> 0.

Tout espace préhilbertien est un C-espace. En effet soit b : R >
[0, 1] une fonction de classe C* telle que

i) supp(b)Cl-1,1],

1i)h(0)=1,

iii) 42)(0) = 0 pour tout p> 0.
Alors la fonction numérique x b (| x|2) définie dans E vérifie les
axiomes ( C ) (on tient compte de ce que x » | x |2 est dérivable et que I'on
aD(ys|y?|)Nx)(h)=2<x,b> quels que soient x,h €E).

1.5.2. E et F étant des espaces vectoriels topologiques, on désignera
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par L':(E, F ) 1'espace vectoriel topologique des applications n-linéaires

continues symétriques.

PROPOSITION. Soient E un C-espace normable, F un espace localement
convexe métrisable; pour tout n € N soit enfin <, €L:(E, F).

Il existe alors une application [: E-» F de classe C™ telle que
D™f(0) = c, quel que soit n €N.

La démonstration est une extension naturelle du cas classique ol
E est de dimension finie et F = R. Soient // une norme de E et¢: E-» R
une fonction de classe C* vérifiant la condition (C). On peut supposer :
@(x) =0 pour x> 1 et ¢(0)=1. Désignons par —c_n I'application x -

¢, (%x,....,x) de E dans F. pour p =0,1,...,n on pose

4
= /D :
/9= max (sup /D°9(x)/)

Pour 0<a<] et n€N on désignera par fn « 1'application P cp(-—’f-)—c;(x)
’ n! a
de E dans F. Pour » €N, soit B, C F 1'enveloppe équilibrée de
te by b)) | 7b; /<1 i=1,..., n};
B, est bornée; pour p, n €N il en résulte que
B, ,=tu€L (E.F)lu(by,...b,) €B,, N /b;/<1,i=1,...n}
est un borné équilibré de Ln( E, F). On démontre d'abord :
b (2n)? n=p -
(1) D fn’a(x)e = /Cp/pa Bn'p quels que soient
0<a<l,x €E etn,p €N tels que p < n.
D'aprés les formules usuelles du calcul différentiel (régle de Leib-

niz) on a :

b -1 ; k
D /n,a.(x)(h],:“whp) nt (i ,...,215 )QS k(D (}’"
12 ="0,". pp'

°s

P(L)) (%) (by sover by DDP=RC (x)(bp,c by ),
a 1 k 1 p—k

ou Sp k désigne 'ensemble des sous-suites de k-éléments de (1,...,p) et
ol (?1,..., {;;-k) est la sous-suite de (1,...,p) complémentaire a (il""’ik)‘
D'ou
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16 P. VER EECKE

DPf (x)(hy,... b p) =

1 k
=1 DR (X ~
! (‘ ,zlk)qs ( CP( )(b h )(n (p~k))'c (X'h }sz.k).
ol on a posé cn(x;b;-‘i,...,b;_k) =c,(yysry,) avec yl=h,-l pour
I=1,...,p~k et y; = x pour lp>p—k. D'ou
Dpll,,,a(x)(bl,...,b )=
jeietiy k o] . ___T'L!_.. '(P k) =
nl (11, ,1k)zesp k—&‘k(D CP( )(b! 1o ey blk))/(n"(ﬁ-k)).’a (C( }f", ;b )).
b= )

En tenant compte de l'inégalité (—'T;Lk_ﬁ" < n? pout p<n et de ce que
/x/ > 1>a entraine ¢(x)=0, il vient: D f a(x)e 21’/<p/ n? q”=0 B -
quels que soient x €E et n, p €N tels que p< n. Soxt (W,) une suite
fondamentale décroissante de voisinages convexes symétriques de 0 € F.

On posera

Wop = {ueL(E F)|u(b .,bp)GWn,V[bi|g_1,i=1\,...,n}.

Pour chaque p € N la suite (W ), en €st un systéme fondamental de

n,
voisinages convexes symétriques pde 0 ELP(E, F); pour tout n €N il
existe 0<A <1 tel que A, BnC-ZI-ﬁ W, dot A, B, C_ L quels
que soient 7, p €N. Soit (a_ ) une suite décroissante telle que O<a < ._zzT
pour tout n € N. On vérifie maintenant, pour tout p € N, que la série
2 D / converge uniformément. Cette série converge simplement parce
que pour x :I: 0 (la chose étant évidente au point 0 € E) il existe 7  tel
que a, <|x|, d'ot D?f (x) =0 pour n> = . Il suffit donc de vénher
que ( E D fk a, )neN est une suite de Cauchy dans 1'espace de conver-
gence umforme F J(E. L (E F)). Ou encore pour tout n € N, il s'agit
dmd1quer un entier m(n, p) tel que x €E, k> m(n,p), I> 0 entrainent
2 D f (x ) €W, ,

nages de O €L (E F). On observe que ceci est vrai en posant m(n,p) =

, ol (W,2 p) est un systéme fondamental de voisi-
£

=max(n, p) ee W), = | cp]p21’ Wn,p‘ En effet compte tenu de (1), pour

I>0 et s>max(n,p) ona:
S

S‘p S
D?fg o (x) €l9l, 22— a™P By cl¢|, 2P—o B, ,C

S, p
clel, 22 A B, CI<P|,,2( W p)cf W,
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D'ou k> max(n,p), I> 0, x € E entrainent
k+1 k+1 k£l
p 1 ’ - i ’ ’
sg—'kD fs‘a‘s(x) € szk 2% W"’p (sék ZS)W”'pc W"'p,

Compte tenu des théorémes généraux de convergence [ 10 ] , ce qui précéde

o0
montre que 3 [ estde classe C™ etpourtout p €N ona
n=1 """n

v I = S pb _po _
PP 5 fya)(0)= & Dy, (0)=DPf, o (0)=c,.
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CHAPITRE II

VARIETES LOCALEMENT CONVEXES

l1.1. Atlas, morphismes.

I.1. 1. Soit C? la classe des objets (f, U, E, F) ot E, F sont des espa-
ces localement convexes séparés et f une application de classe C? défi-
nie sur un ouvert U de E a valeurs dans F.

Si (f{, U, E, F) et (g,V, F,G) sont des objets de CPtels que
f(U)CV, alots (gof, U, E,G) est un objet de C? en vertu de I.4.4.
Ce qui permet une théorie des variétés modelées sur des espaces locale-
ment convexes (chose déja entreprise [ 1] pour un calcul différentiel dis-
tinct de celui-ci) sur le modéle de celle des variétés banachiques. On
énumére ci-aprés quelques notions et propriétés utiles dans la suite, les
démonstrations qui seront omises, étant celles qui réussissent pour les
variétés banachiques ([2],[9]), a la condition que le théoréme des

fonctions implicites n'y soit pas indispensable.

II. 1. 2. Soit V un espace topologique; on appelle atlas localement convexe
de classe C? sur V la donnée d'un ensemble (@ de triplets (VgrfarEg)s
a € @ vérifiant ce qui suit :
DV,
i1) Pour tout a 6@, Ea est un espace localement convexe séparé

@ est un recouvrement ouvert de V.

et /a: Vo fal Va) est un homéomorphisme de V, sur un ouvert de Ea.
iii) Quels que soient a,B e tels que VN V,8+ @, 1'applica-
fgofa:1a(VanVg)CE, > E est de la classe ct.
On définit alors de maniére naturelle ce qu'est un atlas complet de
classe CP? sur un espace topologique et on appelle wvariété localement
convexe (on dira désormais variété l.c.) de classe C? la donnée d'un

espace topologique muni d'un atlas localement convexe complet de classe
Cco,

1.1.3. V étant une variété localement convexe de classe C? et @ son
atlas complet, on appelle sous-variété ouverte de V tout ouvert W de V

muni de 'atlas complet de classe C? induit par (.
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I.1.4. On dit qu'une application f:V » W de variétés l.c. de classe C?
est un morphisme si pour tout x €V, il existe des cartes (V', ¢, E) et
(W', b ,F) de Vet Wen x et f(x) telles que f(V’') CW’ et que

K/Jofo CP_lt P(V')CE-F
soit de classe C?. Si f:U->V et g:V->W sont des morphismes de
variétés de classe C?, alors gof: U- W est un morphisme. Une appli-

cation f: V » W de variétés est un difféomorphisme si { est une bijection

et que f et {71 sont des morphismes.
11.2. Immersions, submersions.

11.2.1. Soit f:V » W une application de variétés de classe C?. On dit que
[ est une submersion si, pour tout x € V, il existe

i) une sous-variété ouverte V' C V telle que x € V*,

ii) une sous-variété ouverte W' C W telle que f(V') C W',

iii) une variété W” de classe C?,

iv) un difféomorphisme ¢ V' > W’ X V" tel que

\%44 ——»W' xX yn

N4

La composée de deux submersions est une submersion.

soit commutatif.

1. 2.2. On dit qu'une application f:V + W de variétés l.c. de classe CP
est une immersion si, pour tout x €V, il existe

i) une sous-variété ouverte V' C V telle que x € V*,

ii ) une sous-variété ouverte W' C W telle que f(V') C W’,

iii) une variété W” de classe C?,

iv) un difféomorphisme ¢: W' > V* X W” et un point y € W” tels que

V'_f_.p..W'
'y VEX W ¢

soit commutatif, ou z'y désigne I'injection x » (x, y).

La composée de deux immersions est une immersion.
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I. 2. 3. Soient V et W des variétés l.c. de classe CP. On dit que V est
une sous-variété de V si

nywcy,

ii) la topologie de W est celle induite par V,

iii) l'injection naturelle W - V est une immersion.

Si W est un sous-ensemble d'une variété V de classe C?, il existe
au plus une structure de variété de classe C? sur W telle que W soit une
sous-variété de V.

Si U,V,W étant des variétés de classe C?, U (resp. V) est sous-

sous-variété de V (resp. W), alors U est sous-variété de W.

11.2.4. Soit {: U -V un morphisme de variétés de classe C? prenant ses
valeurs dans une sous-variété W de V; alors f: U+ W est un morphisme

de variétés.

II. 2. 5. On appelle plongement un morphisme f: V » W de variétésde classe
CP tel que f(V) soit une sous-variété de W et f: V » f(V) un difféomor-

phisme.

11.2.6. Soit f: V> W une submersion de variétés de classe C? et soit U
une sous-variété de W, alors /’i(U) est une sous-variété de V et f:
f2U)>U est une submersion. Cette propriété est d'usage courant en
géométrie sous la forme suivante : soient [: V> W une submersion et
g: U~ W un plongement de variétés de classe C?; alors [(g(U)) est
une sous-variété de V et l'application b : ["(g(U))» U définie par

composition de [ et de gl'; (u) €St une submersion.

I.2.7. Soient U,V,W des variétés de classe C?, f: U->W et g:V> W
des submersions. Le sous-ensemble UKV de U X V formé des (x, y )
tels que f(x)=g(y) (qu'on appelle le produit fibré de [ et de g) est

alors une sous-variété de U X V et les fléches du diagramme commutatif

vrv_"Y v

oo |

U —— e W

f

sont des submersions.
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11.3. Groupoides différentiables, fibrations.

11.3.1. Dans ce qui suit on appellera groupoide différentiable [7] de classe
C? un ensemble @, muni d'une structure de groupoide et d'une structure de
variété l.c. de classe CP vérifiant :

i) le sous-ensemble C formé des unités de ® est une variété,

ii) les applications source a : ® » C (qui & { fait correspondre son
unité a droite) et but b :® > C (qui & [ fait correspondre son unitéa
gauche) sont des submersions,

iii) la loi de composition du groupoide ([, g)- gf définie sur le
produit fibré ® R® de b: D + C et de a : & » C (ce produit fibré est une
variété d'aprés 2.7 ) est un morphisme de ® X ® dans @,

iv) I'inversion f- ™! du groupoide est un morphisme de ® dans @ .

Si la variété ® est banachable alors 1'axiome iv) résulte des pré-
cédents [7],[9] et I'axiome ii) est équivalent a :

i)' les applications a: ®+>® et b: D > D sont des morphismes.

On dit que le groupoide différentiable ® est transitif (tesp. loca-
lement transitif) si (a, b): ® > C X C est une submersion surjective

(resp. une submersion).

1I. 3.2. On appellera base d'un groupoide différentiable ® tout couple (V, i),
od i est un difféomorphisme de V sur la sous-variété des unités de @ : on
désignera alors par les mémes symboles et on appellera morphismes source
et but de ® rapporté a (V, i) les submersions évidentes a P+ V et
b:d>V.

1. 3.3. Soit (M, 77, V) un triplet de classe C? c'est-a-dire une submersion
surjective 77 : M » V de variétés l.c. de classe C?. On appelle groupoide
d'opérateurs [71, [9] sur (M, 7,V ) les données d'un groupoide diffé-
rentiable ® de classe C?, de base (V,7) et d'un morphisme (f,z )~ [z
définie sur la sous-variété ® ® M, produit fibré des submersions a : ® » V
et 7 : M > V, a valeurs dans M vérifiant ce qui suit:

i)Pour tout (f,z) e®PRMona:b(f)=7(fz),

ii) si g(fz) ou (gf)z est défini alors, g(fz) et (gf)z étant

définis (ce que 1'on voit aisément), on a: g(fz)=(gf)=z.
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iii) Pour tout z €M on a i(7(z))z =z (le membre de gauche
étant défini de toute évidence).
On dit que ® opére transitivement sur (M, 7,V ) si le morphisme

(fiz)»(z,fz) de P XM dans M X M est une submersion surjective.

I1.3.4. Soit s une section du triplet (M, 77, V) sur lequel opeére transiti-
vement le groupoide différentiable ®. L'ensemble ®(s) formé des f €
tels que I'on ait f(s(a(f))) = s(b(f)) est un sous-groupoide différen-
tiable transitif de ® de base V que l'on appellera le sous-groupoide

d'isotropie relatif & s.

I 3. 5. On appelle fibration de classe CP tout triplet (M, 77, V) de classe
C? tel que, pour tout x €V, il existe un voisinage ouvert U de x, une
variété F de classe C? et un difféomorphisme ¢: 77 YU)>UXF tels
que

77'1(0)__..@ UXF

A

soit commutatif; on dit que (U, ¢, F) est une carte de trivialisation, U un
ouvert de trivialisation et F une fibre en x. Si V est connexe, alors des

fibres en deux points quelconques de V sont difféomorphes.

11.3.6. PrROPOSITION [7]1, [9]. Pour qu'un triplet (M, 7,V ) de classe
C? soit une fibration, il suffit qu'il admette au groupoide différentiable
d'opérateurs de classe CP localement transitif.

Soient alors (M, 7,V) et (M, 7',V ) des triplets munis du
groupoide différentiable ® de base V et soit ® : M > M’ un morphisme
® -covariant, c'est-a-dire tel que

¢

MM
NyA

soit commutatif et que, pour tout couple composable (f, z) €ed® &R M,
f(9(z)) (qui est alors défini) égale ¢(fz). Supposons que @ opére tran-
sitivement sur (M’, 7', V), soit s une section de (M’, 7', V) et soit,

conformément & 3.4, ®(s) le sous-groupoide d'isotropie. Si ¢ est une
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~

submersion surjective, alors le triplet (M(s),7,V), ou M(s)CM est
défini d'aprés 2.6 par le plongement s. V » M’, se trouve étre muni du
groupoide transitif ®(s) et constitue par conséquent une sous-fibration

de (M,7,V). Cest l1a le modéle d'une situation courante en Géométrie.

1. 3.7. On dit qu'une variété V de classe C? est CP-contractile s'il existe
un intervalle ouvert ID[0, 1] de R, un morphisme h:IX V>V etun

p(;int x, €V tels que g(0,x)=x, et g(1, x)=x quel que soit x €V.

Tout espace localement convexe E est C™ -contractile puisque l'applica-
tion bilinéaire continue R X E » E qui 2 (A,x) fait correspondre Ax est
une fonction de contraction de classe C* .

On dira qu'une variété l.c. V de classe C? est CP-pormale si,
quels que soient les fermés disjoints A et B de V, il existe un morphisme
f:Vs R de variétés de classe C? tel que I'on ait f(V)C[0,11, f(A) =0,
f(B)=1.

On démontre alors comme dans [9 ] 1'énoncé suivant :

LEMME. Soit (M,7,V) une fibration trivialisable de classe CP. On
suppose que la fibre est CP -contractile et que V est CP-normale. Soient U
une sous-variété ouverte de V et s une section de (7w Y U), 7, U);
pour tout ouvert U, de V tel que -lle U, il existe alors une section s

de (M, 7,V) telle que s, /U, =s/U,.

1

PROPOSITION. Soit (M, 7, V) une fibration de classe CP dont les fibres
soient CP -contractiles. On suppose que I'espace topologique V est normal.
Soient alors U,V des sous-variétés ouvertes de V telles que v,cu,
et soit s une section de (T '1(U1 ), T, Ul)' Si I'ouvert V - -1;1 est ré-
union dénombrable d'ouverts de trivialisation CP-normaux, alors il existe
une section o de (M, 1, V) telle que o | V,=s|V,.

Soit (Un)n > o un recouvrement de V-~ Vl formé d'ouverts de tri-
vialisation C?-normaux. V étant normal on peut par un procédé classique
construire une suite d'ouverts (Vn)nz.2 telle que (V ), .y soitun
recouvrement de V et que I'on ait V C U quel que soit » € N. Il existe
aussi pour tout » € N une suite décroissante (U’sk))k eN d'ouverts de V

tels que

305



24 P. VER EECKE

1) _ v E+1) [ (k¥1 k
UM =u, e vV cuktDculk™l) cyfh
quel que soit £ € N. Pour tout » € N on pose
Vi1 = U™ v ufrt)ouD e w =urtD vuf . v Ul

On a V[1] =U,; Wﬂc V[ﬂ], W, C V[n+1] quel que soit n € N. On peut
construire par récurrence une suite (sn) ou s, est une section de

(7Y V[2])» 7> V[,]) telle que s, =s et que I'on ait
(1) s"lwnzs"*'llwn pour tout n €N.

En effet soit (s1 yeves sn) une suite finie de sections vérifiant les

conditions précédentes. On observe que Sa|u N V[n] est une section

n+1
définie sur un ouvert de la fibration trivialisable (77 71( Un+1), T, U, 4 1)
de base CP?-normale et fibré C?-contractile et que Wﬂ 3} Un_'_1 est un

ouvert de U _, ., pour lequel on a :

Wn n Un+1 Urz+1 = Wn nUn+1C V[n] n Un+1'

- . . _1
En vertu du lemme, il existe alors une section o, de (T (Un + 1),7T, U, + 1)
telle que O'nl Wnr\ Urz+1:Sn| Wnn U,;, D'ou une section Sp41
définie au-dessus de V[n+1] =W, n Un_“ en posant s"+1(x) =s,(x)

pour ern et sn+1(x)=0'n(x) pour x€Un+1. La suite partielle

(s1 seens Sy +1) vérifie bien la condition de cohérence (1) . On pose alors

v = V, et s, = S:I w bpour tout n €N. La suite croissante
* k< n * *

(Vﬂ)n eN €St un recouvrement ouvert de V; on a s{=s, et S”"'ll V: =

= s* quel que soit » €N. D'ou une section o de (M, 7, V) définie en po-
sant O (x)=s,(x) pour x €V et qui, de toute évidence, prolonge 5|V1~
Compte tenu de 3. 6, on obtient [9] :
COROLLAIRE. Soit (M, 77, V) un triplet de classe CP. On suppose que
V est paracompacte et modelée en tout point sur un espace normé sépa-
rable CP-normal (par exemple un espace prébilbertien) et que, pour tout
point x €V, la sous-variété 1 (x) est CP- contractile (par exemple dif-
féomorphe a un espace localement convexe).
Pour que (M, 7, V) admette des sections, il suffit qu'il existe

un groupoide différentiable localement transitif opérant sur (M,m, V).
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CHAPITRE I

JETS D'ORDRE INFINI

I11.1. Définitions.

I1I.1.1. Soient V,W des variétés l.c. de classe C* et soit G® (V,W)
I'ensemble des couples (f, x) oi x €V et ou f est un morphisme défini
sur une sous-variété ouverte, voisinage de x, et i valeurs dans W. Soit
P, la relation sur G(V, W) définie comme suit: (f,x) 0, (g,y) si,et
seulement si, x =y, f(x) = g(y) et s'il existe des cartes locales
(V',9,E) et (W, lp F) de V et W en x et f(x) respectivement telles
que f(V*)C W', g(V')CW* et

DE(Yofo ™ Y(9(x)=D*(Yogoe)(Pp(x))
dans L (k)(E’ F) quel que soit £ €N. On remarque que O, est une rela-
tion d'équivalence sur G(V, W), on désigne par J*(V,W) et on appelle
ensemble des jets d'ordre infini de V dans W le quotient G® (V, W)/p.,
la classe de (f, x), c'est-a-dire le jet d'ordre infini de f en x étant noté
j;" (f). Ltapplication (f,x)-»(x, f(x)) de G* (V,W) sur V X W induit
une application dite source-but ( a,B): J* (V,W)>V X W.

I11.1. 2. Soient U, V, W des variétés l.c. de classe C*™ et soit
GZ(U,V)RG®(V, W)

I'ensemble des couples ((f,x),(g,y)) ou y =/f(x). Les formules de
dérivation des fonctions composées (I. 4.3 ) entrainent que l'application
((f, x).(g.y)»((gof), x) de G®(U,V) RG™(V, W) dans G™(U,W)
est compatible avec les relations d'équivalence o, x o et p_, d'ou,
comme dans [9 ], une application dite composition des jets d’ordre infini
(X, Y)>YX de J(U,V)RJ®(V, W) dans J* (U, W), ou]*(U,V)R
J®(V,W) est le produit fibré de B : J°(U,V)»>V etde a: J*(V,W)» V.

11.2. Coordonnées.

111.2.1. Soient E, F des espaces localement convexes séparés, U un ouvert

de E, V un ouvert de F. On désignera par L= (U, V) 1'ouvert
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uvxvx Il LS, (E,F)
n=1 '

de 1'espace localement convexe E X F X nﬁ1 Lan(E, F), ou Li,k(E’F )
est 1'espace des applications n-linéaires hypocontinues, symétriques de
E” dans F. On aune application {: G® (U, V)»>L*®(U,V) quia(f,x)
fait correspondre (x, f(x), (D”f(x))n N/ laquelle, compatible avec la
relation d'équivalence 0 , donne lieu par passage au quotient & une injec-
tion w, :J®(U,V)>L"(U, V). On dit que w_ (X) est le systéme
canonique de coordonnées de X.
PROPOSITION. Soient E un C-espace normable et F un espace locale-
ment convexe métrisable. Alors pour tout ouvert U C E et pour tout ouvert
V CF Il'application w_: [ (U, V)»> L®(U, V) est bijective.

En effet, il résulte de I.5.2 que l'application {: G® (U, V)~

L*® (U, V) est surjective.

1. 2. 2. Soient V, W des variétés l.c. de classe C* ; soit X € J* (V, W)
etsoient (V', ¢, E) et (W', ), F) des cartes locales en x €a(X) et
y =fB(X). On désignera par J*(V, W;V’, W) le sous-ensemble de
J(V,W) formé des jets ayant leur source dans V' et leur but dans W',
les cartes précitées induisent une bijection
(93 t T (VL WV, W) T (( V), (W)

qui & X fait correspondre\/JXjé’;(a(X ))( ¢71). On appellera systéme de
coordonnées de | (V, W) attaché aux cartes (V', ¢,E) et (W', {,F)
I'injection .

Wogo (Do) g : JO (VW VI, W) > L (9(V), y(W?)).
D'aprés ce qui précéde, @ _o(¢,¥)_, qu'on désignera désormais par
[<P,L,ll]°°, est bijective dans le cas o E est C-normable et F métrisable.
1. 2. 3. Soient E, F, G des espaces localement convexes séparés et UCE,
VCF, WCG des ouverts. Soit L™ (U, V) RL*® (V,W) le produit fibré
des projections naturelles L™ (U, V)»V et L (V, W)> V. Soit

O :L®°(U,V)RL®(V,W)>L®(U,W)

I'application quia ((x,y), (X, ), ¢n)s(¥, 2, (Y,), en)) fait correspondre
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(2,2, (Z,),eN) OO Z, €L:,b(E,G) est défini comme suit avec les

notations de .4.3 :

Z,= (“1";;@?{?571,;”O(inowal’m’ kaoﬂap).
Soient alors U, V, W des variétés de classe C™ . Soient X € J* (U, V),
Y €]°(V,W) des jets composables et soient (U', ¢,E), (V',y,F),
(W', ¥, G) des cartes localesde U, V,W en a(X), S(X)=a(Y),B(Y).
Comme dans [ 9 ] on remarquera que, si (x, y’(Xn)neN) et (y,z,(Yn)neN )
sont les systémes de coordonnées de X et Y dans les cartes locales
(U, ¢, E),(V',y,F) et (V',y, F), (W, x,G)respectivement, alors
O(x.y, (Xn)), (y, z.( Yn))) est le systéme des coordonnées du jet com-
posé Y X par rapport aux cartes (U’, ¢, E), (W',x,G).

II. 2. 4. Soient V et W des variétés de classe C* . Pour m < non a une
projection naturelle 77 : J*(V, W) > J™(V, W) et (J*(V, W), 77) est
un systéme projectif. On a aussi des projections naturelles

TV, W) JP(V,W).
PROPOSITION. Si V est modelée sur un espace C-normable et que W est
localement métrisable, alors (J* (V,W), ") est limite projective de
(I V. W), ).
Soit E]”(V, W) le sous-ensemble de fi J*(V,W) formé des
n=1

(X,) tels que mr(X,)= X, quels que soient m < n. Il suffit de remar-
quer que l'injection (™) : J* (V, W) J?(V,W) prend ses valeurs dans
E]"(V,W) et de démontrer que (7 %) : JZ (V, W).,E]"(V, W) est sur-
jective. Il suffit de procéder localement, c'est-a-dire de vérifier pour des
cartes quelconques (V', ¢,E) et (W',\), F) de V et W que I'applica-
tion induite (7®): JC(V, W, V', W) » I:_I JP(V,W; V', W) est surjec-
tive. Pour des ouverts UCE et VC F on pose

n

L™(U,Vv)=UXVX kH Li(E, F);
=1

on a[9] des bijectionsnaturelles :

Dol JP(V W, VW) s LP(p( V), (W)
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attachées aux cartes précitées. D'autre part on a des projections naturelles:
T L® (V)P (W) LP(p( V'), (W)

et Tr LT (V) (W) LP(p(V*), P (W)

pour < m et (L (@(V*'), y(W')), m") est limite projective du sys-

téme (L™((V’'), Y (W')), 711’1”) . D'ou le diagramme commutatif :

(")
J(V, W, V', W) _,gjﬂ(v, W,V W)

1 [e.v], [eyl,

L=(9(V), (W)L TR (Q(V*), ) (W)
ou les autres fléches étant bijectives compte tenu de 2.1, la fléche hori-
zontale supérieure 1'est aussi.
111.3. Variétés de jets d'ordre infini.
I11. 3. 1. Soient {(Va, P EQ) | a € @} I'atlas complet d'une variété V de
classe C* modelée en tout point sur un C-espace normé et {(Wﬁ ,L['ﬁ Fg) l
B€B} I'atlas complet d'une variété de classe C*™ modelée sur un espace

normé. Comme dans [9], on observe qu'il existe sur [ (V, W) une et

une seule structure de variété de classe C™ telle que

LT (V. W)V W) [0 Vgl L (Eg Fg)| (o, B) €@ x B

en soit un atlas. Cela tient, 3 ce que, pour des espaces normables E, F, G

la composante € L
¢ B rsceryyx B Lscr,6)y- B LscE, 6)
n=1 " n=t1 " n=1 "

de 8:L*°(E,F)RL®(F, G)>L*™(E,G) définie dans 2. 3 est une ap-
plication de classe C* d'espaces localement convexes. Les projections
naturelles 7% J®(V, W) J"(V, W) et (a,B): J®(V,W)>]J"(V,W)
sont évidemment des submersions.

111.3.2. Soient V et W des variétés comme ci-dessus;alors (J©(V, W), 7 ")
est la limite projective de (J"(V, W), 7 7). Soit U une variété et, pour
chaque n €N, soit f?: U~ J?(V, W) une application telle que 1'on ait
o f"=/["pour m<n; alors I'unique application f: U~ ] (V,W)qui
vérifie 7”0 {={™ quel que soit » € N, est un morphisme de variétés si,

et seulement si, chaque " est un morphisme.
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I1I. 3.3. Soient U,V des variétés modelées sur des C- espaces normables,
W une variété modelée sur un espace normable. Le produit fibré J*°(U, V)
JP(V,W) de B:]®°(U,V)>V etde a:]J*(V,W)>V, c'est-a-dire
I'ensemble des couples de jets composables, est une variété d'aprés I1.2.7,
et on vérifie comme dans [9] que la composition des jets J* (U, V)R

J®(V,W)>J®(U,W) est un morphisme de variétés de classe C*

I11.3.4. Parmi les propriétés du calcul des jets, dont la démonstration

fournie dans [9 ] demeure valide a 'ordre infini, il y a lieu de signaler :

PROPOSITION. Soient U une variété modelée sur un C - espace normé,
V et W des variétés modelées sur des espaces normés, f:V > W une

submersion (surjective). Pour tout n € N, I'application
(1. 77): (U, V) ]® (U, W)X (U, V)
qui a X fait correspondre (X, T"( X)), est une submersion dans (sur) le

produit fibré des submersions T™: [® (U, W)» J*(U,W) et f: J*(U,V)»
JPU, W).

II.3.5. Si V est une variété modelée sur un C-espace de Banach alorsle
sous-ensemble 7 (V) de J®(V, V) formé des jets inversibles est une
sous-variété ouverte; 7> (V) est l'image réciproque de 1'ouvert 77( V) de
J(V, V) par la projection 1 : J®(V, V)] (V, V).

On observe que 77 (V) est un groupoide différentiable transitif
pour la loi de composition des jets admettant la base naturelle (V,j *)

ot j ¥V ]¥(V,V) désignele morphisme x»7 = (1,).
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CHAPITRE IV

CONNEXIONS D'ORDRE INFINI

IV.1. Théoremes d'existence.

IV.1.1. Dans ce qui suit ® désigne un groupoide différentiable de classe
C* modelé sur un espace normé, rapporté i une base (V,7), ou Vest
modelée sur un C-espace normé; on désigne par @, b les submersions
source et but ® > V. Soit alors Q% (V, ®) le sous-ensemble de la variété
J®(V,®) formé des X tels que l'on ait :

i) B(X)=i(a(X)),

ii)aX = j:(X) ,

i) 6X =%y, ,

(V et W étant des variétés, pour x €V, y €W, on écrit j*(y) et j**
au lieu de j?(z»y) et 7:’ (z>x)).

Si ® est transitif (ce qui sera supposé désormais) on observe que
Q®(V,®) est une sous-variété de J=(V,®) et que la restriction de
a:J®(V,®)-» V induit une submersion surjective g: Q®(V,®)>V de
type affine, c'est-a-dire que chaque sous-variété ¢ (x), x €V, est dif-
féomorphe a un espace localement convexe. En effet, la submersion surjec-
tive (@, b): ® >V X V induit d'aprés II. 3. 3 une submersion ((a, %), B)
de J®(V.,®) sur J*(V,VXV)X®D,produit fibré de S: J*(V, VXV )>
VXV etde (a,b): ®>VXV, et g: 0%(V,d)> V est alors induit
d'aprés I1.2.6 par le plongement x—»(]':’(y» (y,x)), i(x)) de V dans
J®(V,VXV)R®. On peut alors étendre la définition fondamentale [5].

DEFINITION. Soit ® un groupoide différentiable transitif de base (V,7),
on appelle élément de ® -connexion d'ordre infini en x € V tout X €
Q°(V,D) tel que g(X)=x. On appelle ®-connexion d'ordre infini sur
V une sectionde g: Q®(V,®)» V de classe C™ .

1V. 1. 2. Pour les données ci-dessus, on a pour tout n € N, d'aprés IIl.3.4,
une submersion ((a, &), T"):J®°(V,®)> J®(V, VX V)x J*(V,®) sur
le produit fibré de 7™ [®(V,VXV)>]"V,VXV) et de (a,b):
JH(V,®)>]J"(V, VX V). Compte tenu de II.2, 6, le plongement
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X-»(j;"(x)(x—»(x,a(X))),X)
de Q"(V,®) dans J®(V,VX V)R ]J?(V, ®) définit alors une sous-
variété de J*(V,®) qui n'est autre que Q®(V,®d) et une submersionde
0%®°(V,®) sur Q"(V,®) qui n'est autre que la restriction de 7" :
J(V,®)> J?(V,®). Le systéme de submersions (Q®°(V,®),7 ") est
limite projective du systéme de submersions (Q”(V,‘D),T/"f); c'est-a-
dire: Pour qu'une section X : V- Q%®(V,®) définisse une ®-conne-
xion d'ordre infini, il faut et il suffit que chaque section 770 X : V-

Q0"(v, ®) soit de classe C*® c'est-a-dire une ® -connexion d'ordre 7.

IV.1.3. Soit X une ®-connexion d'ordre 7z, c'est-a-dire une section de
classe C* de (Q"(V, ®),q, V). On appelle ®-connexion d'ordre infini
au-dessus de X ou compatible avec X, toute connexion d'ordre infini
X : Vs Q®(V,d) telle que 7”0 X* =X. Si on désigne par Q= (V,®;X )
le sous-ensemble de Q®(V, ®) formé des X tels que 77(X) = X(a (X)),
alors Q% (V,®;X) est une sous-variété et la restriction de g: Q®°(V,® )~
VaQ2(V,®;X) est une submersion sur V.

En effet, Q“(V,q);i) est l'image réciproque du plongement X :
V> 0"V, ®) relativement & la submersion 77 : Q% (V,®)-» Q*(V, D).
Une @ -connexion d'ordre infini au-dessus de X n'est rien d'autre qu'une

section de (Q°°(V,<D;fX), q, V).

IV. 1. 4. Soient ® et V comme ci-dessus; en outre on supposera désormais
que V est modelée sur un C-espace de Banach. Soit alors ®>(V) le
sous-ensemble de J*(V,®) x J®(V) formé des (X, Y) tels que 1'on ait
a(X)=a(Y), B(X)=p(Y),

o N
aX =iy X =iy (b(B(X)). aY =17y et bY em™ (V).

On vérifie comme dans [9], que ®™ (V) est une sous-variété de
J¥(V, ®)R]®(V,®) et que I'application (&, 5): ®®(V) >V X V qui
a (X,Y) fait correspondre (a(X), b(3(X)) est une submersion surjec-
tive. Sur le produit fibré @*°(V)R®*(V) de 1; et de @, on définit alors
un morphisme A:®®(V)R®®(V) > ]J2(V,®)x J*(V, ®) a valeurs
dans ®*(V) qui a (X, Y), (X,, Y,)) fait correspondre (J(X, X bY),
T(Y,Y,bY)) ou T définie sur le produit fibré J*(V, ®)RJ™(V, D)
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des submersions b:J®(V,®)»>J®(V,V) et a: J®(V,®)» J(V,V)
est le prolongement de la loi de composition du groupoide 7: ® R® -+
c'est-a-dire T: JO(V,Px®)>» J(V, D) composée a droite avec la réci-

proque du difféomorphisme naturel
(2,,0,): J=(V.OX®)> (V. ®)R]>(V,®)

(o p, et p, sont les projections de ® x ® sur les premier et second
facteurs ®). On s'assure alors que la variété ®*°( V) munie de la loide
composition A partiellement définie est un groupoide différentiable tran-
sitif de base (V, x> (j‘;" ia), 7% (i)) par rapport a laquelle a et gsont

les applications source et but.

IV.1.5. PROPOSITION. Soit ® un groupoide différentiable transitif, mode-
lé sur un espace normé, de base V modelée sur un C-espace de Banach.
i)(Q®°(V,®),q, V) est alors une fibration;
ii ) si X est une ®- connexion d'ordre n sur V, alors (Q°(V,®,X),q,V)

est une fibration.

DEMONSTRATION. Compte tenu de IIl. 3. 6, il suffit d'observer que le grou-
poide différentiable transitif ®*°( V) opere sur (Q*(V,®), g, V).Comme
dans [9] a l'ordre fini on définit un morphisme ((A, B), X)»(A,B) « X
sur le produit fibré de a: ®®(V)->V etde g: Q®(V, ®)» V a valeurs
dans Q®(V,®) en posant (A, B)xX=(T(sB,X, A))(bB)™, ou
s:® > ® est I'inversion du groupoide et ou 7 est le prolongement de la
loi de composition T:(f, g, bh)~- fgh des triplets composables de P ;
T étant définie sur la sous-variété P RO KNP de ® x ® x ® formée des
(f. g, b) tels que b(f) =a(g) et b(g)=a(f), on a un prolongement
T J(V,PROR®P)> J®(V,D) auquel s'identifie T par ledifféomor-
phisme naturel (b0, 0,5) de JO(V, PRDP R®P) sur la sous-variété de
JZ(V,0)yx J®(V,®)x J*(V,D) formé des (X,Y,Z) tels que X =
aY et bY =aZ. On remarque que le morphisme ®*(V) R O™ (V,d)»
Q% (V,®) défini ci-dessus est une loi d'action du groupoide différentiable
transitif ®° (V) sur (Q®(V,®),q,V) :

ii) la restriction de

(P, m?) JR(V, @)X JX(V, @) JH(V, @)X MV, D)
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au groupoide différentiable ® (V) est une submersion surjective fonc-
torielle sur le groupoide différentiable ®”(V ), qui opére transitivement
[Q] sur Q”(V,®); il en résulte que P (V, ®) opere transitivement sur
Q"(V,®) et que la submersion surjective 7% Q®(V,®) > Q0"(V,D)
est covariante par rapport & ®* (V). Il résulte alors de II. 3.6, que le
sous-groupofde d'isotropie ®°(V,X) de ®*(V) relativement 4 la sec-
tion X de (Q*(V,®), g,V ) est un groupoide différentiable transitif

d'opérateurs pour (Q®(V,®;X),q, V), ce qui achéve la démonstration.

IV.1.6. PROPOSITION. Soit V une variété paracompacte de classe C*
modelée sur un C-espace de Banach, séparable et C* -normal, et soit ®
un groupoide différentiable de classe C* .

i) 1l existe des @ -connexions d'ordre infini sur V;

ii) quelles que soient n €N et la ®-connexion X d'ordre n sur
V, il existe des ® -connexions d’ordre infini au- dessus de X.

Ceci résulte de ce qui préceéde ainsi que de II. 3.7, les fibres de
(Q%(V,®),q,V) e (Q%°(V,D, x),q,V) étant difféomorphes a des

espaces localement convexes.
IV.2. Différentielle absolue

1V.2.1. Soit (M, p, V) un triplet de classe C*, ou M est modelée sur un
espace normé et V sur un C- espace normable. On désigne par J*(V ,M,p)
I'ensemble des X € J>(V, M) tels pX = ja°°(X). On observe que J*°(V,M,p)
est une sous-variété de J®(V, M) et que la restriction p de a.: [°(V, M)>V
a J®(V.M,p) est une submersion sur V. En effet, J*(V,M ,p) est
I'image réciproque du plongement x-;*° de V dans J*(V,V) par la
submersion ;,_ S J®(V,M)>]®(V,V) .De méme le sous-ensemble
J®(V,M;p), de J*(V,M) formé des X tels que pX = j:’()‘()estune
sous-variété de J*°(V,M) muni d'une submersion naturelle 5 sur V. On _
appellera élément infinitésimal transversal (resp. vertical) d'ordre infini a
(M.p,V) en x €V tout X € [*(V, M, p) (resp. tout X €] *(V, M, p))
tel que p(X) = x.

On appellera champ d'éléments infinitésimaux transversal (resp.
vertical) a (M, p, V) toute section de (J°(M,V,p),p,V) (resp. de
(J,5(M. V.p),p.V)).
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1V.2.2. Soit ® un groupoide différentiable transitif opérant sur (M, p, V).
Soit Q®(V,®)YRJ>(V, M, p) le produit fibré de gq: Q¥(V,®)» Vet
de p:J=(V,M, p) > V. On définit comme suit une application V : (X,Y)~
VY de Q®(V,®)R]J*(V, M,p) dans J*(V, M) en posant VY=
=D(X,Y)ouv:PRM->M désigne l'action de ® sur (M,p,V) et o
U, application définie sur le produit fibré J*(V, ®)R J®(V, M) des sub-
mersions  a: [¥(V,®)>JO(V,V) et p:]®(V,M)>](V,V), a
valeurs dans J™(V,M), correspond a T JP(V,ORM)>]J>(V, M)

par le difféomorphisme naturel
(bo.by) (V. ORM)> JO(V,B)R]®(V,M).
On observe que V prend ses valeurs dans J;°(V,M, p), On dira que

I'élément vertical VX Y est la dérivée absolue de I'élément transversal Y
par rapport & 1'élément de @ -connexion X.

Si X:V>Q®(V,®) estune ®-connexion et si Y: V+]®(V,Mp)
est un champ transversal, alors Vy Yy . x-»fo (x)cy(x) est un champ
vertical d'ordre infini & (M, p, V), qu'on appellera la dérivée absolue de

Yy par rapport a X.

1V.2.3. On remarque que X:vas Q®(V,®) étant une connexion et Y:
V> ]®(V,M, p) un champ transversal, les champs Y et fo Y sont assu-
jettis (en vertu de 7 (1.1)) a la condition ﬂ(cy(x)) = ﬁ((vfx ‘y) (x)) quel
que soit x € V. Réciproquement, étant donnés respectivement un champ
d'éléments transversaux Y : V- J®(V, M, p) et un champ d'éléments ver-
ticaux Z: Vo ];"(V, M, p) compatibles, c'est-a-dire tels que ,B(y(x)) =
= B(Z(x)) pour tout x €V, existe-t-il une ®-connexion d'ordre infini X
telle que fo Y-Z>

Soit Q7%(V,®,Y,Z) I'ensemble des X €Q™(V,®) tels que
VX Y q(X)) = Z(q(X)), qu'on peut appeler 1'ensemble des éléments de
®-connexion d'ordre infini compatibles avec Y et Z; la question posée

revient & se demander s'il existe des sections V » Q™(V, ®) prenant

leurs valeurs dans Q®(V, ®;Y,%Z).

PROPOSITION. Soit ® un groupoide différentiable opérant transitivement

sur le triplet (M, p,V ) de classe C™ , ou V est modelée sur un C -espace,
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et soient Y et Z des champs respectivement transversal et vertical d'or-
dre infini a (M, p, V).

i)Q®(V,®, Y, Z) est une sous-variété de Q=(V,®) et g:
0°(V,®;Y,2)>V est une submersion surjective; pour tout x €V,
q7Y(x) est difféomorphe & un espace localement convexe.

ii)Si V est modelée sur un C -espace banachable, alors
(Q®(V,®;Y,2), q,V) est une fibration.

iii ) Si V est paracompacte et modelée sur un C-espace de Banach,
séparable et C™ -npormal, alors (Q%°(V,®;Y,2), q,V) admet des

sections.

DEMONSTRATION.

i) Soit Q% (V,®) R J*(V, M, p) le produit fibré de g : Q=°(V,®)~»
Vetde p: J®(V, M, p)>V et J(V,M, p)R]2>(V, M, p) celui des
submersions B J*(V,M.,p)>M et S:]X(V, M, p)->M. Si ® opere
transitivement sur M on observe comme dans [9] que 1'application V' :
(X, Y)>(Y, VXY) est une submersion de Q% (V,®)RJ*(V.M,p)
sur J(V,M,p)R]J®(V,M,p) et que V' Y'Y, Z) est difféomorphe 2 un
espace localement convexe, quel que soit (Y, Z) € J*(V,M,p) &];’f(V,M,p).
I résulte que l;image réciproque par V' du plongement (Y, 2): v
J®(V,M,p) X ]n°°(V, M,p) est une sous-variété, notée V-14Y,2Z),de
Q(V,®)RJ(V,M,p), et V' induit une submersion surjective g :
V-1(Y,Z)» V. D'autre part, V1Y, Z) est I'image de 0°(V,®;Y,2Z)
dans le plongement Q™ (V, ®)»Q0%(V,®)RJ>®(V, M, p)qui a X fait
correspondre (X, yq(x)), ce dont il résulte que Q“(V,(D,“H, Z) est une
sous-variété de Q®°(V, ®), que g:Q®(V,®;Y,2Z)+ V est une submer-
sion surjective et que q“l(x) est difféomorphe 4 un espace localement
convexe pour tout x € V.

ii) Soit ®*(V) le groupoide différentiable défini plus haut (1.4).
Soient

(A, B)e®®(V) et (X,Y)€eEQ®(V,®)R]J®(V,M,p)
tels que E(A,B)=q(X)=[3'(X).Onpose
(A,B)(X,Y)=((A,B)x X,Bx Y)
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ot (A, B) % X est défini comme dans 1.5 etou B« Y =(7 (B,Y))(bB)™t,

v étant défini comme ci-dessus. L'application
((A’ B),(X, Y))“"(Ai B)* (X, Y)

du produit fibré évident @< (V)R (Q®(V,®)R]J>®(V,M,p )) dans
JO(V,®)X J®°(V,®) prend ses valeurs dans Q®(V, ®)RJ™(V ,M,p)
et définit une loi d'action transitive du groupoide ®*°(V) sur le triplet
(Q®°(V,®)RJ*®(V.M,p),q,V). De méme ® (V) opére transitivement
sut (J(V.M,p)RJF(V.M,p), p, V) par la loi de composition
((A,B),(Y,Z))»(A,B)x(Y,Z)
qui &4 tout ((A,B), (Y, Z)) tel que a(A, B) = ﬁ(Y, Z ) fait correspondre
(Bx Y),(A,B)x Z) ot on a posé (A,B)x Z=(V(A,Z))(bB)™! .
On remarque que la submersion V' est ®*(V) covariante; il résulte de
I.3.6 que le triplet (V'Y(Y,2Z), 4, V), et par conséquent (Q®(V, ®,;
‘.U,Z), g, V), sont des fibrations.

iii ) résulte de 7) et i) compte tenu de I1.3.7.

IV.2.4. Soient (M,p, V) comme ci-dessus et 2 :V - ]:"(V, M, p)un
champ vertical; alors j®(B802) : V> J®(V,M,p) est un champ trans-
versal. Si ® est un groupoide différentiable transitif d'opérateurs sur
(M,p, V), on désignera par Q“(V'(D;Z) I'ensemble des X € 0% (V,D)
compatibles avec 2, c'est-a-dire tels que ij;"(x)(,@ 02)=2(q9(X)),
ou encore compatibles avec j°(Bo02) et Z au sens de 2.3.On peut

alors énoncer en conséquence de ce qui précéde :

PROPOSITION.

i) Si ® opeére transitivement sur (M, p, V), alors (Q*®(V,®,2), q,V)
est un triplet de classe C™ .

i) Si en outre V est modelée sur un C-espace de Banach, alors
(0®°(V,®,2),q,V) est une fibration.

iii) Si en outre V est paracompacte et modelée sur un C *espace
de Banach, séparable et C*™ -normal, alors (Q=(V,®,2), g, V) admet

des sections.
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IV.3. Connexions de Cartan.

Soit (M, p, V) comme ci-dessus, V étant supposée modelée sur un
C -espace de Banach. On appelle élément de soudure [ 3] d'ordre infinide
Va(Mp,V)en xeV tout Sell®(V,pt(x)) tel que a(S)=x. Le
plongement naturel J®(V,p }(x))»>]®(V,M,p) induit par p~}(x)CM
permet, ce que l'on fera dans la suite, d'identifier un élément de soudure
a un élément infinitésimal vertical & (M, p, V). On appelle alors soudure
d'ordre infini de V a (M, p, V) toute section S de (];"(V,M,p),p, V)
telle que 8( x) soit un élément de soudure quel que soit x € V. Si le grou-
poide différenciable transitif ® opére sur (M,p,V), on appelle [3]
élément de ® -connexion de Cartan d'ordre infini relatif & S, tout X €
Q%®(V,®) compatible avec & au sens de 2.4. On appelle ® -connexion de
Cartan d'ordre infini relativement & & toute connexion X : V+ Q®(V, ®)
telle que %(x) soit un élément de connexion de Cartan relativement 2 )
en tout x € V. Une telle connexion n'étant rien d'autre qu'une section de
(Q®(V,®), q,V) a valeurs dans (Q®(V,;®;8) défini dans 2. 4, on peut

énoncer comme conséquence :

PROPOSITION. Soit (M, p, V) un triplet de classe C*, soit S une sou-
dure de classe C™ de V a (M,p,V) et soit ® un groupoide différen-
tiable opérant transitivement sur (M, p, V). On suppose que V est para-
compacte, modelée sur un C-espace de Banach séparable et C* -normal.
Alors il existe sur V des ®-connexions de Cartan compatibles avec la
soudure §.

En effet, (Q(V., ®, 8), q,V) est alors une fibration de classe

C* admettant des sections.
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