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CONNEXIONS D’ORDRE INFINI

par Paul VER EECKE

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Vol. Xl, 3

N Uv xoi évvow, pn8évtoç tou rrept Touç koyouç
ua8nuatoç, wç xou yov Éoti ...
tùv tou Yvwpiçeiv evexa tiç auto erritn6eun, 
akka un ïoS xarrnkeùeiv.

(Platon, République, VII)

Cet article qu’une note [11] avait annoncé propose une notion de

connexion d’ordre infini accordée à celle d’ordre supérieur fini imaginée

par C. Ehresmann [ 5 ] .

Une connexion d’ordre n sur une variété banachique V à valeurs

dans un groupoide différentiable O de base V consiste en un champ sur

V d’objets de Qn (V , O) , variété dite des éléments de O -connexion

d’ordre n sur V . Qn (V , O) est une sous-variété de la variété J n (V , O)
de tous les jets infinitésimaux d’ordre n de V dans O et la condition

sous laquelle un élément de J n (V , O) appartient à Qn (V , O) est de

satisfaire à certaines relations qui ne peuvent être écrites plus simplement
ni rendre mieux le sens géométrique sinon dans le calcul des jets. Les

mêmes voies conduisent aux connexions d’ordre infini. V et W étant des

variétés de classe C°°, il s’agissait de munir l’ensemble J°° ( V, W ) des

jets infinitésimaux d’ordre infini de V dans W d’une structure différen-

tielle [ Ch. III] ; celle-ci étant à modeler sur un espace de Fréchet non

normable, il fallait une théorie des variétés localement convexes [Ch.

II] qui fût rapportée à un calcul différentiel approprié [Ch. I]. Sous
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réserve de certaine condition de l’espace normé modelant V, J °° ( V , W )
est homéomorphe à la limite d’un système projectif (J n (V , W), TTmn). Les

relations analogues à celles qui définissent les sous-variétés Qn (V , O)

de J n (V , O) font distinguer dans J°° (V , O) la sous-variété Q°° (V ,O)
des éléments de O-connexion d’ordre infini. On appelle O-connexion
d’ordre infini sur V un champ V - Q°° (V , O) de classe C °° et il se

trouve que les propriétés déjà reconnues à l’ordre fini [5 ], 9 1 subsis-

tent à l’ordre infini [Ch. IV ] .
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CHAPITRE I

CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES

LOCALEMENT CONVEXES

I.1. b- dérivation [8] .

Soient E, F des espaces vectoriels topologiques réels, F étant

supposé séparé, et L ( E, F) l’espace vectoriel des applications linéaires

continues de E dans F . On dit qu’une application f définie dans l’ouvert

U de E à valeurs dans F est b -dérivable en x 0 E U s’il existe u E L (E , F )

vérifiant ce qui suit : Pour tout voisinage W de 0 E F et pour toute partie
bornée M de E il existe un réel r &#x3E; 0 tel que 8  l t l  r, h E M entraînent

Etant démontré qu’il existe au plus un obj et u satisfaisant à ce qui précède,
on le désigne par f’(xo) ou D f (xo) et on l’appelle b - déri,vée de f en x 0
ou, plus simplement, dérivée de f en x 0 ; en effet si E est normable, alors

u E L (E , F ) est la b -dérivée de f en xo si, et seulement si, u est la

dérivée de f en xo au sens ordinaire. On dit que f est dérivable si D f (x)
est définie pour tout x E U; dans ce cas l’application D f : x - D f (x) défi-

nie dans U, à valeurs dans l’espace vectoriel topologique séparé L ( E, F )
de la convergence bornée, est appelée dérivée de f .

1.2 . Théorème des accroi ssements f inis [ 10 ] .

1.2.1. Soit f une fonction définie sur l’intervalle réel [ a, b] à valeurs dans

l’espace localement convexe séparé E. Si f est continue et dérivable à

droite en tout point du complémentaire d’un ensemble dénombrable D , alors

on a

où C est l’enveloppe convexe fermée de

1.2.2. COROLLAIRE 1. Soit f une application dérivable définie sur l’ou-

vert U de l’espace vectoriel topologique E à valeurs dans l’espace loca-
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lement convexe séparé F; quels que soient x, y e U tels que le segment

[x, y] soit contenu dans U on a f ( y ) - f( x ) E C, où C désigne l’enve-

loppe convexe fermée de

1.2.3. COROLLAIRE 2 . Soit f : U C E -&#x3E; F comme ci- dessus. Soit xo E U

et soit M C U - x 0 un borné équilibré.
i) Si D f est bornée sur xo + M , alors

est borné.

ii ) Si D f est continue en x0 par rapport à xo + M , alors f est con-

tinue en xo par rapport à xo + M .

DEMONSTRATION.

i) Il existe un ensemble borné N de F, qu’on peut supposer convexe

et fermé, tel que entraînent D’ où

pour et enfin

quels que soient

ii) Soient W un voisinage convexe fermé de 0 E F et Wl un voisi-

nage de 0 E F tel que W 1 + W 1 C W . Il existe un voisinage équilibré V de

0 E E tel que tel que b E V entraîne . et tel que

entraînent

Pour tout on a al or s th E V n M , d’où :

d’où f (xo + h) - f (xo) E W quel que soit h E V n M.

1.3. Dérivées d’ordre supérieur.

I. 3. 1. Soient E, F des espaces vectoriels topologiques; L ( E , F ), muni

de la convergence bornée, étant un espace vectoriel topologique, on définit

par itération pour tout entier n &#x3E; 0, l’espace vectoriel topologique

Soit L n, b (E, F) l’espace vectoriel topologique des applications n -liné-

aires bornées de En dans F, muni de la topologie de convergence bornée.
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L’application naturelle Y qui à tout u E L ( E , ... , L ( E, F)...)) fait corres-

pondre une application n -linéaire de En dans F prend ses valeurs dans

L n , b ( E , F); en outre, pour les topologies de convergence bornée, Y est un
homéomorphisme linéaire sur un sous-espace vectoriel de Ln , b ( E ,F) formé
d’applications bornées séparément continues que l’on désignera par L (n)( E, F).
Pour tout n &#x3E; 1 l’application naturelle qui à tout u E L ( E , L (n -1) (E , F))
fait correspondre l’application n -linéaire (x1 , ... , xn ) -&#x3E; u (x1) (x2 , ... , xn )
est un homéomorphisme linéaire de L ( E , L(n-1)(E, F)) sur L(n)(E, F) .
Si E est normable, alors L (n) ( E , F ) = Ln, b (E , F ) n’est rien d’autre que
l’espace vectoriel Ln ( E , F ) des applications n - linéaires continues.

1. 3. 2. Soit f une application définie dans l’ouvert U d’un espace vectoriel

topologique E, à valeurs dans l’espace vectoriel topologique séparé F.

Les espaces vectoriels topologiques L (n) ( E, F ) étant séparés, on définit

par la récurrence suivante pour n &#x3E; 1 la dérivabilité d’ordre n de f en

x 0 e U et la dérivée d’ordre n de f en xo, notée Dn f (xo) ou f(n)( X 0),
élément de L(n)(E, F) . Ces notions étant supposées définies à l’ordre

n-1, on dit que f est n fois dérivable en x 0 s’il existe un voisinage ouvert

V C U de x 0 tel que f soit (n- 1) fois dérivable en tout x E V et que

Dn -1 f : V -&#x3E; L (n-1)(E , F ) soit dérivable en xo . On appellera alors dérivée

d’ordre n de f en xo et on notera Dnf(x 0 ou f (n)(x o), l’image de

D (Dn-1f) (xo) dans l’identification naturelle :

Lorsque E est normable cette définition coïncide avec la notion tradition-

nelle. Si E = R , on peut identifier Dn f (xo) à un élément de F au moyen
de l’identification L n (R , F) ’V F qui à u fait correspondre u (1 , ,..., 1 ) .

1.3. 3. La dérivation est additive et en outre linéaire au sens précis que
voici :

REMARQUE. Soit f : U C E -&#x3E; F une application n fois dérivable en xo C U.
i ) Si u : F --&#x3E; G est une application linéaire continue d’espaces vec-

toriels topologiques séparés, alors u o f : U - G est n fois dérivable en xo
et on a :
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ii) Si u : E1 -&#x3E; E est une application linéaire continue, alors fou: 
-1 -1
u ( U) C E -&#x3E; F est n fois dérivable en tout y o E u (xo) et on a :

en désignant par u(n) l’application de En dans En induite par u .

1.3.4. Soient E1,",, n, F des espaces vectoriels topologiques; on dit qu’une

application n -linéaire bornée u : E 1 X ... X En -&#x3E; F est hypocontinue par

rapport à Ei si l’application linéaire

qui à xi fait correspondre
est continue.

Si u est hypocontinue par rapport à Ei pour chaque i = 1 ,... , n, on

dira que u est hypocontinue, ce qui implique que u est séparément conti-

nue. On désignera par Lh (E1 ,..., En , F) le sous-espace de Lb(E1,...,En,F)
formé des applications hypocontinues.

P RO P OSITION. Soit f une application définie dans un ouvert U d’un espace
vectoriel topologique E à valeurs dans un espace localement convexe

séparé F. Si f est n fois dérivable en xo E U, alors l’application n -liné-
aire Dn f (xo) est symétrique et hypocontinue.

Puisque Dn f (xo) est hypocontinue par rapport au premier argument,
il suffit de démontrer que Dn f (xo) est symétrique.

Quels que soient (b1 ,... , hn) E En et la permutation cr de {1,..., n},
il s’agit de vérifier :

Soit f l’application définie sur l’ouvert

U - xo et soit u : R n - E l’application soit enfin

la base canonique de R n . D’après 3.3 l’application f o u :
est n fois dérivable en 0 et on a :
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CAS GENERAL. F étant localement convexe, il suffit de vérifier que

pour toute forme linéaire continue z’ sur F . Or compte tenu de 3.3 et de

ce qui précède, on a :

1.3. 5. Soit f une application définie dans l’ouvert U d’un espace vectoriel

topologique E à valeurs dans un espace vectoriel topologique séparé F.

On dira que f. est de classe CP, p &#x3E; 0 , en xo E U si les conditions sui- 

vantes sont vérifiées :

i) f est continue en xo .
ii ) Il existe un voisinage V C U de xo tel que la restriction de f

à V soit p fois dérivable et que, pour tout k  p, l’application Dk f : V -&#x3E; 

L (k)(E, F ) soit bornée sur les bornés et continue en x o par rapport à tout

sous-espace borné.

On dit que f est de classe CP si f est de classe CP en tout point.
Si F est localement convexe alors ii) est équivalente à :

ii)’ Il existe un voisinage V C U de xo tel que la restriction de f
à V soit p fois dérivable et que DP f : V --&#x3E; L (p)(F, F) soit bornée sur les

bornés et continue en xo par rapport à tout sous-ensemble borné.

En effet, ceci résulte de 2.3 puisque les espaces L(n)(E, F ) sont

localement convexes.

On remarque enfin que, E et F étant supposés normables, f est de

classe CP en xo au sens qui précède si, et seulement si, cette propriété
a lieu au sens traditionnel.

1.4. Transitivité.

1.4.1. PROPOSITION. Soit f une application définie sur l’ouvert U d’un

espace vectoriel topologique E à valeurs dans un espace localement con-

vexe séparé F, soit g une application définie dans un ouvert V D f ( U) de

F et à valeurs dans un espace vectoriel topologique séparé G, et soit xo E U.

On suppose que f est dérivable, que Df : U -&#x3E; L ( E, F) est bornée sur les
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bornés et que g est dérivable en f (xo). Alors g o f : U -&#x3E;G est dérivable

en xo et on a

Soient M un borné de E et W un voisinage de 0 e G. Puisque l’on

a Dg (f (xo)) o D f (xo) E L ( E , G ) il s’agit d’indiquer a&#x3E;0 tel que h E M ,
0 l t l a entraînent

ou encore ( 1 )

pour un voisinage W i de 0 E G tel que
soit V 

1 
un voisinage de 0 E F tel que . Il

existe r &#x3E; 0 tel que l t l r, h E M entraînent

et par conséquent ( 2 ) .

Il existe par hypothèse un borné N de F, qu’ on peut supposer con-

vexe et fermé, tel que entraînent J

d’où pour ; d’ après 2.2

on a alors

D’ autre part il existe tel que en-

traînent

1-4-2. LEMME. Soient E ,... , E , F des espaces vectoriels topologiques
séparés et soit u : E 1 X ... X En --&#x3E; F une application n -linéaire hypocon-
tinue par rapport à E1et séparément continue. Soit U un ouvert d"un espace

vectoriel topologique E, soit xo E U et, pour i = 7 , ... , n, soit f i : U -&#x3E; Ei
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une application dérivable en xo . On supposera enfin que l’un ou l’autre

groupe des conditions suivantes est vérifié.

i ) Pour i &#x3E; 1, Ei est localement convexe, fi est dérivable en tout

point et D fi : U -&#x3E; L ( E , Ei ) est bornée sur les bornés.
ii) u est hypocontinue et pour 1&#x3E; 1, f i est bornée sur les bornés.

Alors uo (f1, ..., fn): U -&#x3E; F est dérivabl e en xo et pour tout h E E
on a

Puisque u est séparément continue, le membre de droite de l’égalité

proposée est une fonction linéaire continue en h E E et il s’agit alors pour
tout borné M de E et pour tout voisinage W de 0 E F d’indiquer a&#x3E; 0 tel

que lt l  a , h E M entraînent xo + th E U et

Compte tenu de la multilinéarité de u on a :

où P n désigne l’ensemble des parties de {1,..., n} et où on a posé :

En désignant par Pn le sous-ensemble de Pn formé des parties de
{2 ,..., n} ayant au moins deux éléments, le membre de gauche de la rela-

tion ( 1) s’écrit
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Soit alors W1 un voisinage équilibré de 0 E F tel que (2n- 1) WIC W .
Il s’agit pour chacun des 2n-l termes de la somme totale qui précède d’in-

diquer a&#x3E; 0 tel que ce terme (dépendant de t et h ) soit contenu dans t W 1
pour 1 t l a et h E M . Vérifions d’abord la propriété pour un terme quel-
conque du troisième groupement, soit le i5".

Il existe un voisinage V. de 0 E Ei tel que yi E V i entraîne

d’autre part, il existe a&#x3E; 0 tel que 1 t  a, , h E M entraînent x 0 + th E U

et

d’où

Soit 0  r  1 tel que h E M , l t l  r entraînent xo -f- th E U .

Compte tenu de 2.2 on vérifie comme dans 4.1 qu’il existe pour

chaque i = 2 , ... , n un borné convexe symétrique et fermé N i de E i tel

que, sous l’hypothèse i) l’on ait

et sous l’hypothèse ii)

f i(xo + th ) - f i(xo ) E Ni quels que soient t  r, h E M et i = 2 ,..., n .

On peut supposer fi (xo) E N i pour tout i = 2 , ... , n . On examinera alors

successivement le cas du terme général du deuxième et du premier groupe-
ment de ( 2 ) sous les hypothèses i ) d’abord. Pour chaque cr E Pn on a alors

quels que soient

h E M, où h(6) &#x3E; 2 désigne le nombre d’éléments de 6. Puisque u est

bornée il existe 0  a  r tel que l a entraîne

d’où

Il reste à examiner le cas du ième terme du premier groupement sous les

hypothèses ii ) ; or on a :
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Soit W 2 un voisinage équilibré de 0 E F tel que W 2 + W 2 C W 1.
Puisque u est hypocontinue par rapport à E 1 il existe un voisinage V’l de
0 6 E tel que y 1 E V i , y; E N i entrainent

D’autre part, il existe 0  a r tel que l t l  a, h E M entraînent

ce qui implique que le premier terme de ( 3 ) est contenu dans t W 2 . On re-
marque enfin que

est borné, ce dont il résulte que l  oc, h E M entraînent que le second

terme de (3) est contenu dans t 2 B et donc dans t W 2 à condition de res-

treindre éventuellement a .’

Supposons maintenant vérifiées les hypothèses ii); on examinera

par un même procédé le cas du terme général du premier ou du second grou-

pement de (2) , c’est-à-dire u6 (th), 6 E Pn tel que n (6) &#x3E;2 . Soit alors

i le plus petit élément de 6 et j le plus petit élément de 6 - 1 i 1 . On a :

Soit alors W2 un voisinage équilibré de 0 E F tel que
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Il s’agit pour chaque terme de (4) d’indiquer 0  a r tel que pour l t l  a,

h E M ce terme soit contenu dans t W3. Il existe d’abord un voisinage Vi de
0 E Ei tel que yi E Vi, yi E Ni pour j # i (on pose N 1 = {f1 (xo)}) entraî-

nent u (Y1,..., Yn) E W 3. Pour 0  a 2 tel que l t l a,, h E M entraînent

le premier terme de (4) est alors contenu dan s t W 
3 . En suite il existe un

voisinage Vj de 0 E Ej tel que Yi E D f i(xo) (M) , Yi E Vi, Yk E Nk Pour
k =t i, j entraînent u (y 1 , ... , yn) E t W 3 . Pour 0  a  r tel que l t l a ,
h E M entraînent

le deuxième terme de (4) est alors contenu dans t W 3 . On achève la démons-
tration en remarquant que le troisième terme de (4) est contenu dans t B 1,
où B1 désigne l’ensemble borné

1.4.3. Pour des entiers n , p tels que 0  p  n on désignera par P l’en-
semble des systèmes

- r

est une sous-suite de (1, ,..., n) telle que et que

soit une permutation de (1, ... , n).

PRO P OSITION. Soit f une application définie dans l’ouvert U d’un espace
vectoriel topologique E à valeurs dans un espace localement convexe

séparé F. Soit g une application définie dans l’ouvert V D f( U) de F et

à valeur dans un espace vectoriel topologique séparé G.

On suppose que f est n fois dérivable en xo E U et que Dn-1f:u

L(n-1) (E, F) est définie et bornée sur les bornés. On suppose que g est

n fois dérivable en f (xo) et (n-1) fois dérivable en tout y E V . Soit enfin
l’une ou l’autre des conditions suivantes :

i) D n f : U -&#x3E; L(n) ( E , F) est définie et bornée sur les bornés et en

outre : ou bien G est localement convexe, ou bien n  2.

ii) F est infratonnelé , G est localement convexe et n &#x3E; 1.

Alors g o f : U - G est n fois dérivable en xio et on a : 
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où TT a désigne la projection naturelle

sur

On démontre d’abord par récurrence l’énoncé correspondant à i ) . La

proposition étant établie pour n = 1 d’après 4.1, on la suppose vraie à

l’ordre n-1 . Il résulte alors des hypothèses que Dn-1(g o f) (x) est défi-
nie pour tout x E U et on a :

où

désigne l’application qui à (v , U 1 ,..., u p ) fait correspondre

(on remarque que Dp g o f : U -&#x3E; L(p)(E, G), p  n prend ses valeurs dans

L ph (E , G ) en vertu de 3.4 . On observe que chaque application Ya , ... 
pp

est multilinéaire, séparément continue et en outre hypocontinue par rapport
à L ph (F , G) . D’autre part, Dp g o f : U -&#x3E; L ph (F , G ) est dérivable en xo en
vertu de 4.1 et, D n f étant bornée sur les bornés, il en résulte d’après 3.5

que D (D k f ) : U -&#x3E; L (E , L (k) (E , F)), identifiée à Dk+1f: U -&#x3E; L (k + 1)(E, F),
est bornée sur les bornés pour k  n . Il résulte alors de 4.2 que

est dérivable en xo . Pour démontrer l’expression développée de D n (g o f ) (xo),
on suppose G localement convexe, (on vérifie aisément le cas n = 2 par

une démonstration directe sans hypothèse restrictive sur G ). Pour
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En vue de démontrer la proposition sous les hypothèses ii) on

observe en vertu de i) que g o f : U -&#x3E; G est n- 1 fois dérivable et qu’il
s’agit alors comme ci-dessus de vérifier que :

est dérivable en xo . Or on peut invoquer les mêmes raisons que ci-dessus

pour affirmer que chaque terme de cette somme est dérivable en x 0 sauf

l’unique terme qui correspond à p = 1, c’ est-à-dire x -&#x3E; Dg (f (x)) o D n -1 f (x).
Quant à cette application on remarque qu’elle est obtenue en composant

l’application
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dérivable en x 0 avec l’application bilinéaire e : L(n)(E , F ) X L (F , G) -&#x3E;

L(n)(E,G) qui à (u,v) fait correspondre v o u . La fonction 8 o (D n-1 f, D g o f )
est dérivable en x 0 en vertu de la variante ( i ) du lemme 4.2 . En effet,

D g o f et Dn-i f sont dérivables en xo et Dn-1f est bornée sur les bornés.
D’autre part 8 est hypocontinue. En effet, il est évident que 6 est hypo-
continue par rapport à L ( F , G ) ; on démontre que 0 est hypocontinue par

rapport à L (n)(E , F) en observant que toute partie bornée de L ( F , G) est

équicontinue parce que F est infratonnelé et G localement convexe.

R E MA R Qu E s. Le théorème de transitivité ponctuelle du calcul différentiel

dans la catégorie des espaces normables admet en ordre n &#x3E; 1 une extension

stricte à la catégorie des espaces infratonnelés, a fortiori à celle des es-

paces localement convexes métrisables. En termes précis, on obtient en

corollaire de l’énoncé précédent le théorème classique qui affirme pour

f : U C E -&#x3E; F, et g . V C F4 G où E , F , G sont norm-ables et f(U)C V,

que g o , f : U --&#x3E; G est n fois, n &#x3E; 1 , dérivable en x 0 e U sous les seules

conditions que Dn I( x ) et Dn g( f (xo)) soient définies.

1.4.4. PROPOSITION. Soit f une application définie sur l’ouvert U de l’es-

pace vectoriel topologique E à valeurs dans l’espace localement convexe

séparé F et soit g une application définie sur l’ouvert V D- f( U) de F à

valeurs dans l’espace localement convexe séparé G . Si f est de classe Cn

en xo e U et si g est de classe Cn en f(xo), alors go f : U-&#x3E; G est de

classe Cn en x .
0

Il s’agit de remarquer que g o f est continue en x 0 et de démontrer

que Dn ( g o f ) est définie sur un voisinage de xo, bornée sur les bornés et

continue en xo par rapport aux bornés.

Il existe un voisinage ouvert V1 CV de f (xo) tel que Dn g (y) soit

définie pour tout y e V 1 et tel que D ng : V1 -+ L(n) (F, G) soit bornée sur

les bornés et continue en f (xo) par rapport aux bornés. Puisque f est

continue en xo , il existe un voisinage ouvert U 1 C U de xo tel que

f (U 1) C V 1, tel que D n f (x) soit définie pour tout x E U 1 et tel que D n f : 

U 1 -+ L(n)(E, F ) soit bornée sur les bornés et continue en x 0 par rapport
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aux bornés. Il résulte de 4.3 que Dn (g o f) (x) est alors définie pour tout

x E U 1. 
D’autre part l’expression présentée ci-dessus :

montre que Dn(go f ) est bornée sur les bornés. En effet pour p = 1,..., n

l’application Dp f est bornée sur les bornés de U 1 et Dp g est bornée sur
les bornés de V 1; enfin les applications Ya ,..., a sont bornées.

D’autre part pour tout (a, 1,..., ap) E Pn, p1les hypothèses et 3.4
entraînent que

est continue en xo par rapport aux bornés; or Ya ,....., a p, hypocontinue
relativement à L p, h (F, G), est continue par rapport aux bornés. Il en résul-

te que DP(g o f ) est continue en xo par rapport aux bornés.

1.5. Densité.

1.5.1. Da.ns ce qui suit on dira qu’un espace vectoriel topologique E est un

C -espace si la condition suivante est vérifiée.

(C) Pour tout voisinage V de 0 E E il existe une fonction f : E --&#x3E; R

de classe C°° telle que :

i) supp(f) C V,

ii ) DP f est bornée sur les bornés quel que soit p &#x3E; 0 ,

iii) /f(0) #0 et Dp f (0) = 0 quel que soit p &#x3E; 0.

Tout espace préhilbertien est un C -espace. En effet soit h : R --&#x3E; 

[0 , 1] une fonction de classe C°° telle que

i ) supp (h)C [-1, 1 ] ,
ii ) h ( 0) = 1,

iii)h(P)(0) = 0 pour tout p&#x3E; 0 .
Alors la fonction numérique x -&#x3E; h (lxl2) définie dans E vérifie les

axiomes ( C ) (on tient compte de ce que x -&#x3E; lx 12 est dérivable et que l’on

a D(y -&#x3E; lY2l)(x) (h) = 2  x, h &#x3E; quels que soient x, h E E).

1.5.2. E et F étant des espaces vectoriels topologiques, on désignera
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par L"(E, F) l’espace vectoriel topologique des applications n -linéaires
continues symétriques.

PROPOSITION. Soient E un C -espace normable, F un espace localement

convexe métrisable; pour tout n E N soit en f in cn E L n s( E , F).
Il existe alors une application f: E -&#x3E; F de classe C°° telle que

Dn f (0) = cn quel que soit n E N .

La démonstration est une extension naturelle du cas classique où

E est de dimension finie et F = R. Soient // une norme de E’ et cp : E--&#x3E; R

une fonction de classe C°° vérifiant la condition ( C ) . On peut supposer :

cp ( x ) = 0 pour x &#x3E; 1 et cp (0) = 1. Désignons par cn l’application x -

c n ( x ,..., x ) de E dans F. pour p = 0 , 1,..., n on pos e

P our 0  a  1 et n E N on désignera par f n , a l’application
de E dans F. e Pour n E N , soit B C F l’enveloppe équilibrée de

Bn est bornée; pour p , n E N il en résulte que

est un borné équilibré de Ln ( E , F ) e On démontre d’abord :

quels que soient

D’après les formules usuelles du calcul différentiel (règle de Leib-

niz) on a :

où S p , k désigne l’ensemble des sous-suites de k -éléments de (1,..., p) et

où (i 1’...’ i p- k) est la sous-suite de (1,...,p) complémentaire à (i1,...,ik).
D’où
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En tenant compte de l’inégalité pour p  n et de ce que

/x/ &#x3E; 1 &#x3E;a entraîne cp(x) = 0, il vient:

quels que soient x E E et n , p E N tels que p Én. Soit ( Wn ) une suite

fondamentale décroissante de voisinages convexes symétriques de 0 E F .

On posera

P our chaque p E N la suite (W n, p)n E N est un système fondamental de

voisinages convexes symétriques de 0 E L p(E, F); pour tout n E N il

existe tel que d’où quels
.

que soient n , p EN. Soit (a n) une suite décroissante telle que 
pour tout n E N . On vérifie maintenant, pour tout p E N , que la série

converge uniformément. Cette série converge simplement parce

que pour x # 0 (la chose étant évidente au point 0 E E ) il existe n o tel

que pour n &#x3E; n o . Il suffit donc de vérifier

que est une suite de Cauchy dans l’espace de conver-

gence uniforme Ou encore pour tout n E N, il s’agit

d’indiquer un entier tel que entraînent

est un système fondamental de voisi-

nages de 0 EL p (E, F). On observe que ceci est vrai en posant m (n , p) =
. En ef f et compte tenu de (1), pour
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D’où k &#x3E; max (n, p ), 1 &#x3E; 0, x E E entraînent

Compte tenu des théorèmes généraux de convergence [ 10 ] , ce qui précède
montre que est de classe C°° et pour tout p E N on a
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CHAPITRE II

VARIETES LOCALEMENT CONVEXES

II.1. Atlas, morphismes.

II.1.1. Soit CP la classe des objets ( f , U , E , F ) où E , F sont des espa-

ces localement convexes séparés et f une application de classe CP défi-

nie sur un ouvert U de E à valeurs dans F.

Si ( f , U, E , F ) et ( g, V , F, G ) sont des objets de CP tels que

f (U) C V , alors ( g o f , U , E , G ) est un objet de ep en vertu de 1.4.4.

Ce qui permet une théorie des variétés modelées sur des espaces locale-

ment convexes (chose déjà entreprise [ 1 ] pour un calcul différentiel dis-

tinct de celui-ci) sur le modèle de celle des variétés banachiques. On

énumère ci-après quelques notions et propriétés utiles dans la suite, les

démonstrations qui seront omises, étant celles qui réussissent pour les

variétés banachiques ([2] , [9]), à la condition que le théorème des

fonctions implicites n’y soit pas indispensable.

11. 1. 2. Soit V un espace topologique; on appelle atlas localement convexe

de classe CP sur V la donnée d’un ensemble LI de triplets ( Va, fa’ Ea) ,
a E LI vérif i an t ce qui suit :

i)(Va) ae @ est un recouvrement ouvert de V .

ii) Pour tout a, E @, Ea est un espace localement convexe séparé
et fa: Va -&#x3E; fa( Va) est un homéomorphisme de Va sur un ouvert de Ea.

iii) Quels que soient a, B E @ tels que V a n V,8 0, 1"applica-

f B o fa: f a(V a n VB) C E a -+ EB est de la classe CP.

On définit alors de manière naturelle ce qu’est un atlas complet de

classe Cp sur un espace topologique et on appelle variété localement

convexe (on dira désormais variété l.c.) de classe C P la donnée d’un

espace topologique muni d’un atlas localement convexe complet de classe
CP.

II.1.3. V étant une variété localement convexe de classe C p et Q son

atlas complet, on appelle sous-variété ouverte de V tout ouvert W de V

muni de l’atlas complet de classe C p induit par (î.
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II. 1.4. On dit qu’une application f : V -&#x3E; W de variétés 1. c. de classe C P

est un morphisme si pour tout x E V , il existe des cartes ( V’, cp, E) et

(W’ , Y, F ) de V et W en x et f ( x ) telles que f (V’) C W’ et que

soit de classe C p . Si f : U --&#x3E; V et g : V -&#x3E; W sont des morphismes de

variétés de classe CP , alors g o f : U -&#x3E; W est un morphisme. Une appli-
cation f : V -&#x3E; W de variétés est un difféomorphisme si f est une bijection
et que f et f -1 sont des morphismes.

11.2. Immersions, submersions.

11.2.1. Soit f : V -&#x3E; W une application de variétés de classe Cp . On dit que

f est une submersion si, pour tout x e V, il existe

i) une sous-variété ouverte V’ C V telle que x E V’ ,

ii ) une sous-variété ouverte W’ C W telle que f (V’)C W’,

iii ) une variété W" de classe Cp,

iv) un difféomorphisme cp : V’ - W’ x V" tel que

soit commutatif.

La composée de deux submersions est une submersion.

Il. 2.2. On dit qu’une application f : V -&#x3E; W de variétés l.c. de classe CP

est une immersion si, pour tout x E V , il existe

i ) une sous-variété ouverte V’ C V telle que x E V’,

ii ) une sous-variété ouverte W’ C W telle que f (V’) C W’,

iii) une variété W" de classe Cp ,
iv) un difféomorphisme cp : W’ -&#x3E; V’ X W" et un point y E W" tels que

soit commutatif, où i y désigne l’injection x -&#x3E; (x , y ) .
La composée de deux immersions est une immersion.
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11. 2. 3. Soient V et W des variétés l.c. de classe Cp . On dit que V est

une sous-variété de V si

i ) W C V,

ii) la topologie de W est celle induite par V,

iii) l’injection naturelle W -&#x3E; V est une immersion.

Si W est ûn sous-ensemble d’une variété V de classe Cp , il existe
au plus une structure de variété de classe CP sur W telle que W soit une

sou s-variété de V.

Si U, V , W étant des variétés de classe CP, U (resp. V ) est sous-
sous-variété de V (resp. W ) , alors U est sous-variété de W.

11.2.4. Soit f : U - V un morphisme de variétés de classe CP prenant ses

valeurs dans une sous-variété W de V; alors f : U -&#x3E; W est un morphisme
de variétés.

11. 2. 5. On appelle plongement un morphisme f : V - W de variétés de classe

CP tel que f ( V ) soit une sous-variété de W et f : V -&#x3E; f ( V ) un difféomor-

phisme.

11.2.6. Soit f : V -&#x3E; W une submersion de variétés de classe CP et soit U

une sous- variété de W, alors f -1(U) est une sous-variété de V et f :

f -1(U) -&#x3E; U est une submersion. Cette propriété est d’usage courant en

géométrie sous la forme suivante : soient f : V -&#x3E; W une submersion et

g : U -&#x3E; W un plongement de variétés de classe Cp ; alors f -1(g (U)) est

une sous-variété de V et l’application h : f -1( g( U )) -&#x3E; U définie par

composition de f et de g l -1 g (U) est une submersion.

ll. 2. 7. Soient U, V , W des variétés de classe CP, f : U - W et g : V -&#x3E; W

des submersions. Le sous-ensemble t7 tx) V de U X V tourné des ( x , y )
tels que f (x) = g( y ) (qu’on appelle le produit fibré de f et de g) est

alors une sous-variété de U X V et les flèches du diagramme commutatif

sont des submersions.
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11.3. Groupoi’des différentiables, fibrations.

II. 3.1. Dans ce qui suit on appellera groupoïde différentiable [ 7 1 de classe

CP un ensemble (D , muni d’une structure de groupoïde et d’une structure de

variété 1. c. de classe CP vérifiant :

i ) le sous-ensemble C formé des unités de (D est une variété,

ii ) les applications source a : O -&#x3E; C (qui à f fait correspondre son

unité à droite) et but b : O -&#x3E; C (qui à f fait correspondre son unité à

gauche) sont des submersions,

iii)la loi de composition du groupoide (f, g) -+ gl définie sur le

produit fibré (D X O de b : O -&#x3E; C et de a : O - C (ce produit fibré est une

variété d’après 2.7 ) est un morphisme de (D M (D dans (D ,

iv) l’inversion f - f -1 du groupoide est un morphisme de (D dans O .
Si la variété (D est banachable alors l’axiome iv) résulte des pré-

cédents [7 ] , [9] et l’axiome ii) est équivalent à :

ii)’ les applications a .- (D -+ (D et b : O --&#x3E; O sont des morphismes.
On dit que le groupoide différentiable (D est transitif (resp. loca-

lement transitif) si ( a, b) : (D -+ C X C est une submersion surjective

(resp. une submersion) .

11. 3.2. On appellera base d’un groupoide différe-ntiable (D tout couple (V, i),

où i est un difféomorphisme de V sur la sous-variété des unités de 0 : on

désignera alors par les mêmes symboles et on appellera morphismes source

et but de (D rapporté à ( V , i ) les submersions évidentes a : O -&#x3E; V et

b : O -&#x3E; V .

ll. 3.3. Soit (M, 7T, V ) un triplet de classe CP c’est-à-dire une submersion

surjective 17 : M -&#x3E; V de variétés l.c. de classe CP. On appelle groupoide

d’opérateurs [7], [9] sur ( M, 7T, V) les données d’un groupoide diffé-

rentiable O de classe Cp , de base ( V , i ) et d’un morphisme (f , z ) --&#x3E; fz
définie sur la sous-variété (D 181 M, produit fibré des submersions a : O --&#x3E; V

et 17 : M - V, à valeurs dans M vérifiant ce qui suit :

i) Pour tout ( f, z) E O X M on a : b( f) = TT (fz),
ii ) si g ( f z ) ou ( g f ) z est défini alors, g (f z) et (g f) z étant

définis (ce que l’on voit aisément), on a : g( f z ) = (gf) z.
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iii ) Pour tout z E M on a i (TT ( z )) z = z (le membre de gauche
étant défini de toute évidence) .

On dit que $ opère transitivement sur (M, TT, V) si le morphisme

(f , z) -&#x3E; (z, f z) de O X M dans M X M est une submersion surjective.

11.3.4. Soit s une section du triplet (M , TT, V ) sur lequel opère transiti-

vement le groupoide différentiable (D. L’ ensemble O (s) formé des f E O 
tels que l’on ait f ( s ( a ( f ))) = s ( b ( f )) est un sous-groupoide différen-

tiable transitif de $ de base V que l’on appellera le sous-groupoide

d’isotropie relatif à s .

ll. 3. 5. On appelle fibration de classe CP tout triplet ( M, 7T, V ) de classe

CP tel que, pour tout x E V , il existe un voisinage ouvert U de x, une

variété F de classe C p et un difféomorphisme cp : 7T -1(U) -&#x3E; U X F tels

que

soit commutatif; on dit que ( U , cp. F ) est une carte de trivialisation, U un

ouvert de trivialisation et F une fibre en x . Si V est connexe, alors des

fibres en deux points quelconques de V sont difféomorphes.

II.3-6. P R O P O SIT IO N [7], [9]. Pour qu’un triplet ( M , 7T, V ) de classe

CP soit uné fibration, il suffit qu’il admette au groupoide différentiable
d’opérateurs de classe CP localement transitif.

Soient alors ( M , 17, V ) et ( M’ , TT’ , V ) des triplets munis du

grouporde différentiable O de base V et soit O: M --&#x3E; M’ un morphisme
O -covariant, c’est-à-dire tel que

soit commutatif et que, pour tout couple composable ( f , z) E O l8J M,

f (cp ( z )) (qui est alors défini) égale cp (f z). Supposons que 0 opère tran-
sitivement sur (M’ , TT’ , V), soit s une section de (M’, 7T’, V ) et soit,

conformément à 3. 4 , O (s) le sous-groupoide d’isotropie. Si cp est une
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submersion surjective, alors le triplet (M (s) , TT, V), où M (s) C M est

défini d’après 2.6 par le plongement s : V -&#x3E; M’, se trouve être muni du

groupoide transitif O (s) et constitue par conséquent une sous-fibration

de ( M, 7T, V ) . C’est là le modèle d’une situation courante en Géométrie.

11. 3.7. On dit qu’une variété V de classe CP est CP -contractile s’il existe

un intervalle ouvert I D [0 , 1] de R, un morphisme h : I X V -&#x3E; V et un

point xo E V tels que g (0 , x) = xo et g (1 , x) = x quel que soit x E V.

Tout espace localement convexe E est C°° -contractile puisque l’applica-
tion bilinéaire continue R X E -&#x3E; E qui à (k , x) fait correspondre Xx est

une fonction de contraction de classe C°° .

On dira qu’une variété I.c. V de classe CP est CP-normale si,

quels que soient les fermés disjoints A et B de V, il existe un morphisme

f : V-&#x3E; R de variétés de classe CP tel que l’on ait f (V) C [ 0 , 1 ] , f (A) = 0,

f(B)=1.
On démontre alors comme dans [ 9 ] l’énoncé suivant :

LEMME. Soit (M, 7T, V) une fibration trivialisable de classe CP. On

suppose que la fibre est CP -contractile et que V est CP -normale. Soient U

une sous- variété ouverte de V et s une section de (7T -l( U ) , 7T, U ) 

pour tout ouvert U 1 de V tel que U 1 C U, il existe alors une section s 1
de (M, TT, V) telle que s 1 /U 1 = s /U 1.
P ROP OS ITION. Soit (M , TT, V ) une fibration de classe CP dont les fibres
soient CP -contractiles. On suppose que l’espace topologique V est normal.

Soient alors U 1, V 1 des sous- variétés ouvertes de V telles que V 1 C U 1
et soit s une section de (TT -1 ( U 1 TT, U 1 ). Si l’ouvert V - il 1 est ré-

union dénombrable d’ouverts de trivialisation Cp - normaux, alors il existe

une section c- de (M, TT, V) telle que c- l V 1 = s t V 1 .
Soit (Un )n &#x3E; 2 un recouvrement de V - V i formé d’ouverts de tri-

vialisation CP -normaux. V étant normal on peut par un procédé classique
construire une suite d’ouverts (V n )n &#x3E; 2 telle que (V n)n E N soit un

recouvrement de V et que l’on ait Vn C Un quel que soit n E N . Il existe

aussi pour tout n E N une suite décroissante ( U n (k))kE N d’ouverts de V

tels que
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quel que soit k E N . Pour tout n E N on pose

On a quel que soit n E N . On peut
construire par récurrence une suite ( sn ) où sn est une section de

telle que s 1 = s et que l’on ait

pour tout n E N .

En effet soit (s1 Sn ) une suite finie de sections vérifiant les
conditions précédentes. On observe que est une section

définie sur un ouvert de la fibration trivialisable

de base C’-normale et fibré CP -contractile et que wn n vn + 1 est un

ouvert de Un + i pour lequel on a :

En vertu du lemme, il existe alors une section 

telle que D’où une section

définie au-dessus de en posant

pour pour La suite partielle
vérifie bien la condition de cohérence ( 1 ) . On pose alors

pour tout n E N . La suite croissante

est un recouvrement ouvert de

S n * quel que soit n E N . D’où une section o- de (M, 7T, V ) définie en po-

sant 6 (x) = sn (x) pour x E V n et qui, de toute évidence, prolonge s l V1.
Compte tenu de 3. 6 , on obtient [ 9] :

COROL LAIRE. Soit (M, 7T, V ) un triplet de classe CP. On suppose que
V est paracompacte et modelée en tout point sur un espace normé sépa-
rable CP-normal (par exemple un espace préhilbertien) et que, pour tout

point x E V , la sous-variété íT-l(x) est Cp - contractile (par exemple dif-

f éomorphe d un espace localement convexe) .
Pour que (M, 7T, V ) admette des sections, il suffit qu’il existe

un groupoide différentiable localement transi ti f opérant sur (M,7T, V).
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CHAPITRE III

JETS D’ORDRE INFINI 

III.1. Définitions.

lll. l. l. Soient V , W des variétés l.c. de classe C °° et soit G °° ( V , W )
l’ensemble des couples ( f , x ) où x E V et où f est un morphisme défini

sur une sous-variété ouverte, voisinage de x, et à valeurs dans W . Soit

Poo la relation sur G( V , W ) définie comme suit : ( f , x ) Poo ( g, y ) si, et

seulement si, x = y, f (x) = g(y) et s’il existe des cartes locales

) respectivement telles

que

dans L (k) (E, F) quel que soit k E N . On remarque que Poe est une rela-

tion d’équivalence sur G (V , W); on désigne par J °° ( V , W ) et on appelle
ens emble des jets d’ordre infini de V dans W le quotient G°° ( V , W) / p°°, 
la classe de ( f , x ) , c’est-à-dire le jet d’ordre infini de f en x étant noté

j °° (f). L’ application induit

une application dite source-but

111.1. 2. Soient U, V , W des variétés l.c. de classe C°° et soit

l’ ensemble des couples Les formules de

dérivation des fonctions composées (1. 4.3 ) entraînent que l’application
de dans

est compatible avec les relations d’équivalence P’oo x Poo et p°°, d’où,

comme dans [9] , une application dite composition des jets d’ordre in fini
dans

J°° (V , W) est le produit fibré de

111.2. Coordonnées.

111.2. l. Soient E , F des espaces localement convexes séparés, U un ouvert

de E , V un ouvert de F. On désignera par L°° (U , V ) l’ouvert 



308

de l’espace localement convexe 1

est l’espace des applications n -linéaires hypocontinues, symétriques de

En dans F . On a une application ç : G °° (U , V) -&#x3E; L°° (U , V ) qui à ( f , x)
fait correspondre (x , f ( x ) , ( D n f ( x ))n E N ) , laquelle, compatible avec la

relation d’équivalence p°°, donne lieu par passage au quotient à une injec-
tion w°° : J °°( U, V) -&#x3E; L°° ( U, V) . On dit que úJ 00 ( X) est le système
canonique de coordonnées de X.

PROPOSITION, Soient E un C-espace normable et F un espace locale-

ment convexe métrisable. Alors pour tout ouvert U C E et pour tout ouvert

V C F l’application w °° : J°° ( U , V ) - Loo( U , V) est bi jective.
En effet, il résulte de 1. 5. 2 que l’ application ç : G°° ( U , V ) -&#x3E; 

L°° ( U, V ) est surjective.

III. 2. 2. Soient V, W des variétés 1. c. de classe C°°; soit XE J °° ( V , W)
et soient ( V’, cp, E) et ( W’, Y, F) des cartes locales en x E a( X) et

y = B (X). On désignera par J°° (V , W ; V’ , W’) le, sous-ensemble de

J°° ( V, W ) formé des jets ayant leur source dans V’ et leur but dans W’;

les cartes précitées induisent une bij ection

qui à X fait correspondre y Xj°° cp (a(X))(cp-1). On appellera système de
coordonnées de j °° ( V , W ) attaché aux cartes ( V’ , cp, E) et (W’, Y, F )
l’injection 

D’après ce qui précède, w°° o (cp , Y) °° , qu’on désignera désormais par
[ , est bijective dans le cas où E est C - normable et F métrisable.

111. 2. 3. Soient E , F , G des espaces localement convexes séparés et UC E ,

V C F. W C G des ouverts. Soit L°° ( U , V ) X L°° ( V , W ) le produit fibré

des projections naturelles Soit

l’application qui à fait correspondre
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est défini comme suit avec les

notations de 7.4.3 .’ .

Soient alors U, V, W des variétés de classe C°°. Soient

des jets composables et soient

des cartes locales de U, V, W en

Comme dans [ 9 ] on remarquera que, si

sont les systèmes de coordonnées de X et Y dans les cartes locales

respectivement, alors

est le système des coordonnées du jet com-

posé Y X par rapport aux cartes

III. 2. 4. Soient V et W des variétés de classe C°° . Pour m  n on a une

projection naturelle est

un système projectif. On a aussi des projections naturelles

PROPOSITION, Si V est modelée sur un espace C - normabl e et que W est

localement métrisabl e, alors ( J 
00 

( V , W), TTn) est limite projective de

Soit le sous-ensemble de formé des

(Xn) tels que quels que soient Il suffit de remar-

quer que l’injection prend ses valeurs dans

et de démontrer que est sur-

jective. Il suffit de procéder localement, c’est-à-dire de vérifier pour des

cartes quelconques que l’applica-
tion induite (TT n) est surj ec -
tive. Pour des ouverts U C E et V C F on pose

on a [9 ] des bij ection s naturelles .



attachées aux cartes précitées. D’autre part on a des projections naturelles:

et

pour est limite projective du sys-
tème D’où le diagramme commutatif :

où les autres flèches étant bijectives compte tenu de 2.1 , la flèche hori-

zontale supérieure l’est aussi.

111.3. Variétés de jets d’ordre infini.

111. 3. 1. Soient ( Va , cp a, Ea) l a E @ l’ atlas complet d’une variété V de
classe C°° modelée en tout point sur un C-espace normé et {(WB ,y;!3 ,FB) 1
/3 E B 1 l’atlas complet d’une variété de classe C °° modelée sur un espace

normé. Comme dans [9], on observe qu’il existe sur J°° (V, W) une et

une seule structure de variété de classe C °° telle que

en soit un atlas. Cela tient, à ce que, pour des espaces normables E, F, G

la composante 0 1 : 

de définie dans 2. 3 est une ap-

plication de classe C°° d’espaces localement convexes. Les projections

naturelles

sont évidemment des submersions.

III.3.2. Soient V et W des variétés comme ci-dessus; alors (J °° (V , W ) , 7T n )
est la limite projective de (Jn(V , W ), 7T n Soit U une variété et, pour
ch aque n E N , soit f n : U -&#x3E; J n (V , W ) une application telle que l’on ait

TTm n of n = f m pour m  n ; alors l’unique application f : U -&#x3E; J °° ( V , W ) qui
vérifie TTn o f = f m quel que soit n E N , est un morphisme de variétés si,
et seulement si, chaque f n est un morphisme.
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III. 3.3. Soient U, V des variétés modelées sur des C- espaces normables,

W une variété modelée sur un espace normable. Le produit fibre / °°(U, V) 181

J°° (V , W) de B : J°° (U , V) -&#x3E; V et de a : J°° (V , W) -&#x3E; V , c’est-à-dire

l’ensemble des couples de jets composables, est une variété d’après Il.2.7,

et on vérifie comme dans [9] que la composition des jets J°° (U , V ) ®

J°° (V , W) --&#x3E; J°° (U, W) est un morphisme de variétés de classe C°°

111.3.4. Parmi les propriétés du calcul des jets, dont la démonstration

fournie dans [ 9 ] demeure valide à l’ordre infini, il y a lieu de signaler :

PROPOSITION. Soient U une variété modelée sur un C - espace normé,

V et W des variétés modelées sur des espaces normés, f : V -&#x3E; W une

submersion (surjective) . Pour tout n E N, l’application

qui à X fait correspondre ( f X , TT n(X)), est une submersion dans (sur) le

produit fibré des submersions

Jn( U, W ).

III. 3. 5. Si V est une variété modelée sur un C -espace de Banach alors le

sous-ensemble 1700 ( V ) de ¡ 00 ( V, V ) formé des jets inversibles est une

sous-variété ouverte; TT°° ( V ) est l’image réciproque de l’ouvert 7T(V) de

J(V, V) par laprojection TT1 : J°°(V, V)-&#x3E; J(V, V).

On observe que TT°° ( V) est un groupoide différentiable transitif

pour la loi de composition des jets admettant la base naturelle ( V, i °° )

où j 00 : V -&#x3E; J°° (V , V ) désigne le morphisme x -&#x3E; j°°x ( 1 v ) .
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CHAPITRE IV

CONN EXIONS D’ORDR E INF IN 

IV.1. Théorèmes d’existence.

IV. 1.1. Dans ce qui suit 0 désigne un groupoide différentiable de classe

C °° modelé sur un espace normé, rapporté à une base (V , i), où V est

modelée sur un C-espace normé; on désigne par a, b les submersions

source et but V - V . Soit alors Q°° (V , O) le sous-ensemble de la variété

J°° (V , O) formé des X tels que l’on ait :

( V et W étant des variétés, pour x E V , y E W , on écrit

au lieu de

Si (D est transitif (ce qui sera supposé désormais) on observe que

Q°° (V , O) est une sous- variété de j °°( V , 0 ) et que la restriction de

a: J°° (V ,O) -&#x3E; V induit une submersion surjective q . Q°° (V , O ) -&#x3E; V de

type affine, c’est-à-dire que chaque sous-variété q-l( x), x E V, est dif-

féomorphe à un espace localement convexe. En effet, la submersion surjec-
tive ( a, b ) : O -&#x3E; V X V induit d’après 11. 3. 3 une submersion ((a, b), B)
de , produit fibré de

est alors induit

d’après 11.2.6 par le plongement de V dans

On peut alors étendre la définition fondamentale

D E F IN ITIO N. Soit $ un groupoide différentiable transitif de base (V , i);
on appelle élément de (D -connexion d’ordre infini en x E V tout X E

Q°° (V , O) tel que q (X) = x . On appelle (D -connexion d’ordre in f ini sur

V une section de q : Q°° (V, O) -&#x3E; V de classe C°°.

IV. 1. 2. Pour les données ci-dessus, on a pour tout n E N , d’après III.3.4 ,

une submersion sur

le produit fibré de et de

Compte tenu de 77.2. 6 , le plongement
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de Qn(V , O) dans J°° ( V , V X V ) © J n( V , O) définit alors une sous-

variété de J°° (V , O) qui n’est autre que Q°° ( V , O) et une submersion de

Q°° ( V , O) sur Qn (V , O) qui n’est autre que la restriction de 7T " :

J°° (V,O)-&#x3E;(V,O). Le système de submersions (Q°° (V , O) , TTn) est
limite proj ective du système de submersion s (Qn (V, O) , TTm n ) ; c’est-à-

dire : Pour qu’une section X : V -&#x3E; Q°° ( V , O) définisse une O -conne-

xion d’ordre infini, il faut et il suffit que chaque section 7T n o X : V--&#x3E; 

Q n ( V , O) soit de classe COQ c’est-à-dire une O -connexion d’ ordre n .

1 V. l. 3. Soit X une O-connexion d’ordre n , c’ est-à-dire une section de

classe C°° de (Qn (V , O) , q, V). On appelle (D -connexion d’ordre infini
au-dessus de X ou compatible avec X , toute connexion d’ordre infini

X’ : V -&#x3E; Q°° (V , O) telle que TT n o X’ = X. Si on désigne par Q°° (V,O ;X)
le sous-ensemble de Q°° (V , O) formé des X tels que TTn (X) = X(a(X)),
alors Q°° (V, O; X) est une sous-variété et la restriction de q : Q°° (V,O) -&#x3E; 
V à Q°° (V ,O ; X) est une submersion sur V .

En effet, Q°° (V , O; X ) est l’image réciproque du plongement X :

V -&#x3E; Qn (V , O) relativement à la submersion 7-r n : Q°° ( V , O) --&#x3E; Q n (V , O) .
Une O-connexion d’ordre infini au-dessus de X n’est rien d’autre qu’une
section de (Q°°(V,O;X), q, V).
IV. 1. 4. Soient 0 et V comme ci-dessus; en outre on supposera désormais

que V est modelée sur un C-espace de Banach. Soit alors O°°(V) le

sous-ensemble de J°° (V , O) x J°° (V) formé des ( X , Y ) tels que l’on ait

On vérifie comme dans [9 ] , que O°° ( V) est une sous-variété de

J°°(V , O) X J°° (V , O) et que l’application (a, b) : O°° ( V ) -&#x3E; V X V qui
à ( X , Y ) fait correspondre (a (X), b (B(X)) est une submersion surj ec-
tive. Sur le produit fibré on définit alors

un morphisme à valeurs

dans O°° ( V ) qui à fait correspondre
où if définie sur le produit fibré
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des submersions

est le prolongement de la loi de composition du groupoide T : O s 0 -&#x3E;O 

c’est-à-dire T: J°°(V,O X O)-&#x3E; composée à droite avec la réci-

proque du difféomorphisme naturel

(où p 1 et p 2 sont les projections de O x O sur les premier et second

facteurs O). On s’assure alors que la variété O°° (V) munie de la loi de

composition À partiellement définie est un groupoide différentiable tran-

sitif de base (V , x -&#x3E; (j°° ix), j°°x ( i )) par rapport à laquelle â et i sont
les applications source et but.

IV. 1. 5. P R O P O SIT IO N . Soit 0 un groupoide différentiable transiti f, mode-

lé sur un espace normé, de base V modelée sur un C -espace de Banach.

i) (Q°° (V , O), q, V ) est alors une fibration;
ii) si X est une O- connexion d’ordre n sur V, alors (Q°°(V,O; X), q, V)

est une fibration.

D E M O N ST R A T IO N . Compte tenu de 111. 3. 6, il suffit d’observer que le grou-

poide différentiable transitif O°° (V) opère sur (Q°° (V, O), q, V ) . Comme

dans [9] à l’ordre fini on définit un morphisme (( A , B), X) --&#x3E; (A , B ) * X

sur le produit fibré de a : O°° ( V ) -&#x3E; V et de q : Q °° ( V , O -&#x3E; V à valeurs

dans Q°°( V, O) en posant (A, B)*X = (T(sB, X, A)) (bB)-1, où
s : O -&#x3E; O est l’inversion du groupoide et où T est le prolongement de la

loi de composition T : (f , g, h) -&#x3E; f g h des triplets composables de
T étant définie sur la sous-variété O X O X O de O x O x O formée des

( f , g, h ) tels que b (f) = a (g) et b (g) = a (f) , on a un prolongement

auquel s’identifie T par ledifféomor-

phisme naturel sur la sous-variété de

formé des (X, Y, Z) tels que b X =

On remarque que le morphisme
défini ci-dessus est une loi d’action du groupoide différentiable

transitif I&#x3E;°°(V) sur (Q°° (V, I&#x3E;) , q, V) :

ii) la restriction de
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au groupoide différentiable I&#x3E;°° ( V ) est une submersion surjective fonc-

torielle sur le groupoide différentiable I&#x3E;n(V), qui opère transitivement

[9] sur Qn(V, I&#x3E;) ; il en résulte que I&#x3E;°° (V, I&#x3E;) opère transitivement sur

Qn ( V , I&#x3E; ) et que la submersion surjective rrn ; Q°° (V , I&#x3E; ) -&#x3E; Qn (V , I&#x3E; )
est covariante par rapport à I&#x3E;°° ( V ) . Il résulte alors de 11. 3. 6 , que le

sous-groupoide d’isotropie I&#x3E; °° ( V, X ) de I&#x3E; °° ( V ) relativement à la sec-

tion X de (Qn ( V , I&#x3E; ), q, V ) est un groupoide différentiable transitif

d’opérateurs pour ( Q °° ( V , I&#x3E; ; X ) , q, V ), ce qui achève la démonstration.

IV. 1.6. PROPOSITION. Soit V une variété paracompacte de classe C°°

modelée sur un C - espace de Banach, séparable et C°° -normal, et soit I&#x3E;

un groupoide différentiable de classe C°° .

i ) Il existe des (D -connexions d’ordre infini sur V;
ii ) quelles que ’soient n E N et la I&#x3E; -connexion X d’ordre n sur

V, il existe des (D -connexions d’ordre infini au- dessus de X .
Ceci résulte de ce qui précède ainsi que de 11. 3. 7, les fibres de

( Q °° ( V , I&#x3E; ) , q, V ) et (Q °° ( V , I&#x3E; , x ), q, V ) étant difféomorphes à des

espaces localement convexes.

IV.2. Différentielle absolue

IV.2.1. Soit (M, p , V) un triplet de classe C 00 , où M est modelée sur un

espace normé et V sur un C - espace normable. On désigne par J °° ( V , M , p)
l’ensemble des X E J °° (V , M ) tels p X = j °°a (X) . On observe que J °°(V, M, p)
est une sous-variété de J°° (V, M ) et que la restriction p de a, : J°° (V, M )-&#x3E; V

à J °° ( V, M , p ) est une submersion sur V . En effet, J °° ( V , M , p ) est

l’image réciproque du plongement x... j; de V dans J °° ( V , V ) par la
submersion p : j °° ( V , M ) -&#x3E; J °° ( V , V ) . De même le sous-ensemble

J °° (V , M ; p ) , de J °° (V , M ) formé des X tels que p X = j°° a (X) est une
sous-variété de J °° ( V , M ) muni d’une submersion naturelle p sur V . On

appellera élément infinitésimal transversal (resp. vertical) d’ordre infini à

(M, p, V) en x E V tout X E J°°(V, M, p) (resp. tout X E J°°v (V, M, p))
tel que p ( X ) = x.

On appellera champ d’éléments infinitésimaux transversal (resp.
verti cal) à ( M , p , V ) toute section de ( J °° ( M , V , p ) , p , V ) (resp. de
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IV.2.2. Soit (D un groupoide différentiable transitif opérant sur

Soit le produit fibré de

de On définit comme suit une application
dans en posant

désigne l’action de I&#x3E; sur et où

5 , application définie sur le produit fibré des sub-

mersions

valeurs dans J °° ( V , M ) , correspond

par le difféomorphisme naturel

On observe que V prend ses valeurs dans Jv° ( V , M , p ) , On dira que

l’élément vertical V XY est la dérivée absolue de l’élément transversal Y

par rapport à l’élément de I&#x3E; -connexion X.

Si À : V -&#x3E; Q°° (V , I&#x3E; ) est une $-connexion et si Y : V -&#x3E; J °° (V, M, p )
est un champ transversal, alors VX y : x -&#x3E; VX (x) y(x) est un champ
vertical d’ordre infini à ( M , p , V ) , qu’on appellera la dérivée absolue de

’!:J par rapport à X.

IV. 2. 3. On remarque que X : V -&#x3E; Q°° ( V , I&#x3E; ) étant une connexion et y :

V -&#x3E; J °° ( V, M, p ) un champ transversal, les champs ’;"4 et ’7X sont assu-
j ettis (en vertu de i (1.1)) à la condition B ( Y ( x )) = B((VX (x» quel
que soit x E V . Réciproquement, étant donnés respectivement un champ
d’éléments transversaux y : V -&#x3E; J°°(V,M,p) et un champ d’éléments ver-

ticaux Z : V -&#x3E; K°° v ( V , M , p ) compatibles, c’est-à-dire tels que B(Y ( x )) =
= B (Z ( x )) pour tout x E V , existe-t-il une I&#x3E; -connexion d’ordre infini i

telle que VX y = Z ?
Soit Qn( V , I&#x3E; , Y , Z ) l’ensemble des X E Q °° ( V, I&#x3E; ) tels que

V X Y ( q( X )) = Z(q(X)), qu’on peut appeler l’ensemble des éléments de

I&#x3E; -connexion d’ordre infini compatibles avec Y et Z ; la question posée
revient à se demander s’il existe des sections V -+ Q°° ( V, I&#x3E;) prenant

leurs valeurs dans Q °° ( V, I&#x3E; ; Y , Z ) .

PROPOSITION. Soit (D un groupoide différentiable opérant transitivement
sur le triplet ( M , p , V) de classe C°° , où V est modelée sur un C -espace,
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et soient Y et Z des champs respectivement transversal et vertical d’or-

dre infini à (M , p , V ).

i ) Q °° ( V , I&#x3E;, ’,Y, Z) est une sous-variété de Q °° ( V , I&#x3E;) et q:

Q°° ( V, I&#x3E; ; Y , Z ) -&#x3E; V est une submersion surjective; pour tout x E V ,

q-’(x) est difféomorphe à un espace localement convexe.
ii) Si V est modelée sur un C - espace banachable, alors

(Q°°( V, I&#x3E; ; Y , 2 ), q, V ) est une fibration.
iii ) Si V est paracompacte et modelée sur un C -espace de Banach,

séparable et C 00 -normal, alors (Q°° ( V, I&#x3E; ; Y, Z), q, V ) admet des

s ections.

DEMONSTRATION.

i) Soit le produit fibré de q : Q°° (V, I&#x3E;) -&#x3E;
V et de celui des

submersions . Si (D opère

transitivement sur M on observe comme dans [9] que l’application V’ : 

est une submersion de

sur et que est difféomorphe à un

espace localement convexe, quel que soit

Il résulte que l’image réciproque par V’ du plongement
est une sous-variété, notée

et V’ induit une submersion surjective q : 
. D’autre part, est l’image de 1

dans le plongement qui à X fait

correspondre ce dont il résulte que est une

sous-variété de que 1 est une submer-

sion surjective et que q-l( x) est difféomorphe à un espace localement

convexe pour tout x E V .

ii) Soit I&#x3E; °° (V ) le groupoide différentiable défini plus haut (1.4 ) .
Soient

tels que On pose
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où ( A , B ) * X est défini comme dans

v étant défini comme ci-dessus. L’application

du produit fibré évident dans

prend ses valeurs dans

et définit une loi d’action transitive du groupoïde I&#x3E; °° ( V ) sur le triplet
De même I&#x3E; °° ( V ) opère transitivement

sur ( par la loi de composition

qui à tout (( A , B ) , ( Y , Z)) tel que i7(A, B ) = F( Y , Z ) f ait correspondre

(B* Y), (A, B)* Z) où on a posé (A, B) * Z = (v (A, Z)) (bB)-1 .
On remarque que la submersion V’ est I&#x3E; °° ( V) covariante; il résulte de

II.3. 6 que le triplet (V-1(Y, Z), q, V ), et par conséquent (Q°° ( V, (D;

Y , Z ) , q, V ) , sont des fibrations.

iii ) résulte de i) et ii) compte tenu de 11.3. 7 .

IV.2.4. Soient ( M , p , V ) comme ci-dessus et Z : V j v ( V , M , p ) un

ch amp vertic al; alors j’(,8 o Z ) : V -&#x3E; J 00 ( V , M , p) e st un ch amp tran s-

versal. Si I&#x3E; est un groupoide différentiable transitif d’opérateurs sur

(M, p, V), on désignera par Q 00 (V, I&#x3E;, Z) l’ensemble des X E Q°°(V, I&#x3E;)

compatibles avec Z, c’est-à-dire tels que VX j°°q (X)(B o Z ) = Z(q(X)) ,
ou encore compatibles avec j 00 (B o Z) et % au sens de 2. 3 . On peut

alors énoncer en conséquence de ce qui précède :

PROP OSITION.

i) Si I&#x3E; opère transitivement sur (M , p , V), alors (Q 00 (V, I&#x3E;, Z), q, V)
est un triplet de classe C°° .

ii) Si en outre V est modelée sur un C -espace de Banach, alors

( Q 00 ( V , I&#x3E; , Z), q , V) est une fibration.
iii ) Si en outre V est paracompacte et modelée sur un C espace

de Banach, séparable et C °° -normal, alors ( Q 
°° 

( V , I&#x3E; , Z), q, V) admet
des sections.
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IV.3. Connexions de Cartan.

Soit ( M , p , V ) comme ci-dessus, V étant supposée modelée sur un

C -espace de Banach. On appelle élément de soudure [ 3 1 d’ordre infini de

V à (M, p, V ) en x E V tout S E TT°°( V, p-1(x)) tel que a (S) = x. Le

plongement naturel J°° ( V , p-1( x )) -&#x3E; J °° ( V , M , p ) induit par p-1( x ) c M
permet, ce que l’on fera dans la suite, d’identifier un élément de soudure

à un élément infinitésimal vertical à (M, p, V ) . On appelle alors soudure

d’ordre in fini de V à ( M , p , V ) toute section S de ( Jv ( V , M , p ) , p , V )
telle que Sx&#x3E; soit un élément de soudure quel que soit x E V . Si le grou-

porde différentiable transitif (D opère sur ( M , p , V ) , on appelle [3]
él ément de I&#x3E; -connexion de Cartan d’ordre infini relati f à S, tout X E

Q°° ( V, I&#x3E; ) compatible avec S au sens de 2.4 . On appelle (D -connexion de

Cartan d’ordre infini relativement à S toute connexion X : V -&#x3E; Q 00 ( V , I&#x3E; )

telle que X x&#x3E; soit un élément de connexion de Cartan relativement à IJ

en tout x E V . Une telle connexion n’étant rien d’autre qu’une section de

( Q°° ( V , I&#x3E; ), q, V ) à valeurs dans ( Q °° ( V ; I&#x3E; ; S) défini dans 2. 4, on peut
énoncer comme conséquence :

PROPOSITION, Soit ( M , p , V ) un triplet de classe COQ, soit S une sou-

dure de classe C °° de V à ( M , p, V ) et soit I&#x3E; un groupoide différen-
tiable opérant transitivement sur ( M , p , V) . On suppose que V est para-

compacte, modelée sur un C -espace de Banach séparable et C °° -normal.

Alors il existe sur V des (D -connexions de Cartan compatibles avec la

soudure S .

En effet, ( Q ( V , I&#x3E; , S ) , q, V ) est alors une fibration de classe

C °° admettant des sections.
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