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SUR LA CATEGORIE DES FONCTEURS DOMINES

par François FOLTZ

CAHIERS DE TOPOLOGIE -

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Vol. Xl,2

Introduction.

Deux méthodes se présentent pour structurer une catégorie : L’une

consiste à mettre une structure de l’espèce voulue sur l’ensemble sous-

jacent à la catégorie, de sorte que les applications source, but et loi de

composition soient « compatibles » avec la structure. Ceci conduit à la

notion de catégorie structurée (dont les catégories doubles, les catégories

topologiques, les catégories différentiables sont des exemples). L’autre

part de l’idée (classique) que la catégorie est la réunion des ensembles de

morphismes joignant deux objets; on met alors une structure sur chacun de

ces ensembles, de sorte que la composition à droite ou à gauche par un

morphisme soit « compatible » avec ces structures. On obtient ainsi la no-

tion générale de catégorie q-dominée, q étant un foncteur vers la catégorie
des applications (les catégories préadditives en sont un exemple) .

Dans cet article, nous étudions la catégorie des foncteurs q-domi-
nés et ses foncteurs d’oubli, lorsque q est un foncteur donné, « assez »

régulier. Ces foncteurs d’oubli ont de « bonnes» propriétés algébriques

(existence de limites, de structures quasi-quotients, ...) . Toute partie M

d’une catégorie q-dominée engendre une sous-catégorie q-dominée associée
au même univers que M. Utilisant les produits tensoriels introduits dans

un article antérieur [ 5 ] , on peut construire explicitement une catégorie q-
dominée libre associée à un graphe q-dominé ou à une catégorie. Soient

E et E deux catégories q -dominées. A un foncteur entre les catégories

sous-jacentes est associé d’une manière «universelle» un foncteur q -

dominé de E vers E (ce qui généralise les extensions de Kan). A un fonc-

teur q-dominé de E vers E est «universellement » associé un foncteur q -

dominé transformant certaines transformations naturelles données en limi-

tes naturalisées « compatibles avec la domination.
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Une partie des résultats de ce travail ont été indiqués dans une

Note aux Comptes -rendus [ 7].
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Nous reprenons la terminologie et les notations de [ 1] et [ 2 ], pour
les quasi-catégories, voir aussi [ 3 1 -

Soit Mo un univers, M la catégorie pleine d’applications associée,

F, F’ et g les catégories au-dessus de M des foncteurs, des quasi-fonc-
teurs et des homomorphismes entre graphes orientés, pF, pF, et pg leurs

foncteurs d’oubli vers 

1 . Définitions. 

Soit )EO un univers et M la catégorie pleine d’ applications asso-
ciée.

1. NOTATIONS.

Si [C] est un graphe orienté, nous noterons Co l’ensemble de ses
sommets et H[c] ( e , e’) l’ensemble des flèches de [C] ayant e pour but

et e’ pour source. [C] est un ’fi 0 -graphe orienté, si H[C] ( e, e’) est un

élément de Mo qûel que soit le couple de sommets ( e , e’ ) . Nous désigne-
rons par H[ C] l’application de Co X Co dans mo qui, à ( e , e’ ) , associe

Hrcl (e, e"
Une quasi-catégorie est une ? -quasi-caté-

gorie si est un ? -graphe orienté. Hc&#x3E; désigne alors

l’homomorphisme de systèmes multiplicatifs où

est If application de dans

qui à x associe x. x , x’ - Dans le cas d’une catégorie,
est un couple d’unités.

2. HOMOMORPHISMES DE GRAPHES ORIENTES ET QUASI-FONCEURS

q - DOMINES.

Désignons par q = (M, q , K.) un foncteur d’homomorphismes
saturé (*) 

DEFINITION 1 .

a) Un graphe orienté q -dominé est un couple E = ( E, [C]) où :

- [ C ] est un mo -graphe orienté,

(*) Ces définitions s’étendent au cas où q est quelconque.
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- 8 est une application de Co Co dans Ko tel que

b) Une quasi-catégorie q -dominée est un couple
est une quasi-catégorie,
est un graphe orienté q -dominé, où [ C 1 =

-Il existe un homomorphisme de systèmes multiplicatifs
tel que

appartienne à , pour tout

DEFINITION 2.

a) Un homomorphisme de graphes orientés q -dominés est un triplet
tel que :

et sont des graphes orientés

q -dominés.

est un homomorphisme de graphes orientés.

-Il existe une application de Co X Co dans K, qui à 

associe élément de tel que

q (f( e, e’)) soit l’application qui à x associe j(x).
b ) Un quasi- joncteur q -dominé est un triplet / = ( E’ , f, E ) tel

qu e :

et sont des quasi-catégories

q -dominées.
est un quasi-foncteur.
est un homomorphisme de graphes orientés

q -dominés.
Nous désignerons par qg (resp. q f’, resp. qf) la catégorie des

homomorphismes entre graphes orientés (resp. des quasi-foncteurs, resp.
des foncteurs) q -dominés au-dessus de m, par q p g (resp. qp5:@ , resp.
q p f) son foncteur d’oubli vers g (resp. f’, resp. 3) , par g f’g (resp.

q , ’resp. qf f’) le foncteur d’oubli de qy, (resp. qf) vers q§ (resp. 

qg, resp. qf’). Posons aussi :
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2 Propriétés.

NOTATION. Nous représenterons souvent l’un des symboles §, f’,f
par 8.

PROPOSITION 1. Le foncteur q 8 est un foncteur d’homomorphismes
saturé.

PROPOSITION 2 . L’ensemble Xq (resp. yq) formé des f de q. tels

que f = qp. (f) est une . p -injection (res p. p.-surjection) et tels qu e

7( e, e’ ) est une q -injection (resp. q -surjection) , quel que soit le couple
de sommets (unités) de a( 1), est contenu dans l’ensemble des q 8 -injec-
tions (resp. q. -surjections) .
DEMONSTRATION. D’après la définition 2-b, il suffit de le montrer pour

Soient T un élément de xq et g un élément de B (f). qg. Suppo-
sons que

est une q-injection. Posons

Il existe un élément bien déterminé h (e, e’) dans

vérifiant
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Ainsi le triplet h = (a, (f), h, a (g)) appartient à q 9 et f est une qpg-
injection, donc une q g -injection..
D E F IN ITI ON 3 . Si (E, l, E°) appartient à xq, on dira que E’ est un

sous-graphe orienté (resp. une sous-quasi-catégorie, resp. sous-catégorie) 

q -domin ée de E .

Si [C] est un graphe orienté et r une relation sur C , on notera

r (e,e ’) 
la restriction de r à

COROLLAIRE 1. Soit E un élément de q. et r une relation p. -régu-
lière [ 2 1 pour qp. ( E ) . Si, pour tout couple ( e’ , e ) de, sommets (unités),

r 
(e, e ’) 

est q -régulière pour E( e, e’ ), et si r est élémentaire, il existe

une q. - structure quotient de E par r.

DEFINITION 4. q est régulier si l’intersection de relations d’équiva-

lences q -régulières pour a dans K. est q -régulière pour a et si la rela-

tion d’ équivalence associée à un élément k de K est q -régulière pour

a(k).

COROLLAIRE 2 . Supposons que q est régulier et à objet final. Toute

relation élémentaire r sur E élément de qf’o (resp. qfo) engendre une
relation d’équivalence q f, - (resp. qf-) régulière r pour E .

En effet, soit F la famille des relations d’équivalences ri compa-

tibles, élémentaires, contenant r et vérifiant : ri ( e, e’ ) est q -régulière.
F contient la relation identifiant toutes les flèches ayant même source et

même but. F admet une intersection r . Si a, ( f) = E et si f est une qf.-
(resp. qf-)quasi-surjection associée à r, la relation rf appartient à F..
COROLLAIRE 3 . Avec les mêmes hypothèses, qf f’ admet un adjoint.

Si E = ( E,  C» q 0 E admet une qf, -structure quotient par
la relation r , q. -régulière pour E , engendrée par la relation r qui iden-

tifie x , a x et B, x. x avec x. D

PROPOSITION 3. Si K° est à mo -sommes et si q est à structures quasi-

quotients, q 9 est à structures quasi-quotients [31].
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DEMONSTRATION. Soit E = (E, [C]) un élément de qgo et r une

relation pg-régulière pour [C]. Une q -structure-quasi-quotient E =
, [C]) de E par r a la forme suivante :

- Co s’identifie à Colro’ OÙ r, = restriction de r à C0 .
- Si e (resp. e’ ) est un sommet de [C] et e (resp. e’) sa classe

d’équivalence, désignons par (resp.

une somme dans K° de (resp. dans ? de

La relation r induit une relation r sur M et il existe une application
vérifiant Alors est une q -structure quasi-

quotient de a par la relation

PROPOSITION 4. Si q est régulier, à objet final et si qe admeï un

adjoint, q est à quasi-surjections [3]. 
g

DEMONSTRATION. Soient E= (E,C&#x3E;) (resp. E’=(E’, [C’]))un

élément de qf’o (resp. qgo) et f = ( E’, f, [ E ] ) un élément de q
A E’ est associé un q. C-projecteur (E, g). La relation r identifiant les

couples de la forme

engendre une relation q. - régulière pour E . Il existe un q .- épimorphisme
associé. Le triplet est une q.C-surjection

associée à

COROLLAIRE 1 . Avec les mêmes hypothèses, q. est à structures quasi-

quo ti en ts.

Soient E = ( 8, C.) E qfo et S C C . Notons E s le sous-ensemble

de qf x qf.E X qf.E formé des (h , f’ , f) tels que h.f = f° et tels
que f (S) (resp. f’(S)) soit un ensemble d’inversibles pour a (b) (resp.

B(h)). On a une catégorie E. S pour la loi :

est défini et égal à

si, et seulement si, f1 = f’ .
COROLLAIRE 2 . Si, de plus, q admet un adjoint et si K’ . est à sommes

finies, la catégorie ES admet un objet initial [2].

P R O P O SIT IO N 5 . Soit J C fo . Si q est à j -limites pro j e c t ive s, q p. est
à j -limites projectives.
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DEMONSTRATION. SOit in foncteur, où 1 ’ E J . Le fonc-

teur qpg. y admet une limite proj ective naturalisée canonique
Si x E C, po s on s est un couple de

sommets, le foncteur , défini par

admet une limite projective naturalisée canonique
et De plus

est l’application de dans qui

à x associe xi . Donc appartient à

appartient à qg. Ainsi le triplet (y,T, E) est une

transformati on naturelle.

Soit ( cp , o- , E ) une transformation naturelle dont la source est un

foncteur constant. Posons .I1 existe un

élément unique h de g vérifiant pour tout i de I.o. Soit
( e , e’ ) un couple de sommets de [C] tels que

Si le triplet
est une transformation naturelle dont la source est un foncteur constant.

Il lui est associé un élément h (e , e’ ) tel que

Par suite, appartient à qg et vérifie

pour tout i de 1..

Soit un foncteur. Le foncteur admet une

limite projective canonique graphe orienté

sous-j acent à  C&#x3E; est [C]. A un élément ( est asso-

ciée une transformation naturelle 1 telle

que . On en déduit l’existence d’un élément

unique EC&#x3E; (x, x’ ) vérifiant :

La surjection E  C&#x3E; définit un homomorphisme de systèmes multi-

plicatifs E C&#x3E; = (K·, E C&#x3E;, C x C*) et ( 8 ,  C &#x3E;) appartient à qf’.
La fin de la proposition s’en déduit. D

COROLLAIRE. Les foncteurs q. et q t sont à J -limites projectives.
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Si B est un ordinal strictement inférieur à l’ordinal associé à mo, 
désignons par B. la catégorie dont les éléments sont les couples d’ordi-

naux (u, u’), tels que p’  u / et dont la loi de composition est définie

par l’ordre.

PROPOSITION 6. Si q est à {/.}-limites inductives, qp. est à {/.}-

limites inductives.

DEMONSTRATION. Soit Cf un foncteur et

une limite inductive naturalisée canonique dans pg. Posons
Si ( , il existe dan s (

tels que . Posons

Il existe un foncteur p (e,e1) = (K.,p(e,e1),/.) tel que

Ce foncteur admet une limite inductive naturalisée canonique
dans q . On vérifie que n,e dépend

pas de J.1. Comme , le couple

appartient à 0
Posons

posons

Les triplets T (u’) = (E, T (u’), (p (u)) appartiennent à qg, où T(u’)
est la surjection sous-jacente à T(u’), et ces triplets sont indépendants
du choix de 1-L. On vérifie que le triplet (E , T , p), ainsi défini, est une

limite inductive dans q 
Soient P = (qf’, p, /.) un foncteur et  C&#x3E; la limite inductive
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canonique de le graphe sous-jacent à C&#x3E; est

est dans C X C, il existe dans

tels que

est une transformation naturelle. Par suite, il existe un élément bien déter-

miné E C&#x3E; ( x, x1) vérifiant :

pour tout uu’B. La surjection e définit un homomorphisme de

systèmes multiplicatifs EC&#x3E; K., EC&#x3E;,C. x C * ) , indépendant du

f1 choisi. On en déduit que (E, C&#x3E;) est une quasi-catégorie q-dominée. D
Soit 1. E fo. Supposons que ÎB. est régulier et est strictement supé-

rieur à l’ordinal associé à I.

P R O P O SI TI ON 7 . Si q est à limites inductives et à {B.}- limites

projectives, il y a comrnutativité entre les {I.} -limites projectives et les

{ B.} -limites inductives dan s qe

3 . Catégor ie q -dom i née libre.
1. EXISTENCE.

Soit ? un univers, tel que ? E Mo et Mo C Mo, et M la caté-

gorie pleine d’applications associée à Mo . Notons ? la saturante de

dans Désignons par q = (m, q, K.) un foncteur d’homomorphismes
saturé admettant pour sous-foncteur. On suppose que K.= q-1(M) et

que q-1(M) est un ? -ensemble si M appartient à m . Le symbole
(resp. ) indique qu’il s’agit de catégories ou de foncteurs relatifs à
(resp. î ) .

TH E O R E M E 1 . Si q est, -engendrant (resp. dénombrablement -engen-
drant) pour M le foncteur qg (resp. q.) est  (M, Mo , X q, qO) -engendrant
[4].
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DEMONSTRATION. Il est suffisant de montrer que ces foncteuis sont

-engendrants.
Soient j un élément de qfv et M un sous-ensemble

de [C], appartenant à Mo. Posons Si

l’ensemble. engendre une q - sous-structure 8 ( e , e’ ) de

telle que L’ensemble

détermine un sous-graphe orienté [C] de [C] et E = (E, [C]) est un

sous-graphe orienté q -dominé de E . Tout autre sous-graphe orienté q-

dominé E’ = (E’, [ C’]), tel que M C C’, contient C ainsi que

M n H [C] (e,e’). Donc CeC’.
Soit E = (E ,C&#x3E;) un élément de qf’o et M un sous-ensemble de

C, appartenant à Mo. Définissons deux suites (Mi)i&#x3E; 1 et (Ci)i&#x3E;1 de
sous-ensembles de C, en posant :

a)M1= a MUM U BM.
b) Mi’ s’il est défini, engendre une p f’ -sous-structure Ci&#x3E; de

C&#x3E;.

c ) Si Ci est défini et si ( e, e’ ) appartient à (Ci)o X(Ci)o’
désignons par 8 i+1 ( e , e’ ) la 4 - sous- struc ture de 8 ( e, e’ ) engendrée

par On pose alors

Comme p 1:’, est dénombrablement ,- - engendrant pour M, l’ensemble

C = U 1 Ci détermine une sous-quasi-catégorie  C&#x3E; de  C&#x3E; .

Remarquons que pour i &#x3E; 1

et i’ &#x3E; 1 . De plus C = U M. ZC = U Mi. Si (e,e’) appartient à 1
, la suite

de q-sous-structures de 8 ( e , e’) admet une borne supé-
rieure E(e,e’), telle que . Ainsi E =

= (E, C&#x3E;) est une sous-quasi-catégorie q -dominée de E .

Si lVI 
i (resp. Ci ) appartient à mo’ il en est de même de Ci (resp.

Soit une sous-quasi-catégorie de E, telle que

L’on a : Si l’ on a Si alors

et Ainsi est

. engendré par
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Remarquons que, si  C&#x3E; est une catégorie, C&#x3E; en est aussi une.

COROLLAIRE. Supposons que ci est à mo-produits et q à noyaux. Si ci
est r- -engendrant (resp. dénombrablement -engendrant) pour m, le fonc-
teur qp g (res p. qp., res p. q:) admet un adjoint, l e foncteur q g (res p.

q.) est à structures quasi-quotients, la catégorie q 9 (resp. q.) est à f-
limites inductives.

En effet, d’après la proposition 5 , les q . -noyaux appartiennent à
Xq C X q . Le corollaire est une conséquence du théorème 1 de [4].

2. CATEGORIE q -DOMINEE ASSOCIEE A UN GRAPHE ORIENTE q-

DOMINE.

Pour la notion générale de produit tensoriel, voir [ 5 ] .

T H E O R E M E 2 . Si K° est à Mo -sommes, si q admet un foncteur Mo -pro-
duits tensoriels [ 5 ] associatif et compatible avec les sommes de K., le

foncteur qf’g 
s 

admet un adjoint.

DEMONSTRATION. Désignons par (®, ®) (resp. (II, u)) un fondeur M-

produits tensoriels (resp. ? -sommes) naturalisé.
Soient et Désignons par
l’ensemble des suites finies s = ( ei)in+1 de sommets de [ C],

telles que Posons et

Comme q est saturé, l’on peut toujours supposer que

Si on peut aussi identifier Sur

l’on a une structure de graphe orienté q -dominé , en

posant ’ pour tout x de .I1 existe un

élément dan s qg, où la re striction de
est la surjection sous-jacente à

Si posons . Soit
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un élément de S’ (resp. de S ) .

On notera la suite de S(e",e) définie par

pour pour

Comme (®, ®) est compatible avec les sommes de K., il existe

un isomorphisme canonique :

Comme (®,®) est associatif, il existe un isomorphisme canonique

Posons

Il existe un morphisme bien déterminé S vérifiant pour

tout On désignera, alors, par K le q-bimorphisme

Soient Tq la catégorie servant à définir les q-produits tensoriels

[5] et e foncteur projection correspondant.

est une application de dans

Ainsi est défini un système multiplicatif C ’ ; l’ensemble

des couples composables est le produit fibré des applications source et

but de [ C ] . De plus si x . y est défini, l’on a :

Si e’" est une unité de [C], on définit comme précédemment une

application
dans H[C] (e"’, e ) et l’on montre les relations

Ainsi C ’ ° est associatif, C&#x3E; = ( C.,B,a) est une quasi-catégorie et

E = (E, C&#x3E;) appartient à qf’o.
Supposons

On définit un q -multimorphisme
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en posant

Il existe un élément unique hS (resp. h e’ » dans K . vérifiant

(resp. pour tout s de

En posant pour tout x de l’ on
définit un élément vérifiant En
effet si

Désignons par le q -multimorphisme

Il existe un élément de K . bien déterminé tel que :

Par définition de l’on a De plus,’il
existe h dans K° vérifiant pour tout de

D’ où Posons et notons le q -bimor-
phisme

dans C&#x3E;. On a les relations

D’où

Ainsi h est compatible avec la loi de composition d
appartient à qf’. La relation où assure

l’unicité de h et (E,g) est un proj ecteur.
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EXEMPLE. Si q est l’ identité sur M, on retrouve la quasi-catégorie des

chemins associée à un graphe orienté.

COROLLAIRE 1 . Si de plus q est régulier et admet un objet final (resp.

si q est à Mo -sommes, est régulier et admet un objet final), le foncteur
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q admet un adjoint et les foncteurs q5:, et qf sont à structures quasi-

quo ti ents.

COROLLAIRE 2. Avec les hypothèses du corollaire précédent, si q admet

un adjoint, les foncteurs qf’ et q j admettent des adjoints et les caté-

gories q5.:’ et q 9: sont à f-limites inductives.

DEMONSTRATION. Il existe un qg-projecteur ( E, j ) associé à {x}: si

E = (E, [C]), l’ensemble Co se compose de deux éléments y et z dis-

tincts de x, de plus, 6 (y, y) (resp. E ( z,z), resp. E (y, z), resp.

E (z ,y)) est une q -structure libre associé à {y 1 (resp. à 1 z resp.
à x 1 , resp. au vide) .

La catégorie qg est à Mo -sommes. Si est une

somme de et l’ensemble C est

égal à de plus, est isomorphe à et

est une q -structure libre associée au vide, si i 1 j .
Compte tenu de la proposition 4, ce corollaire s’en déduit.

3. CATEGORIE q-DOMINEE LIBRE ASSOCIEE A UNE CATEGORIE.

Soit M’o un univers, contenu dans ma . On suppose que K’ est à
mo -sommes, qu’il existe un q -projecteur ( a, j ) associé à un ensemble

réduit à un élément m et qu’il existe un q-produit tensoriel naturalisé

n=(h,n,(a,a,a)). On pose

Si 1 E Mo, notons (S (I), (oi)iEI) une somme naturalisée de (b)iEI
dans K°.

Considérons les conditions suivantes :

est un q -produit tensoriel naturalisé et

pour tout m’ de q(b).

b ) Si le couple admet

pour q -produi t tensoriel et De plus les q -produits

tensoriels, définis sur les , sont associatifs.

c) Si est une somme naturalisée, la relation

entraîne
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TH EOR EME 3 . Si les conditions a) et b) sont vérifiées, à toute Yffl 0 -caté-
gorie C. est associée une q p f -structure libre E = (E, C.), tell e que

C. soit en bijection avec c. ét telle que C. soif une M’o -catégorie. Si
de plus la condition c) est vérifiée, C° s’identifie à une sous-catégorie
de C..

D EM O NS T R A TIO N . Pour tout couple d’unités (e’,r?) de C°, poson s

8 ( e’ , e) = S ( H C , ( e’ , e )) . Comme q est saturé, l’on peut supposer que

De plus l’on peut identifier e et . Si

posons . Soit em EC°. Notons
0 le q-

produit tensoriel naturalisé de source et de but

Il existe dans K ° un élément bien déter-

miné vérifiant , pour tout ( y’ , y ) de

L’ application , où

est une application de

dans On définit ainsi sur

une structure de quasi-catégorie C&#x3E; ==(C’,B,a). L’associativité pro-
vient de l’associativité des q-produits tensoriels relatifs aux S(I), où

I E M’. Comme K 11, e", e) 
est un q -bimorphisme, on en déduit que le

couple (E,C&#x3E;) appartient a qf’o.
Soit y un élément de e’ . C . e. Par hypothèse, on a la relation:

1 . L’application de l’ensemble

dans
, qui associe à x , est la projection

d’un élément dans La condition

a ) entraîne :

Donc et e est une unité à droite dans

C ’ . On montre de même que e est une unité à gauche. Ainsi C° est une

catégorie et E = (E, C°). appartient à qfo. 
Pour tout y de e’ . C . e , posons

de la relation
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l’on déduit que f (y ). f (y) = f (y’.y). Ainsi la surjection f de C dans

un sous-ensemble de C définit un foncteur f = ( C ’ , f , C ’ ) .

Soit E = (E, C.) un élément de qfo et g = (C., g, C.) un fonc-
teur. A tout élément y de C est associé un morphisme ky de source a,

de but E (g (g(By), g(a, y)) et tel que -k y(m)=g(y). Supposon s que

et Notons

le q-multimorphisme de source et de but

E(e’, e), qui à ( z", z , z’ ) associe ,". z. z’. Posons

Il existe un élément bien déterminé vérifiant

(resp. pour tout y de e’ . C. e). Posons

si x appartient à e’. C, e. Ainsi est définie une surjection h de C’ dans

un sous-ensemble de C; cette surjection est compatible avec les appli-
cations source et but de C.

Soit .bimorphisme, Montrons

que la relation entraîne Posons

L’on a Comme a est une q-- s truc ture
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libre, l’on en déduit pour tout m’ 

de q( a ); de même, , pour tout m"

de q ( a ) . En itérant le raisonnement, l’on trouve , c’est-à-

dire Le même raisonnement,

appliqué à où montre que

c’est-à-dire que

Supposons que (resp. et que

Notons de q -bimorphisme de source

et de but qui à associe Si et si

, l’on a

Donc YI = cP2 et, par suite,

Ainsi h est compatible avec la loi de composition de C. et h = (E, h, E)
appartient à qJ: . L’unicité de h se déduit de l’unicité des k (resp. h ,
resp. h , resp. h(e’, e)). D
REMARQUE. Les foncteurs pf, pc f , pS’, pS, PG et P6a [2] vérifient

les conditions a), b) et c). Par exemple, pour la condition a) l’élément b

est respectivement : N , Z , N- 0 , N , Z et Z (muni de la structure additive) .

4 . Foncteur q -domi né associé à un foncteur.

1 . EXTENSION DE KAN.

Soit E = ( 8 , H .) une catégorie q -dominée (nous ne supposons pas

que H E Mo). Si e est -une unité de H°, désignon s par e , (resp. e E) le
foncteur de H ° (resp. de H * ) dans K . , qui à h associe 8 H . ( h , e) (resp.

EH. ( e , h)). Soient p = (H°, p, I un foncteur et Y (resp. Y’) une

transformation naturelle de M (H°, I°) ayant pour but (resp. pour source)

p et ayant pour source (resp. pour but) un foncteur constant.

DEFINITION 4 . Si D Ee. Y (resp. He E.Y’) est une limite projective
naturalisée dans K., on dira que Y (resp. Y’) est une limite projective

(resp. inductive) naturalisée dans E . Si tout foncteur de source I° et de
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A

but II. admet une limite projective (resp. inductive) dans E, on dira que
Il est à 11 -limites projectives (resp. inductives).

REMARQUE. Si DEe.Y (resp. D e E. Y’) est une limite projective natu-

ralisée dans q, alors Y (resp. Y’) est une limite projective (resp. induc-

tive) naturalisée dans H ’ . Si de plus tout élément de -K, se projetant sur

une injection, est un q-monomorphisme, les deux notions coïncident.

Nous supposerons dans ce n° que q admet un adjoint et que toute

unité a de K ° est canoniquement isomorphe à un quotient d’une q-struc-
ture libre associée à q (a).

Soit E = ( 8, C.) un élément de q f. Nous allons associer à

toute unité e ae C° une catégorie U.e de la manière suivante :
Si e’ appartient à C ° , notons (ae e’, je e’ ) un q-projecteur associé

à e . C , e’ . Si y appartient à e’ . C , désignons par a
un morphisme libre associé à l’application HC.(e,y). Il existe un q-

épimorphisme ke e’=(E, (e,e’), k, dont la projection dans M est un

inverse à gauche de ¡:.. Posons et A

existe une surjection telle que

si z appartient à A e e’. Notons Be l’ensemble des couples (x, y) tels que

B(x) = e et a(x)=B(y). L’ensemble Ue = Ae U Be est muni d’une
structure de catégorie 1I;, pour la loi de composition :

( e , e ) . z =- z, pour tout z de A e .

z . ( x, y) est défini et égal à aey (z) si, et seulement si, ke (z)= x,
avec z E A e et (x, y) E Be .

( x , y ) . (x’, y’) est défini et égal à ( x , y . y’ ), si, et seulement si,

x’ = x, y , avec ( x , y) et (x’, y’ ) dan s B e .

Notons UE la famille des catégories Ue, où e appartient à C°o, 
et désignons par M (E, E)D la sous-catégorie pleine de N(H°,C°)D,
ayant pour objets les foncteurs q -dominés.

P RO P O SI T I O N 8 . Si Ê est à 1I E - limi tes inductives, la catégori e
N (H. , C.)[][] est à N ( Ê, E )rn -projections.
DEM ONSTRATION. Désignonspar / = (’/7 ’ , /, C’ ) un foncteur. Soit (e,e’)
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un couple d’unités de C· . L’ application de e . C , e’ vers f (e). H’ , f’ (e).

qui à x associe f(x) se prolonge en un morphisme

de K.. Pour tout z de A e , posons fe e’ (z) =ue (z), si z appartient à

A e e’, et, pour tout ( x, y) de Be , posons f(y) = ue((x,y)). La surjec-
tion u définit un foncteur ue =(H.ue, U.). En effet, soit y un élément
de C; comme f est un foncteur, l’on a dans K.:

Par suite, si si et si on a les

relations

Le foncteur M admet une limite inductive naturalisée (g(e), Te, ue)
dans E. Soit x un élément de C. e , de but e . Il existe une transformation

naturelle définie par En

effet, il existe un morphisme q -libre associé à l’ap-

plication i D’où la relation :

Ainsi, si l’ on a :

A la transformation naturelle précédente correspond un élément bien

déterminé g (x) de H ° vérifiant pour

toute unité de U.e. Si x 1 appartient à l’ on a :

Ainsi la surjection g définit un foncteur . En
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posant o(e)= Te((e, e)), pour tout e de Ci , on définit une transfor-

mation naturelle Y= ( g, 0-, f).

Remarquons que 8 ( e, e’ ) s’identifie à une q - structure quotient
de ae e’ par la relation d’équivalence associée à k e e’ et que, si a (x)=e’ 

10 on a

Par suite, la relation d’équivalence associée à E (o(e), e° ) , f ee, contient
la relation r . Donc, si l ee, ( x ) = o-( e ) , f ( x ) , le triplet

appartient à K .

Posons

(resp. On a les relations :

Et

D’où la transformation naturelle 

est identifié au foncteur constant sur 6 ( e, e ) . La définition

assure l’existence et l’unicité d’un élément g ( e , e ) de

se projetant sur l’application qui à x

associe g ( x ) . Ainsi le triplet g = ( E , g , E ) est un foncteur q - dominé.

Soit g’ = ( E , g’ , ’E ) un foncteur q - dominé et y’ ° - ( g’ , cr’, f )
une transformation naturelle, où g’ = (H - , g ’,- C - ) . Des relations :

1° on déduit que :
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En posant te (( x, ax» o-11(e). f(x), on définit une transfor-

mation naturelle ( g’ ( e ), t , u ) dans K (H ,U°e), en identifiant g’(e)
et le foncteur constant sur g’ ( e ). Il existe un élément unique o-( e) dans

H ° vérifiant o- ( e ) . Te (( x , a, x )) = t e (( x , a, x )) , pour toute unité de

D*. En particulier o-( e ). o-( e o-’( e ). On vérifie aisément que
P 

y= (g’ , or, g ) est une transformation naturelle bien déterminée par la

relation 7 nnp = y’ .D
Supposons que l’on ait un élément s = ( E , s , E ) dans q F, où

E=( E-, C° ) . Posons s = ( C° , s’, C° ) et notons ’V s la famille des

catégories des triangles V associées au foncteur s, pour e dans C°o.
Désignons par M*s le foncteur de M (E , E )OE] dans M (E , E) DD ,

qui à y associe y , s .

COROLLAIRE. Si Ê est à UE-limites inductives et si H° est à Vs-
limites inductives, le foncteur M*s admet un adjoint.

Dans la suite, on posera Vs = Vs U UE .
2. FONCTEUR COMPAIBLE AVEC DES LIMITES.

On suppose de plus que q est à F- limites projectives, est régu-

lier et que le foncteur q F G admet un adjoint.

Désignons par J un mo -ensemble contenu dans ? et par /-Lune

application d’un sous-ensemble CL (03BC ) de C°.F.g dans U, M (C°,I°)
telle que B DD 03BC (cp) = q et telle que a DD 03BC(cp) soit un foncteur constant,

pour tout cp de a (03BC ) . A o-= ( E, 03BC ) nous allons associer un foncteur

q -dominé s = (E, s , E), de la manière suivante :
Soit w une bijection de a (03BC) sur un ensemble W tel que Wn C°=O.

Posons Co = w U C° o et E (e, e’)= E (e, e’), pour tout (e, e’) de Co° x C°o.
Désignon s par cp un élément de a (j.l) et posons e = (cp), a (cp) = 1 ’ 

et 03BC (cp) = (cp, T (cp, T cp, e cp) . On représentera par (E (e ,e ), g e ) et par

( 8 (;, e cp), ge ) un q -projecteur associé à {e} ; on suppose que g é ( e ) = e.

Désignons aussi par (E ( e, e), g (e, e )) un q -proj ecteur, où a (g(e,e))
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est l’ensemble des i de I°o tels que cp ( i ) = e E C°o . Pour tout autre couple
(ë, e ) de Co X Co , on représentera par 9 ( ;, é’ ) une q-structure libre

associée au vide. Comme q est saturé, l’on peut supposer que

Pour tout x de q (e(e, é ’ )), on posera a ( x ) = é ’ et B (x)=e. On
définit ainsi un graphe orienté q -dominé

Le triplet 6 = (E , t , [ E ] ) appartient à q9 et il existe un quadruplet

( t’ , [ E’ ] , t , t ) définissant t = ( E’ , t , E ) comme q -quasi- surjection
(prop. 4 ). 

G

Si cp E a (03BC), notons A Ip l’ensemble des couples

où i appartient à I°o . Il existe une qF - quasi- surjection t 1 = ( E , ,1.1’ E’ )

associée à la relation A = cp E U a (03BC ) cp (corollaire - 1 de la prop. 4) . Mon-

trons que t 1, t admet un inverse à gauche s . Il existe un élément bien

dét erminé s’ ( e , ë) dans 8 ( e , e Y ) . K . 8 ( e , e ) tel que

pour tout i de I°o, vérifiant cp ( i ) = e e C°o. De même il existe un élément

bien déterminé s’ ( e, e ) dans vérifiant

On suppose aussi que appartient à 1 et

vérifie Posons pour tout

élément posons également . ainsi que

pour tout e de est un élément de

et si s’ ( e 1, e 2 ) n’est pas défini, c’est que E (e1,e2) est un objet initial
de K. et il existe un morphisme unique s’.( e 1 , j2 ) dans

En posant pour tout z de C , on définit
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un élément s, E E de qG, qui est un inverse à gauche de
t . Par suite, il existe dans q5 un élément bien déterminé si inverse à

gauche de t et vérifiant [S1 ] .t = s’. Mais il est clair que la relation

d’équivalence associée à s 1 contient la relation A. Il existe donc un

élément unique s = ( E , s , E ) dans qF: vérifiant s. t1 =s1. D
Pour simplifier les notations, on suppose que H E Mo, mais on

peut étendre le résultat au cas inverse. On note g le foncteur sous-jacent 
à

un foncteur q -dominé g.

Désignons par K(É. o-)DD la sous-catégorie pleine de (Ê , E )DD , 

ayant pour objets les foncteurs q-dominés g 
= ( Ê , g , E ), tels que B g . 03BC (cp)

soit une limite projective naturalisée dans E, pour tout cp de a (03BC).

Soit A un ordinal de seconde espèce strictement inférieur à l’ordi-

nal associé à Mo et strictement supérieur à l’ordinal de I pour tout I E g,
et Y la famille des catégories À., où À  A .

THEOREME 4. Si Ê est à g -limites projectives et aussi à V» U L- limites

inductives et si les G-limites projectives et les A ° -limites inductives dans

E commutent, la catégorie m( Ê , E )DD est à R(Ê , o- )DD -projections.

DEMONSTRATION. Soit f= ( Ê , f, E ) un foncteur q -dominé. On va lui

associer, par récurrence, une famille de transformations naturelles

(8 (k’ , À)) À  À’ A appartenant à M( Ê , E ) telle que

soit définie et égale à

Posons et notons f À le foncteur

q - dominé

a) Soit vA. Supposons que 8( À’, À) soit défini, pour tout

k  x’  v , et désignons par Scpv =(fv . cp ,o-v cp, av ) une limite projective

naturalisée dans E , où cp E a (03BC). Il existe un homomorphisme de gra-

phes orientés q dominés

En effet, avec les notations précédant le théorème, on pose :
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b°)Il existe un morphisme unique g’ (e , ë) dans

tel que q (g’ (e ,e)). g(e,e ) soit l’application qui,à i dans I°o vérifiant

cp (i) = e , associe cp ( i ) .
c ° ) Il existe un élément bien déterminé g’v ( e, e ) dans

tel que

d · ) Il existe un élément bien déterminé g’v ( e, e cp) dans

tel que, si l’on ait

dan s H ’ , pour tout i de I°o
e ’ ) Autrement g’v (e 1, e 2 ) est l’unique morphisme de

où et où pour tout

On en déduit l’existence et l’unicité d’un foncteur q -dominé g; ==
= (E, g"v, E’ ) tel que g"v. t = f v . Le d ’ ) entraîne que la relation d’équi-
valence associée à g"v contient la relation A . Par suite, il existe un

unique foncteur q-dominé g 11 vérifiant g 11 . t 1 = g"v . D’après le corollaire
de la proposition 8, il existe un M*S-projecteur (f v + 1’8’ (v + 1 , v) ) de

source gv. La transformation naturelle a

pour objet source f v et pour obj et but f v + 1. On posera

B) Soit v  A . Supposons que v est de seconde espèce et que

8(À’, À) est défini pour tout À’  v . Il existe un foncteur

tel que wv(À, À.)=8 (À’,A). Comme Ê est à L-limites inductives, le

foncteur w. admet une limite inductive naturalisée (1 v ’ Ov , wv ). On

posera8 (v ,À) = 8v (À.), pour tout kv , et fv = ( E , f y , E ) .
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Définissons maintenant comme suit une transformation naturelle §n
de R (R (H. I .), A.), où n = 1 , 2 : 

b-) a DD Çn (C À , Àt)) est une transformation naturelle èôriàtantè et 

a DD §1 (( À , Àt )) est défini par n (À , k) ( e cp) cp. -

Par hypothèse, la limite inductive S de S2 est une limite projec-’

tive naturalisée dans E. En utilisant le d.), on montre facilement que la

limite inductive f A . 03BC (cq) de Çl est isomorphe à S2. Ainsi /A appar-

tient à R ( E,o-)DDo -
Soi th:::: .( Ê , l2., E) un foncteur q -dominé tel que h £ R(E, cr)DD o
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et fl = (h , K1, f ) une transformation naturelle.
a°) Supposons que v  A et que, pour tôut h v , il existe une

transformation naturelle uniquç Wh vérifiant :

Posons ’ ?, = ( h , Kh, fh). Il existe un homomorphisme de graphes orientés
,q -dominés unique h’ = ([E], h ’ , E ) vérifiant :

Il existe un foncteur q-dominé k 1 (resp. k ) bien déterminé vérifiant:

Il existe une transformation naturelle 7. = (k, K v , gv) telle

que :

est l’unique morphisme m de H. vérifiant

* 

Remarquons que Wv.t1.t = Wv. Comme (fv+1, 8(v+1,v)) est un
projecteur de source gv, il existe une transformation naturelle bien

déterminée Wv+1 de source fv+1, de but h , vérifiant

En multipliant par t1.t, l’on obtient

De plus cette équation détermine Wv+ 1 de manière unique.
B°) Soit v  A . Supposoris que v est de seconde espèce et que,

pour tout h  v , il existe une transformation naturelle unique Wh véri-
fiant :

Le triplet , est une transformation naturelle,
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dont le but est un foncteur constant. Comme fv est une limite inductive

du foncteur w. , il existe un élément bien déterminé Wv de R(E, E)
vérifiant :

Ainsi, il existe une transformation naturelle unique WA, vérifiant

WADD8(A, 1) = W1 et 8(A,1) est un projecteur.
APPLICATION. Dans le cas où q est le foncteur identité sur M, le théo-
rème 4 donne des conditions permettant d’associer à un foncteuf une

réalisation «vaguer de la préesquisse cr [6] .
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