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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XI,1
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LES SOUS-STRUCTURES DES VARIETES
DIFFERENTIABLES DE DIMENSION FINIE
par N. STAVROULAKIS

1. Préliminaires.

Nous allons aborder premiérement le probléme de la meilleure
définition d'une sous-structure différentiable C” au sens de la notion
générale des (K’, p)-sous-structures, introduite par M. Ehresmann. Deu-
xiémement nous allons considérer le probléme, posé également par M.
Ehresmann, de la caractérisation des sous-structures différentiables Cr.
La terminologie utilisée est celle de [1].

M est la catégorie des applications, M 1a sous-catégorie des
injections. J est la catégorie des applications continues, & le foncteur
canonique de J vers M. Un monomorphisme de J est un morphisme z €J
tel que O(uz) eM?. La sous-catégorie des monomorphismes de J est
notée J7.

On désigne par H”, avec r> I, la catégorie des applications €7
entre variétés différentiables de dimension finie. Cela signifie que la
source a(f) et le but B(f) de tout morphisme f € H" sont des variétés
de dimension finie et d'ordre r. L'espace topologique sous-jacent a une
variété ne sera supposé ni séparé ni connexe. Toutefois, ses composantes

connexes seront supposées de la méme dimension.

Nous utilisonsle foncteur canonique v, =< j,p’, H") avec 0<r<oo ,

ou r=o0, ou r=w (cas analytique). Un monomorphisme de H’ est un
morphisme [ € H” tel que p,(f) eJi. si [ est la bijection sous-jacente
a un monomorphisme [ € H’ la variéeé image de a(f) par f sera notée
f(a(f)),; en outre par topologie interne de [(a(f)) = ,B(f)_nous enten-
drons la topologie image de a(f) par f.

Si [ e€}", on désigne par dim a([) (resp. dim B([)) la dimension
de a(f) (resp. de B(f)). Pour tout [ € H, A/ est I'ensemble des points

de a(f) oulerang de / est strictement inférieur & dim a(f). Un élément
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2 N. STAVROUL AKIS

f € {7 sera appelé monomorphisme singulier lorsque
() eT! et At
Si feH, p,(f) €T et A/ = @, nous dirons que f(a(f)) est une sous-
variété d'ordre r de [3(]) ou une sous-variété CT de B(f).
La classe des (J7, p,)-injections [ 1 1 (resp. (M7, epr)—injections)
sera notée (Ti,pr)/_ (resp. (M7, Qpr)r—) .
PROPOSITION 1. Si ['élément [ e€H™ est un monomorphisme, on aura

dim a(f) < dim B(f). En outre A/ sera une partie fermée rare de a(f).

DEMONSTRATION. Soient n = dim a(f) et m = dim B(f). La condition
m>n peut s'obtenir par un raisonnement applicable aussi au cas des
variétés topologiques. En effet, [/ peut étre représenté localement par une
injection continue y de R” tout entier dans R™. Supposons m<n et
identifions, d'une fagon canonique, R™ & un sous-espace de R". La res-
triction de ) & R™ est une bijection continue de l'espace R™ sur un
sous-ensemble U C R™. D'aprés le théoréme de Brouwer sur l'invariance
des domaines d'un espace numérique, U est un ouvert de R™. Par con-
séquent on peut choisir un point x € R” tel que x £R™ et Y(x) eU.
Mais la restriction de Y & R™ étant aussi une injection, il existe un
point x' € R™ tel que Y(x') =Y(x). Comme x" F x, cela est impos-
sible, donc I'hypothése m < n est a rejeter. Si g est le maximum du rang
de [, nous allons démontrer que g = n. Raisonnons par |'absurde et sup-
posons g<n. Alors [ peut étre représenté localement par une application

C’ de R” dans R™, définie par des équations

y].:f].(xl,..., xn), 1< j<m,

O(fyveens fg) . , ,
telles que — = "9° soit partout non nul, tous les mineurs d'ordre
(xl,..., xq) a/
> gt+1 dela matrice —L|| étant partout nuls. On peur résoudre le
x
k

:systéme des équations

yk:fk(xl,..., xn), 1< k< g,

X

s

sur un ouvert de R”, par rapport aux x g

xk:cpk(yl,...,yq,xq+l,..., x,), 1<k< g,
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SOUS-STRUCTURES DES VARIETES DIFFERENTIABLES DE DIMENSION FINIE 3

et remplacer ensuite dans les autres équations, ce qui donne des fonctions

Y= 110 Ppeens Pgr X g g remes x,) = k[}l(yl,..., yq), g+1<I1<m,
ne dépendant pas des Xg oo %, comme cela résulte d'un raisonne-
ment connu.

Les systémes de coordonnées (yl,..., Ygr Xgapro x, ) et
(¥ Yo Vg1 ¥,,) €tant admissibles respectivement sur un ouvert
U de a(f) et sur un ouvert W de [B(f) tel que f(U) CW, on voit que
deux points distincts de U, définis par (y,,..., Vg ¥gi1 x,) et
(Y yoemes Vg x'q+1,..., x' ), auront méme image, ce qui contredit 1'hypo-
thése que [ est un monomorphisme. Par conséquent g = n.

L'ensemble des points de a(f) ou le rang de [ est égal a n
étant évidemment ouvert, son complémentaire A/ est fermé. Si 1'intérieur
X/ de A/ n'est pas vide, la restriction de [ a ’Zf sera un monomorphisme
@’ ayant partout un rang inférieur 3 n, ce qui est impossible, d'aprés ce

o
qui vient d'étre dit. Par conséquent A/ = @, d'ou le résultat.

PROPOSITION 2. Soit un monomorphisme [ € H" tel que A, = &. Si la
e 2y

sous-variété définie par | est propre, [ est une (M7, epr)-in]'ection.
DEMONSTRATION. Il s'agit de montrer que toute relation de la forme

B,(g)=0p,(f)h, (gel bell),
entraine que 5 est C7. Posant n=dim a(f) et m =dim S(f), on a
m> n. Tout point de () posséde un voisinage ouvert U défini par des
coordonnées locales (x ..., x,, x, 4 ..., x ) telles que /3(1) NnU.

soit déterminé par x , , =... = x = 0. Cela montre que la restriction de

b al'ouvert g”Y(U) de a(g) est C7, d'ou le résultat.

PROPOSITION 3. Soit un monomorphisme [ €H" définissant une sous-
variété C’. Supposons qu'il existe un recouvrement {U S e de B(])
par des ouverts de [B(f) satisfaisant aux conditions suivantes : -
1) Quel que soit | € L, toute composante connexe de Ulf'\,B(f)
pour la topologie interne de [3( [) définit une sous-variété propre de 3 (/_).
2) Quel que soit I € L,-toute composante connexe de U, NB(f)

pour la topologie interne de [(f) est aussi une composante connexe de
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4 N. STAVROULAKIS

U, ﬂ,@(f_) pour la topologie de B(f).
Alors [ est une (M7, Qpr).in]'edl'oﬂ.

DEMONSTRATION. Il s'agit de montrer que toute relation de la forme
— r
Op,(g)=6p,([).h, (g el b ell),

entraine que b est (7. Posons Gp'(g) = g, - Pour tout lelL, g”il(Ul.)
est un ouvert de a(g) muni canoniquement d'une structure de variété G

Il suffit donc de montrer que la restriction de b a g '1'1( U,) est €. Soit
{Vlj}je] la famille des composantes connexes de U, ﬂ,@(_/_). Soit un

point z Gg"ll(Vl].) et W, la composante connexe de z dans g}l(Ul).

L'application g, étant continue, l'image gl( W_) sera aussi un ensemble
connexe de U, N B(/) pour la topologie de B(f), donc, d'aprés la deu-
xiéme condition, gl(Wz_) appartiendra 4 une composante connexe de Ulﬁ,B(f)
pour la topologie interne de ,8(_f_), et cela prouve que g (W, )C Vl]. o;
WzC g;l(Vl].) . Puisque g{i(Ul) est localement connexe, Wz est un

ouvert de g;l(U_,). Par conséquent g ;l(Vl].) est une réunion d'ouverts,
donc un ouvert de g"li ( Ul) muni canoniquement d'une structure de variété
C7. Tout se raméne finalement a montrer que la restriction de » a 1'ouvert
gil(\/[].) est C7. Cela résulte de la proposition 2, puisque Vlj définit

une sous-variété propre de [3(f).

EXEMPLE 1. Soit Q un ensemble dénombrable partout dense dans la
droite numérique R}, Soit a’q la droite de R? ={(x,,x,)}  définie
par x, =g, g €Q. L'espace somme E’Q d_ définit une sous-variété de
R? qui n'est pas propre. Puisque 5 est un sous-espace totalement dis-
continu de R, les composantes connexes de U dq pour la topologie
naturelle de R? sont les droites dq. La proposftion 2 est applicable et

montre que l'injection canonique dans R? de la sous-variété obtenue est

une (N7, Qpr)-injection quel que soit 1'ordre 7.

EXEMPLE 2. Ce qui vient d'étre dit est aussi valable pour la sous-

variété définie dans R” par |'espace somme de la famille {(x1 = q)}qe 0

EXEMPLE 3.Considérons sur le tore T2 une géodésique (pour la métrique
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SOUS-STRUCTURES DES VARIETES DIFFERENTIABLES DE DIMENSION FINIE 5

euclidienne du carré fondamental) partout dense. Elle est définie, dans le
carré fondamental, par un ensemble dénombrable de segments rectilignes
paralléles. Il s'ensuit qu'il existe un recouvrement ouvert de T? satis-
faisant aux conditions de la proposition 3. L'injection canonique dans T?
de la géodésique considérée est une (mi,ﬁp')-injection quel que soit
I'ordre r.

CONTRE-EXEMPLES. Les hypothéses de la proposition 3 ainsi que sa
conclusion ne sont pas toujours valables. Le contre- exemple suivant est
di 2 M. Ehresmann.

Etant donnée une variété feuilletée @’, I'espace somme des feuil-
les définit une sous-variété C7. Puisque l'application identique de la
variété sur cet espace somme n'est pas continue, il en résulte que la
sous-variété ainsi obtenue n'est pas définissable au moyen de (me, ﬁpr)-
injections. Il est & noter que la deuxiéme condition de la proposition 3
n'est pas remplie dans ce cas.

Soit encore Q un ensemble dénombrable partoutdense dans J-I, +1[ .
Soit, dans R?, la sous-variété définie par 1'espace somme des segments
A) :(-1<x1<1, X, =0)
S,4:(x;=9,0<x,<1) pour tout g €Q.
Elle est non propre et non connexe; son injection canonique dans R? n'est
pas une (JN¥, Qp')-injection quel que soit I*ordre r.
2. Sur la définition des sous-structures C”.

La notion de sous-structure différentiable d'ordre r s'obtient par
particularisation de la notion générale des ( K', p)-sous-structures et peut
étre en principe définie soit par rapport au foncteur Qp' soit par rapport
au foncteur b,

Le choix de Epf donne lieu a deux possibilités suivant que les
monomorphismes utilisés sont des (JM?, Qpr)-injections au sens global ou

des (%, Qpr)—injections au sens local.

DEFINITION 1. Si /e(f)ﬂi,@pr)’_, nous dirons que f(a(f)) est une

sous-structure différentiable de B(f) du type [ ou simplement une
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6 N. STAVROULAKIS

sous-structure G; de B(f).

DEFINITION 2. Soit un monomorphisme / € {”. Nous dirons que f(a([))
est une sous-structure de B(f) du type GI'[, ou une sous-structure GI'I
de B(f), s'il existe un recouvrement ouvert de a(f) tel que la restric-
tion de [ a tout ouvert de ce recouvrement soit une (?Il", @p’)-injection.
Le choix du foncteur p = conduit aussi a deux types de sous-

structures différentiables d'ordre 7 suivant que les monomorphismes a

considérer sont des (gl,pr)-injections au sens local ou au sens global.

DEFINITION 3 - Soit un monomorphisme / € H”. Nous dirons que /[( a(f))
est une sous-structure de B(f) du type GI'”,ou une sous-structure GI'”
de [B(f), s'il existe un recouvrement ouvert de a(f) tel que la restric-

tion de / a tout ouvert de ce recouvrement soit une (J?, p,)-injection.

DEFINITION 4. Si /E(ji, r,) r-’ nous dirons que f(a(f)) est une sous-

structure de [(([) du type GIrV ou une sous-structure GIrV de B(f).

PROPOSITION 4. Toute sous-variété C7 est une sous-structure du type
Cr
1
DEMONSTRATION. Il existe un recouvrement ouvert de a(f) tel que la
restriction de [/ a tout ouvert de ce recouvrement définisse une sous-
variété propre. Le résultat s'obtient alors moyennant la proposition 2.
Il existe de larges classes de sous-variétés €7 qui sont aussi des
~ d G’ 1 .. . . '
sous-structures du type (7, comme le montre la proposition 3, mais il n'en
est pas toujours ainsi, comme le montre 1'exemple de 1'espace somme des
feuilles d'une variété feuilletée C7. Une sous-structure @1’1 n'est donc
pas nécessairement une sous-structure C?, bien que la réciproque soit
toujours exacte. Par conséquent, entre les définitions 1 et 2, on doit opter
pour la seconde, qui caractérise une classe plus large de sous-structures
différentiables. Il reste & comparer les définitions 2, 3, et 4, ce qui

s'obtient moyennant le résultat suivant :

LEMME 1. Etant donné un monomorphisme [ € N’ et un point quelconque
x € a(f), il existe un voisinage ouvert U de x tel que toute relation de

la forme
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SOUS-STRUCTURES DES VARIETES DIFFERENTIABLES DE DIMENSION FINIE 7

,(g) = (flU).b, (g el b e),

entraine la continuité de b.

DEMONSTRATION. Posons n =dima(f) et m =dim B(f). On peut
choisir I'ouvert U de fagon que les conditions ci-aprés soient satisfaites.
1) Il existe une carte admissible pour lavariété a(f), o, :U'> R",
telle que U C U’ et que l'adhérence -t;l_(U_) soit un compact de R” con-
tenu dans o, ().
2) f(U') est contenu dans un ouvert de S3(/) qui est la source

d'une carte admissible o, pour la variété B(f).

Posant Op (0, [0 | G (U) =9, Ep(o|U)h=hy, 6pfo,g)=
= g,, et tenant compte de ce que o,(B(h)) =0, (U)Ca(¢,), on cons-
tate la validité de g, = @,.h,, le second membre étant congu comme
pseudoproduit. Soit 5, l'application de a(h) dans a( ;) ayant méme
graphe que 5, ce qui permet d'écrire g, = ¢,.h, avec a( @) = Blh,).
Puisque ¢, est une application continue du compact a(¢,) dans l'es-
pace séparé R™, elle est une application fermée. Comme d'ailleurs elle
est injective, tout fermé F de a( <pi) est l'image inverse Cp'il(Fl) d'un
fermé F, de B(¢,) = [(0o,). La continuité de g, entraine que b;l( F)=
= b;l( CP—II(Fl)) =( ¢ h, )—I(Fl) = g"ll(Fl) est aussi fermé, et cela
prouve la continuité de 5, . Par conséquent l'application b, est aussi

continue et il en est de méme pour Qpr(( o, | U)™ h=h.
PROPOSITION 5. Les définitions 2, 3 et 4 sont équivalentes.

DEMONSTRATION. La validité de 1'énoncé s'obtient en établissant suc-
cessivement les résultats suivants :
1) Toute sous-structure GI’I est aussi ume Sous-structure GI'”.
Démonstration évidente.
2) Toute sous-structure @,’” est aussSi une sous-structure G;I
En effet, si feH” est un monomorphisme tel que f(a(f)) soit
une sous-structure @['” de [B(f), tout point x € a(f) posséde un voisi-
nage ouvert W _ tel que /1 W_ soit une (gi,pr)-injection. Choisissons

un voisinage ouvert U _C W _ de x tel que toute relation de la forme

ep,(g) =O0p ([l UJ.b, (g el b e,
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8 N. STAVROULAKIS

entraine la continuité de b, ce qui est possible, d'aprés le lemme 1.
Alors [ | U, est une (mi,ﬁpr)-injection. Cela prouve qu'il existe un
recouvrement ouvert de a( ) tel que la restriction de [ a tout ouvert de
ce recouvrement soit une (mi, Qp')-injection.

3) Toute sous-structure G;II est aussi une sous-structure G,’V

En effet, si / € {7 est un monomorphisme tel que f(a(/f)) soit
une sous-structure GI’” de [(f), il existe un recouvrement ouvert {U].}]. ]
de a(f) tel que f| U]. soit une (J7, p,)-injection pour tout j € J. Soient
g€ H7 et b €J des morphismes donnant lieu a4 la relation p,(g)=
=p,(f).h. Quel que soit I'indice j €], b U].) est un ouvert de a(g) =
= a(h) muni canoniquement d'une structure de variété C7, et 1'on a

P (gl b7HU D) =0, ([ U)(h]HTHU,).

Cela entraine que b | h7Y( U].) est C7 et puisque {h7Y( U].)}].éj est un
recouvrement ouvert de a.(h), il s'ensuit que b est C7, donc / e(Jt pr)'—.

4 ) Toute sous-structure G;V est aussi une sous-structure @;”.

Assertion triviale,

Bien que les définitions 2, 3 et 4 soient équivalentes, on doit
opter finalement pour la définition 4, qui fait intervenir une seule (J?, p,)-

injection et se préte ainsi mieux aux études globales.

DEFINITION. Nous dirons désormais que f(a(f)) est une sous-structure
différentiable d'ordre r de B(f) ou une sous-structure CT de B(f) si,

et seulement si, f e(qg1, pr) .

PROPOSITION 6- Toute sous-variété C' est une sous-structure G'.,

La démonstration est une conséquence immédiate des propositions
4det5-

Le probléme proposé par M. Ehresmann consiste a savoir s'il
existe des sous-structures C7 autres que les sous-variétés C’. Un énoncé
plus explicite est le suivant :

Reconnaitre s'il existe une classe de (gi,pr)-in]'ections formée
de monomorphismes singuliers;, si elle n'est pas vide, déterminer les
caractéres spéciaux des sous-structures C7 qu'elle introduit.

L'étude de ce probléme comporte trois cas différents suivant que la dif-
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SOUS-STRUCTURES DES VARIETES DIFFERENTIABLES DE DIMENSION FINIE 9

férentiabilité est d'ordre fini ou d'ordre infini ou analytique.
3. Caractérisation des sous-structures C7 lorsque I'ordre 7 est fini.

Soit y: U > R une fonction numérique satisfaisant aux conditions

suivantes :

1) U est un intervalle ouvert de R! contenant l'origine et 1'on a
Y(0)=0.

2)y est C™! sur U (pour r =1, cela signifie que Y est con-
tinue sur U).

3) Y est C7 sur le complémentaire de l'origine dans U.

4) La dérivée de Y(t) d'ordre r n'a pas de limite lorsque ¢ » 0,
ce qui implique que, € étant positif aussi petit que 1'on veut, la restric-
tion de / a l'intervalle ] €, e[ n'est pas C7.

5) La dérivée de i(t) d'ordre r reste bornée quand ¢ - 0.
Désignons par ['7 1'ensemble des fonctions qui jouissent des propriétés
ci-dessus. ['7 n'est pas vide. On obtient une fonction Y el ™ en posant
J(t)=~t" pour t< 0 et Y(t)=1t" pour t> 0, ou en posant Y(t)=
=427 smTI pour t ¥ 0 et Y(0)=0.

LEMME 2. Soit ¢ une fonction numérique C7 définie sur un intervalle
ouvert de R contenant ["origine et telle que ¢'(0) = 0. Pour tout L/J el'”
la fonction &= ¢ est C7 sur un intervalle ouvert de R contenant I'ori-
gine.

DEMONSTRATION. La fonction & étant évidemment définie sur un inter-
valle ouvert V de R?! contenant I'origine, il suffit de montrer que la
dérivée f(’)(t) de £(t) tend vers une limite finie lorsque ¢ - 0. Pour

t 40, on peut écrire £(P)(y)= CP'(x).Ll:(')(z)—fZ(z), ot x =(t) et ou

{(t) est continue sur V.Par conséquent £{"”/(¢) tend bien vers la limite
{(0) pour t->0. Lorsque 2<r<c on peut aussi obtenir une fonction
composée ¢ d'ordre r en prenant, au lieu de Y €['7, une fonction d'or-
dre strictement inférieur & r—1, comme le montre le résultat suivant, qui

est d'ailleurs valable pour I < r< o .

LEMME 3. Soit ¢ une fonction numérique CT qui est définie sur un inter-
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10 N. STAVROUL AKIS

valle ouvert de R' contenant I'origine et qui satisfait & la condition

r—1

9'(0) =0. Soit r le plus petit entier vérifiant la relation r, > , ce

5
qui permet de considérer la fonction Y(t) =t 7171 qui est CT1. Si r> 2,
la fonction &= @ est CT sur un intervalle ouvert de R contenant
l'origine.
DEMONSTRATION. Avec x = (1), la dérivée £(5)(¢) d'ordre s < r de

E= @y, pour t ¥ 0, est donnée par 1'expression
(1) S C RV R C TSV PSS

5
Puisque Lr//(s)(t):}\lt'7_+’1"5) ol )\1 est un facteur numérique, et que
@' (0) =0, le premier terme de (1) s'écrit
—57-+ ry—s %‘F Ty— S
A (x)= 9'(0))t =N, (A, x).xt =
2427 415

chp"(KQx).ﬂ ,O<>\2<1.

La condition 7, > r-1 implique 2+ 2ryt1-s Zi pour I < s< r.Comme
2 7 7

r> 2, la dérivée @"(x) est continue, donc " ( >\2 x ) tend vers la valeur

limite finie ¢”"(0) quand x > 0. Par conséquent le terme ¢*(x) . () ()

tend vers zéro avec ¢t pour I < 5 < r. Tout aurre terme de (1) est, & un

facteur entier positif prés, le produit d'une dérivée de ¢(x) d'ordre> 2

par un produit de dérivées de J(t) de la forme

m
‘,b(sl)(t).k/l(s2 )(t)...L//(Sp)(t)avec n> 2 et > s; = s,
i=1 .

les entiers s, ,5, ,..., Sy n'étant pas nécessairement Jfous distincts. Il
en tésulte YOSt () 52 (1) P () = A H T TS o N
est un facteur numérique et ou ,u(—;——% r)=s>2 .(%—-&- ry)=s 2.% pour
I<s<r.

Par conséquent f(s)(z), (1< s< r), tend vers zéro avec ¢, et cela
permet d'achever facilement la démonstration du lemme.
PROPOSITION 7. Les conditions 0<r<e, [l p (1) €T et At
entrainent /,é(f,ri, p’) r—.

DEMONSTRATION. Posant dim a(f) =n et dim 3(f) =n, la condition

p,(f)€ J? entralne m> », d'aprés la proposition 1. Soit ¢< n le rang de

82



SOUS-STRUCTURES DES VARIETES DIFFERENTIABLES DE DIMENSION FINIE 11

[ en un point x° €A/. Il est possible de choisir des voisinages ouverts
U, et U, de x° et de f(x°) respectivement de fagon que les conditions
suivantes soient remplies.

:U, > R™

1) Il existe des cartes admissibles, o, Uy R™ et O )

telles que Gl(x°)= O €R"” et 0'2(/(x°))= O e R™,
2)f(Ul)C u, -

3) La matrice du jet j; (o, [0'1‘1) a la forme canonique

2

I 0]
q

0] 0

ol Iq est la matrice unité de rang ¢, tous les éléments des autres blocs
étant nuls.
Le morphisme o, fO'I]‘ eH” s'exprime en conséquence par des

équations de la forme

yjzx].-}-/l.(xl,...,xn), I1<j<g9<n-1,
(2)
Y= fo(xqses %), g+1<k< m,
les fonctions f].(xl,..., x,) et [ (x,,.., x ) ainsi que toutes leurs

x

dérivées premiéres s'annulant a 1'origine. Soit V un intervalle ouvert de
R! contenant l'origine et 7: V -» R™ le morphisme défini par

X =%, =...=x, =0 e x =ucV.
Prenant V suffisamment petit, le morphisme

o, fo;tT: Vo, (U,)
est défini et, compte tenu de ce que g< n-1, s'exprime par les équations
yl.:f].(O,...,O,u):CPi(u), I<jsm.
D'aprés le lemme 2, ou, si r> 1, d'aprés le lemme 3, on peut choisir un
T
morphisme Y/, el ! dordre 7, <r tel que, posant p_ () =, le mor-
1

phisme (p (o, fo]! TN, (f1)) = (P h @y Yrs ) de T soit

C7. Par conséquent il existe un élément g € H" tel que

b,(8) = 0,007 0, (7, (07 7) b, ()
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r

: _ =1 1 : v : —
et, puisque b =0 TY, eH't, il s'ensuit p,(g)= pr(f).prl(hl).
Comme bl,é}(’, il n'y a pas de morphisme b € H” satisfaisant aux con-
ditions g = fb et p (h)=p_ (h,), dou [£(T\p )" .

1

COROLLAIRE. La classe des sous-structures différentiables d'un ordre
fini déterminé est identique & la classe des sous-variéiés différentiables
du méme ordre.

En effet, d'aprés la proposition 7, si l'ordre r est fini, la condition

i — .

/e(J’,pr) entraine A/=®.

Nous avons ainsi caractérisé complétement les sous-structures

différentiables d'ordre fini.
4. Cas des sous-structures (% .

Les lemmes 2 et 3 présupposent 0<r<o . Lorsque r =ooou
r = w, le premier est trivial, tandis que le second n'a pas de sens. Par
conséquent la démonstration de la proposition 7, qui entraine la caracté-
risation des sous-structures différentiables d'ordre fini, n'est pas valable
pour les morphismes de H*® ou de H®. Nous limitant d'abord au cas ana-
lytique, nous allons montrer la possibilité d'exclure de larges classes de
monomorphismes singuliers de la classe des (1 b, )-injections.

Tout monomorphisme singulier / € H* peut &tre représenté, sur un
voisinage d'un point de A/, par des équations de la forme (3.2)ou les
/].(xi,..., xn) et /k(xl"“’ x”) sont des séries entiéres sans termes
constants et sans termes du premier degré. Considérons les séries obte-

nues en y faisant XyTH, T Ex, = 0,

<P]-(xq+1,..., x,) = /].(0 yeors 0, Xgpqgoeee x,), 1< j< m.
PROPOSITION 8. Soit k un indice tel que g+ I< k < n et supposons
qu'il existe un entier p> 1, nécessairement impair, divisant les exposants
de tous les termes des séries k[!}.(xk )= cp].(O oo 0, %5 ,0,00,0), 1< j<m;

i ~
alors f,é(g vby )
DEMONSTRATION. Si p était pair, tous les exposants des séries klij(xk)
seraient aussi pairs, donc L[/].(xk) '—"k/JA]-(-xk), ce qui est impossible

puisque [ est un monomorphisme. L'entier p étant impair, il s'ensuit
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qu'on peut définir localement un morphisme non différentiable b €J par

les conditions
p—._
X, =X, =..=x, =...=x, =0, xk~\/u, Xp oy T mx =0,

u variant sur un intervalle ouvert de R! contenant l'origine, et obtenir un

morphisme p (f).h €9 analytique; donc /ﬁ/(f,ri,pw)r-.

PROPOSITION 9. Soient VitsUjpaeees Vo les degrés des polynémes

bhomogeénes qui résultent du groupement des termes de ij(xq—}—l yoees X )
suivant leur degré d'homogénéité. S'il existe un entier p> 1, nécessai-
rement impair, divisant tous les entiers vip (1< j<m; 1 =1,2...),

on a /,é(ffi,pw)rﬂ.

DEMONSTRATION. Si o était pair, tous les entiers v seraient aussi

pairs, et les deux points distincts

(X1:x2 = ... :quO, xq+1,...,xn)

et (xlrx2 = ... :xq:O,-xq+1,...,—xn)

auraient une méme image, ce qui est impossible. Il s'ensuit qu'on peut
définir localement un morphisme non différentiable » € J par les condi-
. P~ .

tions x, =x, =... =x,=0, xq_H:...:xn:\/u, u variant sur un
intervalle ouvert de R' contenant l'origine, et obtenir ainsi un morphisme

p(/).h €T analytique; par conséquent [ £(T?,p ) .

PROPOSITION 10. Soit fE}(w un monomorphisme tel que dim a(f) =
=dim B([). Si At @, ona AT )"

DEMONSTRATION. Se rapportant 4 des coordonnées locales et tenant
compte du théoréme de Brouwer sur l'invariance des domaines d'un espace
numérique par des bijections continues, on voit que S3(f) est une réunion
d'ouverts de [3(f), donc un ouvert de S(f) muni, en cm;)nséquence, cano-
niquement d'une structure de variété (é“’. Par suite, 1l existe un monomor-
phisme [’ € H® tel que a(f)y=a(f), B(f)=[(a(f)) et f/ =[.D'apres
le théoréme de Brouwer, p (/') est un hom_é—omorphisme——de —a(/) sur
f(a(f)), donc, en particulier, son inverse (pw(/' ))"1 est continu. Si

76}(0’) est l'injection canonique de f(a([)) dans [B(f), on a b,(7)=
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=p,(f) ,(pw(f’))'l. Supposons maintenant que [ soit une (J 7, b,,)-injec-
tion. Comme ; est aussi une (g, p,)-injection, le théoréme 1%, III de [1]
montre qu'il existe une seule (ji,pw)-injection g telle que p (g) =
= (pw(/'))‘1 et j = [.g. Le rang de / en un point x° € A/ étant inférieur
a dim a(f), il en sera de méme pour f.g = ; au point [(x°), ce qui est
impossible, puisque le rang de ; est partout égal & dim a(g) — dim a ().

Il s'ensuit [ £(T/,p )" .

COROLLAIRE. Si un monomorphisme singulier [ € H® est tel que [([)
soit une partie d'un sous-ensemble de [B(f) muni d'une structure de sous-

variété C¥  de dimension n = dim a(f), ona /)é(ji, pw) -,

DEMONSTRATION. Posant n =dim a(f) et m =dim 3(f), on a m> n,
Soit x¢ € A/. Choisissons un voisinage ouvert U de /(x°) pour la topo-
logie interne de la sous-variété, et aussi un voisinage ouvert W de [(x°)
pour la topologie de [B(f) de fagon que les conditions suivantes soient
satisfaites :

1) uCw.

2) Il existe une carte admissible o: W > R™ telle que o(U) soit
défini par X g1 =X,y = =x, =0,
Identifions a4 R" le sous-espace de R™ défini par x, , = x o =

. = x_ = 0. Choisissant un voisinage ouvert V de x° tel que f(V) CU,

on voit que le résultat s'obtient par application de la proposition 10 au
monomorphisme o f| V : V» R”. Il est & noter que, en vertu du théoréme
de Brouwer, f(a(f)) est un ouvert de la sous-variété pour sa topologie

interne, donc aussi une sous-variété C® de B(f).

REMARQUE 1. Le corollaire ci-dessus n'est pas toujours exact lorsque

la sous-variété considérée est d'ordre fini. Par exemple, le monomorphisme

’

singulier /:R'> R?, qui s'obtient par les équations ¥y, = t? et Y, = t°
5/4

1

sous-ensemble ﬁ(f) est muni dans ce cas d'une structure de sous-variété

el

est une (J7, P,,)-injection suivant la proposition 12. Puisque y, =y le

REMARQUE 2. La proposition 10 et son corollaire sont évidemment vala-

bles pour la catégorie H*® . Il en est de méme pour toute catégorie H’
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d'ordre fini, mais dans ce cas on a déja un résultat plus fort, & savoir la
proposition 7 .

Les résultats précédents concernent l'aspect négatif du probléme
de la caractérisation des sous-structures C®. 1l est plus difficile d'aborder
le probléme sous son aspect positif, c'est-a-dire de reconnaftre s'il existe
des sous-structures (C® autres que les sous-variétés (C®. Nous allons
démontrer l'existence de telles sous-structures moyennant certaines pro-

priétés des séries formelles sur le corps des réels.

LEMME 4. Soient A et B deux séries formelles telles que AY = BY, oa

vV est un entier impair. Alors A = B.

DEMONSTRATION. Supposons d'abord que A soit inversible, cas dans
lequel B est aussi inversible. Il existe une série formelle A telle que
A A =1, donc A7 BY =1 ou (A B)”=1. Cette relation n'est possible
que si A B se réduit au terme constant a,, ce qui implique ensuite
a,=1ouA B=1e A= Azl = B. Dans le cas général, pour éviter des
calculs fastidieux, nous ferons usage du fait que |'anneau des séries for-
melles sur le corps des réels (comme aussi sur tout autre corps) est facto-
riel [2]. Par rapport 4 un systéme représentatif P d'éléments extrémaux,

on a les décompositions uniques

A=e, II p% et B=e, I 7
pl.eP p].eP Y
ol les éléments e , €t e, sont inversibles; par suite
et I pvmi =¥ I ,v7y
b;€eP pjeP 1

Les deux membres ayant les mémes facteurs non inversibles, pour tout 7,

. . . — L= X .= . 1 -
il existe un seul j tel que p, p], et Vm;=Vm; ou m;=m;, etinver
'1'= e;' , d'ou, d'aprés le cas particulier, déja consi-

déré, e, =e,. Il en résulte A = B.

sement. En outre e

LEMME 5. Soient deux entiers positifs, vV, et V,, premiers entre eux et
deux séries formelles & n indéterminées, é:l(X1 e X, ) et é:z (Xyoees Xn),

ES
sans termes constants (*) et telles que

(*)

Si les termes constantsne sont pas nuls, 1'assertion est triviale.
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(E(X s X )22 (6, (X o X0 L

n
Alors il existe une série formelle unique é:(X1 eees Xn) satisfaisant aux

conditions £(X ..., X,) = (E(X ey X, )V (7= 1,2).

DEMONSTRATION. Pour abréger, nous écrirons §]. et & au lieu de
fl_.(X1 eees Xn) et f(X1 yeees Xn). Par rapport a4 un systéme représentatif
P d'éléments extrémaux, on a les décompositions uniques
m. m.
Ey=ey M p,7 et &y=e, T p;7,
b;eP p]-EP
ou e, et e, sont des éléments inversibles et ou les m;, m; sont des
- . . . v
entiers positifs, nuls sauf un nombre fini d'entre eux. La relation §12 =
v
=<, ! entraine
14 v, m. 14 v, m.
2 27 _ 1 1
e I p; =e 11 b; I,

2
b;eP p]-eP

-

Les deux membres représentent une méme série formelle ayant une décom-

position unique par rapport & P; il s'ensuit que, pour tout 7, il existe un
V”

. _ _ = . 2
seul j tel que p; = p; et V,m; =7V m;, et réciproquement;en outre ¢, =
!

5 -

= e
Les entiers v, et 1, étant premiers entre eux, la condition v, m; =
=vym; entraine l'existence d'un entier positif (1, tel que m, = v, i, et
mi=V, Hy
Nous supposons, ce qui est loisible, que v, est impair. Soit a, %0

le terme constant de e, ce qui permet d'écrire e, =a_+A=a_(I +aO"1A).
1 1

Développant a;'l (1 + aglA)vl suivant les puissances de a;lA au moyen

de la formule du bindme, puis remplagant A par son expression, on trouve

une série formelle inversible e telle que ev1 =e,. Il s'ensuit que la

série formelle &= ep 11 , p?i vérifie la condition fl = ful. Etant donné
i€

que (evi)v2 = ezl ou (ev2 )V1 = evzl, on aura, d'aprés le lemme 4,

e ? = e, , donc & vérifie aussi la condition £, = §u2 .

LEMME 6. Soit fl(X1 Y eens X") une série formelle sans terme constant et

telle que la série entiére correspondante fi(ul,..., un) posséde un

domaine de convergence absolue DI:‘: @. S'l existe une série formelle
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f(Xl,..., X, ) telle que
(E(X s X D P = E/(X e X ),

v, étant un entier positif, la série entiére correspondante f(ul yeeen 1)

posséde aussi un domaine de convergence absolue D ¥ @, D C D,.

DEMONST RATION. Mettant en évidence les parties homogénes de f(Xl,..,Xn)

suivant 1'ordre de degrés croissants, on peut écrire

f(Xl,..., X)) = > \Lfmq(Xl,..., X, ) avec 0<m <m, <o m <,

g=1
L,bm (Xy,..., X,)) étant un polynéme homogéne de degré m, pour ¢= 1,2,...
Introduisant les nouvelles indéterminées T, Y ,..., Y par les relations
X]. = T(c]. + Y].), (j=1,2,...,m), ot cy,C,,..., c, sont des nombres

réels quelconques, on obtient la série formelle
o] m
E(T(c +Y,),.., T(c,+ Y, )= q§1 T qL/qu(cl+ Y o, + Y, ).

On a évidemment

n

¢mq(c1+ Y, tY )= cpmq(Yl,..., Y )+ L/qu(Yl,..., Y, ),

oi ¢ (Y,,..,Y, ) estun polyndbme non homogéne de degré strictement

inférieur a g Il s'ensuit
[es] m
E(T(cy+Yy ) T(c +Y )= qgl(T qcpmq(Yl,...,Yn)+¢mq(TY1,.,TYn)).

Pour toute valeur de ¢, on constate que les mondémes qui interviennent

dans \/Jm (TY1 yeees TYn) ne se retrouvent pas ailleurs dans la derniére
q m

somme formelle. En effet, d'une part les mondémes de T qcpm (Y1 e X))

sont de degré inférieur a 2 ™y, d'autre part les mondémes de

m
T p(pmp(yl,..., Y,)+ ¢mp(7’yl,..., TY, ), b * 9.

contiennent T a la puissance m, + m_. Nous pouvons donc écrire

q
E(T(cy+ Y ) Ty ¥ Y )= QT Y oy Y )+ E(TY (o, TY ),

les mondmes intervenant dans la série zf(TYl,..., TY,) ne se retrouvant
pas dans @( T, Yo, Y ).
Nous supposons désormais les réels c,,..., ¢, choisis de fagon

que \/Jml(cl,..., cn):t 0. Posant a_ =L/;m1(c1,..., ¢,) on a la relation
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évidente
m
E(T(cy+ Y),otn TO e + Y, ) =T Ya +0(T, Y ... Y,))

on o(T, Y1""’ Yn) est une série formelle sans terme constant.La

v
condition (f(Xl,..., X)) 1 §1(X1,..., X,) donne ensuite

mgV 1 4
EAT(cy+Y ) T(e +Y )=T *YNa 4o (T, Y ..., Y))

ou la série o, (T, Y,,..., Y ) est aussi sans terme constant. Si l'on
passe maintenant des indéterminées X1 ey Xn, T, Y1 eees Yn aux varia-
bles Xyseerr Xy £, Y g 0o, ¥, €L si l'on considére le changement x; =

=t(c].+y].), (j=1,2,....,n), la série fl(l(rl+y1),..., tlc,+vy,)

converge absolument pourvu que [/](Icl.] +|y]-[), (j=1,2,...,n),
soient suffisamment petites. Comme
77!11/1 Vl
Elt(ey+y) o tle, +y,))=1 (a,"+ oy (t,y .0 ¥,)),

v
la série a01+01(t,y1,..., yn) converge absolument pour les mémes
valeurs des variables 7,y,...., y . La condition a_ $ 0 permet d'en
conclure que la série

Y1 17vy

(a  +0(t,yy, ¥,) =a, +o(t,y e y,)

donc aussi la série
m
t 1((10 +O—(t,y1,..., yn)) = é(t(cl+ }’1) seeey t( C" +yn)) =

= Cp(t,yll,,_,, yn) + f(tyl,..., tyn),

converge absolument pourvu que |¢],]y,]|,..., |y,| soient suffisamment
petites. Puisque les mondmes intervenant dans f(z.‘y1 seees 1y, ) ne figu-
rent pas dans C,O(t,y1 veers yn), la série des valeurs absolues des termes
de (¢, Yy y,)t f(tyl yeees tyn) contient la série des valeurs abso-
lues des termes de f(ty1 s+ ty, ). Cela prouve que cette derniére con-
verge pour les mémes valeurs des |¢|, |y, |,..., |y, |. Posant ty; = ug
(7=1,2,...,n), on voit que la série £(u,,..., u,) posséde un domaine

de convergence absolue.
REMARQUE. Lorsque n = ] la validité du lemme 6 est évidente.

PROPOSITION 11. Soient deux entiers positifs, vV, et v,, premiers entre
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eux et deux séries formelles a n indéterminées, 'fl(Xl ,...,Xn) et
52 (XIL s X, satisfaisant a la relation

(E(Xyon, xn))V2 =(E,(X 0 xg))vl.
Si l'une des deux séries entiéres correspondantes, 51(”1""’ un) et
52 (u1 eees un), posséde un domaine de convergence absolue non vide, il

en sera de méme de ['autre et il existera une série entiére unique §(u1,..,un)
possédant aussi un domaine de convergence absolue D ¥ @ et donnant lieu

aux relations
V.
fj(ul,..., u,) :(f(ul,..., un)) I (j=1,2),
sur D.

DEMONSTRATION. D'aprés le lemme 5, il existe une série formelle unique
E(X o X)) telle que &;(X L0 X)) = (E(X e, x i, (i=1,2).
Si la série §1(u1 ..., #,), par exemple, converge absolument sur un voli’—
sinage ouvert de 'origine, la relation §I(X1 e, Xn):(f(X1 oo X)) t
entraine, suivant le lemme 6, que f(u1 ,-.s #,) posséde un domaine de
convergence absolue D ¥ . La série (f(u1 e un))u2 = §2 (tyseertty,)

converge aussi absolument sur D.

COROLLAIRE. Soient deux entiers positifs, v, et V,, premiers enire eux
).
Soit D ;, supposé non vide, le domaine de convergence absoluede fj(ul,.,un),
(7=1,2). Si la relation (fl(u1 yeens un))v2 = (§2 (g, un))u1 est

valable sur un voisinage de l'origine, il existera une série entiére f(ul,.,;tn)

et deux séries entiéres a n variables, fl(ul,..., u,) et fz(ui,..., u,

possédant un domaine de convergence absolue D ¥ @, D C D,nD,, et

donnant lieu aux relations
V]- )
fj(ul,..., u,) —(f(ul,..., un)) , (7=1,2),
sur D.
Cet énoncé, qui est non trivial lorsque v, > 2, v, > 2 et que les
séries sont sans termes constants, est une simple conséquence de la propo-

sition 11. Il est aussi susceptible d'une démonstration directe. En effet,

I'anneau des germes a l'origine de fonctions analytiques réelles de =
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. 2 . * c 1. . . .
variables étant factoriel ), nous pouvons considérer les décompositions
des §].(u1 e u ) (7= 1,2) en séries irréductibles absolument conver-

gentes et raisonner ensuite comme dans le lemme 5.

PROPOSITION 12. Considérons un morphisme [: RY> R? de W% défini
v v

par les équations y, =t Lot y, =t 2, (vy>2, v, > 2).Pour qu'il soit

une (J¥, b,,)-injection, il faut et il suffit que les entiers vV et V, soient

premiers entre eux.

DEMONSTRATION. D'aprés la proposition 8, la condition est nécessaire.

. . g1 . . . .
Supposons-la satisfaite. Alors f est une (J*, p, )-injection si, et seulement

si, toute relation de la forme

b(8) =b,([).h, (geH? b ed),

entraine que b est analytique. Cette relation se traduit localement par la
donnée d'une fonction numérique continue hlug,..., u, ) et de deux séries
entiéres, fl(u1 e u,) et £, (uy,..., u,), satisfaisant aux conditions

£y uy) = (h(uy o u, D7, (j=1,2), ce qui donne
v v
(f,_(u1 beeer U)) 2 = (§2(u1,..., u,)) L
I suffit évidemment de considérer le cas non trivial ou les séries sont

sans termes constants. Conformément au corollaire de la proposition 11, il

existe une série entiére §(u1 yeens ”n) possédant un domaine de conver-

gence absolue D ¥ @ et donnant lieu aux relations
v; _
é:]'(ull"'l un):(g(ulr---: un)) y (]:1!2):

sur D. Par conséquent h(u,,..., u,) =& (uy,..., u,) est analytique sur
. IR T r
ce domaine, d'ou [ €(J%, p )" .

.

Les résultats suivants généralisent la proposition 12.

PROPOSITION 13. Soit [:RY> RY un morphisme analytique défini par

les équations

i

I
y,=t71, (i

; 1,290, m; g>m>2),

yp =0, (k=m+1,..., q).

(*)

Cette propriété nous a €été signalée par M. Michel Hervé.
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Pour qu’il soit une (97, p,,) -injection, il faut et il suffit que les entiers

Mg ey veees 2. soient premiers entre eux.

DEMONSTRATION. La condition étant nécessaire, nous allons montrer
qu'elle est aussi suffisante, c'est-a-dire que, si g].(u1 yeees ”n) sont des

fonctions analytiques s'annulant 3 l'origine et satisfaisant aux conditions

Hi )
g]-(u1 e )= (b, u))) T, (j=1,2,...,m),
alors b(ul,..., un) est aussi analytique.
L'un au moins des exposants i ,..., M,,, SOit (L, est impaire.
Soit fr, =(py,p,) lep.g.c.d. des p, 1, , et posons
H1 Ko

=V1, =V, ,
Ko Ko

ce qui entraine (1/1 Y, ) = 1. Comme My, est impair, de la relation évi-
dente (gl(u1 yeees un))p'Q = (gz(”l"“’ un))“l il résulte
v, v,
(gl(ul,..., u,)) :(82(u1""’”n)) .
D'aprés le corollaire de la proposition 11, il existe une fonction analytique
P, (”1””’ un) telle que
Vl 112
gl(ul,..., un) = sz(u1 veees un)) et g, (ul""’ un) =( CPQ(ul,,,,,un)) :
Cela permet de remplacer les conditions
© . 2
gl(ul, e un):(ly(u1 e, un)) Lot gz(ul eees un):(lz(u1 e un)) 2

i H
par la seule relation Py (tty e, ) :(b(”t""’ u,)) 12 Prenant le

p-gcd =0y, M4 ), nous pouvons remplacer ensuite les condit}ons

1 p
Py latyseees uy) :(b(ul,...,un)) 12 o g3(ul,..., un) :(b(ul,...,un)) 3

. I .
par une seule relation Cpa(u1 un) = (Ia(u1 eees un)) 13, la fonction
Py(uy,..., u,) étant analytique. Continuant de la sorte on arrive finale-
ment & un indice j tel que Ml}' = [, donc aussi a une relation CP]-(ul,...,un):
oy

= ] =

(ly(u1 s ) = la(zz1 eees un) prouvant que lo(u1 eers u2) est ana-
lytique.

PROPOSITION 14. Pour chaque j€{l1,2,..., m}, m> 2, soit P(u) une

série entiére d'une variable sans terme constant et ayant le terme de pre-
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mier degré non nul. Soit [ € H® un monomorphisme tel que dim o (f) =1
et que A/ se réduise a un point x°. Si [ est représenté, sur un voisinage

ILI"
de x°, par les équations ;= Cp].(l 1), (/«L]-Z 2, 1< j< m), alors on a

aqi /a . . . .
fe(Itp,) si, et seulement si, les entiers [Li,..., [t = soni premiers
entre eux.

DEMONSTRATION. Soient g]-(ul,..., u,) des fonctions analytiques s'an-
.. L g .. ey

nulant & l'origine et vérifiant les conditions gj(ul"“’ un) = q;,j(, 7y.

. . s . N ; .

L'equau:n giluy s u,) = Pt 7) se résout par rapport 4 t /, ce qui

donne ¢ 7 = ]Vbj(ul un), (j=1,2,..., m), la fonction l#].(ul,.‘., un)

étant analytique. On se raméne donc a la proposition précédente.

La proposition 14 détermine une classe de sous-structures C® qui
ne sont pas des sous-variétés C%. Nous avons ainsi obtenu le résultat
ci-aprés.

PROPOSITION 15. La classe des sous-structures analytiques est plus
large que la classe des sous-variétés analytiques.

Bien que nous ayons déja prouvé l'existence de monomorphismes
singuliers de H® qui ne sont pas des (g%, p,)-injections, nous n'avons
pas obtenu leur caractérisation compléte. Cela entraine que le probléme

de la caractérisation compléte des sous-structures C® est aussi en suspens .
5. Cas des sous-structures > .

Ce cas aussi est difficile a4 étudier d'une fagon compléte. On ignore
. . i .. .
s'il existe une (J , b, )-injection [ telle que A/# @ . Comme dans lecas
analytique, on peut pourtant obtenir des résultats concernant 1'aspect
négatif du probléme, c'est-a-dire celui qui consiste a exclure certaines
classes de monomorphismes singuliers de la classe des (J?, b, )-injec-

tions.

LEMME 7. Soit ¢(x) une fonction numérique C° définie sur un intervalle
ouvert U de R contenant l'origine. Supposons que @ x) ainsi que ses
dérivées de tout ordre soient nulles pour x = 0. Soit Y RYs R I'homéo-
morphisme défini par Y(t) =120 +F1 p entier> 1. Alors &= @) est

C®  sur Pintervalle k,ZJ-I(U) qui contient l'origine. En outre & (t) ainsi

9%
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que ses dérivées de tout ordre sont nulles pour.t = 0.

DEMONSTRATION. La dérivée d'ordre s de £(t) est donnée par (3.1),
dont le terme général est un produit d'un facteur numérique par une expres-

sion de la forme

(sy) (s,) (s,)
o) Ve T g B
avec x =(t), I<r<sets, +s, tots, =S,

L'entier » étant aussi grand que l'on veut, ¢(x) se met sous la forme
x"h(x) ou la fonction h(x) est O, nulle ainsi que ses dérivées de tout

ordre pour x = 0. Le terme général de (3.1) devient donc un produit de
n—r 1 1 1 n—r+pu~(2p+1)s
(2h T ,2p F1T %1 ep it T2 PEY R ST 2p+1

par une expression qui tend vers zéro pour t-» 0. Comme on peut prendre
n>(2p+2)s, il s'ensuit que zf(s)(t) tend vers zéro pour ¢ - 0, quel que
soit 1'ordre s. Cela prouve d'abord que £(t) est C!. De méme £'(¢t) est
C1l, donc £(t) est C? etc.. Pour tout ordre s, la fonction est %, donc
elle est C= sur Y71 (U).

Tout monomorphisme singulier f/ € H* peut étre représenté, sur un
voisinage d'un point de A/, par des équations de la forme(3.2)ou les fonc-
tions /].(xl,..., x,) et f(xy,..., x ) sont (> et aussi nulles ainsi que
toutes leurs dérivées premiéres a l'origine.

PROPOSITION 16. S*i] existe un indice k tel que q+1< k< net que les
dérivées de tout ordre des fonctions f].(O ooy 0,%,,0,...,0), (f=

=1,2,..., m), soient nulles a I'origine, on a fﬁ/ (ﬁ‘i, b ) !

DEMONSTRATION. Si V est un intervalle ouvert de R! contenant l'ori-
gine, on considére_l'i_a_p_plication T:V >R définie par x;= 0 pour j4k
et x, =y (t)= t22%1 (t eV, p entier> 1). Cette application n'est
pas différentiable, mais la composée {/].'r}je{ 1.2,...., m} Qui est défini

pour V suffisamment petit, est O d'aprés le lemme 7.

EXEMPLE. Soit f:]=1,+1[~> R? un morphisme de H* tel que, posant
f(t)=(f (1), [,(2)), on ait
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(f(t), [, (1) =(exp(=t72), exp(=1%)) pour £>0,
(/400),1,(0))=(0,0),
(fy(t), fo(t) =(exp(=t2), exp(t™)) pour t<0.

On démontre que f(tl) = f(t2) si, et seulement si, ty=1t,. Par consé-
quent [ est un monomorphisme de }* et puisque les dérivées de tout ordre
des fl(z) et {,(t) sont nulles pour ¢t = 0, il en résulte fﬁ{(ff",pw)’—.

Dans certains cas ou la proposition 16 n'est pas applicable,on peut
tout de méme obtenir une conclusion précise moyennant des raisonnements
analogues. U étant un intervalle ouvert de R ! contenant l'origine, consi-
dérons, par exemple, un monomorphisme f:U > R?, défini par les équations

4201

ylzfl(u): }’2:/2(1()2 ,Pentierz_l:

ou f,(u) est (> et aussi nulle ainsi que toutes sesldérivées pour u = 0.
YRS

Composant (f,,f,) avec l'application t-»u =t qui n'est pas dif-

férentiable, on obtient encore une application (C®. Par conséquent
1A 0, )" .

Dans le cas particulier ot le monomorphisme singulier f € H® est
susceptible d'étre représenté, sur un voisinage d'un point de Af’ par des
équations de la forme (3.2) analytiques,les propositions 8 et 9 se traduisent
d'une fagon évidente : S'il existe un entier p> 1, nécessairement impair,
divisant les exposants de tous les termes des séries L/Ji(xk) ,(1=12,..,m),
on a //ﬁ/(f,ri,pm) " De méme, s'il existe un entier 0> I, nécessairement
impair, divisant tous les entiers le’ (7=1,2,..,m; 1=1,2,...),
cdnsidérés dansla proposition 9, on a fﬁ[(gi, b..) " Le résultat suivant

est le pendant de la proposition 10.

PROPOSITION 17. Soit [ €H® un monomorphisme tel que dim a(f) =
=dim 5(f). Si A+ @, ona AT b )7,
COROLLAIRE. Si un monomorphisme singulier [ € H® est tel que B([ )
soit une partie d'un sous-ensemble de [(f) muni d'une structure de sous-
Py 00 . . . : —
variété C* de dimension dim a(f), on a /)é(j', .. ) ..
Les considérations précédentes au sujet des (jl,pm)-injections

se limitent a 1'aspect négatif du probléme. La question de savoir s'il existe
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i . . - L . . .
des (J?, p_)-injections définies par des monomorphismes singuliers, est
en suspens. Nous allons en expliciter les difficultés sur un exemple

simple.

EXEMPLE. Considérons le monomorphisme f:RY»> R?, défini par les
v v
Let Yo =1t 2,(V1_>_2, V22_2). Pour qu'il soit une

équations y, =t
(ji,pm)-injection, il faut évidemment que les entiers v, et v, soient

premiers entre eux. Supposons cette condition remplie. Alors [ sera une
(ji,poo)-injection si, et seulement si, les fonctions numériques 81(”1""un )

et g, (uy,..., u,) étant (>, une fonction h(uy,..., u,), nécessairement

continue, satisfaisant aux conditions g].(u1 v uy) = (b(uy e, uy, ))”I'7
(j=1,2), est C. Supposons, ce qui est loisible, que v, est impair, et

considérons le cas non trivial ot les fonctions gi(ul e Uy )y (7j=1,2),
s'annulent a 'origine. I/ s'ensuit que [ sera une (1, b, )-injection si, et
seulement si , la donnée d'une fonction numérique indéfiniment dérivable

gl(u1 yores Uy s'annulant a ['origine et telle que (gl(u1 seeen Uy, ))Vz ¢
soit aussi C®, entraine que (gl(ul""’ uz))l/vl est .

Soit fj le développement formel taylorien de gi(uy,..., u,),
(j=1,2), en un point quelconque. Comme la condition (g, (u,,..., un))"2:
= (gz(ul beees U, ))V:L entraine é":z = §12/1, il existe, d'aprés le lemme 5,
une série formelle £ telle que £, = fvl et £, = §v2 . Cela permet d'as-
socier canoniquement a (gl(u1 yeees un))l/vl un champ de séries for-
melles, mais nous ne pouvons pas affirmer que ce champ représente une
fonction (. La difficulté subsiste méme dans le cas d'une fonction
g,(u) d'une seule variable. En effet, si g,(u) est C® et si (gl(u))vz "y
est aussi C°, on ne peut pas en conclure que (gl(u))l/vl admet des
dérivées de tout ordre pour u =0, quand g (0) et les dérivées de gq(u)
sont nulles pour u = 0 sans que g,(u) soit identiquement nulle sur n'im-
porte quel voisinage de l'origine. Pour bien rendre explicite cette difficul-
té, supposons ¥, < v, et considérons la partie W de la source de g,(u)
définie par la condition u €W <> g, (u) # 0. La relation (g, (u) 1=
= (gl(u))v2 permet de montrer, moyennant des dérivations successives,
Y1

v,/
que toutes les dérivées de g, (u) = (gy(u)) 2 sont aussi nulles pour
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u = 0. Par conséquent

Yo

gy (1) ==2 (g, (u)”i gy(u)
1
tend vers zéro lorsque u tend vers zéro par des valeurs appartenant 4 W.
L'entier positif p étant aussi grand que 1'on veut, on peut écrire gy (u)=
=uPy(u) ou la fonction y(u) est C°, nu{le ainsique ses dérivées de
tout ordre pour u = 0. Par conséquent Ml)._/_’_’é tend vers zéro avec u.
En d'autres termes la dérivée premiére de u(gl(u))l/v1 existe et est
nulle a l'origine. Comme cette dérivée doit étre partout continue, il faut
que I'expression
1

1/ - -1
(g3 " =L (g, (u)”s gy(u)
1

tende vers zéro lorsque u tend vers zéro par des valeurs appartenant a4 W.

Cela ne résulte cependant pas de la relation établie tout 4 1'heure, & savoir

14

——-1
Lim (g (u)¥t  .g"(u))=0.
uew

REMARQUE. Si les dérivées de g,{u) ne sont pas toutes nulles pour
u =0, il existe un entier positif p tel que g, (u)=u(a, + g(u)) avec
a, +0 et g(0)=0, g(u) étant C* . Comme (81(”))v2 /Yy est par
hypothése C*, il faut que 4 =vv,, vV étant encore un entier positif.
Par conséquent (gl(u))i/vl = u"'(ato + g(u))l/vl est aussi C® sur

un\voisinage de l'origine.
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