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A. Csaszar définit une relation d’ordre semi-topogène (resp. topo-

gène parfait) sur l’ensemble des parties d’un ensemble muni de l’ordre

défini par l’inclusion. Il détermine les morphismes entre les ordres semi-

topogènes à partir de la notion d’image réciproque d’un ordre semi-topogène

par une application. Dans la définition de l’image réciproque d’un ordre

semi-topogène, seule intervient l’extension d’une application à l’ensemble

des parties d’un ensemble [ 2 ] .

Monsieur Ehresmann m’avait proposé de généraliser les résultats

de A. Csaszar en partant d’une classe ordonnée. J’ai donc été conduit à

définir une relation pré-topogène sur une classe ordonnée (c, 5..) comme

une relation « sur C vérifiant les axiomes :

implique

implique

En me faisant remarquer que l’ensemble des couples ( a , b ) tels que a « b

forme alors un idéal de la catégorie des couples associée à la classe

ordonnée ( C , G ) , Monsieur Ehresmann m’a suggéré d’étudier d’une façon

générale les structures pré-topogènes, qui sont définies par les couples

( C ’ , J ) d’une catégorie C ° et d’un idéal J de C ’ ° ( ~ 2 ) .
De même qu’un ordre topogène parfait est défini à partir d’un ordre

semi-topogène en imposant des conditions supplémentaires par rapport aux

opérations de réunion et d’intersection sur l’ensemble des parties d’un

ensemble, dans une catégorie C ° à 9-produits et à ~’-somme s, où 9 et ~’

sont des classes de classes données, il est naturel de définir une structure

( ~ , ~’ ) - topogène comme une structure pré-topogène (c., J) telle que j soit

stable par § -produits et par g, -sommes. A toute structure pré-topogène cor-
respond une structure topogène canonique, sa topogénisée ( §3) .

-

Soit J" la catégorie des foncteurs F admettant un adjoint G et y
sa sous-catégorie formée des foncteurs à ~-produits et g’-sommes et tels

que G soit compatible avec les 9 -produits ( G est toujours compatible avec

les J-sommes) ( § 1) . On définit les notions d’image Fs , et d’image réci-
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proque s’F d’une structure pré-(resp. (g,g’))-topogène s ou s’ par un

foncteur F e 5 ~ (resp. F E 1 a) ( ~ 4 ) . Un foncteur pré(resp. d, g, ))-topo-
gène est un triplet ( s’ , F , s ) , où s=(C.,JJ et s’ _ ( C’ ’ ~ J’ ) sont deux

structures pré-(resp. (g, g’ ))-topogènes et où F = ( C’ ’ , F , C ’ ) E 5 ~ (resp.
-

) vérifiant l’axiome s’F C s (c’est-à-dire C . G ( J’ ) . C C J ) . Les caté-

gories des foncteurs pré-topogènes et des foncteurs (9,9’)-topogènes, et

leurs foncteurs d’oubli canoniques, sont étudiés dans le ~ 5 .
Le but du chapitre II est d’étudier et de préciser les résultats

précédents dans le cas particulier des relations pré-topogènes (resp. topo-

gènes) sur une classe ordonnée (resp. sur une classe complète, i.e. telle

que toute partie admette une borne supérieure) . Ce cas est donc celui des

structures pré-topogènes (resp. ( ~ , ~’ )-topogènes) ( M ’ , J ) telle que M 
°

soit la catégorie des couples associée à un_ordre ( C,  ) (resp. à une
classe complète ( C,  ) et que § = 9  C &#x3E; et ~’ == { 25, 1, 2 ~ ~).

Si l’on part d’une classe complète locale, la relation topogénisée
cc t une relation pré-topogène peut être construite explicitement (§8).

La catégorie des morphismes entre relations pré-topogènes ( §9-10)
est définie à l’aide de la catégorie a des applications ordonnées / admet-
tant un adjoint g; si f = (( C’,  ) , f , ( C,  )) est une application ordonnée,
on a f E ~a si, et seulement si, pour tout a’ E C’, la classe

admet un plus grand éléme nt g ( a’ ) ( ~ 6 ) .
Les paratopologies sont obtenues ( §8) comme relations topogènes

( C, $.., cc) vérifiant la condition supplémentaire :

Si il existe tel que

(i.e. l’idéal J associé vérifie J C J . J ) ; les ouverts de la paratopologie
sont les a E C tels que a « a . Les topologies usuelles en sont un cas

particulier.
A titre d’application, nous définissons dans le § 11 la notion de

catégorie topogène ( = catégorie structurée par une relation topogène) ,
généralisant celle de catégorie topologique au sens de C. Ehresmann.
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Cette introduction serait incomplète si e n’ y exprimais ma profonde
reconnaissance et mon grand respect pour mon Professeur, Monsieur C.

Ehresmann; c’est grâce à ses suggestions, à sa direction et à 5a surveil-

lance constante que ce travail a pris forme.

Je remercie vivement Monsieur le Professeur Choquet, qui a bien

voulu accepter d’être Président du Jury, et Monsieur le Professeur Deheuvels

qui a bien voulu me proposer le sujet de la deuxième thèse.
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CHAPITRE I

STRUCTURES PRE-TOPOGENES ET (g,g’}-TOPOGENES

1 . Préliminaire.

Nous désignons toujours par ? une catégorie pleine d’applications
(voir [31, &#x3E; p. 23), par ~ et 9’ deux ensembles d’ensembles. Un foncteur

est dit ~-compatible s’il est compatible avec les g-produits, ~’-compatible
s’il est compatible avec les g’-sommes.

Soient C’ , C’ ’ ° des catégories. Soit 5: la catégorie des foncteurs

F = ( C’ ’, F, C ’ ) , associée à Dans ce qui suit nous considérerons les

sous-catégories suivantes de 5:
v

- 9= (resp. 9: ), ayant pour unités les catégories qui admettent une
0’somme unique (resp. un eproduit) (voir [ 3 ] p. 200).

-?, ayant pour unités les catégories à 9 -produits et à J’-sommes et

pour morphisme s les foncteurs (9, ~’ ) -compatibles.

-9:al formée des foncteurs qui admettent un foncteur adjoint à

gauche (voir [ 9 ] début de § 1 ) .

ayant pour éléments les foncteurs F E ~a tels que leurs

adjoints à gauche soient 9 -compatibles.

R E M A R QUE 1. On connait des conditions suffisantes pour que

admette un adjoint à gauche; en tous cas, il faut que les conditions sui-

vantes soient vérifiées (voir [ 8 ] , p. 149 ) :

1) Le foncteur F est compatible avec les limites projectives.
2) Pour tout a E C~’ ° la sous-classe F( C~ ) . C’ . a ~ QS .0 0
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REMARQUE 2. Soient F = (C’’, F, C’) 6 9~ et C’, C’’ E ~o .On sait que
les foncteûrs adjoints à gauche de F sont §’-compatibles. Mais en revanche
ils ne sont pas en général compatibles avec les 9 -produits.

Soit p j = ( ~ , p ~- , ~ ) le foncteur projection de ? vers 1. On sait
que py est un foncteur d’homomorphismes à produits finis, résolvant à

droite et saturé au-dessus de ~ . (Voir [ 3 J 1 Ch. II, déf s. 19, 20 ; Ch. III

déf. 8 et Ch. IV déf. 6). Soit p f. (resp. P’:f ’ resp. ~~ , resp. p§ ) les
a a a

restrictions correspondantes de pg: . On peut voir que ce sont des fonc-
teurs d’homomorphismes saturés au-dessus de m.

DEFINITION 1.1. Soient C’ ° une catégorie à 9-produits et à g’-sommes et

ci une sous-classe de C . On dit que C 1 est une sous-cl asse (g, g,)-
stable de C « si C 1 est stable par 9 -produits et par g’-sommes. On dit que
C i est une sous-catégorie (g, ~’)-stabl e de C ’ * si C i est en plus une

sous-catégori e de C ’ .

D E FI N ITI O N 1. 2. Soient C E j= o et A une sous-classe de C.. Soit J ~’(A)
l’intersection de toutes les sous-classes (9, 1 g,) - stables contenant _A .Alors
~ ~’ ( A ) est ( ~, ~’) - stable (voir [ 9 J , prop. 1. 8 ~ et ap pelée sous-classe

(~, ~’) -stable engendrée par A .

2. Structures pré-topogines.

D E FIN IT IO N 2. 1. Soit C ° * une catégorie. On dit que 1 est un idéal à

droite (resp. à’ gauche) de C · si 1 est une sous-classe de C et si 1 . C C 1

(resp. C . I C I ) . On dit que 1 e,st un idéal de C ’ * s’il est à la fois un idéal

à gauche et à droite de C’ * (voir [3], p. 2 ) .

D E F IN ITI O N 2. 2. Soit C * une catégorie. On dit que A est l’idéal engendré

par A si A est une sous-classe de C et si A = C. A . C.

D E FIN ITI O N 2.3. On dit que le couple (C.,]) définit une structure pré-

topogène sur la catégorie C * si j est un idéal de C..

PROPOSITION 2.1. Soit ( C’, J y )~, e p une famille de structures pré-

to pogènes sur C ’ ; alors ( C ’ , 
,~ U J ) et ( C n J ) sont des struc-.. 
y Eh y y Eh y

trues pré-topogènes sur C » (voir [9], prop. 2.1) .
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DEFINITION 2.4. Soient C* une catégorie et A une sous-classe de C.

On dit que (C., A ) est la structure pré-topogène engendrée par A si A

est l’idéal engendré par A .

PRO P os IT 10 N 2.2. Soient C. une catégorie, ( Ay )y E ~, une famille de

sous-classes de C et A,~, l’idéal engendré (déf. 2. 2 ) par Ay pour tout

y 6 r. On a alors et 1

(voir[ 91, prop. 2. 2 ) ,

Soient C * une catégorie et j un idéal de C ’ . Posons 12 = J . J .

P RO P OSIT IO N 2.3. Si (C.,]) est une structure pré-topogène sur C ’ ,

alors ( C ’ , j 2 ) en est aussi une.

DEMONSTRATION. Soit h E C. J 2 C ,° alors il existe g, f E C et a E J 2
tel que h = g . a . f . Mais ceci implique qu’il existe tel

que a - a 1, a 2 . * Donc Ce

qui démontre J ~ est un idéal de C’ .

DEFINITION 2.5. Soient C* une catégorie et J , J’ deux idéaux de C*.

On dit que la structure pré-topogène (C., J) est moins fine que la struc-

ture pré-topogène ( C‘’, J’) si, et seulement si, J C J’.

3 . Structures ( ~ , ~’) - topogène s.
Soit C’ * une catégorie à ~-produits et à ~’-sommes, où ~ et §’ sont

des classes de classes données.

DEFINITION 3 .1. On dit que J est un idéal -stable de c. si J est
un idéal de C (déf. 2.1) et s’il est stable par ~-produits et par 9’-sommes.
Dans ce cas ( C . , J ) est appelée une structure ( ~ , ~’ ) -topogène sur C ’ .

P R O P O SIT IO N 3. 1. Soit s = ( C ’ , J ) une structure -topogènes sur C ’ ,
La structure s 2 = ( C. , J 2) est aussi ( ~, ~ ’) -topogène (voir~ 9] prop.3.1) .

PROPOSITION 3.2. Soit ( C’, Jy )~, E h une famille de structures (g, ~’) -

topogènes sur C’. ° Alors le ~couple ( C’, ~ J ) en est aussi une (voir

[ 9 ], prop. 3. 2 ) . 
- 

~ 
~ Er

Soient c. E:f , A une sous-classe de C et A t = C . ~~’ A , C

l’idéal engendré (déf. 2.2) par ~5’ A, où 9 JI A est la classe (g, ~’) -stable
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engendrée par A (voir déf. 1.2 ) .

P RO P OS IT IO N 3.3. L e couple (C., A t) ci-dessus définit une structure

(g,g’)-topogène sur C · (voir [ 9 ] , prop. 3.3).

Soient C’ E j= 0 et A une sous-classe de C. Soit li (resp. (f’) la

classe des sous-classes (resp. des idéaux) ( ~, ~’~ - stables A’ contenant

A . Alors (I’C 8. Posons

PROPOSITION 3.4. La structure (~, ~’)-topogène (C., Â) est identique
à (C.,At).

D EMONSTRATION. 4t t est un idéal (g,g’)-stable contenant A donc

A t eli’ et Â C A t . D’autre part, soit h E A t ; alors il existe g , ~ E C et

a e ÔÔ’A tels que h = g . a . j; ceci implique que a E A’ pour toute sous-

classe A’ E (~’ . Par suite h E A’ pour tout A’ E li’ ; il en résulte que

h E A . D’ où l’égalité. a

D E F IN IT IO N 3 . 2 . L a structure -topogènes ( C ’ , A t ) _ ( C ’ , A ) est

appelée la structure ( ~, ~’) -topogène engendrée par la sous-classe A .

P RO P OS IT IO N 3.5. ° Soient C. E j=o et  °’ v &#x3E;v e P une famille de sous-

classes de C , A ~ors (voir [ 9 ] , prop.
30 .

P RO P OS IT IO N 3.6. Soient C . E ~o et (C.,]) = s une structure pré

topogène sur C · . Il existe une structure (g, ~’) -topogène st plus fine que
s et moins fine que toute structure (g, g’) - topogène plus fine que s.

DEMONSTRATION. Considérons la structure (9, g’) - topogène st = (C’,Jt)
engendrée par J (déf. 3.2 ) . Alors J C J t , donc se s t . Soit s’ _ (C.,]’)
une structure (9, §’ &#x3E; - topogène sur C ° plus fine que s ; on a j C J’ d’ après
la déf. 2. 5 . D’où J t C J’ d’après la définition de J t . Donc s t C s .

D E FIN ITI ON 3.3. La structure ( C’, J t) _ ( C’, J ) (voir prop. 3.4 ) est

appelée la structure (g, g’) -topogénisée de la structure pré-topogène (C J).

P RO POSITION 3.7. Une structure pré-topogène s = ( C’, J ) sur C * est

(9, 9") -topogène si, et seulement si, s = s t.

DEMONSTRATION. Si s = st, alors s est une structure (9,9’)-topogène.
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Réciproquement, si ~=fC’,/~ est une structure (J , J’) - topogène sur

C’, on a ses t d’après la prop. 3.6. D’autre part j 1 C J, puisque j est

un idéal (1, g’) - stable de c * , donc s’ C s. D’où l’égalité, a

DEFINITION 3.4.0~~~~e~MC~6?f~~-fo~o~~ s C j ) sur
C* ° est topologique si, et seulement ~ ~ C ~~ .

4. Structures pré-topogènes et (~~)-topogènes associées par un fondeur.
Soit F=fC~.F.C-)6~ (resp.6?~). Soient ~=rC-~ et

s’ = C’ 1, J’ ) des structures pré-(resp. (g, g,)) - topogènes respectivement
sur C 1 et C’ ° et G un foncteur adjoint à gauche de F. On peut vérifier

que JT7"~=C.Gf;~.C, FT/")=CBFf~.C’ etG~f~ sont des

idéaux (resp. des idéaux (~,~’)-stables) respectivement de C* ° et de C"

(voir[9], prop. 4.2). On pose alors i?T~ ~ J’F et Fj - (T~~.
DEFINITION 4.1.0/2~’~~~ ~C’,/~ e~~My2e~~MC~7-e~7-e-~e~.(~~~-
topogène associée à si par F, et on ~o~e ~ ~ s’F, si 1"on a j - J’F -

PROPOSITION 4.1. Soient s’ 1 = ( C’ ., J’l) et s’ 2 = ( C’ ’, J’2) des struc-

tures pré- (resp. (g, ~~- topogènes sur C’ ’. Si ~’ C ~ , alors s’1FC s’ 2 F
(Vo~[9]. ~ro~. 4.~~.

PROPOSITION 4.2. Soient ~Y~ycr~~"~y~y6r une famille de
structures Pré- (resp. topogènes sur C’ ° et F=fC’-,jF,C’~ 6?
(resp. E ~~) . Alors on a et

fVoz’r[9 L prop. 4. 6 ) .

P ROPOSITION 4.3. Soient F = ( C’ . , F, C .) E 1 a (resp. E 1 a) et s-=

= ( C’ ’ , J’ ) une structure pré- (resp. (g, g’» - topogène sur C’ ’ . La struc-

ture s’ 2 F est moins fine que la structure pré-(resp. (9,9’»-topogène
(s’F)2 . (Voir (9 J, prop. 4.7).

P ROP OSITION 4.4. Soient F = ( C’’ ’~, F, C’) E J a (resp. e a) et s une

structure pré- (resp. ( ~, ~’)) - topogène sur Ce. Parmi les structures pré-

(resp. (g, g’» - topogènes s’ sur C’ * telles que s’F C s, il en existe une

plus fine. Cette structure est définie de la façon suivante : s’ = ( c’ ., j’) ,
où J’ = FJ (voir le début de ce ~ ) .
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DEMONSTRATION. FJ est un idéal l (resp. un idéal l (~,~’)-stable) de

C’ ° (voir [9], prop. ~. 2 ) . Donc (C’., J’) est une structure pré- (resp.

( ~ , ~’)) - xopogène sur C’-. Montrons que ( FJ ) F C J . Or,

Si s’1 = ( C’ ’, J’1) est une autre structure pré- (resp. (g, J» - topogène sur
C’ ’ ° telle qu e s’1 F C s , on a

Par suite

DE FINITION 4.2. La structure pré-(resp. (g, g,)) - topogène définie sur C’ °

à partir de s par F d’après la prop. 4.4 est ap pel ée la structure pré- (resp.

( ~, topogènes image de s par F, et on la désigne par Fs = s’ .

PROPOSITIONN4.5. Soient t F = ( C’ ., F, C’), F’ = (C"’, F’, C’’) 5:a- 
- a

(resp. E ~a) et s = ( C. , J) une structure pré- (resp. d, topogènes sur
C .. Alors on a ( F’ . F )s = F’ (Fs ) (voir [ 9 ], prop. 4. 9 ) .

PRO POSITION 4.6. Soit ( s,~, ),~, E r une famille de structures pré-(resp.
( ~, ~’)) - topogènes sur C ’ . On a

(~o~[9L 1 prop. 4. 10 ).

PROPOSITION 4.7. Soient F = fC’ ’, F~, C*) E9: a (resp. ~?~~ 1 .?=fC’J~
et s’ = ( c’ . 1 ]’ ). des structures ~r~-(’re~. f3,~~-~o~oge~~~ respective-
ment sur C * et sur C’ ’. Alors on a ( Fs) F = set Ff ~’F~ D s’.

DEMONSTRATION. Montrons que ( Fj) F =/ et Ff/’F~D/’.Or,

De plus, si a E J , alors G "1( a ) C G "I( J ~ ; donc
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Ceci démontre que J C ( F J ) F , D’où -l’ égalité. Par ailleurs

PROPOSITION 4.8. Soit y le groupoide des éléments inversibles de :f.
, 

T N

Soient F = ( C’ ’, F, C’ ) E ~,~, (resp. E ~,~, ) et s = ( C’, j ) et s’ =

_ ( C’ ’ , j’) les structures pré- (resp. (g,g’))-topogènes respectivement
sur C’ ° et C’’. On a alors F( s’F) = s’ et ( F -1 ) -1 s = F( s), où F ( s ) =

=(C’’, F(J)). (Vozr[9], prop. 4.12).

5 . Foncteurs pré..TOpogènes et ( ~, g’) - topogènes.

Soient F = ( C’’, F, C’) E ~’a (resp. E ~a), s et s’ des struc-

tures pré- (resp. ( ~ , J’ » - topogènes respectivement sur C et sur C’ ’ .

DEFINITION 5.1. On dit t que F est un foncteur pré-(resp. (9,~’»-topo-
gène, ou bien est un morphisme entre les structures s et s’ ou bien est

un foncteur ( s , s’) - continu, si on a s’ F C s (voir déf. 4. 1 ) .

TH E OR EM E 5. I. Sous les hypothèses précédentes : .-

1 ) s’F est la moins fine parmi les structures pré- (resp. ( ~, ~’)) -

topogènes s sur C ’ ° qui rendent ( s, s’) -continu le foncteur F .

2 ) Fs est la plus fine parmi les structures pré- (resp. ( ~, ~’)) -

to pogènes s’ sur C’ ’ * qui rendent ( s , s’) - continu le foncteur F .

D E M O N S T R A TI O N . F est ( s’ F , s’) - continu et, si s est une structure

pré- (re sp. ( J, É’ )) - topogène sur C ° telle que F soit ( s , s’) - continu, on a

s’F C s . D’autre part, si s’ _ ( C’ ’ , J’) est une structure pré-(resp. ( ~ , É’))-
topogène sur C’ ’ telle que F soit ( s , s’) - continu, on a s’ F C s , donc

G ( J’) = J’F C J . Ceci implique

D’ où s’ C Fs .

Soient et

= ( C’ ’ , j’ ) des structures pré- (resp. ( 9, J» -topogènes respectivement sur

C’ et sur C’’ .

D E FI N ITI O N 5.2. On dit que F est un isomorphisme entre les structures
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pré-(resp. (g, ~’)) - topogènes s et s’ si F est à la fois ( s, s’) - et (s’, s ) -

cont inu.

On voit, d’après la prop. 4.8, que F est un isomorphisme entre les

structures s et s’ si, et seulement si,

et

Il s’ensuit que s’F = s .

Soit 5 (resp. ~ ) la catégorie des morphismes entre les structures

pré- (re sp. ( ~ , ~’)) - topogèn e s .
PROPOSITION 5.1. Soit q (resp. q ) le f oncteur projection de Ï (resp.

- -

de ~ ) vers ~ a (resp. vers ~‘ a ) . Alors q ( resp. q ) est un foncteur d’ho-

momorphismes. (Voir [9 ] , prop. 5. 2).

SOUS-STRUCTURES DANS ~ ET DANS y. .

Soit p y (resp. py le foncteur d’homomorphismes de 5:a (resp.
- a a -

de Ya) vers ? considéré à la fin du ~ 1 . Soient C ’ 6 ? (resp. 6 ? )
et C i une sous-catégorie pleine (resp. une sous-catégorie pleine (~,~)-
stable) de C ’ ; on peut voir alors que C i est une p y (resp. p f. )- sous-

~ 
r" 

a-

structure de C ’ ° (voir [ 9 ] , prop. 1.9 ) . Ceci dit, soit 9:t (respa 5~’ ) la
a a

sous-catégorie de 3’ (resp. de 7] ) formée des p~ - f resp. de p f ) -a a 
- a- 2013 a

injections (voir [ 9 ] , corol. prop. 1.9). Posons ~~ a~ r1 ~f ~ . Ainsa un
élément de 1~ est une p~7 - injection t # ( C’ , L, Ci) telle que, de plus,

a -
son adjoint à gauche ( C g , 1 ~* , C ° ) soit compatible avec les 9-produits.
PR OPOSITION 5.2. Soit (C.,J) E 0 (resp. E~ ). Soient £=(C.,£,C.1)E:f£

- 
0 0 - a

(resp. E ~â) et c * le foncteur adjoint à gauche de t,- ," posons J 1 = J t =

= c * ( j ) . Alors la structure pré- (resp. ( ~, topogènes ( C i’ J 1) = s 1
est une a q) (resp. une a q)) - sous-structure de s .

DEMONSTRATION. Soient F’ _ ( s, F’, s’) E 5 (resp. E ~ ) et F =

_ ( C i, F, C’’ ) E’-f tels que t . F = F’ . Alors on peut facilement vérifier

que F E N ~a (resp. E J a) (voir [ 9 ] , prop. 1.9 ) . Montrons que (si, F, s’~~~
(resp. e Pour cela il faut montrer que J 1 F C J’ . Soit (C., J ) E ~ o ;
si h’ E J 1 F = G ( J 1 ), il existe g’ , f’ E C’ ’ ° et a’ E G ( J 1 ) tels que
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h’ = g’ . a’ . f’. Donc il existe a EJ =
= t 

* ( J ) tel que a’ = G ( a ) . Ceci i

implique qu’ il existe fi, g 1 E C 1 et

ai E * ( J &#x3E; tels que a = gl.al, jl.
Il s’ ensuit qu’ il existe a E J tel

que a 1 = c * (a ) , donc

avec où

est un adjoint de F’. Donc a’ ~7’’
Par conséquent ~=~’.~./’ ~/’.
On fait une démonstration analogue
dans le cas des ~3~ q) - sous-
structures (voir [ 9 ] , prop. 5.4) . a

DEFINITION 5.3. La structure pré- (res~. ( ~ , ~’)) - to pogèn e
définie par la prop. 5.2 est appelée structure induite par s sur C i .

PRODUITS DE STRUCTURES PRE-TOPOGENES ET (1, ~l)-TOPOGENES.

Soit ~ la sous-catégorie de ? considérée dans le § 1 . Posons

Soit Soient

(resp. E ~ 0) pour k = 1 , 2 et C i X C 2 le produit de C i et de C 2 ; " on

peut facilement voir que les projections canoniques ; 1

appartiennent à ~a (resp- E ~ a ) Pour k = 1, 2 (voir [9], prop. 1.1~) .

PROPOSITION 5.3. Parmi les structures pré- (resp. (g, 9,»-topogènes s

sur C i X C 2 telles que Pk soit ( s, sk ) - continu pour k = 1, 2, il en

existe une qui est la moins fine. (Voir [ 9 ], prop. 5. 6 ).

D E F IN I T I O N 5.4. L a structure pré (res p. ( ~ , ~’)) - to pogèn e
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définie à partir de ( Ck, jk) pour k = 1, 2 par la prop. 5.3,est appelée
structure pré- (resp. ( ~, ~’~~ - topogène produit de

PROPOSITION 5.4. Soit

Alors p (resp. p, resp. p ) es t un foncteur d’homomor ph i s-

mes saturé au-dessus de m. (Voir [ 9 ], prop. 5. 10 ) .
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CHAPITRE II

RELATIONS PRE-TOPOGENES ET TOPOGENES

6. Propriétés de quelques sous-catégories de ~ .

Soit ( C,  ) une classe ordonnée. Si A C C, la borne supérieure

(resp. inférieure) de A dans C est appelée agrégat (resp. intersection) de

A dans C et est notée VA (resp. A A ) . Un élément de C noté 1 (resp.
0) est appelé élément universel (resp. nul) de (C, $..) si a  1 (resp.
0  a ) pour tout a E C .

DEFINITION 6.1. Une classe ordonnée ( C,  ) est appelée classe com-

plète si toute sous-classe adme t un agrégat dans C .

P RO P OS IT IO N 6.1. Dans une classe complète ( C,  ) il existe un élément

universel (resp. nul) . Pour qu’une classe ordonnée ( C,  ) soit complè te,
il faut et il suffit que toute sous-classe de C admette une intersection.

~oz’r[9 ]. prop. 6.1 ) .

DEFINITION 6.2. Une classe complète ( C,  ) est appelée classe locale

si l’axiome de distributivité ( D ) est véri fié . .-

pour tout

D E F IN IT 10 N G . 3 . Une sous-classe ( C 
l’  ) d’une classe complète ( C ~  )

est appelée sous-classe inductive si la condition suivante est vérifiée .-

Si A C C 
1 
alors V A e C 1 *

D E F IN IT IO N 6.4. Une sous-classe ordonnée ( C 1,  ) d’une classe com-

plè te ( C,  ) est appelée sous-classe inductive complète si les conditions

suivantes sont vérifiées :

1 ) ( C 1 ,  ) est une sous-classe inductive de ( C,  ) .

2 ) Si a, bEC l’ alors a /~ b E C 1 . *
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3 ) L’élément universel 1 appartient à C 1 .

Soit Ç~, la classe des classes ordonnées et .0 la catégorie des

applications croissantes f = (( C’ ,  ) , f , ( C,  )) entre classes ordonnées.

Si f = (( C’ ,  ) , f , ( C ,  )) e 0, on appelle morphisme adjoint à gauche de

f une application croissante g, _ (( C,  ) , g , ( C’ ,  )) vérifiant les condi-

tions suivantes :

( ad)1’ fg ( a’ )  a’ pour tout a’ E C’ .

( ad )2 . g f ( a ) &#x3E; a pour tout a E C .

Dans la suite nous considérerons les sous-catégories suivantes de

la catégorie .0 :
- f2 ayant pour unités les classes ordonnées admettant un élément

universel 1.

- D ayant pour unités les classes complètes.

a formée de morphismes f admettant un morphisme adjoint à gau-
che g.

-.0 ~ ayant pour éléments les f E ~~a qui sont surjectifs.

- Q£ la sous-catégorie pleine de Da ayant pour unités les classes
locales.

- 
_

- r2 a ayant pour éléments les f E Da tels que les adj oints à gauche
de f soient compatibles avec les agrégats.

PROPOSITION 6.2. Soient et ~ -

son morphisme adjoint à gauche; alors lets propriétés
suivantes ’sont vérifiées :

i . f g ( a’ ) = a’ pour tout a’ E f ( C ) .

ii. g f ( a ) = a pour tout a E g ( C’ ) .
iii.g(n A’ ) = A g( A’ ) pour tout A’ C C’ pourvu que f E Da’
iv. f ( VA) = ~l f ( A ) pour tout A C C pourvu que f E ~ ~ .
v. Si g est surjectif, g ( V A’ ) = V g ( A’ ) pour tout A’ C f( C ) pour-

vu que
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(Voir ( 9 ~ , prop. 6.3 ).

T H E O R E M E G. 1. Supposons f = (( C’ ,  ) , f , ( C ,  )) E D et, pour tout

a’ E C’ , posons Ca, a E C : f ( a)  a’ ~ . Alors f appartient à Da si, et

seulement si, Ca. admet un plus grand élément a’ pour tout a’ E C’ . Dans

ce cas, l’adjoint à gauche g de f est tel que g( a’ ) = a’ .

DEMONSTRATION. Supposons f E Da et désignons par g l’adjoint à

gauche de f . Soit a’ EC’ ; J’ on a fg( a’)  a’ d’après (ad),, d’où g( a’) e Ca’
Si a E C a, , la relation f (a)  a’ entraîne gf( a )  g( a’ ) J’ comme a  g f (a )

d’après (ad)2, on trouve a  g ( a’). Ainsi g ( a’ ) est le plus grand élément

a’ de C a, .
- Inversement, supposons que cette condition soit vérifiée. Si a’  a" , on

a C~, C C~,, , et par suite a’  a" . Il s’ ensuit g = (( C ,  ) , g , ( C’ ,  )) ~ ~2
en désignant par g la surjection a’ , a’ . Comme g( a’) E Ca,, on obtient

fg ( a’ )  a’ , donc ( ad ) 1 est vérifiée. Par ailleurs, a E C f (a) pour tout
a E C, de sorte que a  gf ( a ); donc ( ad )2 est vérifié. Ceci prouve que g
est un adjoint à gauche de f , c’est-à-dire f E .~a . a

P ROPOSITION 6.3. Supposons /=((C’.~),!.:(c,~)) E ~2. On a Ç2a
si, et seulement si, la condition suivante est véri fiée :

(a) f( VA) = V f(A) pour tout A C C.fVo~[9]. prop. 6.4).

Soit m la catégorie des applications. Soit w w, la pro-
jection de 0 vers M. Soit (,) a (resp. (À) a) la restriction de úJ à D (resp.
a ~a ) . On peut voir que ú) a (resp. wa) est un foncteur d’homomorphismes
saturé au-dessus de m. (Voir [ Q 1 , prop. G.5 ) .

Soient ( C,  ) une classe ordonnée et ( C 1,  ) une sous-classe
ordonnée de ( C,  ) telle que la condition suivante soit vérifiée : -.

En posan t C la -= ~ a 1 E C 1: a 1  a ~ l pour tout a E C , alors C Ia
admet un plus grand élément.

PROPOSITION 6.4. Soit ( C,  ) E H (resp. E:O ) et ( C 1,  ) une sous-
classe ordonnée de ( C,  ) telle que la condition ci-dessus soit vérifiée

(resp. une sous-classe inductive de ( C,  )) . Alors ( C 1’~) est une úJ a



492

(resp. úJ a) - sous-structure de ( C ,  ) e t toute ú) a (resp. côa) -sous-structure
est de cette forme. (Voir [9 ] , prop. 6.6 ) .

COROLLAIRE. Soit t ~~ (resp. ~~ ) la classe des Cùa (resp. de w ) -
a (res . ~ ’a a a ) _

injections alors

et de plus c’est une sous-catégorie de D. a (resp. de ~a ) .
7. Relations pré-topogènes.

D E F IN ITION 7. 1. Soit ( C,  ) une classe ordonnée. On dit que « est une

relation pré-topogène sur ( C,  ) si les conditions suivantes sont vérifiées

implique

implique

REMARQUE. On peut voir facilement qu’une relation pré-topogène est une

relation antisymétrique et transitive moins fine que la relation d’ordre sur

fC~).(Voir[9], p. 43).
Soient ( C,  ) une classe ordonnée, ( C X C ) ~ le groupoide des

couples et M ° la sous-catégorie de ( C x C associés respectivement à
C et à (C, ). (Voir[9L prop. 6.10).

PROPOSITION 7.1. Les conditions suivantes sont équivalente

( 1 ) oc est une relation pré-topogène sur ( C ,  ) .

( 2 ~ La sous-classe J = (a, b) E C X C : a ce b ) 1 est un idéal de M ’ .

,

DEMONSTRATION. Montrons que ( 1 ) entraîne ( 2). Si h E M . J . M, il

existe gk , jk E M pour k = 1 , 2 , tels que

Donc g 1 cc f 2 d’après ( P2 ) . Par conséquent

Ce qui démontre que J est un idéal de M *. Montrons que ( 2 ) entraîne ( 1 ) .

Si a ce b, a,b E C, alors (a,b) E JCM, donc a  b. De même si al a« bbl
on a (al, b 1) = (alla).(a, b).(b, b 1)’ avec (a,b) EJ. D’où (al, b 1) E J,

puisque j est un idéal de M.. Ce qui démontre a 1 ce b 1 . ’a

P ROPOSITION 7.2. Soit (cc’Y)’Y E~ une famille de relations pré-topogènes
sur ( C ,  ~ ; alors sont des relations pré-topogènes
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sur ( C,  ) .

C’ est la conséquence des props. 7.1 et 2.1.

P RO P O SITION 7.3. Soient ( C,  ) une classe ordonnée et « une relation

pré-topogène sur ( C,  ) . Alors, la relation cc 2 est une relation pré-

to pogèn e sur ( C ,  ) .

C’est la conséquence des props. 6.1 et 1.3 .

DEFINITION 7.2. Soient ( C,  ) une classe ordonnée et C 1 une sous-

classe de ( C,  ). On dit que « est la relation pré-topogène engendrée par

C 1 si la sous-classe correspondante J dans M* (voir prop. 7. 1 ) est

l’idéal engendré par ( C i x ci) r1 M dans M ’ * (voir déf. 2. 2 ) .

PROPOSITION 7.4. Les conditions suivantes sont équivalentes

1 ) ce est une relation pré-topogène engendrée par C 1 sur (C ,  ) .
2 ) a « b, a, b E C veut dire qu’il existe c E C 1 tel que a  c  b.

On a alors c E ( cil:~_) si, et seulement si, c « c.

DEMONSTRATION. Montrons que 1 ) entraîne 2 ) . Si a « b, a, b E C, alors

f~ ~~ 6/ ~ M.((C1 x ci) n M).M. Donc il existe(c, d),EMn’(CI x C1)
tel que ( a, b ) _ ( a, c).( c, d).( d, b ) . Ce qui est équivalent à a c d  b.

lJon c a  c  b avec c E C 1. °
- Réciproquement supposons que 2) est vérifiée. Si a - b, a, b E C, il

existe c E C 
1 

tel que a  c  b . Donc

avec et

D’ où J est un idéal engendré par C 1 X C 1 r1 M . D’autre part soit c E C 1; "
alors c  c  c. Donc c oc c d’ après 2 ) . De même si c - c , c ~ C, il existe

c 
1 
E C 

1 
tel que c  c 1  c d’ après 2 ) . Ce qui implique c = c 1. ~

PROPOSITION 7. 5. Soient ( C,~, ,  ),~, E r une famille de sous-classes de

( C,  ) et ce , YEr, la relation pré-topogène engendrée par ( Cy ,  ) .
Alors les relations sont engendrées respectivement

Par

C’ est la conséquence des props. 7.1 et 2.2.
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8 . R elations topogènes.

DEFINITION 8.1. Soient ( C,  ) une classe complète (déf. 6. 1 ) et « une

relation pré-topogène sur ( C,  ) . On dit que « est une relation topogène

sur ( C ,  ) si l es condition,s suivantes sont vérifiées

(Tl) 0 ex 0 et 1 ce l.

( T2 ) Si ai « bi , ai, bi E C ~o~r ~o~~ z ~ /, alors Va. ex ~l b..Z Z Z Z i Z ~ ; 1 
ici / 

~

(T Si a « bl et a2« 62, alors al/~a2 « bl/~ i b2. EI ° 

i EI

REMARQUE. On vérifie facilement que la condition ( T3 ) est valable pour
un nombre fini d’éléments de ( C ,  ) .

Soit ( C,  ) une classe complète. Soit (C XC) -!- (resp. M ’ ) la

catégorie (resp. la catégorie à 9 C &#x3E; - produits et à ~’- sommes, où ~’ a

pour seuls éléments Ç5 et { I , 2 ~ ) correspondante à C (resp. à ( C,  )).

(Voir [9L prop. 6.11 ) .

PROPOSITION 8.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

( 1 ) « est une relation topogène sur ( C,  ) .

(2)L’idéal J =~(a,b) ECXC, .- a ce « b estun idéal (~(M)~~’)-
stable de M ’ .

D E M O N ST R A T ION . Montrons que ( 1 ) entraîne ( 2 ) . On a évidemment 0 « 0

et 1 ce 1 , donc le 0-produit ( 0 , 0 ) et la Q5 -somme ( 1 , 1 ) appartiennent à

J . Si ( ai , bi ) E J pour tout i E 1, alors ai « bi pour tout i E I . Donc

- Réciproquement, supposons ( 2 ) vérifié; comme 0C/,ona(0,0~ = 0 =

= V 0 E J ; de même (1, 1 ) E J , ce qui implique 0 oc 0 et 1 ex 1. Si

ai ex bi, ai, bi E C pour tout i ~ /, alors (ai, bi) E J pour tout i E1. Donc

et

Ce qui implique

pour tout
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P ROPOSITION 8.2. Soient ( C,  ) une classe complète et oc une relation

topogène sur ( C ,  ) . Alors la relation « 2 (prop. 7. 3 ) est topogène.

C’ est la conséquence des propositions 8.1 et 3.1 .

P ROP OSITION 8.3. Soient ( C,  ) une classe complète et («,~, ),3, E r une

famille de relations topogènes sur ( C,  ). Alors n « est une rela-
"1Er;

tion topogène sur ( C,  ) .
C’est la conséquence des propositions 8.1 et 3.2.

Soient ( C,  ) une classe complète et ( C ~,  ) une sous-classe de
( C,  ) . Soit « la relation pré-topogène engendrée par ( C I, :Ç.) (déf. 7.2) .

PROPOSITION 8.4. Pour que oc, défini ci-dessus, soit une relation topo-

gène, il faut et il suffit que ( C 1’~) soit une sous-classe inductive com-

plète de ( C,  ) (déf. 6. 4 ) . (voir ~ 9 ~ , prop. 8.4).

TOPOGENISATION.

Soient ( C,  ) une classe complète, et soit oc une relation pré-topo-

gène sur ( C,  ) .

TH E OR E M E 8. 1. Il existe une relation topogène sur ( C,  ) , notée « ~,

plus fine que « et moins fine que toute relation topogène plus fine que oc.

D E F IN ITI O N 8 . 2. La relation « t associée à la relation pré-topogène oc par
le théorème 8.1 est appelée la topogénisée de « . (Voir remarque page 30 ) .

R E MA R QU E . Soient ( C,  ) une classe locale, « une relation pré-topogène
sur ( C ,  ) et oc t la topogénisée de oc. Soient j l’idéal (resp. J’ " l’idéal

( ~ ( M ), ~’)- stable) associé à ce (resp. à - 1). Soit J t le topogénisé de j
(déf. 3.3 ) . On peut vérifier que j = J’ . (Voir [ 9 ] , prop. 8.6 ) .

P R O P OS IT IO N 8. 5 . Soi ent ( C ,  ) une classe complète, « une relation pré-

topogène sur ( C,  ) et oc 
t 
sa topogénisée sur ( C,  ) . Alors « est topo-

gène si, et seulement si, « _ oc t .

Soient ( C,  ) une classe locale et ce . , 1  j  n , une famille finieJ n
de relations topogènes définie sur ( C,  ) . Posons oc =: (U « .)t.‘ 

, 
~ -1 J

P R O P OS IT IO N 8. G. La relation topogène - est définie de la faran sui-
vant e :
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( U) a ce b, a, b E C, veut dire qu’il existe un ensemble d’indices

1, des éléments tels que

pour tout i E 1 et 1  j  n . (Voir [ 9 ] , prop. 8.10 ) .

PROPOSITION 8.7. Soient ( C,  ) une classe locale et (CXy)y Er une

famille de relations pré-topogènes sur (C,  ). On a

(Voir [ 9 ] , prop. 8. 12 ) .

RELATIONS TOPOLOGIQUES.

D E F IN IT ION 8.3. Soient ( C,  ) une classe complète et ex une relation

topogène sur ( C,  ) . On dit que « est une relation topologique sur ( C,  )

si la condition suivante est véri fiée :

« C«2 .
Il résulte de ( T4 ), puisqu’on a toujours ex 2 C ex, qu’une relation

topogène est topologique si, et seulement si, « - ex 2 .

R E M A R Q U E . On peut voir que la condition ( T4 ) est équivalente à la sui-
vante : L’idéal associé J dans la catégorie M ° (prop. 8.1 ) est topolo-

gique (voir déf. 3.4 ) .

P RO P OS ITIO N 8.8. Soient ( C,  ) une classe complète et (C 1’~) une

sous-classe inductive complète de ( C ,  ) (déf. 6. 4 ) . Soit « la relation

topogène engendrée par ( C l’ ~) sur ( C,  ) (prop. 8.4 ) . Alors « est une

relation topologique sur ( C ,  ) . (hoir [ 9 ~ , prop. 8. 13 ) .

D E FIN ITION 8.4. Soient ( C,  ) une classe complète et ex une relation

topologique sur ( C,  ). Un élément g E C est appelé élément ouvert si,

et seulement si, g ex g.

R E M A R Q U E . Soit 6 la famille des éléments ouverts de ( C ,  ) ; § les con-

ditions suivantes sont vérifiées :

( O l ) 0 et 1 sont ouverts.

( 02 ) Si ( ai )Z E I est une famille d’ éléments ouverts, alors V ai
" Ï Ï ~~ tEl "

est ouvert.
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( 03 ) Si a, b sont des éléments ouverts, a l~ b est ouvert.

DEFINITION 8.5. On dit que 6 définit une paratopologie sur ( C,  ) si

cette famille satisfait aux conditions (0 1 ) à ( ~3 ) . Alors les éléments de
6 s’appellent des ouverts de ( C,  ) et ( C ~  , C‘~ ) -s’ap pelle espace para-
topologique.

TH EO R E ME 8.2. Soient ( C,  ) une classe complète et ex une relation

topogène sur ( C,  ). Soit 6 une famille d’éléments de ( C,  ). Alors 6

est une paratopologie sur ( C,  ) si, et seulement si, ex est une relation

topologique sur ( C,  ) et 61’ ensemble de ses ouverts.

DEMONSTRATION. Si S est une paratopologie sur ( C ,  ) , définissons

une relation « sur C de la façon suivante :

( R ) a « b , a, b e C, si, et seulement si, il existe g E.6 tel que

a  g  b. Alors on voit que ce est une relation topologique sur ( C,  ) .

En effet, 6 est une sous-classe inductive complète de (C,:5..) (déf. 5.4)

d’après ( 01 ) à ( 03 ) . Donc « est une relation topologique d’ après la prop.
8.8 . D’autre part, soit 6’ la famille des éléments g’ E C tels que g’ « g’ ,
où ex est défini par ( R ) ; alors 6 = 5’ . En effet, si g’ E 6’ il existe g E G
tel que g’  g  g’, d’où g = g’ et 6c 6’ . Par ailleurs onvoir facilement

que g - g pour tout g E 5. Ce qui implique 5 == 6’ . ..

- Réciproquement, soit ex une relation topologique sur ( C,  ) . Soit 6

la paratopologie sur ( C,  ) dont les éléments sont caractérisés par

g ex g . L’inégalité a  g  b avec g - g entraîne a « b . Inversement,

si a « b, a, b E C, posons

Alors x - b pour tout x E C b , 1 donc g = V x « b . D’après ( T4 ) , il

xcC,
existe c E C tel ue oc c « b de sorte que g - c , et c  d’après la

définition de ~ . Ce qui implique g = c , d’où g ex g . De plus d’après ( P 1 )
g 5. b, et, d’après la définition de g, a  g ; par suite a  ~  b . Ceci
montre que ( R ) est vérifié. a

DEFINITION 8.6. Une relation topologique « et la paratopologie 6 que
l’on en déduit d’après le théorème 8.2 sont dites associées.
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9 . Relations pré-topogènes et topogènes associées par une application.
_ -

Soit Da (resp*. ~ , resp. ~a) la sous-catégorie de D définie au

début du §6. Soit f = (( C’,  ) , f , ( C’,  )) ~ ~ . * Posons F(b, a)=

_ ( f ( b ), f ( a )) pour tout f~,x~6CCXC~ . Si g est son morphisme

adjoint à gauche, posons G ( b’ , a’ ) _ ( g ( b’ ) , g ( a’ ) ) . On peut facilement

voir que G, étant foncteur adjoint à gauche de F, est unique (voir [9 ] ,

prop. G.141. Soient M’, M’’ ° les sous-catégories correspondantes respec-
tivement à ( C,  ) et à ( C’,  ) d’après ce qu’on a vu au début du §7. Si

fC,_~fC’,~_)6n, on peut voir que M 
° 

et M’ ’ ° sont à P(M)-produits
et à P (M)- sommes (voir [ 9 ] , prop. 6.11).

Ceci dit, soient ex, «’ des relations pré-topogènes (resp. topo-

gènes) respectivement sur ( C,  ) et ( C’ ,  ) . Soient J , J’ 1 les idéaux

(resp. les idéaux ( ~ ( M ) , É’)- stables, où ~’ a pour seuls éléments C~ et

j~,2!) associés respectivement à « et à «’ dans AI ° et M’., d’après la
-

prop. 7.1 (resp. prop. 8.1 ) . Si f E ~a, on peut vérifier que G ( J’ ) et F ( J )
sont des sous-classes ( ~ ( M ) , ~’ ) - stables respectivement dans M ° et dans

M’ ’ ° (voir [ 9 ] , prop. 4.2).

DEFINITION 9.1. Soit f = ((C’, ), f,(C, )) E D (resp. E D ). Soit «’

une relation pré-topogène (resp. topogène) sur ( C’,  ). On dit que « est

la relation pré-topogène (resp. topogène) associée à ex’ par f sur ( C,  )

si J = J’F = G( J’ ) = M . G( J’ ) . M . On pose alors « _ «’ f .

PROPOSITION 9 .1. Sous les hypothèses précédentes les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

( 2) (A) a « b, a, b E C, équivaut à l’existence de a’, b’ E C’ tels

que et

DEMONSTRATION. Montrons que ( 1 ) entraîne (2). Si a « b, a, b E C

d’après la prop. 7.1, ( a, b ) E J = M . G ( J’ ) . M . Ce qui entraîne l’exis-

tence de (c, d) E G(J’) tel que (a, b) _ (a, c ).( c, d)v(d, b). Il s’ensuit

qu’il existe tel que 1

Ce qui implique
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où

Montrons que ( 2 ) entraîne ( 1 ) . Si ( a, b ) E 1 , d’après la prop.

6.1 , a « b , a , b E C et d’après ( A ) il exi ste ( a’, b’) E C’ tel que a  ~ (a’),

~ ( b’ )  b et a’ « ’ b’ . Ceci équivaut à dire que

avec ( ~ ( a’ ) , ~ ( b’ )) = G ( a’ . b’ ) et ( a’ , b’ ) E J’ , ce qui signifie ( a, b ) E

G( j’). Donc J = G( J’). ~~

PROPOSITION 9.2. Soient et

«’ une relation pré-topogène (resp. topogène) sur ~ C’ ,  ) . Alors les con-

ditions suivantes sont équivalentes :

( 1 ) . = If.
( 2 ) ( B ) a « b , a , b E C équivaut à l’existence d’un élément b’ EC’

tel que g( b’ )  b et f ( a ) «’ b’ (Z~oir ( 9 ~ , prop. 9. ?) .

Comme on a vu plus haut, pour définir une relation topogène asso-

ciée à une relation topogène par une application, on a supposé que i E ~2a .
Supposons maintenant que r = (( C’ ,  ) , ~ , ~ C,  )) E ~a . * Soit «’ une rela-

tion topogène sur ( C’,  ) et « ’~ la relation définie sur ( C,  ) par la prop.
9.2 - ~ 2 ) . C’est t seulement une relation pré-topogène sur ( C ,  ) . Ceci

implique la définition suivante :

D E F IN IT IO N 9.1’. Avec les hypothèses ci-dessus, on dit que « est la

relation topogène associée à ex’ par f si « _ ( «’~)t (déf. 8.2).

PROPOSITION 9.3. Si ~ _ (( C’,  ~, r, ( C,  )) E .~a (resp. EOa’ resp.

), alors a’ «’ b’, a’ , b’ E C’ entrai"ne g( a’ ) ex g( b’ ) dans ( C,  ) .

Si ~ E ~â (resp. 6~~ resp. E ~la ) , alors a’ «’ b’ , a’, b’ E C’

équivaut à g( a’ ) « g( b’ ) dans ( C,  ) (voir [ 9 ], prop. 9.4).

Soit /=ffCB.~/~C.~))~n~ (resp. E ~a ) . Soit ( C’~,  ) une
sous-classe (resp. une sous-classe inductive complète (déf. 6.4)) de

( C’ ,  ) . Soient «’ la relation pré-topogène (resp. topogène) engendrée par

( C’I ,  ) sur (CBJ (déf. 6.2 et prop. 7.4) et ex == ex’!.

PROPOSITION 9.4. Sous l’hypoth èse précédente, « est engendrée par

g ( G’ 1) sur ( C,  ). (Voir ( ~ ~ , prop. 9.7 ).
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PROPOSITION 9.5. Soient t et ex’ ° une relation

pré-topogène sur ( C’ ,  ). On a alors «’~ / -- («’~)t. (voir ( 9 ] , prop. 9.9).

IMAGES DES RELATIONS PRE-TOPOGENES ET TOPOGENES.

Soient et g son adjoint
à gauche. Soient M ° et M’ ° les catégories associées à ( C,  ) et ( C’ ,  )

et F, G les foncteurs associés à f, g respectivement d’après ce qu’on a

vu au début de ce paragraphe. Soient - , «’ des relations pré-topogènes

(resp. topogènes) respectivement sur ( C,  ) et ( C’ ,  ) . Soient J , J’ les

idéaux correspondants (prop. 7.1 et 8. 1 ) .

D E F IN IT IO N 9.2. Sous les hypothèses ci-dessus, on dit que «’ est la

relation pré-topo gène (resp. topogène) image de « par f si J’ 1-- FJ =-

= G -1 ( J ) ( prop. 4. 4 ) ; on écri t alors «’ = j« .

D E FINI T IO N 9.6. La relation f « définie par la déf. 9.2 est la plus fine

parmi les relations ~ré-topo~ènes (resp. topo~ènes) «’ sur ( (;’ ,  ) telles

que «’ f C « .

C’est la conséquence de la déf. 9.2 et de la prop. 4.4.

P RO P O SIT IO N 9.7. Sous l es hypothèses de la déi. 9. 2 , l es condi tions

suivantes sont équivalentes : .-

(2)a’ex’b’, a’ , b’ E C’ , équivaut t à g(a’)exg(b’). (Voir [91,

p ro p. 9 Il ) .

P RO P OS I T IO N 9 . 8 . Avec les hypothèses de la déf. ~. 2 , on a f ( «’ f ) - ex’.

Si de plus f E.o~ (resp. E ~â) (voir début du ~ 6 ) , on a ( f « ) f -- « . (Voir

[9 ], prop. 9.15).

10. Morphismes entre relations pré-topogènes ou topogènes.
N

D E F I N IT I O N‘ 10 . 1. So i t f = (( C’ ,  ) , f, ( C ,  )) E ~~a(resp. E ,~ a , res p.

E a Soient ex, ex’ des relations pré-topogènes (resp. topogènes) respec-
tivement sur ( C,  ) et ( C’,  ) . On dit que f est une application (ex,ex’)-

continue ou bie n un morphisme entre « et «’ si on a «’ f C« (resp. («’ f )tC«)
(voir dé fs. 9.1 et 9.1’ ).
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THEOREME 10.1. Soient t oc,oe~ des relations pré-topogènes (resp. topo-

gènes) r~~c~’~~ey~ sur (~C,~~ et ("C’,~~. 
-

alors «’ f (resp. ( «’ f )t) est t la rnoins fine parmi les relations pré-topo-

gènes (resp. topogènes) - sur ( C,  ) qui rendent (ex, «’) - continue l’ap-

plication f .plication 2 ) f. Soit f ’e 
- Ç~ (resp. e N - alors est la plus fine parmi les2) Soit f E ~2a (resp. E ~a); " alors f« est la plus fine parmi les

relations prc~ topogènes (resp. topogènes) «’ sur ( C’ ,  ) qui rendent
. 

‘-

(ex, «’ ) - continue l’application f.
C’est la conséquence de la déf. 10.1 et du théo. 5.1 .

Soit n (resp. Dy) la classe des éléments inversibles de n

(resp. de ~5). ..

D E F IN IT IU N 10.2. Soient t f = (( C’ ,  ) , f , ( C ,  )) E ~,~, (resp. E Dy) et
oc, oc’ des relations pré-topo~ènes (resp. topogènes) respectivement sur

( C,  ) et ( C’ ,  ) . On dit que f est un isomorphisme entre les relations

oc et oc’ si PSt t (oe,oe~-C072~’~M et si f-l est ( ex’ , ex ) -continu.
On peut facilement vérifier que f est un isomorphisme si, et seule-

mentsi,«’fC« et f«C«’.
Soit y (resp. ~ , resp. ~~ ) la catégorie des morphismes 1=«C",

f , ( C.~,  , « )) entre les relations pré-topogènes (resp. topogènes, resp. topo-
- 

_ 
-

gènes) telles que f = (( C’ ,  ) , f , ( ~. ,  )) E ~a (resp. ~â , resp. E ~a ) .
Soit X (resp. ~, resp. ’A) le foncteur projection de 5 (resp. de 5 , resp.

~-~ 
_ 

-

de vers n (resp. vers Dl , resp. vers D ); on peut voir facilementa a a

que ce sont des foncteurs d’homomorphismes saturés.

SOUS-STRUCTURES DANS:r ET DANS 7 -

Soit Dl (resp. fil) la sous-catégorie de.o (resp. de Q§ ) forméea 
- 

a a a

des wa (resp. de c~a)-injections (voir corol. de la prop. 6.4). Soient

(C,,«) e 5~ (resp. e 70 ) et c -((C,),c,(C1,)) 6~ (resp. E~â).
Posons ex 1 

=_ ( oe ) l (resp. - « ex) )t).

PROPOSITION 10.1. (CI,  , « i) est une a X) (resp. a -sous -
structure de ( ~’,  , ce &#x3E; . (Voir prop. 10.3 [9 ]).
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DEFINITION 10.3. La relation pré-topogène (resp. topogène) - 1 sur (C i.~5-)
définie par la prop. 10. 3 est appelée relation pré-topogène (resp. topogène)
induite sur ( C i,  ) .
PRODUITS DE RELATIONS PRE-TOPOGENES ET TOPOGENES.

A

Soit n (resp. Ql) la sous-catégorie de il considérée au ~ 6 .
Posons ? = /~ ( H ) . Soit ( C ,  , oc, ) E ÙÎ~ (resp. E 5~ ) pour k = 1 , 2 .o 0 k k o 0

Soient ( C 1 X c 2 le produit de ( C 1 ,  ) et ( C 2 ,  ) et p k =

- (( Ck ,  ) , p k , ( C1 X C 2 ,  )) les proj ections correspondantes pour

k = 1, 2 . On peut facilement voir que p k E ~ a (resp. 6~’) pour k = 1 , 2
(voir [ 9 ] , prop. 6.7 ) . Posons

« -C«lpl) U~«2 p2) (resp. ((«1 1 P i ) w (ex 2 p2))t)· °

PROPOSITION 10.2. La relation pré-topogène (resp. topogène) - ainsi

définie sur ( C 1 X C 2 ,  ) est la rnoins fine des relations pré-topogènes

(resp. topogènes) sur ( C 1 X c 2 ~) qui rendent (« , «k )- continues les
les projections Pk pour k = 1, 2 .

C’est la conséquence des props. 8.1 et 5.3.

DEFINITION 10.4. La relation pré-topogène (resp. topogène) - définie sur

( C 1 X C 2 ,~) par la prop. 10.2 , est appelée produit de ex 1 et ex 2 .

PROPOSITION 10.3. Soit À le foncteur projection de J vers Ul a (voir

début de ce §). Alors ~. est un foncteur d’homomorphismes à produits

finis et résolvant à droite. (Voir [9 J, props. 10. 5 et 10. 6 ) .

Soit

le foncteur projection de 5 (resp. de 5) vers m (voir fin du §6 et début
du §10).

TH E OR E ME 10. 2 . Le foncteur p (resp. p ) ainsi dé fini est un foncteur d’

homomorphismes saturé au-dessus de ~. p est un foncteur à produits finis
et résolvant à droite.

11. Applications.
Soit C’ une catégorie. On désigne par Ci la classe des unités
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de C ’ , par C ’ * C ’ ° la sous-classe de C X C formée des couples compo-

sables et par a. , /3 et K les applications source, but et loi de composi-
tion respectivement.

Soit ( C ’ ,  ) une catégorie munie d’une relation d’ordre telle que

( C,  ) soit une classe ordonnée. Posons :

pour tout

pour tout

pour tout

P RO P OS ITIO N 1 1. l.Pour que (C.,~) soit une catégorie Da (resp. ?5a) -
structurée (voir [ 4 ], p. 35 ), il faut et il suffit que 1 es condi tions sui-

vantes soient véri jiées : .-

1 ) C ’ ° est une catégorie et ( C,  ) est une classe ordonnée (resp.
une classe complète).

2 ) Les applications , 1

et ~ sont croissantes

-et les sous-classes c. l’ c. , , c. !3 et (C. * C ’ ) f ~ K citées ci-dessus,

admettent un plus grand élément (resp. la condition (C) est véri fiée :

pour tout A C C

pour tout B C C ’ * C’~.fVoz’r[9 L~rop.~.2~.

CATEGORIES PRE-TOPOGENES ET TOPOGENES.

Soit 5 (resp. 5 ) la catégorie des morphismes f = (( C’,  , «’ ), f ,
( C,  , « )) entre les relations pré-topogènes (resp. topogènes) tels que

ffC~),/,rC.~))6~ (resp. E ~51 ) (voir début du §10). Soit p =

_ ( ‘~ , p , 5 ) (resp. ’p p » le foncteur proj ection vers m (voir
théo. 10.2 ) .

D E F IN IT IO N 1 1. 1. Soit « une relation pré-topogène (resp. topogène) sur

( C ’ ,  ) . On dit que (C., $., rx) est une catégorie pré-topogène (resp.
topogène) si (C., s., rx) est une catégorie (Ï, p) (resp. ( ~, p ))-structurée.
TH E OR E ME 1 1. 1. Pour que ( C ’ ,  , « ) soit une catégorie ( ~, p) (resp.
( ~ , p j) - structurée, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient

véri fiées : Les applications
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et

apparti ennent à 5 (resp.

à ~), où ex 1 et «’ sont les relations induites respectivement par « et par

la relation produit de ex par « sur ( C,  ) et sur ( C * C ’ ,  ) (voir défs.
10. 3 et 10.4 ) . (Voir ( 9 ~ , théo. 11. 1 ) .

R E M A R Q U E . Soit ~ la catégorie des morphismes f = ((C’,  , ce’),/, (C, »
entre relations topogènes considérée au § 10 . Alors cette catégorie con-
tient comme sous-catégorie pleine la catégorie 5’ ayant pour unités les

triplets ( C,  , « ) , où ce est une relation topologique sur ( C,  ) (voir

déf. 8.3 ) et où ’( C, :Ç.) est l’ensemble des parties P ( D ) de D muni de la
relation d’inclûsion. Soit T la catégorie des applications continues entre

topologies usuelles; alors cette catégorie est isomorphe à 5’ . En effet,

l’isomorphisme provient du fait qu’à chaque relation topologique oc corres-

pond d’une façon biunivoque une paratopologie ( C,  , or ) (voir théo. 8.2).

Ceci dit, considérons maintenant une catégorie topologique au sens de

C. Ehresmann, c’est-à-dire une catégorie (T, p)-structurée, où p = (‘~Ïl , p ,7’)

Cette catégorie s’identifie à une catégorie topogène (voir déf. 11.1) parti-

culière, à savoir à une catégorie topogène (C’,  ~ telle que (C,  ,« ) 0
REMARQUE. Soit ( C,  ) une classe locale munie d’une relation pré-

topogène « . On montre que la relation « t topogénisée de ce est définie par

( T’~ a « t b si, et seulement si, où, pour tout

1 e 1 , on a et pour tout

Ceci rectifie le théorème $.1 ~ 9 J ; la démonstration se modifie aisément

en y remplaçant ( T ) par ( T’ ) . Bien que la construction de ex t soit uti -

lisée dans la démonstration de la proposition 10.1 , cette proposition reste

vraie, la démonstration étant analogue à celle de la proposition 10.3 [9]

après substitution de ( T’ ) à ( T ) .
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