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2 M.T. SADR
INTRODUCTION

A. Csaszar définit une relation d'ordre semi-topogéne (resp. topo-
géne parfait) sur l'ensemble des parties d'un ensemble muni de I'ordre
défini par l'inclusion. Il détermine les morphismes entre les ordres semi-
topogénes 2 partir de la notion d'image réciproque d'un ordre semi-topogéne
par une application. Dans la définition de l'image réciproque d'un ordre
semi-topogéne, seule intervient l'extension d'une application a 1'ensemble
des parties d'un ensemble [2].

Monsieur Ehresmann m'avait proposé de généraliser les résultats
de A. Csaszar en partant d'une classe ordonnée. J'ai donc été conduit a
définir une relation pré-topogéne sur une classe ordonnée (C,<) comme

une relation « sur C vérifiant les axiomes :

axb a,becC implique a< b.

a,<a« bg b, implique a = b, .
En me faisant remarquer que 1'ensemble des couples (a, b) tels que ax b
forme alors un idéal de la catégorie des couples associée a la classe
ordonnée (C,< ), Monsieur Ehresmann m'a suggéré d'étudier d'une fagon
générale les structures pré-topogénes, qui sont définies par les couples
(C*,]) d'une catégorie C* et d'un idéal | de C* (§2).

De méme qu'un ordre topogéne parfait est défini & partir d'un ordre
semi-topogéne en imposant des conditions supplémentaires par rapport aux
opérations de réunion et d'intersection sur l'ensemble des parties d'un
ensemble, dans une catégorie C* a §-produits et a §'-sommes, ou § e §
sont des classes de classes données, il est naturel de définir une structure
(9,9) - topogene comme une structure pré-topogéne (C*, J) telle que | soit
stable par §-produits et par §'-sommes. A toute structure pré-topogéne cor-
respond une structure topogéne canonique, sa topogénisée ( 5 3).

~
. g L, . ..

Soit J’a la catégorie des foncteurs F admettant un adjoint G et ffa

sa sous-catégorie formée des foncteurs a g-produits et §-sommes et tels

que G soit compatible avec les §-produits (G est toujours compatible avec

les §'-sommes) ($1) . On définit les notions d'image Fs, et d'image réci-
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STRUCTURES TOPOGENES SUR UNE CATEGORIE 3

proque s'F d'une structure pré-(resp. (4,9'))-topogéne s ou s’ par un
foncteur F cha (resp. F €§a) (§4). Un foncteur pré(resp. (9,9))-topo-
géne est un triplet (s', F,s), od s=(C*, ]} et 3'=(C’*,]') sont deux
structures pré-(resp. (§,9"))-topogénes et ot F = (C'*,F,C"*) eﬂ"a (resp.
€ ﬁsa) vérifiant 1'axiome s'F C s (c'est-a-dire C.G(]').CC J).Les caté-
gories des foncteurs pré-topogénes et des foncteurs (9,9')-topogenes, et
leurs foncteurs d'oubli canoniques, sont étudiés dans le §s.

Le but du chapitre II est d'étudier et de préciser les résultats
précédents dans le cas particulier des relations pré-topogénes (resp. topo-
génes) sur une classe ordonnée (resp. sur une classe compléte, i.e. telle
que toute partie admette une borne supérieure) . Ce cas est donc celui des
structures pré-topogénes (resp. (9,9')-topogeénes) (M*,]) telle que M*
soit la catégorie des couples associée a un_ordre (C,< ) (resp.a une
classe compléte (C,<) et que §=P(C) et & ={@,{12}].

Si l'on part d'une classe compléte locale, la relation topogénisée
«! une relation pré-topogéne peut étre construite explicitement ($8).

La catégorie des morphismes entre relations pré-topogénes ( §9-10)
est définie a 1'aide de la catégorie Qa des applications ordonnées f admet-
tant un adjoint g, si f=((C’, g),/_,(c,g)) est une application ordonnée,

ona f EQa si, et seulement si, pour tout ¢’ € C’, la classe
C ={aeC:f(a)< a'}
admet un plus grand élément g(a') ($6).

Les paratopologies sont obtenues ( §8) comme relations topogénes

(C,<,=) vérifiant la condition supplémentaire :
Si ax b, il existe c €C tel que axcx b

(i.e. 1'idéal | associé vérifie JC J.]J), les ouverts de la paratopologie
sont les a € C tels que a« a. Les topologies usuelles en sont un cas
particulier.

A titre d'application, nous définissons dans le §11 la notion de
catégorie topogéne ( =catégorie structurée par une relation topogéne),

généralisant celle de catégorie topologique au sens de C. Ehresmann.
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4 M.T. SADR

Cette introduction serait incompléte si je n'y exprimais ma profonde
reconnaissance et mon grand respect pour mon Professeur, Monsieur C.
Ehresmann; c'est grice a ses suggestions, a sa direction et & sa surveil-
lance constante que ce travail a pris forme.

Je remercie vivement Monsieur le Professeur Choquet, qui a bien
voulu accepter d'étre Président du Jury, et Monsieur le Professeur Deheuvels

qui a bien voulu me proposer le sujet de la deuxiéme thése.
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STRUCTURES TOPOGENES SUR UNE CATEGORIE 5

CHAPITRE 1

STRUCTURES PRE-TOPOGENES ET (9,9 -TOPOGENES

1. Préliminaire.

Nous désignons toujours par M une catégorie pleine d'applications
(voir [31], p. 23), par § et ' deux ensembles d'ensembles. Un foncteur
est dit §-compatible s'il est compatible avec les §-produits, §'-compatible
s'il est compatible avec les §'-sommes.

Soient C*, C'* des catégories. Soit F la catégorie des foncteurs
F=(C'*,F,C*), associée a M. Dans ce qui suit nous considérerons les
sous-catégories sui‘\,rantes de ¥ :

-5 (resp. F ), ayant pour unités les catégories qui admettent une
(#-somme unique (resp. un @ produit) (voir [ 3] p. 200).

-cf, ayant pour unités les catégories a §-produits et a §'-sommes et
pour morphismes les foncteurs (9§ ,9 )-compatibles.

-¥

formée des foncteurs qui admettent un foncteur adjointa

a7
gauche (voir [9 ] début de §1).
-F,=Fn%F,

~

-?a, ayant pour éléments les foncteurs F E{fa tels que leurs
adjoints a gauche soient §-compatibles.
REMARQUE 1.0n connait des conditions suffisantes pour que
F=(C+ E,C)e¥
admette un adjoint 4 gauche; en tous cas, il faut que les conditions sui-
vantes soient vérifiées (voir [8], p. 149) :

1) Le foncteur F est compatible avec les limites projectives.

2) Pour tout a € C* la sous-classe F( C:).C'.a F @.

¥79



6 M.T. SADR

REMARQUE 2. Soient F=(C'*,F,C*) effa et C*,C' e}ﬁo .On sait que
les foncteurs adjoints & gauche de F sont §'-compatibles. Mais en revanche
ils ne sont pas en général compatibles avec les 4-produits.

Soit pg = (fm,pg,?) le foncteur projection de F vers M. On sait
que pg est un foncteur d'homomorphismes a produits finis, résolvant a
droite et saturé au-dessus de M. (Voir [3] Ch. II, défs. 19,20; Ch.III
déf. 8 et Ch. IV déf. 6). Soit pT (resp. pga, resp. p?’a, resp. pj:‘a) les
restrictions correspondantes de pg . On peut voir que ce sont des fonc-

teurs d'homomorphismes saturés au-dessus de M.

DEFINITION 1.1. Soient C* une catégorie a §-produits et a §'-sommes et
C, une sous-classe de C. On dit que C, est une sous-classe (4, 9)-
stable de C* si C est stable par §-produits et par §'-sommes. On dit que
Ci est une sous-catégorie (g,g')-stable de C* si C'1 est en plus une

sous-catégorie de C*.

DEFINITION 1.2. Soient C* 6?0 et A une sous-classe de C*. Soit §4'(A)
I'intersection de toutes les sous-classes (4,4')- stables contenant A.Alors
QQ'(A) est (§,4)-stable (voir [9], prop. 1.8) et appelée sous-classe
(4,9) -stable engendrée par A.

2. Structures pré-topogenes.

DEFINITION 2.1. Soit C* une catégorie. On dit que | est un idéal a
droite (resp. & gauche) de C* si | est une sous-classede C et si 1 .CCI
(resp. C.IC1). On dit que | est un idéal de C* s'il est a la fois un idéal
a gauche et a droite de C* (voir[31], p. 2).

DEFINITION 2.2. Soit C* une catégorie. On dit que A est 1'idéal engendré

par A si A est une sous-classe de C et si A=C.A.C.

DEFINITION 2.3. On dit que le couple (C*,]) définit une structure pré-

topogéne sur la catégorie C* si | est un idéal de C*.

PROPOSITION 2.1. Soit (C*,] I une f[amille de structures pré-

Y )')’ €
topogénes sur C*; alors (C*, U J. ) et(Ce, N J., ) sont des struc-
el 'Y el "7

trues pré-topogénes sur C* (voir [91, prop. 2.1).
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STRUCTURES TOPOGENES SUR UNE CATEGORIE 7

DEFINITION 2.4. Soient C* une catégorie et A une sous-classe de C.
On dit que (C*, A) est la structure pré-topogéne engendrée par A si A

est I'idéal engendré par A.

PROPOSITION 2.2. Soient C* une catégorie, (Ay )'yeP une famille de
sous-classes de C et Zy l'idéal engendré (déf. 2.2) par Ay pour tout

vel'. On a alors (C-,ngAy):(c-,yLiPA) et (C0 NAy)=

=(C-, rymef Z,},) (voir [ 9], prop. 2.2),

Soient C* une catégorie et | un idéal de C*. Posons J2 =].].

PROPOSITION 2.3. §i (C*,]) est une structure pré-topogéne sur C*,

alors (C*, ]2 ) en est aussi une.

DEMONSTRATION. Soit h € C.J?.C; alors il existe g f€C et a€]?
tel que b =g.a./. Mais ceci implique qu'il existe (a,,a,) €] «] tel
qQue a=a,.a,. Donc j=g.a,.a,.[=(g.a,)(a,.f)e].]=]%. Ce
qui démontre [ est un idéal de C*. m

DEFINITION 2.5. Soient C* une catégorie et ], ]’ deux idéaux de C*.
On dit que la structure pré-topogéne (C*, | ) est moins fine que la struc-

ture pré-topogene ( C', J') si, et seulement si, ] CJ'.

3. Structures (9, §') - topogenes.
Soit C* une catégorie 2 §-produits et 2 §'-sommes, ou § et §' sont

des classes de classes données.

DEFINITION 3.1. On dit que | est un idéal (§,9')-stable de C* si ] est
un idéal de C* (déf. 2.1) et s'il est stable par §-produits et par §'-sommes.

Dans ce cas (C*, ] ) est appelée une structure (9,9 -topogene sur C*.

PROPOSITION 3.1. Soit s =(C*,]) une structure (4, %)-topogene sur C*.

La structure s? =(C*,]J?) est aussi (4,9 7)-topogene(voirl 9] prop.3.1).

PROPOSITION 3.2. Soit (C*, ]'y)y T une famille de structures ($,9)-
topogénes sur C*. Alors {e~couple (C-, y{ZI‘ I'y) en est aussi une (voir
[91, prop. 3.2).

Soient C* 63:0, A une sous-classe de C et A'=C.4§'A.C
1'idéal engendré (déf. 2.2) par $'A, on 44’ A est la classe (§,9)-stable
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8 M.T. SADR

engendrée par A (voir déf. 1.2) .

PROPOSITION 3.3. Le couple (C*, A') ci-dessus définit une structure
(9,9')-topogéne sur C* (voir[9], prop. 3.3).

Soient C‘E-ﬂ?o et A une sous-classe de C. Soit @ (resp. @) la
classe des sous-classes (resp. des idéaux) (4,9’)- stables A’ contenant

A. Alors @' Cc @. Posons ;\ = N A'.
Ae(®

PROPOSITION 3.4. La structure (9,9')- topogene (C*,A) est identique
a(Ce-, Al).

DEMONSTRATION. A! est un idéal (g,g')-stable contenant A donc
At e@ et ACA!. D'autre part, soit h € A?; alors il existe g,/ eC et
a €§¥A tels que b = g.a.f; ceci implique que @ € A’ pour toute sous-
classe A’ €@ . Par suite h € A’ pour tout A’ €({'; il en résulte que
b eA. D'ou I'égalité. m

DEFINITION 3.2. La structure (§,4)-topogéne (C*, A')=(C*, A) est

appelée la structure (9, 9')-topogéne engendrée par la sous-classe A.

PROPOSITION 3.5. Soient C'e?o et (Ay)yeI‘ une famille de sous-
classes de C. Alors (C*,( N 4 )Jt)yc(cC-, N 4t ) (voir[91, prop.
yel 77 yell Y

3.5).

PROPOSITION 3.6. Soient C* E-f?o et (C*,])=s une structure pré-
topogéne sur C*. Il existe une structure (9, 9')-topogéne s? plus fine que
s et moins fine que toute structure (4,9')- topogéne plus fine que s.
DEMONS TRATION. Considérons la structure (g,g')-topogéne st= (C-JY
engendrée par | (déf. 3.2). Alors J C J!, donc sC s!. Soit s" =(C*,]")
une structure (,9')- topogéne sur C* plus fine que s;ona JCJ' d'aprés
la déf. 2.5. D'ou J!C ]’ d'aprés la définition de J!. Donc s'Cs. m
DEFINITION 3.3. La structure (C*,J!) = (C',f) (voir prop. 3.4) est
appelée la structure (4, §’) -topogénisée de la structure pré-topogéne (C*,]).

PROPOSITION 3.7. Une structure pré-topogéne s =(C*,J) sur C* est

(4,9) -topogéne si, et seulement si, s = s*.

DEMONSTRATION. Si s = s!, alors s estune structure (g,g')-topogéne.
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STRUCTURES TOPOGENES SUR UNE CATEGORIE 9

Réciproquement, si s =(C*,]) est une structure (J,d")-topogeéne sur
C*, on a sCs! d'aprés la prop. 3.6. D'autre part J!C ], puisque ] est
un idéal (9,9")- stable de C*, donc s!C s. D'on I'égalité. m

DEFINITION 3.4. On dit qu'une structure (9,9')- topogéne s =(C*, [) sur

C* est topologique si, et seulement si, sCs? .

4. Structures pré-topogenes et (J, 9') - topogenes associées par un foncteur.

Soit F=(C'*,E,C*) E?a (resp. Ega). Soient s =(C*,J) et
s"=(C'*,]') des structures pré-(resp. (§,4))-topogénes respectivement
sur C* et C'* et G un foncteur adjoint 4 gauche de F. On peut vérifier
que G(J")= C.G(]').C, F(J)=C'.F(]).C'" et G™Y(]) sont des
idéaux (resp. des idéaux (9,9')- stables) respectivement de C* et de C"

(voir [9], prop. 4.2). On pose alors G(J') = J'F et F] = G™Y(]).

DEFINITION 4.1. On dit que (C*, ] ) est une structure pré-(resp. (9,9))-
topogéne associée a s'par F,et on pose s =s'F,sil'ona | = ]'F.
PROPOSITION 4.1. Soient s'\=(C'*,]J") et s', =(C"*,]J',) des struc-
tures pré-(resp. (4, 9'))- topogénes sur C'*. Si s’ Cs',, alors s" FCs',)F .
(Voir [9], prop. 4.5).

PROPOSITION 4.2. Soient ‘,(Sly)'yel" =(C'* ]%))y T une famille de
Structures pré-(resp. (g,g'))-topogénes sur C'* et F=(C'*,F,C") E?a

. s U ' = U ! ﬂ 4 =
(resp Effa) Alors on a (yeI‘s'y)F 'yel'(s'yF) et ('ysI‘S'y)F

= yflp(s'yp) (resp. (les'y)ﬁ = yQP(sfyF)). (Voir[91, prop. 4.6) .

PROPOSITION 4.3. Soient F=(C'*,F,C*)e¥ (resp. €F ) et s'=
=(C'*,]') une structure pré-(resp. (4, 4)) - topogeéne sur C'*. La struc-
ture s'2 F est moins [ine que la structure pré-(resp. (g,g'))-topogéne

(s'F)%.(Voir[91], prop. 4.7).

PROPOSITION 4.4. Soient F=(C'*,F,C*) e?a (resp. eg"a) et s une
structure pré-(resp. (g,g'))-topogéne sur C*. Parmi les structures pré-
(resp. (9,9))-topogénes s' sur C'* telles que s'FCs, il en existe une
plus fine. Cette structure est définie de la facon suivante : s' =(C'*, '),

o2 J' = F] (voirle début de ce §).
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10 M.T. SADR

DEMONSTRATION. FJ est un idéal (resp. un idéal (4,9')-stable) de
C'* (voir [9], prop. 4.2). Donc (C'*,]') est une structure pré-(resp.
(9,9'))-topogéne sur C'*. Montrons que (FJ)FC]. Or,

(FJJFE=(G™M])F=G(GN])) =C.G(G™M])).C=
:c.cc"l(/).ccc.].cé].
Si s',=(C'*,]'}) est une autre structure pré-(resp. (g,g'))-topogéne sur
C"* telle que s"\FCs, ona
C.G(]').C=G( J)=]FC].
Par suite

G(J]')C], dou ], CGG( J)CGH])=]" =m

DEFINITION 4.2. La structure pré-(resp. (9,9')) - topogéne définie sur C'*
a partir de s par F d'aprés la prop. 4.4 est appelée la structure pré-(resp.

(9,9))- topogéne image de s par F, et on la désigne par Fs = s'.

PROPOSITIONN4.5. Soient F=(C'*,F,C*), F'=(C"*, F',C"") eff‘a
(resp. E.cfa) et s=(C*,]) une structure pré-(resp. (g,g'))-topogéne sur
C*. Alorsona (F'.F)s = F'(Fs) (voir[9], prop. 4.9).

PROPOSITION 4.6. Soit (sy )y T une famille de structures pré-(resp.

(4, 9;))- topogénes sur C*. On a

Fe U s )= UPF(sy) et F( N

= N
yel 77 v € ) I’F(S'V)

'yePS'y v €
n b= N
(resp. F('yePS'y) yeFF(Sy))
(voir[9 ], prop. 4.10).

PROPOSITION 4.7. Soient F = (C'*,F,C*) €¥  (resp. €F ), s=(C*,])
et s'=(C'*,]') des structures pré-(resp. (§,9'))- topogénes respective-

ment sur C* et sur C'*. Alorsona (Fs)F =s et F(s'F)D s'.
DEMONSTRATION. Montrons que ( FJ)F =] et F(J'F)D ]J'. Or,
(F])F=(GXJ)F=G(G]))=c.cG™Y(]).cccC.].CcC].

De plus, si @ € ], alors G™Y(a) C G"l(]),' donc
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STRUCTURES TOPOGENES SUR UNE CATEGORIE 11

@a€G(G™a)CG(GN])CG(GT(])=(F])F.
Ceci démontre que | C( F]J)F. D'ou 1'égalité. Par ailleurs

F(J'F) =F(G(]))=G™MG(]')DGHG(]')D]". =

PROPOSITION 4.8. Soit 3‘-7 le groupoide cies éléments inversibles de ¥ .
Soient F =(C'*,FE,C*) 63:,), (resp. 63"_7) et s=(C*,]J) et s"=
=(C'*,]J') des structures pré-(resp. (Q,Q'))-topogénes respectivement
sur C* et C'*. On a alors F( s'F)=3s" et (FY)ls=F(s),oa F(s)=
=(C'"*,F(])). (Voir[9], prop. 4.12).

5. Foncteurs pré~ropogenes et (4, §') -topogenes.

Soient F =(C'*, F, C*) 63:a (resp. 63-“), s et s' des struc-

tures pré-(resp. (9, 9')) - topogénes respectivement sur C*et sur C'°,

DEFINITION 5.1. On dit que F est un foncteur pré-(resp. (9,9))-topo-
géne, ou bien est un morphisme entre les structures s et s' ou bien est

un foncteur (s, s')-continu, si on a s'"F C s (voir déf. 4.1).

THEOREME 5.1. Sous les hypothéses précédentes :

1) s'F est la moins fine parmi les structures pré-(resp. (9,9))-
topogeénes s sur C* qui rendent (s, s')-continu le foncteur F.

2)Fs est la plus fine parmi les structures pré-(resp. (4,9)-

topogénes s' sur C'* qui rendent (s, s')- continu le foncteur F.

DEMONSTRATION. F est (s'F,s')-continu et, si s est une structure
pré-(resp. (9,9))-topogene sur C* telle que F soit (s, s')-continu, ona
s'F Cs. D'autre part, si s’ = (C'*, J') est une structure pré-(resp. (4,9")-
topogéne sur C'* telle que F soit (s, s')-continu, on a s'FC s, donc

G(]')=]J'FC]J. Ceci implique

J'CGHG(ICGHG()CG™N])=F].
D'ot s"C Fs. m
Soient F=(C'*,F,C"*) 63"7 (resp. €§"7) et s=(C*,]J), s' =
=(C'*,]') des structures pré-(resp. (4,§'))-topogeénes respectivement sur

C* etsur C'*.

DEFINITION 5.2. On dit que F est un isomorphisme entre les structures
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12 M.T. SADR

pré-(resp. (4,97)) - topogénes s et s' si F estala fois(s,s')- et (s’ s)-
continu.
On voit, d'aprés la prop. 4.8, que F est un isomorphisme entre les

structures s et s’ si, et seulement si,
s'FCs et F(s)=(C'*,F(J))=(F)lscCs
Il s'ensuit que s'F = s.
Soit J (resp. jt) la catégorie des morphismes entre les structures
pré- (resp. (4, 9')) - topogeénes.
PROPOSITION 5.1. Soit g (resp g) le foncteur projection de J (resp.

de j) vers fTT (resp. vers J‘ o) Alors g (resp. q) est un foncteur d'ho-
momorphismes. (Vozr[9 1, prop. 5.2).

~

SOUS-STRUCTURES DANS f,r ET DANS ff

Soit pf;: (resp. pg ) le foncteur d"homomorphismes de J‘ (resp.
de §F ) vers ?H cons1dere la fin du 91. Soient C* 63: (resp cF )
et C3 une sous-catégorie pleine (resp. une sous-catégorie pleine 9, f]')-
stable) de C*; on peut voir alors que C; est une pg.' (resp. pJ. )- sous-
structure de C* (voir [9], prop. 1.9). Ceci dit, 501t 3‘" (resp ff‘) la
sous-catégorie de ? (resp. de F o) formée des pf}' (resp. de p§ )-
injections (v01r [9]1, corol. prop. 1. 9) Posons 5:‘ —3 f\?f‘ Ainsiun
élément de 3:‘ est une p? -injection ¢ = (C*,¢, C}) telle que, de plus,

son adjoint & gauche (C{,¢ % ,C*) soit compatible avec les 9- produits.

PROPOSITION 5.2. Soit (C*]) €J_ (resp. ej) Soient t=(C*(,Cy)eF
(resp. 63:‘) et «* le foncteur adjoint a gauche de ¢, posons | =]t =
= t*(]). Alors la structure pré-(resp. (9,9'))-topogene (CL Ty = s,

est une (?‘a, q) (resp. une (.(ff;, 5)) - sous-structure de s.

DEMONSTRATION. Soient F' =(s,F',s') €J (resp. € 5:) et F=

:(C'l,E, C'*)eF tels que ¢.F = F'. Alors on peut facilement vérifier
que F €~3:a (resp. 6-3?“) (voir [9], prop. 1.9).Montrons que (sl,f_,s')efr
(resp. €T ). Pour cela il faut montrer que |, FCJ". Soit (C*,]) Ejo;

si b €] F=G(],), il existe g',f €C'* et a" €G(],) tels que
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bh' = g'.a".[f". Donc il existe ;€]1=
=7*(]) tel que a' =G(a). Ceci
implique qu'il existe f,, g, €C, et
a, €c*(]) tels que ;:g1'“1'f1'
Il s'ensuit qu'il existe a €] tel
que @, = (*(a), donc
@ =G(a)=G(g.a.f)=
=G(g,).Gla,).G(f,)=
=G(g1).G(L*(a)).G(/1):
=G(g,).G'(a).G(f,),

avec G'(a)€e]', oo G =G..*

est un adjoint de F'. Donc a’ €]'.
Par conséquent b’ =g'.a".f €]".

On fait une démonstration analogue

dans le cas des (f}'ta,é')-sous-

structures (voir [9 ], prop. 5.4). m

DEFINITION 5.3. La structure pré-(resp. (g,g'))-lopogéne (C'l,] 1) =s,

définie par la prop. 5.2 est appelée structure induite par s sur C|.
PRODUITS DE STRUCTURES PRE-TOPOGENES ET (J, §-TOPOGENES.

Soit ¥ la sous-catégorie de F considérée dans le § 1. Posons

ré
> & = _ g (% ¢; _’: (74
5,=95n0F_, F=9n0F S, =F0F,.

Soit SA'O = q'l(?o) (resp. 3—: = q-l(?o)). Soient s, =(C,;,]k) 63'0
(resp. ES'O) pour £k =1,2 et C;Xx C; le produit de C{ et de C;, on
peut facilement voir que les projections canoniques p, = (Cz, p,, C X cy)
appartiennent 2 f;:a (resp- 67‘1) pour k=1,2 (voir [9], prop. 1.10).
PROPOSITION 5.3. Parmi les structures pré-(resp. (4,9))-topogénes s
sur CyX Cy telles que p, soit (s,s,)-continu pour k=1,2, il en

existe une qui est la moins fine. (Voir[9], prop. 5.6).

DEFINITION 5.4. La structure pré-(resp. (9,9)) - topogene (CyXCy ]
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14 M.T. SADR

définie a partir de (C},[,) pour k= 1,2 par la prop. 5.3,est appelée
Structure pré-(resp. (9,9'))- topogéne produit de (CyLJy)et(Cyg,)

PROPOSITION 5.4. Soit p~(fm b fT) (resp. p = (N, p T), resp. p—

= (M, p )) Alors p (resp. p, resp. p) est un foncleur d'bomomor phis-
mes saturé au-dessus de WM. (Voir[ 91, prop. 5.10).
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CHAPITRE 1I

RELATIONS PRE-TOPOGENES ET TOPOGENES

6. Propriétés de quelques sous-catégories de (1.

Soit (C,< ) une classe ordonnée. Si A C C, la borne supérieure
(resp. inférieure) de A dans C est appelée agrégat (resp. intersection) de
A dans C et est notée VA (resp. A A). Un élément de C noté I (resp.
0) est appelé élément universel (resp. nul) de (C,<) si a< 1 (resp.

0 < a) pour touta € C.

DEFINITION 6.1. Une classe ordonnée (C,< ) est appelée classe com-

pléte si toute sous-classe admet un agrégat dans C.

PROPOSITION 6.1. Dans une classe compléte (C,< ) il existe un élément
universel (resp. nul). Pour qu'une classe ordonnée (C,< ) soit comple te,
il faut et il suffit que toute sous-classe de C admeite une intersection.

(Voir[9], prop. 6.1).

DEFINITION 6.2. Une classe compléte (C,< ) est appelée classe locale
si l'axiome de distributivité ( D) est vérifié :

(D)a/\(VB)Zb/\B(a/\b) pour tout a € C et BC C.
€

DEFINITION 6.3. Une sous-classe (C |, < ) d'une classe compléte (C, <)

est appelée sous-classe inductive si la condition suivante est vérifiée :

Si ACC, alors VAeC,.

DEFINITION 6.4. Une sous-classe ordonnée (C,,< ) d'une classe com-
pléte (C,< ) est appelée sous-classe inductive compléte si les conditions
suivantes sont vérifiées :
1)(C.,<) est une sous-classe inductive de (C,< ).
2)Sia,beC,alorsalNbecC,.
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16 M.T. SADR

3) L'élément universel 1 appartient a C | .

Soit QO la classe des classes ordonnées et {1 la catégorie des
applications croissantes [ = ((C',<),f,(C,<)) entre classes ordonnées.
Si f=(C'.<),f,(C,<) €, on app—;lle morphisme adjoint a gauche de
[ une application_ croissante g = ((C,<),g,(C", <)) vérifiant les condi-
tions suivantes : -

(ad);. fg(a') < a' pour tout a’ € C'.

(ad),. gf(a) > a pour tout a € C.

Dans la suite nous considérerons les sous-catégories suivantes de
la catégorie () :

-0 ayant pour unités les classes ordonnées admettant un élément
universel 1.

-Q ayant pour unités les classes complétes.

-Qa formée de morphismes [ admettant un morphisme adjoint & gau-

che g.

-QZ ayant pour éléments les [ €Qa qui sont surjectifs.

_ _0 Os -0 s

ga_QnQa,Qa—QnQa. B

-Qfl la sous-catégorie pleine de Qa ayant pour unités les classes
locales.

-Qa ayant pour éléments les [ € Qa tels que les adjoints a gauche

de [ soient compatibles avec les agrégats.

PROPOSITION 6.2. Soient [ = ((C',<), [,(C, <)) €, et g =
=((C,<),g.(C', <)) son morphisme adjoz;z-t a gauche; alors les propriétés
suivantes ‘sont vérifiées :

i- fg(a') = a' pour tout a' € {[(C).

ii. gf(a) = a pour tout a eg(C").

iii.g(/\ A') = /\g(A’) pour tout A' C C' pourvu que | eﬁa.

iv. f[(VA) = V[(A) pour tout AC C pourvu que feﬁa.

v. Si g est surjectif, g(VA') = Vg(A") pour tout A" C [(C) pour-
vu que feﬁa.

vi. Si [€QS, [(NA) =N [(A) pour tout AC g(C").

vii. f(0) = 0.
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vii. [( 1) = V[(C) si [€Q.
(Voir[9], prop. 6.3).
THEOREME 6.1. Supposons [=((C',<),[,(C.,<)) €l et, pour tout
a' €C', posons Cp={aeC: [(a)< a'}. Alors [ appartient a Qa si, et
seulement si, C . admet un plus grand élément a pour tout a' € C'. Dans

ce cas, l'adjoint a gauche g de [ est tel que g(a') = a.

DEMONSTRATION. Supposons [ €(l, et désignons par g I'adjoint a
gauche de f. Soit @' €C’"; on a fg(a')< a' d'aprés(ad);, d'ou g( a') €C ..
Si a € C_,, larelation f(a) < a' entraine gf(a) < g( a'); comme a< gf(a)
d'aprés (ad)y on trouve a < g( a'). Ainsi g(a') est le plus grand élément
@ de C ..

- lInversement, supposons que cette condition soit vérifiée. Si a’' < a”, on
a C_.CC_u, etpar suite a’ <_;". Il s'ensuit g :((C,g_),g,(C',S_))EQ
en désignant par g la surjection a4’ > a’'. Comme g( a') € C_,, on obtient
fg(a')< a', donc (ad); est vérifiée. Par ailleurs, a € C 4(a) pour tout
a € C, de sorte que a< gf(a), donc (ad), est vérifié. Ceci prouve que g

est un adjoint 2 gauche de /, c'est-a-dire [ €{l_ . ®

PROPOSITION 6.3. Supposons [f=((C',< ), [.(C, <)) €. Ona /eﬁa

si, et seulement si, la condition suivante est vérifiée :

(a) [(VA) =V J(A) pour tout AC C.(Voir[9], prop. 6.4).

Soit M la catégorie des applications. Soit w = (M, w,Q) la pro-
jection de Q vers M. Soit w, (resp. ;a) la restriction de w a Qa (resp.
a ﬁa). On peut voir que w , (resp. ;a) est un foncteur d'homomorphismes
saturé au-dessus de M. (Voir [0 ], prop. 6.5).

Soient (C,<) une classe ordonnée et (C ,<) une sous-classe
ordonnée de (C, <) telle que la condition suivante soit vérifiée :

En posant C, ={a, eC :a ;< a} pour tout a €C, alors C ,

admet un plus grand élément.

PROPOSITION 6.4. Soit (C,<) eQaO (resp. ean) et (C,, <) une sous-
classe ordonnée de (C,<) telle que la condition ci-dessus soit vérifiée

(resp. ume sous-classe inductive de (C,<)). Alors (C.<) est une w,
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18 M.T. SADR

(resp. w ) - sous-structure de (C,<)et toute w, (resp. w,)-sous-structure

est de cette forme. (Voir [9], prop. 6.6).

COROLLAIRE. Soit (1Y (resp. 52) la classe des w, (resp. de aa)-
injections « = ((C,<),¢,(C,,<)); alors (X, CR(Q,) (resp. QL CRr QY
et de plus c'est une sous-catégorie de (1 (resp. de (1, ).

7. Relations pré-topogenes.

DEFINITION 7.1. Soit (C,< ) une classe ordonnée. On dit que « est une
relation pré-topogéne sur ( C,< ) si les conditions suivantes sont vérifiées:

(Pj)axb, a,beC implique a< b.

(Py)a,< axb< b, implique a,=b,.
REMARQUE. On peut voir facilement qu'une relation pré-topogéne est une
relation antisymétrique et transitive moins fine que la relation d'ordre sur
(C,<).(Voir[9], p. 43).

Soient (C,<) une classe ordonnée, ( C X C)" le groupoide des
couples et M* la sous-catégorie de (C X C) * associés respectivement a

Ceta (C,<).(Voir[9], prop. 6.10).

PROPOSITION 7.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1)« est une relation pré-topogéne sur (C,< ).

(2) La sous-classe ] ={(a,b) eCX C: ax b} est un idéal de M*.
DEMONSTRATION. Montrons que (1) entraine (2)‘. Si heM.J.M, il
existe g,,f, € M pour k = 1,2, tels que

b:(gl;/1)°(a:b)c(gz,/2) et g1_<_/1:ao<b:g2_<_f2.

Donc g, « f, d'aprés(P,). Par conséquent
h=(g.fi)(a,b)lg,.f,)=(g.f,)€].

Ce qui démontre que | est un idéal de M*. Montrons que ( 2) entraine (1) .

Sia«xb, abeC, alors(a,b) € JCM, donc a< b. De méme sia, < axb<lb,

ona(a,b,)=(a,alla,b)(b,b,), avec(a,b)e]. Dot (a,,b,) €],
o

puisque ] est un idéal de M*. Ce qui démontre a  « b, . m

PROPOSITION 7.2. Soit («,y),y e T une famille de relations pré-topogeénes

sur (C,<); alors U « et x,, sont des relations pré-topogénes
yel' Y yel 7
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sur (C,< ).
C'est la conséquence des props. 7.1 et 2.1.

PROPOSITION 7.3. Soient (C,< ) une classe ordonnée et « une relation

pré-topogéne sur (C,<). Alors, la relation o2

est une relation pré-
topogéne sur (C,< ).

C'est la conséquence des props. 6.1 et 1.3.

DEFINITION 7.2. Soient (C,< ) une classe ordonnée et C1 une sous-
classe de (C,< ). On dit que o est la relation pré-topogéne engendrée par
C, si la sous-classe correspondante | dans M* (voir prop. 7.1) est

I'idéal engendré par (C{ X C, )N M dans M* (voir déf. 2.2) .

PROPOSITION 7.4. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) « est une relation pré-topogéne engendrée par C  sur (C,<).
2)axb, a,beC veut dire qu'il existe c € C, tel que a< c < b.

On a alors ¢ e(Cl,g_) si, et seulement si, c«x c.

DEMONSTRATION. Montrons que 1) entraine 2). Si a« b, a, b € C, alors
(a,b) e] =M. ((C, X C )N M).M. Donc il existe(c,a’)EMr\'(C1 x C))
tel que (a,b) =(a,clh(c,d)ld, b). Ce qui est équivalent a a< c< d< b.
Donc a< c< b avec c €C .

- Réciproquement supposons que 2) est vérifiée. Si ax b, a,b €C, il

existe ¢ €C, tel que a< ¢ < 4. Donc

(a,b) =(a,clhl(c,cl)c,b) avec (c,c) €EC,XC N M et
(a,c),(c,b) eM.

D'ot ] est un idéal engendré par C, X C N M. D'autre part soit ¢ € C,;
alors ¢< c¢< c. Donc c= ¢ d'aprés 2). De méme si c= c, ¢ € C, il existe
c, €C, tel que c< ¢, < ¢ d'aprés 2) . Ce qui implique ¢ = ¢

;- N

PROPOSITION 7.5. Soient (C,y,_<__),y T une famille de sous-classes de

(C,L) et %o vel', la relation pré-topogéne engendrée par (Cy,g).

Alors les relations U _«_ et [« sont engendrées respectivement
yel' Y yel 7

par U _C et N _c .

’ yel' 7 v el 77

C'est la conséquence des props. 7.1 et 2.2.
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8. Relations topogenes.

DEFINITION 8.1. Soient (C,< ) une classe complete (déf. 6.1)et = une
relation pré-topogéne sur ( C,< ). On dit que < est une relation topogéne
sur (C,< ) si les conditions suivantes sont vérifiées :

(TI)ORO et 1.

(Ty)Si a;« b;, a;, b; €C pour tout i €1, alors VaoV b, -

iel ' el
(T3)Si ajxb, et ay=b,,alorsa Na,« b No,.
REMARQUE. On vérifie facilement que la condition (T3) est valable pour
un nombre fini d'éléments de (C,<).

Soit (C,<) une classe compléte. Soit (CXC)# (resp. M*) la
catégorie (resp. la catégorie a T(C)-produits et 2 §'-sommes, o §' a
pour seuls éléments @ et {1, 2}) correspondante 2 C (resp. a (C,<)).

(Voir [9 ], prop. 6.11).

PROPOSITION 8.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1)« estune relation topogene sur (C,< ).

(2)L'idéal ] ={(a,b) €CXC:axb} estunidéal (F(M),¥)-
stable de M*.

DEMONSTRATION. Montrons que (1) entraine (2). On a évidemment 0«0
et 1 o« I, donc le @-produit (0,0) et la@-somme (1, 1) appartiennent 2

J. Si(a,, b,) €] pourtout i €1, alors a; = b; pour tout i €. Donc

v a.o:'V b. et ai/\a].ubi/\b]..

- Réciproquement, supposons (2 ) vérifié; comme @ C J,ona (0,0) =0 =
=V@eJ; de méme (1,1) €], ce qui implique 0«0 et I« I. Si

a;x b;, a;, b; €C pour tout i €1, alors (a;, b;) €] pour touti€l.Donc
Va,Vb)=V (a,b,)e t
(iel Pier ! iel ! el e

(a;Naj, b, Nb;) =(a;, b,) N(a;b;)€].
Ce qui implique
Voa, « ‘V b, et al./\a].o: bi/\b].

pour tout (7,7) €I XI. m
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PROPOSITION 8.2. Soient (C,<) une classe compléte et « une relation
topogéne sur (C,< ). Alors la relation «? (prop. 7.3) est topogéne.

C'est la conséquence des propositions 8.1 et 3.1.

PROPOSITION 8.3. Soient (C,< ) une classe compléte et («,y),y e une
famille de relations topogénes sur (C,< ). Alors 'yQF x, estune rela-
tion topogene sur ( C,< ).

C'est la conséquence des propositions 8.1 et 3.2.

Soient (C,< ) une classe compléte et (C,, <) une sous-classe de

(C,<). Soit « la relation pré-topogéne engendrée par (C,, <) (déf. 7.2).

PROPOSITION 8.4. Pour que «, défini ci-dessus, soit une relation topo-
géne, il faut et il suffit que ( C,, <) soit une sous-classe inductive com-

pléte de (C,< ) (déf. 6.4). (voir[ 9], prop. 8.4).
TOPOGENISATION.

Soient (C,< ) une classe compléte, et soit « une relation pré-topo-

géne sur (C,<).

THEOREME 8.1. Il existe une relation topogéne sur (C,<), notée ol

plus fine que o et moins fine que toute relation topogéne plus fine que =.
DEFINITION 8.2. La relation «* associée a la relation pré-topogéne « par

le théoréme 8.1 est appelée la topogénisée de « . (Voir remarque page 30).

REMARQUE. Soient (C, <) une classe locale, = une relation pré-topogéne
sur (C,<) et =’ la topogénisée de «. Soient | I'idéal (resp. J' 1'idéal
(?.(M), 4')- stable) associé a « (resp. a =) . Soit ]t le topogénisé de |
(déf. 3.3). On peut vérifier que J!= J'. (Voir[9], prop. 8.6) .

PROPOSITION 8.5. Soient ( C,< )uneclasse compléte, = une relation pré-
topogéne sur (C,<) et «! sa topogénisée sur (C,<). Alors « est topo-
géne si, et seulement si, « = «?’.

Soient (C, <) une classe locale et =i 1 < j< n,une famille finie

n
de relations topogenes définie sur (C,< ). Posons « = (|} °‘j)l’
=1

PROPOSITION 8.6. La relation topogéne « est définie de la facon sus-

vante :
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(U)axb, a,beC, veut dire qu'il existe un ensemble d'indices

I, des éléments a;, bz" ai]. et bij € C tels que

a = Vai,b:Vb

iel iel

n
b= N b, et al.].«].b

n
a.= N a.. .
]':1 : ]:] 1

it ij ij

pour tout i €l et 1< j< n.(Voir[9], prop. 8.10).

PROPOSITION 8.7. Soient (C,<) une classe locale et (""y)'yeI‘ une

famille de relations pré-topogénes sur (C,<). On a

U «tit=¢ U .
('yeI‘ 7) ('yeP Y

(Voir[9], prop. 8.12).

3oer ()=

N 3 t.
yel 7 )

yel‘«y

RELATIONS TOPOLOGIQUES.

DEFINITION 8.3. Soient (C,<) une classe compléte et « une relation
topogéne sur (C,< ). On dit que « est une relation topologique sur (C, <)
si la condition suivante est vérifiée :
(T4) «Co? .

Il résulte de (T,), puisqu'on a toujours « 2 C«, qu'une relation

topogéne est topologique si, et seulement si, x = « 2

REMARQUE. On peut voir que la condition (T4) est équivalente a la sui-
vante : L'idéal associé | dans la catégorie M* (prop. 8.1) est topolo-

gique (voir déf. 3.4).

PROPOSITION 8.8. Soient (C,<) une classe compléte et (C,<) une
sous-classe inductive compléte de (C,< ) (déf. 6.4). Soit « la relation
topogéne engendrée par (C ,< ) sur (C, <) (prop. 8.4). Alors « est une
relation topologique sur (C,< ). (Voir[9], prop. 8.13).

DEFINITION 8.4. Soient (C,<) une classe compléte et = une relation
topologique sur (C,<). Un élément g € C est appelé élément ouvert si,

et seulement si, g« g.

REMARQUE. Soit © la famille des éléments ouverts de (C,<); les con-
ditions suivantes sont vérifiées :

(0;) 0 et I sont ouverts.

(0,)Si (a;);¢; est une famille d'éléments ouverts, alors i\e/I a;

€st ouvert.
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(03) Si a, b sont des éléments ouverts, a A b est ouvert.

DEFINITION 8.5. On dit que © définit une paratopologie sur (C,<) si
cette famille satisfait aux conditions (0]) a (03). Alors les éléments de
G s'appellent des ouverts de (C,< ) et (C,<,©).s'appelle espace para-
topologique.

THEOREME 8.2. Soient (C,<) une classe compléte et « une relation
topogéne sur (C,< ). Soit © une famille d'éléments de (C,< ). Alors ©
est une paratopologie sur ( C,< ) si, et seulement si, = est une relation

topologique sur (C,<) et G 'ensemble de ses ouverts.

DEMONSTRATION. Si & est une paratopologie sur { C,<), définissons
une relation « sur C de la fagon suivante :

(R)axb, a,beC, si, et seulement si, il existe g €6 tel que
a< g< b. Alors on voit que « est une relation topologique sur (C,<).
En effer, © est une sous-classe inductive compléte de (C, <) (déf. 5.4)
d'aprés (0;) 2 (03). Donc « est une relation topologique d'aprés la prop.
8.8. D'autre part, soit ©' la famille des éléments g €C tels que g’ =« g',
olt « est défini par(R), alors ©= C'. En effet, si g' € ©' il existe g€ &
tel que g'< g< g, d'ott g =g’ et ©C © . Par ailleurs onvoit facilement
que g« g pour tout g € 5. Ce qui implique © = ©'.

- Réciproquement, soit « une relation topologique sur (C,<). Soit ©
la  paratopologie sur (C,<) dont les éléments sont caractérisés par
gx g. L'inégalité a< g< b avec gx g entraine a« &. Inversement,

si ax b, a,b € C, posons
Cb={x€C]xo<b} et gZVCb.

Alors x« b pour tout x ECb, donc g = V x«b. D'apres (T4), il
x €C

existe ¢ €C tel que gx cx b de sorte que g< c, et c< g d'aprésla

définition de g. Ce qui implique g = ¢, d'od g= g. De plus d'aprés (P ;)

g< b, et, d'aprés la définition de g, a< g; par suite a< g< b.Ceci

montre que ( R) est vérifié. .m

DEFINITION 8.6. Une relation topologique o et la paratopologie G que

I'on en déduit d'aprés le théoréme 8.2 sont dites associées.
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9 . Relations pré-topogenes et topogenes associées par une application.

Soit Qa (resp. ﬁa, resp. ﬁa) la sous-catégorie de () définie au
début du §$6. Soit [ =((C',<),f,(C,<) cfQ,. Posons F(b,a)=
=(f(b), f(a)) pour tout (b,a) €(E>< C)L, Si g est son morphisme
adjoint a gauche, posons G(b',a') =(g(b'),g(a')). On peut facilement
voir que G, étant foncteur adjoint & gauche de F, est unique (voir[9],
prop. 6.14). Soient M*, M’'* les sous-catégories correspondantes respec-
tivement & (C,<) eta (C’,<) d'aprés ce qu'on a vu au début du &7.8i
(C,<),(C, L) 65, on peut voir que M* et M'* sont a ?(M)-produits
eta P(M)- sommes (voir[9], prop. 6.11).

' des relations pré-topogénes (resp. topo-

Ceci dit, soient «, «
génes) respectivement sur (C,<) et (C’,<). Soient [, ]' les idéaux
(resp. les idéaux (P(M),8)- stables, o §' a pour seuls éléments @ et

' dans M* et M’*, d'aprés la

{1,2}) associés respectivement 3 « et 3 «
prop. 7.1 (resp. prop. 8.1). Si ¢ €Qa. on peut vérifier que G(J') et F(])
sont des sous-classes ( ?(M), 4')- stables respectivement dans M* et dans

M’ (voir[9], prop. 4.2).

DEFINITION 9.1. Soit f=((C', <), [,(C,<)) eQa (resp. eﬁa). Soit «'
une relation pré-topogéne (resp. topogéne) sur (C',<). On dit que = est
la relation pré-topogéne (resp. topogéne) associée a «' par [ sur (C,<)
si | =]J'F = d(]') =M.G(]').M. On pose alors « = «'f.
PROPOSITION 9.1. Sous les bhypothéses précédentes les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1)« =«'f.

(2)(A)axb, a,b €C, équivaut a I"existence de a’, b' € C' tels
que a< g(a'), g(b')< b et a «"b".
DEMONSTRATION. Montrons que (1) entraine (2). Si ax b, a,b €C
d'aprés la prop. 7.1, (a,b) €] =M.G(]J').M. Ce qui entraine 1'exis-
tence de (c,d) €G(]') tel que (a,b) =(a,c)lc,d)(d, b). 1l s'ensuit
qu'il existe (c¢',d') €]" tel que (c,d)=G(c',d')=(g(c'),g(d)).
Ce qui implique
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al c=g(c') et g(d)=d<b, ouc' «"d.
Montrons que (2) entraine (1). Si (a,b) €], d'aprés la prop.
6.1,ax b, a,b €C et daprés (A) il existe (a’, b') € C’ tel que a< g(a’),

g(b')< b et a"x'b'. Ceci équivaut a dire que
(a,b) =(a, gla)lgla),g(b')lgl(b'), b),

avec (g(a'), g(b')) =G(a',b') et(a',b") €], ce qui signifie(a,b) €
G(J').Donc J =G(]'). m
PROPOSITION 9.2. Soient [=((C',<),[,(C, <))€l (resp. eéa) et
«' une relation pré-topogeéne (resp. topogéne) sur { C',< ). Alors les con-
ditions suivantes sont équivalentes :

(1)« =o'f.

(2) (B)awxb, a,b € C égquivaut a I'existence d'un élément b' €C’
tel que g(b')< b et f(a)="b" (voir[9], prop. 9.2).

Comme on a vu plus haut, pour définir une relation topogéne asso-
ciée a une relation topogéne par une application, on a supposé que [ € 52‘1.
Supposons maintenant que [ = ((C',<),[,(C,<)) éﬁa. Soit «'une rela-
tion topogéne sur (C’', <) etx'f la relat;c-m définie sur ( C, <) par la prop.
9.2-(2). C'est seulement une relation pré-topogéne sur (C,<). Ceci

implique la définition suivante :

DEFINITION 9.1'. Avec les bhypothéses ci-dessus, on dit que = est la
relation topogéne associée & <’ par [ si « = («'f)! (déf. 8.2).
PROPOSITION 9.3. Si [=((C",<),f,(C,<)) €l (resp. €l , resp.
eﬁi), alors a'«'b', a', b’ € C' entraine g(a')« g(b') dans (C,<).

Si feQZ (resp. €3, resp. 6515), alors a'«'b", a',b' e C’
équivaut & g(a' )« g(b') dans (C,<) (voir[91], prop. 9.4).

Soit f=((C", <), f,(C,<)) eQa (resp. GQa).Soit (C',< ) une
sous-classe (resp. une sous-classe inductive compléte (déf. 6.4)) de
(C’",<). Soient «' la relation pré-topogéne (resp. topogéne) engendrée par

(C'l,g) sur (C', <) (déf. 6.2 et prop. 7.4) et « = «'/.

PROPOSITION 9.4. Sous ['hypothése précédente, = est engendrée par

g(C'l) sur (C,<).(Voir[91, prop. 9.7 ).
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PROPOSITION 9.5. Soient [ =((C', <), [,(C,<)) €80, et «" une relation
pré-topogeéne sur (C',< ). On a alors «"1f = (<'f)!. (Voir [9], prop. 9.9).

IMAGES DES RELATIONS PRE-TOPOGENES ET TOPOGENES.

Soient f=((C',<),f.(C, <)) F.Qa (resp. €5a) et g son adjoint
a gauche. Soient M* et M'* .l—es catégories associées a (C,<) et (C',<)
et F, G les foncteurs associés a [, g respectivement d'aprés ce qu'on a
vu au début de ce paragraphe. Soient «,«' des relations pré-topogénes
(resp. topogénes) respectivement sur (C,<) et (C',<). Soient [, ' les
idéaux correspondants (prop. 7.1 et 8.1).

' est la

DEFINITION 9.2. Sous les hypothéses ci-dessus, on dit que o
relation pré-topogeéne (resp. topogéne) image de « par [ si J' = F] =
=G7Y(]) (prop. 4.4) ; on écrit alors «' = fe .

DEFINITION 9.6. La relation [« définic par la déf. 9.2 est la plus fine
parmi les relations pré-topogénes (resp. topogeénes) «' sur (C', <) telles
que «'fc < .

C'est la conséquence de la déf. 9.2 et de la prop. 4.4.
PROPOSITION 9.7. Sous les hypothéses de la déf. 9.2, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(])0(' = /o: .

(2)a" «"b', a',b" €C’, équivaut a g(a')e«g(b"). (Voir [9],
prop. 9.11).

PROPOSITION 9.8. Avec les bypothéses de la déf. 9.2, on a [(«'f) — «".

Si de plus [ € Q3 (resp. € Q%) (voir début du $6), on a ([«)[ = «.(Voir
(91, prop. 9.15).

10 . Morphismes entre relations pré-topogénes ou topogenes.

DEFINITION 10.1. Soit [=((C',<),[.(C.<)) €Q, (resp. €(1,, resp.
Eﬁi). Soient «,«' des relations pré-topogénes (resp. topogénes) respec-

tivement sur (C,<) et (C',<). On dit que [ est une application (, «')-

continue ou bien un morphisme entre « et «’ si on a «'fCeo (resp. («'/)’C«)
(voir défs. 9.1 et 9.1").
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THEOREME 10.1. Soient «,«’' des relations pré-topogenes (resp. topo-
geénes) respectivement sur (C,<) et (C',<).

1) Soit f=((C',<), f,(C,g))EQa (resp. Eﬁa, resp. Eﬁi):
alors o«'f (resp. («'f)?) est la moins fine parmi les relations pré-topo-
génes (resp. topogénes) « sur ( C,<) qui rendent (=, «')- continue I'ap-
plication [.

2) Soit /éQa (resp. 6551)" alors fe est la plus fine parmi les
relations pré-topogénes (resp. topogénes) «' sur (C',<) qui rendent
(o, o")- C;nlinue I"application f.

C'est la conséquence de la déf. 10.1 et du théo. 5.1.

Soit Qy (resp. -Qy) la classe des éléments inversibles de ()

(resp. de Q).

DEFINITION 10.2. Sofent [=((C',<),[.(C.<)) €, (resp. eﬁy) et
«,x’ des relations pré-topogénes (resp. topogénes) respectivement sur
(C,<) et (C',<). On dit que [ est un isomorphisme entre les relations
« ¢t «' si [ est (x,«')-continu et si /"1 est («', = )-continu.

On peut facilement vérifier que [ est un isomorphisme si, et seule-
ment si, «"fCox et [« Cx'.

Soit J (resp. ,?J:, resp. J ) la catégorie des morphismes [=0C", < "),
/ (C,<,=)) entre les relations pré-topogénes (resp. topogénes, resp. topo-
genes) telles que [ = (((' <), f(( <) €], (resp. ﬁl,resp €f).
Soit A (resp. A, resp. >\) le foncteur pro;ectlon de J (resp. de T, resp.
de J ) vers Q (resp. vers Q[ , T€sp. vers Q ,); on peut voir facilement
que ce sont des foncteurs d'homomorphismes saturés.

SOUS-STRUCTURES DANS J ET DANS J .

Soit Q¢ (resp. b.‘a) la sous-catégorie de (1  (resp. de _Qfl) formée
des w, (resp. de wa)-injections (voir corol. de la prop. 6.4). Soient
(C.<,=) e (resp. €T Vet ¢ =((C,<),0,(C,<)) €O (resp. €T1Y).
Posons « = («)¢ (resp. = ((=)¢ ).

PROPOSITION 10.1. (C,, <, =) est une (04, \) (resp. (ﬁé,X))-sous-

structure de (C, <, ). (Voir prop. 10.3[91).
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DEFINITION 10.3. La relation pré-topogene (resp. topogéne) « ysur (C <)
définie par la prop. 10.3 est appelée relation pré-topogéne (resp. topogéne)
induite sur (C,<).

PRODUITS DE RELATIONS PRE-TOPOGENES ET TOPOGENES.

Soit ) (resp. ah 1a sous-catégorie de () considérée au §6.
-1 4 A —
Posons f?o = }\(QO). Soit (Cp,< ) 630 (resp. 65-0) pour k=1,2.
Soient (C, X C,,< ) leproduitde (C,,<) et (C,,<) et p, =
=((C.,<),p,,(C; X C,,<)) les projections correspondantes  pour
k=1,2. On peut facilement voir que p, Eﬁa (resp. Eﬁi) pour £k =1,2
(voir [9], prop. 6.7). Posons

w«=(x;p ) U(x,p,) (resp. ((=,p ) U (=, p,))).

PROPOSITION 10.2. La relation pré-topogene (resp. topogéne) « ainsi
définie sur (C X C,,<) est la moins fine des relations pré-topogénes
(resp. topogénes) sur (C X C,,<) qui rendent (o,x,)-continues les
les projections b, pour k=1,2.

C'est la conséquence des props. 8.1 et 5.3.
DEFINITION 10.4. La relation pré-topogene (resp. topogéne) « définie sur
(C, X C,,<) parlaprop. 10.2, est appelée produit de =, et o, .
PROPOSITION 10.3. Soit A le foncteur projection de T vers ﬁé (voir
début de ce §). Alors N est un foncteur d'homomorphismes a produits
finis et résolvant a droite. (Voir [9 |, props. 10.5 et 10.6).

Soit

p=(M e, Q) Q. NT)=(M,p,T) (resp.p = (M, 5.,

le foncteur projection de J (resp. de Ty vers M (voir fin du $6 et début
du $10).

THEOREME 10.2. Le foncteur p (resp. p) ainsi défini est un foncteur d’
homomorphismes saturé au-dessus de WM. p est un foncteur a produits finis

et résolvant a droite.

11. Applications.

Soit C* une catégorie. On désigne par C’ la classe des unités
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de C*, par C*%x C" la sous-classe de C X C formée des couples compo-
sables et par a, 8 et « les applications source, but et loi de composi-
tion respectivement.

Soit (C*,<) une catégorie munie d'une rélation d'ordre telle que
(C,<) soit une classe ordonnée. Posons :

C(;/={e €C;:e< f}, pour tout f€C",

Cé,aZ{féC': a(f)< e}, pour tout e eC;,

Cej”e:{/€C': B(f)< e}, pour tout e €C;,

(C'xC)y =g h) €CxC: h.g< f}.
PROPOSITION11.1.Pour que (C*,<) soit une catégorie §)  (resp. ﬁa)-
structurée (voir (41, p. 35), il faut et il suffit que les conditions sui-
vantes soient vérifiées :

1) C* est une catégorie et (C,< ) est une classe ordonnée (resp.
une classe compléte).

2) Les applications « = ((C,S_),_L_.(C(;,S_)), a=((C,&<),a,(C<))
LB=(C,<).B,(C,<)) et k=((C, <), K,(C*xC*,<))sont croissantes
.et les sous-cl-;sses Cé/’ Ce" @ Cé’ﬁ et (C*xC .)/,K citées ci-dessus,
admettent un plus grand élément (resp. la condition (C) est vérifiée :

(C)a(VA)=VNa(A), BIVA)=V S(A) pour tout ACC et
k(N B) =V k(B) pour tout BC C*4C*).(Voir[9], prop.11.2).
CATEGORIES PRE-TOPOGENES ET TOPOGENES.

Soit J (resp. ) Ia catégorie des morphismes [ = ((C', < ,«"),f,
(C,<,x)) entre les relations pré-topogénes (resp. topogénes) tels que
(C', <), [(C,< e (resp. € QL) (voir début du §10). Soit p=
=M ,p,T) (resp. ; = (M ,.p-,]‘:)) le foncteur projection vers JM(voir
théo. 10.2).

DEFINITION 11.1. Soit « une relation pré-topogéne (resp. topogéne) sur
(C*,<). On dit que (C*,<,x) est une catégorie pré-topogéne (resp.
topogéne) si (C*,<,x) est une catégorie (F,p) (resp. (7, ;))—structure’e.
THEOREME 11.1. Pour que (C*,<,=) soit une catégorie (j,p) (resp.

(F.,p))-structurée, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient

vérifiées : Les applications
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(E((C <)t (ClL< =), a=(Cy <, %), a,(C < =),

B=((C: < =), B.(C < =) et K=((C ,<,«), k,(CxC<,x")
appartiennent & J (resp.

(Co<,=y),a,(C <)), ((C5<,,),B,(C < =) et

(C ,<, =), K, (C*5C*, <, "))

aJ), ou «, et «' sont les relations induites respectivement par « et par
la relation produit de = par « sur (C,< ) et sur (C* 5 C*, <) (voir défs.
10.3 et 10.4). (Voir [9], théo. 11.1).

REMARQUE. Soitf la catégorie des morphismes [=((C’, < ,«"),f, (C, <,x))
entre relations topogénes considérée au §10. Alors cette ca;égorie con-
tient comme sous-catégorie pleine la catégorie g ayant pour unités les
triplets (C,<,x), ol « est une relation topologique sur (C,<) (voir
déf. 8.3) et ol (C,< ) est |'ensemble des parties ?(D) de D muni de la
relation d'inclision. Soit T la catégorie des applications continues entre
topologies usuelles; alors cette catégorie est isomorphe a J* . En effet,
I'isomorphisme provient du fait qu'a chaque relation topologique = corres-
pond d'une fagon biunivoque une paratopologie ( C,< ,0 ) (voir théo. 8.2).
Ceci dit, considérons maintenant une catégorie topologique au sens de
C. Ehresmann, c'est-a-dire une catégorie (T,p)-structurée, ot p =(W,p ,T)
Cette catégorie s'identifie a4 une catégorie topogéne (voir déf. 11.1)—parti-

culiére, & savoir 4 une catégorie topogeéne (C*,< ;=) telle que (C, < ,x) 65(').

REMARQUE. Soit (C,<) une classe locale munie d'une relation pré-

topogéne « . On montre que la relation «’ topogénisée de « est définie par

v _v,

(T') a«'b si, et seulement si, a = a,, b= ou, pour tout
] iel

l')

n.
3 . .
i€l,ona bi:j/=\ b.etqi«b;pourtoutlg_jgni.

1
1 7
Ceci rectifie le théoréme 8.1 [9]; la démonstration se modifie aisément
en y remplagant (T ) par ( T'). Bien que la construction de «! soit uti-
lisée dans la démonstration de la proposition 10.1, cette proposition reste
vraie, la démonstration étant analogue a celle de la proposition 10.3 [ 9]

aprés substitution de (T') a (T).
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