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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. X,3
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

TEORIA AXIOMATICA DE CATEGORIAS (™)
por Lia OUBINA

INTRODUCCION.

El presente trabajo tiene por objeto la construccién de una teoria general
de categorfas independiente de cualquier teorfa de conjuntos y la obtencién de una
teoria de conjuntos en la cual se verifiquen los axiomas de la teorfa de Bourbaki
[1]. Se pretende también que los resultados de esa teorfa tengan su natural veri-
ficacién en la teorfa usual de categorias construida en el marco de la teorfa de
conjuntos de Bourbaki.

En los pardgrafos 1, 2 y 3 se construye una teoria matemdtica, segin
Bourbaki [1], llamada « teorfa de categorias» que es en particular una teorfa
igualitaria en el sentido de Bourbaki [ 1]. En esta teorfa la palabra « categoria»
es estrictamente sinénima de «término» y solo se la emplea para facilitar la com-
prensién intuitiva de los axiomas. Se logra introducir los conjuntos, como catego-
rias especiales, y la nocién de pertenencia. Se introducen luego las « categorfas
completas de conjuntos» y se define una teoria mas fuerte, llamada «teorfa de
conjuntos» que se obtiene agregando dos axiomas esquemas andlogos a los dados
por Houdebine en[ 3]. En esta teoria se da una categorfa Z con cuyos objetos se
puede desarrollar una teoria semejante a la teorfa de conjuntos de Bourbaki. Los
objetos de Z son conjuntos y constituyen a su vez un conjunto que es un universo
en el sentido de Grothendieck-Sonner [5].

En el pardgrafo 6 se da una regla natural de traduccién de assemblages de
la teorfa de Bourbaki a assemblages de la teorfa de conjuntos. El mecanismo de
traduccién es completamente andlogo al dado por Houdebine en [ 3], quien inserta
la teorfa de conjuntos de Bourbaki en una teorfa de clases. Se demuestra que la
traduccién de todo teorema de Bourbaki obtenido a partir de todos los esquemas y
de todos los axiomas, salvo el A5 (existe un conjunto infinito) es un teorema de
la teorfa de conjuntos. Si se quiere, puede agregarse a esta teorfa la traduccién de
A5 logrando la completa insercién de la teorfa de Bourbaki.

En el pardgrafo 7 se dan reglas de traduccién que permiten pasar de la teo-
ria axiomédtica de categorfas a la teoria de conjuntos de Bourbaki y se demuestra
que la traduccién de todo teorema de la primera es un teorema de la teorfa usual de
categorias. Esas reglas de traduccidn estdn inspiradas naturalmente en las ideas
intuitivas que han dado lugar a la formulacidén de la teorfa axiomdtica. Para facili-

tar la lectura del texto senalamos las principales :
-

*
( )Resumen de la tesis de doctorado presentada en la Universidad Nacionalde La
Plata, Argentina (1966).
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) L. OUBINA

El signo «C » y los axiomas A I, A2 pretenden describir la relacién «x es
subcategoria de y» en el sentido usual, en A3 la unién de dos subcategorids x e
y de una dada z estd referida a la subcategoria de z engendrada por la unién de
los morfismos de x y de y. La categoria nula de A 4 est4 inspirada en la catego-
rfa cuyo conjunto de morfismos es el vacfo.

Al dar las definiciones de objetos y morfismos (§2, n°1, 2) de una cate-
goria z se ha pensado en sustituir un morfismo f: e e¢' de z por la subcategoria
de z cuyo conjunto de morfismos es { f, e, €'}, la cual recibe el nombre de «cate-
gorfa morfismo» en (§7, n°1). El signo sustantivo I de (§2, no4) aplicado a
un término T describe al funtor idéntico sobre una categoria transformado luego en
categoria morfismo.

El signo « funt»y los axiomas de las categorias funtoriales est4n sugeridos
por las propiedades de las categorias de funtores, y la categoria de partes de una
dada z por la categorfa cuyos morfismos son los funtores inclusién de x en y,
para todo par x, y de subcategorias de z tal que x es subcategoria de y.

Los conjuntos, cuya definicién se da en (§4 , n°1) ¢« han sido concebidos
como objetos de categorias funtoriales yson por lo tanto de la forma I,. Se ha in-
troducido en (§3, def. 2) un operador E que permite pasar de una categorfade
de la forma I, a la categoria z misma, y mediante el cual ha sido definida la
nocién de pertenencia : Si A es un conjunto, en el sentido de (§4, n°l), x
pertenece a A si, y solo si, x es objeto de E(A). En particular, si A tiene un
Unico elemento, éste es E(A).

Pueden consultarse en el texto completo [ 4 ] las demostraciones que aqui
se han omitido por razones de espacio as{ como las formulaciones mas rigurosas,
desde el punto de vista 16gico, de las definiciones contenidas en (§7 ,n°l), for-
mulaciones necesarias para las demostraciones de los teoremas de traduccién
enunciados en (§7, n°2). Se han introducido aqui el esquema S8 y el axioma
A 33 que no figuran en [4]. Este dltimo a fin de asegurar la existencia de un
funtor de subyacencia (o de olvido) de una categorfa de categarigs en una cate-
gorfa de conjuntos.

Las convenciones metamatématicas son las de Bourbaki [1 1. Se usa el
signo « ~,» para la negatién, « V » para la disyuncién y un punto para la conjun-
cién.

Quiero expresar mi agradecimiento al Profesor J. Bosch, quien me ha
propuesto el tema del trabajo original, por su eficaz ayuda en la ejecucién del
mismo, asi como al Profesor C. Ehresmann por sus valiosas discusiones durante
la preparacién del presente resumen.
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TEORIA DE CATEGORIAS 3

1. Primeras nociones.

1. LA TEORIA DE CATEGORIAS.

La « teoria de categorias» esuna teoria matemitica, en el sentido
de Bourbaki [1], en la que figuran los signos relacionales =, C, de
peso 2, «comp» de peso 3, « funt» de peso 1, y los signos sustantivos
«o» de peso 3,1 y P de peso 1. Posee ademis los esquemas SI a §7
de Bourbaki [ 1], el esquema S8 y los axiomas explicitos Al a A33 que
serdn introducidos en los pardgrafos 1, 2, 3 y 4. Estos axiomas no con-,
tienen letras,. por lo tanto, la teoria de categorfas es una teorfa sin cons-
tantes.

Puesto que la teorfa de categorfas es una teoria igualitaria en el
sentido de Bourbaki ([11], pag. 44), se le podrédn aplicar los resultados
de ([ 1], chap. 1).

Para facilitar la interpretacién intuitiva -del texto se empleard
muchas veces la palabra « categoria» que debe ser considerada estricta-

mente como sinénimo de «término» de la teorfa.

2. LARELACION DE SER SUBCATEGORIA.
Si T y U son términos, el assemblage TU es una relacfon que se

anotard pricticamente en cualquiera de las formas siguientes :
TCcU, UDT, (T)C(U), «T es subcategoria de U».

La relacién « (T C U)» se anotard TC U.

Al (Yx)(Vy)(xCy.yCx)<=>(x=y))

A2. (Vx) (¥Vy)(Vz)(xCy.yCz)=>(xCz)).

’
DEFINICION 1. La relacién designada por «<x C y.x + y» se anota en cual-

quiera de las formas siguientes :

xCy, x es subcategoria propia de y .

3. UNION DE SUBCATEGORIAS.
A3. (Vx)(Vy)(Vz)(xCz.yCz)=>

(Hv)(v_C__z.xg_v.yg_v.(Vu)((ug_z.xg_u.y_c_u)=>(vgu))))-
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4 L.OUBINA

DEFINICION 2. Sea R la relacidn
vCz.xCv.yCov.(Vu)(uCz.xCu.yCu)=>vCu)).

Se llama «unién en z de x e y» y se designa con x |J y a la categoria
z

T.(R).
PROPOSICION 1.
a)x Uy=y U .
z z
b)(xCwyCw.zCw) =>((xUy)Uz=xU(y Uz)).
w w w w
c)(xCy.yCz)=>(x Uy=y).
z
d)(xCz.yCz.2Cw)=>(xJUy=x UY¥y).
z w
4. LA CATEGORIA NULA.
A4. (Fu)(Vx)(uC x).

Puesto que la relacién (Y x) («C x) es univoca en u, puede for-

mularse la siguiente definicién :

DEFINICION 3. Se empleard el simbolo @ para representar el término

Tu((V x)(uC x)) y se llamar4d «categorfa nula».

PROPOSICION 2. (uC D)<= (u=D).

2. Objetos y morfismos de una categoria.

1. OBJETOS DE UNA CATEGORIA.

DEFINICION 1. La relacién designada por
(xFDP)(Vu)(ulx=>(u=x\Vu=9))

se anota en cualquiera de las dos formas siguientes :
cunit (x)» , « X es unitaria» .

DEFINICION 2. La relacidn designada por «unit(x).xC z» se anota:

« x es objeto de z» .

2. MORFISMOS DE UNA CATEGORIA.

DEFINICION 3. Se designa con

« [/ es morfismo no objeto de z entre x e y»
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TEORIA DE CATEGORIAS 5

la relacién
x es objeto de z. y es objetode z. fCz. (Vu)(uCf<=>ulx Uy).
z

La relacién «x es objeto de z» se designa también con « x es morfismo
objeto de z entre x y x».

Se designa con « [ es morfismo de z entre x e y» o con «f:
x <> y» (o simplemente con «f: x <= 'y», si no conduce a confusién)
la relacién

(x es objeto de z. y es objeto de z. x=y. f=x) v ([ es

morfismo no objeto de z entre x e y).

La relacién (3 x)(Jy)(f: x<>y) se designa con «f es mor-
fismo de z». *

El signo « comp» es, en esta teorfa, un signo relacional de peso
3, y el signo « o» es sustantivo del mismo peso. Si T, U y Z son térmi-
nos, el assemblage « comp ZTU», que se anotard pricticamente con
T co;np U, es una relacién, y el assemblage «oZTU», que se anotari

pricticamente con «T o U», es un término.
Y4

DEFINICION 4. Larelacién «(x comp y)\ (y comp x)» se designarid con
z z

«x e y son componibles en z».

As. (Vz)(VYw)(¥ x)(¥y)(2C w. x es morfismo de z.

y es morfismo de z. x comp y) => (x compy. Xxoy = x0y)):
z w " z w

A6. (Y z)(VY x)(V y)((x es morfismo de z. y es morfismo de z.

x compy) =>(xo0y es morfismo de z)).
z z :

A7. (V x) (Y y) (VY z) ((x es objetode z. y es morfismo de z) =>
(xcompy=Dxoy=y). (ycompx=>yox=y)).
z z 4 z
A8.(Vx)(VZ)(AVf)(Vg)((f:x<;§x. g.‘xé;b'x)_——?fcompg).
zZ
a9, (N (N y) (V=) (V) (Vg)((f: x<px, g:x<>y)=>

(f y g son componibles en z))*

AI0. (Vf)(Yg)(¥h)(Yz)((f es morfismo de z. g es morfismo de z.
b es morfismo de z) => ((f comp g. g comp h) =>(fog) comp b)) .
z P4 z b4
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6 L.OUBINA

ALY ) (Vg) (YN h)(Y=z)((f es morfismo de z. g es morfismo de
z. b es morfismo de z)“‘>((fcompg (fog)compb)“">
(gcompb fcomp gob)))

AI2. (Y f) (Y g)(Yh)(Xz)((f es morfismo de z. g es morfismo de z.
b es morfismo de z) => ((f comp g. fo g comp h) =>
zZ z zZ
((fogloh=/fo(goh))).
z zZ z b4

PROPOSICION 1. Sean x e y objetos distintos de una categoria z y sea

[:x<=>y. Entonces vale una y solo una de las siguientes relaciones

b4
f comp x, fcompy.
z b4

DEFINICION 5. Se designa la relacién «f: x<=>y. fcomp x» con
z z
«{ es morfismo de z de x a y» o con [: x-y (o simplemente con
z

[: x>y silacategoria z estd sobreentendida).

PROPOSICION 2. Sean [ y g morfismos de una categoria w. Entonces
vale la relacién « fcomp g» si y solo si existen objetos x,y, z de w
w
tales que g: x-»>y, [:y->z. En caso afirmativo se cumple, ademés,
w w

fog: x»=z.

w w

PROPOSICION 3. (f: x»y. f:x">y')=D(x=x". y=9y").
z w

DEFINICION 6. Se designa el término Tu((az)(';l y)(f:u-»7y)) con
«fuente de f» o con a(f), y el término ’Tu((az)(ax)(f: x—z»u)) con

2z
con «blanco de f» o con B(f).

PROPOSICION 4. Sean [ y g morfismos de las categorfas w y w'. Si

[ comp g se cumple también f comp g.
w w’

Teniendo en cuenta esta dltima proposicién formulamos la siguiente
definicién :
DEFINICION 7. Se designa la relacién

(3z)(f es morfismo de z. g es morfismo de z. f comp g)
z

con « f comp g» .
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TEORIA DE CATEGORIAS 7

AB(Yz)(YVw)((Vf)(VYg)(f es morfismo de z. g es morfismo de z.
f comp g) => ({ es morfismo de w. g es morfismo de w.
(fog=fogl)=>zC w).

z w
3. LA CATEGORIA DE DOS MORFISMOS.

Al. (YN x)(XYy)(unit(x). unit(y) =>(Jz)(xCz. yC z.
(Y /)(f es morfismo de z =>(f=x\ f=y)))-

Si se adjuntan los axiomas unit(x), unit(y) la relacién
«xCz. yCz. (Yf)(f morfismode z=>(f=x\f=y))
es funcional en z de acuerdo con AI3 y A 4.
DEFINICION 8. Si R designa la relacién
«xCz. yCz. (V[)(f es morfismo de z => (f=xV [f=y))»,

designaremos con [x, y ] a la categoria T, (R).
Si x =y convendremos en designar el término [x, x] con [x].
Es inmediato que si x es unitaria [x] = x.

PROPOSICION 5.

(x es objeto de z. y es objetode z) =>(x J y=[x,y]).
zZ

PROPOSICION 6. SI z es una categoriay [= x>y se tiene:
z
a) x e y son los énicos objetos de [.
b)f, x ey son los dnicos morfismos de |.

4. LOS AXIOMAS DE LA IDENTIDAD.

El signo I es, en esta teoria, un signo sustantivo de peso 1. Si T
es un término, el assemblage IT es entonces un término que se designard
pricticamente con I3 o con «identidad sobre T».

Los axiomas de la identidad son los siguientes
Als. (Vx) (¥ y) (I, =1)=>(x=y)).

Al. (Y x) (unit(1)).

5. EL ESQUEMA S8.

$8. Sean z, w, §, x,y letras distintas y R{f} una relacién que

no contiene las letras w,x,y. Sean R 1 ¥ R, respectivamente las rela-
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8 L.OUBINA

ciones :

(Vx)(Yy)U{x es morfismo de z. y es morfismo de z. xcompy.

Rix}. Riy}) =Rixoy)), i
(V¥x)(( x es morfismo de z. R{x }) =>(R{a(x)}. R{B(x)}).

La siguiente relacién es un axioma :
(Vz)((Rl.R2)=>(3w)(w_C_z.(Vf)(f es morfismo de
w <= (f es morfismo de z. R)))).
Aplicando el esquema S8 a la relacién R {u}: «u es objeto de z»
se obtiene :
PROPOSICION 7. (Vz)(3y)(Vu)(u es morfismo de y<=>u es
objeto de z).
De acuerdo con esta tltima proposicién y el axioma A I3 se tiene

que la relacién

(Y u)(u es morfismo de y <> u es objeto de z)
es funcional en y.
DEFINICION 9. Sean z una categoria y R la relacién

(Y 2) (u es morfismo de y <> u es objeto de z).

El término 7‘y(R) se llama «categoria de los objetos de z» y se anota
0(z).

3. Categorias funtoriales.

1. LAS CATEGORIAS FUNTORIALES.

El signo « funt» es, en la teoria de categorias, un signo rela-
cional de peso 1. Si T es un término, el assemblage « funt T» es una
relacién que se designar4 también con « T funtorial» o con « T es catego-
ria funtorial» . Si § es un término, la relacién « funt T. funt S» se desi-
gnard muchas veces con «T y S son categorias funtoriales» ( o simple-
mente « T y S son funtoriales») -

A 17 (Vx)(Yy)(funt x. yC x) =>/(funt y)).

A18 (Nx)(Ny)(funtx. funty) => (I z)(funtz. xC z. yC z.
(Yu)(funtu. xC u. yCu) =>2C u))).
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TEORIA DE CATEGORIAS 9

Al9. (Vx)(funllx).
A20. (Y x)(Yz)((funt z. x objeto de z) "—‘>(3u)(lu =x)).
Es inmediato que la relacién
«funtz. xCz. yCz. (Yu) (funtu. xCu. yCu) =>zC u)»
es univoca en z. Teniendo en cuenta AI8, formulamos la siguiente defini-
cién :
DEFINICION 1. Sea R la relacién

«funt z. xCz. yCz. (Vu)(funtu. xCu. yCu)=>2C u)»r.

Se llama « unién de x e y» y se designa con x V y a la categoria 7 (R).

PROPOSICION 1.

a)(funt x. funty. funtz. xCz. yCz)=>(xVy=x U y).

b)(funt x. funty. unit(x). unit(y)) => ([x.y]1= xVy).z
PROPOSICION 2. S7 x, y, z son categorias funtoriales, valen las siguien-
tes relaciones :

a)x\y=y\ x.

b)(xVy)Vz=x\V (y\ z).

c)xCy=>(xVy=y).

La relacién I = x es univoca en u de acuerdo con A I5.

DEFINICION 2. Designaremos con E(x) al término 'Tu(lu =x).

PROPOSICION 3. Para toda categoria z, E(l,) =z,y si z es objeto
de una categoria funtorial, Ig (z) = % Si x e y son objetos de catego-

rias funtoriales, la relacién « E(x) = E(y)» es equivalente a «x = y».

2. FUNTORES.

DEFINICION 3. Designaremos con «f es funtor» a la relacién (3 z)
(funtz. [ es morfismo de z), y con «f es funtor de x en y», o con

«f: x>y», alarelacién (3z) (funtz. f:x > y).
z

DEFINICION 4. Si [ es funtor, llamaremos « dominio de f», y anotare-

mos d(f), al término E(a(f)), y llamaremos « codominio de f», y ano-
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10 L. OUBINA

taremos c(f), al término E(B(f)). (ver §2, n° 2, def. 6).

PROPOSICION 4. Si [ y g son morfismos de las categorias funtoriales
zy w tales que fcomp g (§2, n° 2, def. 7), se cumple fog=[og.
z w

Teniendo en cuenta esta Gtima proposicién formulamos :

DEFINICION 5. Si f y g son funtores tales que [comp g, se llama

«composicién de f y g» y se anota fo g, al funtor fo g, donde z designa
z

la categoria f vg-

Como consecuencia del axioma A 13 y de la proposicién 4 resulta :

PROPOSICION 6. Si z y z' son categorias funtoriales, entonces z C z'

si, y solo si, todo morfismo de z lo es de z'.

3. LA CATEGORIA DE PARTES.
El signo P es, en esta teorfa, un signo sustantivo de peso 1. Si
T es un témmino, el assemblage PT es un término que se designaré prac-

ticamente con P( T) o con « categoria de partes de T» .

A2l. (X x)(funt P(x)).
A22. (Vx)(Vu)(ug_x@Iu es objeto de P(x)).
A23. (Vx)(¥Yy)(xCy =P(x)CP(y)).

De A22 resulta P(x) = P(y) si, y solo si, x = y.

Si R es una relacién, la relacién
«(dx)R y a lo sumo un x tal que R»
ser4 designada por ( 3| x)R.
424 (Vx) (V) (V) ((xCy. yCz)=> (3] (] L 30510
Azs (Nx)(Yy)(VYz)((3f) (f:1, 5pnl,)=>(xCy)).

DEFINICION 6. Si x e y son categorias tales que x C y, se designa

.. ) —_ . .,
al término '7”/(/. I, P(y)I ) con Ixy o con «funtor inclusién de x en

y
y»).
Resulta inmedi4tamente de A 24 que Ixx =1,
A26 (Vx)(¥y)(Vz)(Vg)(xC=z. yCz.g: o1,

(1, =l,0g) =>(xCy. g= ;xy))‘
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TEORIA DE CATEGORIAS 11

El axioma A 26 expresa que, si el diagrama

g
[y

I
L., 1 yz

I

z
es conmutativo, entonces «xC y. g = Ixy ».
Por aplicacién de S8 (§2, n®5) a la categorfa P(z) se obtiene :

PROPOSICION 7. Para toda categoria z existe una inica categoria
M(z)C P(z) tal que u es morfismo de M(z) si, y solo si, existe un
morfismo [ de z tal que u = I/. Se la llama «categoria de los morfismos
de z».
4. IMAGEN POR UN FUNTOR.
A27 (N f) ([ funtor =>(3g) (R 1+R,)), donde R, designa la relacién:
g funtor. (d(g)=4d(f)). (c(g)Cc(f)). (Ie(ereepog=1)
y R, larelacién :
(Vh)((h| g)R =>((c(g)C c(h)). (Ic(g)c(;,)og =5)).
(83, n° 2, def. 4).
La relacién «R 1+ R ,» resulta univoca en g. Formulamos entonces
la siguiente definicidn :
DEFINICION 7. Sean [ un funtor, x su dominio (§3, n° 2, def. 4), R,
y R, las relaciones de A27 y R la relacién « R 1+R,» . Se llama « imagen
de [», y se anota f(x), al codominio del funtor Tg(R), y se llama al

funtor ’rg(R) « restriccién de f a su imagen».

DEFINICION 8. Sean [ un funtor, x su dominio y # C x. Se llama «imagen
por f de u», y se anota f(u), ala imagen del funtor fol _,y sellama

«restriccién de f a u y a f(u)» alarestriccién de fol a suimagen.

NoTA. Puesto que fol, = f, resulta que la imagen por f de x es igual
a la imagen de f, y la restriccién de f a x y a f(x) es igual a la res-

triccién de f a su imagen.
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12 L. OUBINA

PROPOSICION 8. Sean x e y categorias tales que xC y, y sea uC x.

Entonces la imagen de u por Ixy es u y la restriccibn de 1, a u ya

xy
Ixy(u) es I .

PROPOSICION 9. Sean [ un funtor, x su dominio y g la restriccion de [
a su imagen. Entonces, g(x) = f(x) y la restriccién de g a su imagen

coincide con g.

PROPOSICION 10. Si [ es un funtor, u y v subcategorias de su dominio
tales que uC v, ysi g y b designan respectivamente las restricciones
defauyaf(u)yavya f(v), setiene [(u)C f(v) y I/(u)/(v)c»;z:boluv.
5. RELACIONES ENTRE UN FUNTOR Y SUS IMAGENES.

A28 (Y1)(Yu)((] funtor. unit(u). uC d([)) => unit(f(u))).

Por lo tanto, si f es un funtor y x un objeto de d(f), entonces
f(x) es objetode c(f).

A29 (Y f)(VYb)(([ funtor. b es morfismo de d(f)) =>'f(h)

es morfismo de c(f)).
A30(Y f)(¥g)(Yb)(([ funtor. g es morfismo de d(f). h es morfismo
de d(f). gcomph)=>(f(g)comp f(h). f(g do(/)b)zf(g)c?/)/(b))).

PROPOSICION 11. Si [ es un funtor y b : xd_(r)y, entonces f(h) :

f(x) C(—/V)f()’).
A31 (X f)(Xg)(Vu)((f funtor. g funtor. fcomp g. uC d(g)) =>
(f(g(u))C fog(ul).

A32 (Y [)(Y g) (] funtor. g funtor. d(f)=d(g). c(f)=c(g).
(Y u)(umorfismo de d(f) =>f(u) =g(u))=>(f=g)).

PROPOSICION 12. Sean [ y g funtores tales que [ comp g. Para toda

categoria u tal que uC d(g), se cumple f(g(u))=fog(u).

4. Conjuntos.
1. DEFINICION DE CONJUNTO. EL CONJUNTO V ACIO.

DEFINICION 1. Se dice que una categorfa unitaria X es un « conjunto»
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si es funtorial y si E(X) (§3, def. 2) tiene solamente morfismos obje-
tos. ‘A los funtores entre conjuntos se los llama « funciones».

Si x es una categoria tal que todos sus morfismos son morfismos
objetos, entonces I, es un conjunto puesto que I, es unitaria y funtorial

y ademds E(I )= x. Se puede formular entonces la siguiente definicién:

DEFINICION 2. Se llama « conjunto vacio» y se designa con @ a la iden-

tidad I3 sobre la categoria nula. ( 81, no4).
2. LAS RELACIONES DE PERTENENCIA E INCLUSION.

DEFINICION 3. La relacién designada por « x es objeto de E(X)» se
anota en cualquiera de las formas siguientes : «x € X», «x pertenece a X»

«x es elemento de X». La relacibén «, (x e X)» se anota « x £ X» .

DEFINICION 4. Si X e Y son conjuntos, se designa la relacién :
«E(X)CE(Y)» en cualquiera de las formas siguientes: « XC Y»,

« X es subconjunto de Y», «X es parte de Y».

PROPOSICION 1. Si X e Y son conjuntos, la relacibén « X C Y» es equi-

valentea (Vz)(zeX=>z¢eVY).

Como la relacién « X = Y» para dos conjuntos X e Y es equiva-

lentea «XQ Y. YT X», resulta X =Y siysolosi(Vz)(zeX &>zeY).
PROPOSICION 2. (VY x)(x €@ ).

3. CONJUNTOS UNITARIOS. CONJUNTO DE DOS ELEMENTOS . PAR OR-
DENADO.

DEFINICION 5. Se dice que un conjunto X es «unitario» si unit( E(X)).

PROPOSICION 3. Un conjunto es unitario si, y solo si, tiene un imico
elemento. Si X es unitario su tmico elemento es E( X).
Puesto que E(Ix) = x, si x es una categoria unitaria, entonces

I es un conjunto unitario cuyo dnico elemento es x.
DEFINICION 6. Si x es una categoria unitaria, designaremos con {x } al
conjunto unitario I . Luego, x e{x}.

Si x e y son categorias unitarias, existe la categoria [x, y ]

(§2, n°3) cuyos dnicos morfismos son x e y. Luego, I[x y] €s un
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conjunto, que, ademés, tiene a x e y como Unicos elementos.

. L J
DEFINICION 7. Designaremos la categoria I[ xy] con {x,y}. En par-
ticular, si x es unitariay x = y, se tiene {x,x} = I ex]1= 1 ={x}.
DEFINICION 8. Se designa el término {{x},{x, y}} con (x,y)o con

«par ordenado xy ».

PROPOSICION 4. Si x e y son categorias unitarias, (x, y) es un con-
junto y, si también x' e y' son categorias unitarias, la relacién (x, y)=
=(x", y') es equivalente a « x = x'. y=y"».
4. EL CONJUNTO DE PARTES DE UN CONJUNTO.
PROPOSICION 5. Si x es una categoria y si se designa con z al término
IO(P (E (x))) (§2, n°5), vale la relacién:

«z es conjunto. (N u)(u ez<>unit(u). funtu. E(u)C E(x))».
DEFINICION 9. Se designaréd al conjunto IO (P (E (x))) ©On B(x) o con
« conjunto de partes de x».

COROLARIO 1. Si X es conjunto, la relacién « Y €B(X)» es equiva-

lente a « Y es conjunto. Y C X» .
5. FUNTORES DE SUBYACENCIA O DE OLVIDO.

Puesto que la categoria M(z) de los morfismos de z (§ 3, prop.7)

tiene solamente morfismos objetos, I (z) €S un conjunto.

DEFINICION 10. Llamaremos «conjunto de los morfismos de z», y ano-
taremos M(z), a la identidad Iy (z) sobre la categoria de los morfismos

de z.
A33 (Yz)(z es funtorial => (3 p) (p es funtor. d(p) = z. R,. R,)),
donde R, y R, designan respectivamente las relaciones siguientes:
(VYu)(u objetode 2 =>p(u) = DIIE(u)),
(Y /7)(f: uzu =>( Y 5)(b morfismo de E(u)=>p(f) (I)=1, )
Diremos que un funtor es de subyacencia o de olvido si su dominio

es una categoria funtorial z y si verifica ademés las relaciones R, y R,

de A33.
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5. La teoria de conjuntos.
La siguiente teoria de conjuntos es una teoria matemética en

la que figuran los signos especificos y los axiomas de la teoria de cate-

gorias y los esquemas §9 y S 10 que se introducen en este mismo nimero

DEFINICION 1. Se dice que u es una categoria completa de conjuntos si

1) funt u.
2Y(V¥x)(x es objeto de ¥ => x es conjunto).

3)(V x) (VY y)(x es objeto de u =>(ye x =>y es objeto de u)).
4)(Y x) (Y y)((x es objetode u. y es objeto de u) =>'({x, y }

es objeto de u)).
5)(V x) (x esobjeto de u =>'B(x) es objeto de u).

La categorfa nula verifica las relaciones precedentes:es verdadera
larelacién ( Ju) (u es) una categorfa completa de conjuntos)..

DEFINICION 2. Designaremos con Z al témmino 7, (u esuna categoria

completa de conjuntos).
$9. Si R es una relacidn y x una letra, la siguiente relacién es

verdadera
7, (x esobjeto de Z.R) es objeto de Z.

$10. Si R es una relacién, x e y letras distintas, X e Y letras
distintas de x y de y y que no figura en R y W una letra distinta de x,
Yy, Y y que no figura en R, vale la relacién :
(Yy)(IX)(X es objetode Z. (¥ x) (R=>x X)) =>
(YY)(Y es objeto de Z =>( AW) (W es objeto de Z,
(Vx)(x eWe= (T y)(y eY.RDN.

6 . Interpretacién de la teoria de conjuntos de Bourbaki en la teoria de con-

juntos.

I. TRADUCCION DE ASSEMBLAGES.

En este parigrafo designaremos con ffl a la teorfa de conjuntos
a la teoria de conjuntos de Bourbaki [1].

precedente, y €on jo
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16 L. OUBINA

DEFINICION 1. Si A es un assemblage de una construccién formativa C
de 3-0 llamaremos «traduccién de A en C» e indicaremos con A' el as-
semblage de 51 obtenido empleando la regla de recurrencia siguiente :
Si A es una letra (resp. «BV C», «A, By, «B=C», «B €C»,
«(B,C)», «7,.(B)»), entonces A es la misma letra (resp. «B'V C'»,
«n, B'», «B'"=C'», «B'€ C'», «T, (x es objeto de Z.B')»).
PROPOSICION 1. La traduccién A’ de A es independiente de la cons-

truccibn formativa en la que se efectia.

PROPOSICION 2. La traduccibn de una relacién (resp. de un término) de

de STO es una relacién (resp. un término) de 3.1.

PROPOSICION 3. Si x es una letra, A y B assemblages de 3'0, la tra-
duccién de « (B| x)A» es «(B'| x)A’>, donde A' y B' designan las
traducciones de A y B respectivamente.

En la proposicién siguiente se designa con «( Vx) R» (resp.
«(ix)R ») alarelacién « (¥ x) (x es objeto de Z.R)» (resp. « (3 x)
(x es objetode Z.R)»).

PROPOSICION 4. Si R es una relacién de J  de la forma
(Q,x,)(Q,x,)... (ann)s

donde cada Q; es un cuantificador, la traduccién R' de R es equivalen-

te en 3'1 a

(0% )(Q,x,) ... (Q,%,)S".
2. TRADUCCION DE LOS ESQUEMAS Y AXIOMAS EXPLICITOS DE LA
TEORIA DE CONJUNTOS DE BOURBAKI.

PROPOSICION 5. Las traducciones de los axiomas implicitos de ETO
formados por aplicacién de los esquemas de las teorfas igualitarias son
teoremas de 3'1 .
PROPOSICION 6. La traduccibén de los axiomas implicitos de 3-0 obte-
nidos por aplicacibén del esquema de seleccién y reunién son teoremas de
3-1 . Las traducciones de los axiomas explicitos A goeer Ay de jo son

teoremas de 31.
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COROLARIO 1. La traduccién de un teorema de 3'0 obtenido empleando
todos los esquemas y los axiomas explicitos Ay,..., A, de esa teoria

es un teorema de 51 .

7. Interpretacién de la teoria de categorias en la teoria de conjuntos de

Bourbaki.
1. CATEGORIAS.

En todo este nimero se razonar4 en la teoria de conjuntos de Bour-

baki[1].

CONVENCIONES. Se adoptari la definicién de categorfa de [2] con la
salvedad que, si el par (C, K) es una categoria, C es un conjunto y K
designa la gréafica de una ley de composicién parcialmente definida sobre
C y no la ley de composicién misma. Siguiendo las notaciones de ([1],
pag. 68), designaremos con pr z (resp. pr,z) el témino
T.((3y)(z=(x,y)) (resp. 7, ((Ix)(z=(x, y))).

Si z=(C,K) es una categoria, las aplicaciones fuente y blanco (source
et but en [2]) se designan con a, y B, respectivamente. Si (g, ) es
un par de elementos componibles, se anotard « g comp f» y su composi-
cién se indicard con go f. Los elementos de C sezllamarén morfismos
dez. Si z'es una subcatigorfa de z se designard con I, , al funtor inclu-
sién de z en z', y si z = z' se designard con I, =1, al funtor idéntico

sobre z.

DEFINICION 1. Sean z una categoria y { un mortfismo de z. Se desig-
~ ~
nard con /z (o con f si la categorfa z estd sobre entendida) a la sub-
. . .
categoria de z cuyo conjunto de morfismos es {az(f), f ,Bz(f)}
designard con « x es categorfa morfismo de z» la relacién (Jf)(f es

morfismo de z.x = f, ).

PROPOSICION 1. Sea z una categoria. La relacién « x es categoria mor-
fismo de z» es colectivizante en x ([ 1] pag. 62) Designando con C
al con;unto de categorias morfismo de z y con K al conjunto de pares

((/ g), /o g) tales que /comp g, el par (C K)— Z es una categoria.
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18 L. OUBINA

DEFINICION 2. Diremos que una categoria es «funtorial» si sus morfis-

mos son funtores y la ley de composicién es la ordinaria entre funtores.
PROPOSICION 2. Sea z una categorfa. Si R designa la relacién
(3x)(3y)(x es subcategoria de y. y es subcategoria de z. [ = Ixy),

R es colectivizante en f. Si K es la grifica de la ley de composicién
ordinaria entre funtores de (gf(R) ({11, pag. 63), el par (é‘;f(R), K) es
una categoria a la que llamaremos « categoria de partes de z» y designa-

remos con P(z).
2. TRADUCCION DE LOS AXIOMAS DE LA TEORIA DE CATEGORIAS.

En este nimero designaremos con J a la teorfa de categorfas tal
cual ha sido expuesta en los pardgrafos 1, 2, 3, 4 y con fr'o a la teoria
obtenida agregando a la teoria de conjuntos de Bourbaki el esquema
siguiente

S. Si R es una relacién y x una letra, la relacién
«T (x es categorfa. R) es categoria»
es un axioma.

DEFINICION 1. Si A es un assemblage de una construccién formativa C
de J llamaremos «traduccién de A en C» e indicaremos con A' el as-
semblage de .‘]-'O obtenido empleando la regla de recurrencia siguiente :

Si A es unaletra, A' esla misma letra,

si A es el assemblage « B Y C», A' es « B'V C'>»,

si A es el assemblage « o, B», A" es «a, B'»,

si A es el assemblage «B =C», A' es «B'=C'»,

si A es el assemblage «BC C», A' es «B'es subcategoria de C*» ,

si A es el assemblage «B c%mp C», A' es «B' comp C'» (n°1,

o
prop. 1),

si A es el assemblage «BoC», A es «'Tx(x es categoria.
(B',C'"),x ) € pr,D")», donde x es una letra que no figura en B, ni en
C,nien D,

si A es el assemblage «funt B», A' es «B' es funtorial»,

si A es el assemblage «lg», A' es gy,
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si A es el assemblage « P(B)», A' es « P(B')»,

si A es el assemblage 7;((8), A es el assemblage 7;((x es

categoria. B')».

PROPOSICION 3. La traduccién N de A es independiente de la cons-

truccibn formativa en la que se efectia.

PROPOSICION 4. Si x es una letra, A y B assemblages de J, la tra-
duccién de « (B | x)A» es « (B'|x)A">.

Si R es una relacién de 3"0 se designard con «( jx)R» (resp.
(Vx)R») larelacién

(Y x) (x es categoria => R) (resp. (3 x) (x es categoria. R))).
PROPOSICION 5. Si R es una relacién de J de la forma
(lel)(Q2x2)"' (Q,x,)S
donde cada Qi es un cuantificador, la traduccién R' de R es equivalente
en I’ a
o]
(Qyx,)(0,x,) ... (Q,x)S".
PROPOSICION 6. Las traducciones de los axiomas implicitos de J for-

mados por aplicacién de los esquemas de las teorias igualitarias ([ 1],

pag. 44) son teoremas de 3:).
PROPOSICION 7. Las traducciones de los axiomas de J son teoremas
de I .

o

COROLARIO 1. La traduccién de un teorema de J es un teorema de ST;.

NoTA. Volviendo a la categoria Z definida en la «teoria de conjuntos»
($5), si se toma la categoria O(Z) de los objetos de Z (82, def. 9)
se obtiene una categoria que tiene solamente morfismos objetos, de donde,

I, (z)=U esun conjunto y vale la relacién :
x es objetode Z <> «x eU.

Se cumple ademés que U es un universo en el sentido de Grothendieck-
Sonner[5].
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