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2 L. COPPEY

A. Paratopologies.

1. Définitions et Notations.

Soit (M, <) une classe ordonnée. Soit m € M; l'ensemble des
éléments plus petits que m, m y compris, est désigné par @, (m) (ou
¢(m) s'il n'y a pas de confusion possible).

Soit B une partie de M, si B admet une borne supérieure (resp.
inférieure), on la note (UB (resp. 11B); on dira aussi que B admet UB
pour agrégat (resp. 1B pour intersection). En tant que classe ordonnée,.
(B, <) désignela classe ordonnée induite par (M, <) sur B.

On dit qu'une classe ordonnée (M, <) est achevée (« compléte»
dans [8]) si elle a un plus grand élément; on note celui-ci 1, (ou I
simplement); si (M, <) a un plus petit élément, celui-ci est noté OM (ou
0 parfois).

Pour les définitions de «classe inductive» , « classe locale», «ap-
plication inductive» , nous renvoyons a4 [ 5a]. Soit M la catégorie pleine
des applications associée A un univers mo; on désigne par ?a (resp. Ea)
la catégorie des applications inductives [ = ((M’, <), f, (M, <)) vérifiant
les conditions suivantes : -

a)(M, <) et (M’, <) sont des classes inductives (resp. locales)
achevées dont les classes sous-jacentes M et M' sont des éléments de
Won et ont au moins deux éléments.

b) / satisfait les égalités_f:( IM) =1y _/_(OM) = OM' .

En adjoignant é.?a un objet final 0, on obtient une catégorie ga; I'uni-
que morphisme de source e = (M,<) et de but 0 est désigné par To-
ga est la sous-catégorie pleine de ga dont les objets sont les classes

locales achevées et 0.

REMARQUE. Soit fe§ ; si B(f)=0, alors [ =740y st B #0,
alors on a aussi a(f) 0.
Soit p le foncteur d'oubli de ga vers N défini par :
PO = (M, [, M) sif=((M, <), [ (M <),
p(0)=2(q),
p(r,)=(P(B),s, M) si e=(M,<), avec s(m)=@,VmeM.
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PARATOPOLOGIES 3

Soit M! la sous- catégorie de M formée des injections canoniques;
soit 9;’" la sous-catégorie de ﬂa formée des (M, p)-injections (voir
[31); nous désignerons par 3(9(1) la catégorie E (ga; g;) des quatuors
(g, 7', 7, f) tels que ;' et j 69: (multiplication latérale); O est le fonc-

teur d'oubli de .‘f(ga) vers ga défini par

O(q)=¢g si g=(g. 77, /).

En partant de la restriction de p a £ . on définit de la méme fagon 5'(5‘.)‘1)

a’
et le foncteur d'oubli de g(ﬁa) vers ga, encore noté 6. Les paratopo-
logies sont les éléments de la classe 53:, classe}que I'on identifie a la
classe des unités de j(ga) .Les morphismes continus sont les élémentside
3(53“). Pratiquement, une paratopologie est un triple ({1, M, <), ol
(M, <) est une classe locale achevée et ou () est une sous-classe de M

satisfaisant les conditions :

IM’ OM eQ; ul,u2€Q=> ulmu2€Q; u; €, Viel= ike)lui e(l;
(Q,<) est alors une classe locale achevée dans laquelle 1'opération

d' «agrégation» coincide avec celle existant dans (M, <), mais l'opéra-

tion d'«intersection» est distincte. Un morphisme continu peut se repré-

senter alors sous la forme d'un triplet ((Q', M*, <), f, (0, M,<)), od
(M, <)y f, (M, <) ef, e [(DHCQ,

(2, M', <) et (2, M, <) étant des paratopologies.

2. Sommes de paratopologies.

On trouvera dans [ 1] une construction de sommes quelconques
dans la catégorie ‘ga (les notations ne sont pas les mémes). Ici, nous
donnons un autre procédé de construction (par récurrence transfinie),
valable seulement pour les sommes finies dans 5?.“; ce méme procédé de
construction, appliqué dans la catégorie ga, prouve que cette catégorie
est a fa—quasi-sommes finies. De plus nous montrons que le foncteur &
est a sommes.

Soit In={1, 2,..., n}. Soient (Mi’<)'

iel
ses inductives achevées (on omettra parfois le signe d'ordre); posons

une suite de » clas-
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4 L. COPPEY

0,= OMz‘ et I,= IMi, Viel,;
soit (M, <) la classe ordonnée formée :

- des éléments [m] = (mymy ..., m) de M XM,x...xM,
tels que m, + 0; Vie I, I'ordre entre ces éléments est celui défini par
le produit desordres des facteurs.

- d'un plus petit élément, noté 0.

(M, <) est une classe inductive achevée; soit [m ] k =(m]i ,m]; poos mﬁ ),

k € K, une famille d'éléments de M; si () m’?#O., Viel, ona
keK 1 1 n
N [m]k=(nmli,ﬂmlg,...,ﬂmk),sinon M [m]k=0.
keK k k k" keK

En particulier

NM=0,=0 e UM=1,=(1,1,...,1).

n
Si les classes (M,, <) sont des classes locales, il en est de méme de

(M, <).
. k -

CONVENTION. Une famille [ 7 ] p ek d'éléments de M ne différant entre

ieme

eux que par leur j coordonnée sera notée [m ] ’k , k €K.

Les parties P de M dont il est question maintenant sont non

vides :
DEFINITIONS. P est dite saturée si
p EP=>9(p)CP.

Si P est une partie quelconque de M, s(P ) désigne la plus petite partie

saturée contenant P; on a
s(P)= U o(p).
peP

Soit £ un nombre cardinal. On dit que P est A';e -stable (j €1 )
si la condition suivante est satisfaite :
cardK< &, [m1%eP Vbek=> U (mlk)epP.
7 keK 1
3
Une partie Ai -stable, Y j €1 , est dite A ¢ .stable.

Une partie A% -stable, Y &, est dite A - stable (i.e. «stable par

agrégations partielles quelconques»).

7%



PARATOPOLOGIES 5

Soit § la classe des parties de M qui sont & la fois saturées et
A - stables. Munie de 1'ordre défini par l'inclusion, S est une classe in-
ductive achevée. L'intersection dans (S, C) coincide avec !'intersection
ensembliste, mais 1'agrégat d'une famille (Pi) d'éléments de S n'est

O pPo>UP,. A
iel !

i€l
pas leur réunion, on le notera donc ici LS/ P;; ona
iel

iel
toute partie Q de M, on peut faire correspondre alors sa fermeture 2 la

Moore -Q_dans (S, C): c'estle plus petit élément de S contenant Q. On
abiensir U P, = Sep,.
iel ' i€l ‘!

On peut identifier M & une sous-classe de S en remarquant que,
Vim]leM, on a CPM([m]) €S; on écrira alors simplement [m] € §;
par exemple, le plus petit élément de (S, C), quiest la partie réduite
a4 0, sera encore noté 0, le plus grand élément de (S, C) est IM.. Cette
identification respecte l'opération d'intersection, mais elle ne respecte
pas l'opération d'agrégation.

On a les injections canoniques des (Mi'<) dans (S, C) sui-

vantes :
ti=((S:C)Y-LiI (Mi,<)))
‘ol
_l_i(oi)zo,
et, si mi#Oi,
_L_i(mi)=(11, 1,,..., Ii-i‘mi' 1i+1""' In)'

; €9, Viel,.
Soit Qune partie de M; A].(Q) est la classe des éléments [ m] de

M qui peuvent s'écrire d'au moins une fagon sous la forme 0 ou
= U ([m1b), onlmlt
[m] keK<[m].7)’ on[m]*eQ.
PROPOSITION 1- Si Q est saturée et si les (M,, <) sont des classes
locales, alors A].(Q) est saturée, V j €l,.

Démonstration facile.

D'une fagon générale, on posera :

ai(0)=s(A(0),T(Q)=a,(a, (... (a(Q))... ),

275



6 L. COPPEY

et, pour tout nombre ordinal A, on définit [" 5 ( Q) par induction transfinie:
I p(Q) érant défini V< \:
- si A\ est de 1°7€ espéce, on pose ['5(Q) =T (I_' r1(Q)),
- si A\ est de2émeespece, on pose ['5(0Q)= U " (0).
pu< A H

PROPOSITION 2. Quel que soit l'ordinal N, ona QCI'5(Q)C —Q_ et, quel
qe soit le cardinal £, il existe un ordinal régulier N( £ ) tel que I—')\(f)(Q)
soit A ¢ - stable.

DEMONSTRATION. On a successivement, pour une partie Q quelconque
de M,

S(Q)2Q et A(Q)DQ, Viel;
d'od a;(0)>Q, _\_7’ jel; donc I',(Q)DQ; la définition méme de Q
entraine FI(Q)C Q. On montre alors par récurrence transfinie que, VA,
ocly(g)co.

Soit & un cardinal; soit & le plus petit ordinal de la classe des
ordinaux représentés par des ensembles bien ordonnés de cardinal &
soit >\'§‘+1 I'ordinal d'indice E—f- 1 (voir [2]); >\E+1 est un ordinal
régulier. En utilisant ce fait, on montre facilement que I_')\E+ (Q) est

1

Ajf -stable, Vj e I, c'est-a-dire A ¢ stable.

COROLLAIRE. Il existe un ordinal a tel que I’ JL9)= .é

En effet, en choisissant le cardinal £ supérieur 3 = sup ( card.
Mi)’ on voit que I_')\—- est A-stable, car, d'aprés le chceux de &,
«A¢ -stable» est équivalent & « A-stable» . Alors [, (Q)€S, avec a=

=Mz et £>x, donc I y(0)=0.

PROPOSITION 3. Soit P €S, soit Q une partie saturée de (M, <), si

les classes (Mi, <) .sont des classes locales, alors on a P N (=
=PN Q.

On montre d'abord que, Y €l , ona A].(P No)=pPN A].(Q),
(on utilise la prop. 1). On en déduit que FI(P(-) Q)=P mFI(Q) et
on peut achever la démonstration par récurrence transfinie, en utilisant le
corollaire de la prop. 2 et le fait que toutes les parties qui interviennent

dans le calcul sont saturées.
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PARATOPOLOGIES 7

COROLLAIRE. Si les facteurs (Mi’ < ) sont des classes locales, alors
(S, C) est une classe locale.

En effet, soit (Pk),e ¢k une famille d'éléments de § et P un
autre élément de S; on applique le résultat de la proposition 3 dans le cas

oun 0 = UPk,ceqmdonne
Pn(UP )—U(PnP)

THEOREME 1. ((S, C), (¢, )zel ) est une f. - quasi-somme des (M;, <)
dans la catégorie ga.

On sait déja que (S, C) est un objet de ga et que les ¢, sont des
morphismes de ga. Il reste a montrer que, quels que soient les f, =
=((N,<), f;, (M;,<)), éléments de §, avec (N, <) e(f ) , il existe
un g unique, g=((N,<), g, (S,C)), appartenant 2 Qa et tel que

=1 Viel,. B

Supposons donnés les f;; on définit g dela fagon suivante :

8(P)= U ([(mIN [omy) Neea) [ (m, ),

'agrégat portant sur tous les [m]=(m, m, ..., m ) qui sont plus
petits que P. On vérifie facilement que : g(0) =0y, g(I¢)=1y; g est
croissante; g( ¢, (m)) = f;(m;), Vie In_.. Ensuite, f faut prouver—que:
8(P NP =g (P)Ng(P,), YP, e P,eS;
ceci résulte d'un calcul qui utilise essentiellement le fait que (N, <) est
une classe locale et que les f. sont des applications inductives. Enfin
pour prouver que g(UP )= Ug(P ), on doit d'abord définir g(Q),
quelle que soit la partxe non v1de QO de M, comme étant l'agrég—at des
g(lm]), pour [m] parcourant Q, puis on montre, par un calcul, que
g(A].(Q)) = -g_(Q), Vjel,; donc _g_(l“l(Q)) :E(Q) et enfin, par récur-
rence transfinie g(Q) = g( Q) (ceci utilise le fait que §(E-JQ1') = &j;g,(Qi))'
Alors en faisant Q U P,, on obtient bien :

g(UP )—Ug(P)

L'unicité de g résulte de la construction méme de g .

717



8 L. COPPEY

THEOREME 2. §i les (M, <) sont des classes locales, ((S,C), (Li)l.” )
n

est une somme des (Mi' < ) dans ga'

Cela résulte du Th. 1et du corollaire de la Prop. 3.

iel de ga (ou ga) dont on

cherche la somme comporte 1'élément 0, il est bien évident que la somme

REMARQUE. Si la famille d'unités (e;)

existe et n'est autre que 0 lui-méme.

THEOREME 3. La catégorie Sf(S:’a) est a sommes quelconques.

Ici, nous admettons (voir [1]) que Sﬁa estune catégorie & sommes
quelconques.

Nous reprenons les notations précédentes, en remplagant I~ par
un ensemble d'indices quelconque I.

Soit I un foncteur somme naturalisé dans Qa. Si j est une para-
topologie, on identifie a(j) (resp. B(j)) a la «classe locale source»
(resp. «but» ) de j.

Soit (j;); ¢; une famille de paratopologies. Posons : =«

(s.<)=0p,0, (U <)=Lacj,) e j=Lj,.
1 1

i
Ona ] =j.s, ot
FEAS. <), G (J(U),<))
. EAREA
S=((£(U);<),§,(1J,<)). (s(u)=](u) ecj(v)=v).

Posons enfin qiz(‘i’ 7r 7 s.lz.), ou

/

t; = injection canonique de ,B(ji) dans (§,<)

et { ; = injection canonique de a(j;) dans (U, <).

On va montrer que (7, (qi)iEI) est une somme des 71 dans 3(53“).
Soient en effet ([, j',j, g;);¢; des morphismes continus de

source j. et de but j'; puisque (§, <) est une somme des B(j,), il

existe un morphisme unique /Efa, de source (S,<) et but 8(j'), tel

que f.¢;=f;, Vi €l. De méme, il existe un g unique de ga’ de source

(U,<) et de but a(j.'), tel que g./;=g;, Vi el. On peut alors com- -

pléter (f, j', 7, .) en un quatuor (f, j*, j, &) qui est un morphisme continu:

278



PARATOPOLOGIES 9

En effet, puisque II est un foncteur somme naturalisé, on sait que
(f.i', ], g) est un quatuor; on définit alors g, de source B(s) etde
but B(]), de la fagon suivante : soit u € J(U); s étant une surjection,
il existe u, €U tel que s(uy)=u; on pc-)_se g(u) =g(u,); on définit
bien ainsi une application de ] (U) dans a(;'), car, si u, et u, sont
tels que s(u,)=s(u,)=u, ona f(J(u)=[(j(u))=[(](up) d'o,
puisque ([, 7', J, g) est un quatuo;: 7'(g(u1)7':j'(g(u-;)-et, j* étant
une injection, il vient g(ul) = g(”z_)_' -I_l est év.i-de;t alors que g =
=(a(j'), ¢,.(J(U), <))—€§3a et que (f,7',7, ) est un morphisme

continu tel que :

(f 3 B0 s )= i i g) Yiel

Soit (f', ', 7, £ ) un autre quatuor tel que :

(g 898G d g s )= 1 e Viel
On a, en particulier, [".¢;=f.0;=f,, Viel;, et comme (S,<) estune
somme des B(j;), cela entraine f=f". Ensuite j'.§=;".§" =f.j et
le fait que j' soit une injection entrainent ¢ = g', ce qui achéve de mon-
trer que j est bien une somme des j; dans J (Si)a). Les injections cano-
canoniques (¢;, j,j; s.I;) des j, dans j sont bien des morphismes
continus, mais les éléments s./, n'ont aucune raison d'étre des injec-
tions dans la catégorie ‘ga‘

Le foncteur € (foncteur d'oubli de 5'(53‘1) vers ga défini par
O(q)=1{, avec ¢g=(f,j,7, g)) est un foncteur & sommes, parce que le
but de j est bien une somme des ,3(7".) dans ga; par contre le foncteur p
(oubli de ‘ga vers M) n'est pas 4 sommes et la source de j n'est pas une

somme des a(;'i) dans ga‘
3. Questions d'ordre dans la « catégorie de base» ‘Ea‘

L'axiome de distributivité intervient de fagon essentielle dans ce
qui suit (& propos des feuilletages); aussi nous nous restreignons dés
maintenant & l'étude de la catégorie j(ga) , bien que certaines questions
s'étendent de fagon évidente aux catégories ga et 5'(9“) .

Soit £7 la sous- catégorie de £ formée :
a g a
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10 L. COPPEY

- des «rétractions canoniques» r = (( <P(m0), <), r,(M, <)), ou
m, €M, mo:i:OM, et r(m)=m() m,, Y meM.

- des éléments de but 0 : T, @ e(ﬁa)o.
£; contient (ga)o et définit un ordre sur cette classe (voir [3]): on a
e< e’ §il existe r egz tel que B(r)=e et a(r)=e'. On étend cet
ordre a la catégorie .S‘Za de la fagon suivante: f< [, dans &£ 20 Si et

seulement si il existe un quatuor du type (7', f, /', r) €0 (£ ,Q;, ).

THEOREME 1, Muni de cet ordre, la catégorie (.Ea, <) est une catégorie
s-ordonnée, réguliére, complétement réguliére a gauche, sous-locale.
Pour la signification précise des termes de l'énoncé, nous ren-
voyonsa[3] et[5al.
La démonstration compléte consiste surtout en des vérifications
que nous ne donnons pas; nous notons seulement les résultats successifs

a établir en détaillant certains d'entre eux :

-f<g=>a(f)<a(g) et B(f)<B(g).

(f 1)) (g, g) €8, 48, et f<g, [i<g,=>[.[1<g.g,
L < LB el () =B al )= =1

'er‘ga' on a 0</f, et Vrei);, on a B(r)<r<a(r).
- Si ee(ﬁa)o etsig<e, ona: gef’.

- Soit f< g, alors, ona: 1,3(/)<§(10-(f)) (feg+0).

(2 2)or <) est une classe sous-locale. Précisons quelle est

i"intersection d'une famille d'unités (e ) majorée par e = (M, <)

iel’
(on suppose les e; différents de 0, sinon (Me; =0) : Soit e;=(9(m;), <),

o m; €M; sil) m + 0y (intersection prise dans (M,<)), on a
1
N e, =(e(NNm;), <);
13 7
si au contraire f\m =0y, on montre que (\ e; existe et vaut 0. Le e-
i
agregat de la famille (e, ) jep €St la classe locale (Cp(Um ), <). Si

(Ue )N e* est défini, e' étant une autre unité de £ U (e;N e')

est aussi défini et on a 1'égalité :

(Uepne=Uce,ne.
z 13
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PARATOPOLOGIES 11

- (ga, <) est une classe sous-inductive. Ici aussi, nous allons
préciser quelle est l'intersection d'une famille (/,), ., d'éléments de ga,

majorée par f - on suppose f; et {4 0. Posons
a(f)=(M,<) et a(f)=(9(m),<), m;eM;

on a, par définition de I, , IM = m;. L'intersection d'une famille d'uni-
tés dans (£ <) est enclore une unité et c'est !'intersection prise dans
((£a)o, <); on a ,B(fi)<,3(f), Viel, doncfi\ ,3(/1.) existe; de méme
fi\ a(f;) = e existe;

- si f\,B(f-) =0, on vérifie que f\ f; existe et vaut 7,

~s1f\,3(f):|:0 soit e” ((p(j'(nm)) <) ou 0 selon que
f( )*0,8(/)“—0/3(/): onmontreque
~ Si e” n(n,B(f))—O,f\/ vaut 1,

~ Si e” n(mﬁ(f ) =e, 4:0 ﬁ/ = g = 1'unique morphis-
me de £ 4+ Pluspetit que / de source e et de but e,.
On remarque que a((‘\ f;) ——m a(f;) dans tous les cas. Par contre,

en général, on a seulement B(f\ /)< (\,B(f) Cependant, si [ est fini,
{’_( g\mi):fi\_/(mi)>olﬁ”i), d'ou el_?ﬁ(fi)
et I'on a bien ,(’)'([)fl.)If.\,B(/z.)ze1
1 1

- Soit (e.),

ilie
sont majorés aussi par a(f) et on vérifie que le f-agrégat des e, dans

; une famille d"unités, majorée par fega; les e,

(£ ,<) est égal au a(f)-agrégat des e; dans ((5.3. )< ); c'est donc

une unité; on montre alors que le f-agrégat d'une famille (f, )l ¢ ] Mmajorée

par [, est I'unique morphisme de S‘.), de source GU a(f.) et de but
B J ’
B(1;), plus petit que f.

-On montre ensuite que (‘ga *‘S?’a’ <) est une classe sous- induc-
tive; soit (f;, g;); ¢; une famille d'éléments de £a *Qa, majorée dans
(‘ga*ga, <) par (f, g);fi‘\ f; et? g; sont définis; soit e = ﬁ(fl\ gi);

e est plus petit que

N Bley) =Aalf)=alnnf)s
1
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12 L. COPPEY

(ga, <) étant une catégorie réguliére,ri\ f; induit sur e un élément f,
et un seul, de source e, on peut vérifier alors que l'intersection des
(/ g‘) dans (£ *53 ,< ) est I'élément (/"1 ,{'\g ); en général, r\(/ gl) +
#(n/t, N g;) (d'ailleurs ((\/ mg )ﬁzg *53 ); sil est fini, e =
—Q,B(gz) et [,= fi\f,, desorteque (;_\(f g;) = (rl) fir og)

-On doit vérifier enfin que [3,a] et « sont des applications

sous- inductives.
REMARQUES SUR LE PSEUDO-PRODUIT DANS (£a,<).

- Le pseudo-produit de deux éléments [ et g est défini si B(f)Na(g)
est défini; le pseudo- produit est associatif (voir [61]).

-Soient e et ele(ga)o; supposons e, < e et soit r 1'élément
de Q; tel que a(r)=e et B(r)= e; ona ee=r et ee,=e, .
trois unités de Qa telles que e, <eete,<e;

-Soient e, e,, e

r €2
on a ele(\eze:(elf\ez)e.
-Soit fe® ., a(f)=(M, <), e=(9(m),<)<a(f) (meM);
on a e:((cp(_f_(m)),<),f,(cp(m),<)), ou fest la restriction de f
2 g(m). - - B
- Soit e, < B(/); onaelfzel,B(f)./.

- (£a, < ) est une catégorie vérifiant la condition (P) (voir [ 55 1).

4. L'espéce des paratopologies au-dessus de (£a, <).

La catégorie ‘ga est une catégorie d'opérateurs sur la classe ga’_
des paratopologies (que I'on a identifiée a la classe fTo(£a) des unités
de fr(ﬁa)) : en effet, soit j e :et fega avec a(f)=pB(j)=(M,<);
posons B(f)=(N,<) et a(j)=(U,<); (f(U), <) est une sous-

classe inductive faible de (N, <), de sorte que
=((N,<), .. (f(U),<))

est une paratopologie; nous posons j'=f+ j; les axiomes d'une catégorie
d'opérateurs sont bien vérifiés. Posons f—‘ (( /(‘U) <), f (U, <)),
ol f est la restriction de f U, (f.f+7, 7, /) eﬂ'(ﬁ o) soit

Mo :(ﬁa' 90’ j-o(&za))

282



PARATOPOLOGIES 13

I'espéce de structures sur ga correspondant 4 1'opération +; la catégorie
des hypermorphismes J. (ga) associée a 7)  s'identifie canoniquement
4 une sous-catégorie de 3'(£a) qui contient le groupoide des éléments
inversibles de J (£a) : 4 I'hypermorphisme (f, j) on fait correspondre le
quatuor (f, f+ 7, j,f) défini ci-dessus. A 7)_ est associée la catégorie
d'homomorphismes saturée suivante : (Qa, 6,9 (ga), g, (ga)).

Ce qui suit constitue un exemple de ce qui est exposé dans la
premiére partie de [4]. Nous employons les mémes symboles o, o et
« sans en rappeler la signification générale :

- Soient j et j' 653;—; on a j pj' si, et seulement si, il existe
k 65.‘).;_ tel que j =j".k; p est une relation d'ordre telle que, si j oj',
alors 0 (j) = 90(7"); de plus (ffo(ﬁa), ) est une classe sous-induc-
tive; quand on «compose» des unités de g (Sfa), il est bien entendu qu'on
regarde ces unités comme éléments de ga’—, sous- catégorie de ‘Qa .

- Soient j et j, 65‘3:; on a 7'1;]' si, et seulement si, il existe
un quatuor (r,jl,j, s) tel que r 65‘3;; s n'appartient pas forcément 3
g;; p—induit sur 071 (e) la relation d'ordre opposée a2 p, Ve €(£a)o;

de plus (jo(fa) , P) est aussi une classe sous-inductive.
Structures paratopologiques « induites».

Soit j eg;-—; les ouverts de j sont, par définition, les éléments de
la classe locale a(j). On dira que la paratopologie j, est induite par j
et on écrira j e« si, et seulement si, il existe 7 ég'a tel que j, =
=r~+j, j,x] entraine j, pj et I'hypermorphisme (r, j) s'identifie dans
3-(£a) a un quatuor (r, 7+ j,j, s) qui est une (.f;,@)-surjection;
s est parfaitement déterminé par r et j, mais n'appartient pas a f;, en
général; si s egz, cela signifie que Iﬁ(il) est un ouvert de j; on dira
alors, abusivement, que ,3(]'1 ) est un ouvert de j.

- (£a, 6.9 (ga),j_L (Qa)) est une catégorie d"homomorphismes

résolvante a4 gauche et a droite.

MORPHISMES INDUITS DANS (J (S?a),< ).

Soit 9((5?“) la catégorie longitudinale des quatuors m(ga;cs?;);
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14 L. COPPEY

R(ga) est une catégorie d'opérateurs sur la classe 3'(£a) : soit

g=(g. ., r.[)eRE) e F=(f 4,7 ) eI,
de sorte que a®(q)=LBT(F); v+ et r- j sont bien définis (voir
«structures induites» ); il existe un morphisme unique g de source a(r-j)

et de but a(r" + ;') tel que
¢ =(g. 7"+, r+j, ) eT(&).

On pose ¢' =g+ F et on dit que g+~ F est le morphisme induit par F
sur B™(gq); en général, on n'a pas §<f, mais si B(r+j) « estun
ouvert de j et B(r +j') un ouvert de j', alors on a aussi §<f On
écrira F, « F si, et seulement si, il existe ¢ eﬂ(ga) tel que g+ F =
=F,; « estune relation d'ordre dans 3(£a) qui induit sur jo(ﬁa) la
relation d'ordre définie au paragraphe précédent. (3-(5‘3(1),«) est une

catégorie sous-inductive au-dessus de (ga, <) (voir[5a]).

r— . .
REMARQUE. ga , en tant que sous-catégorie de ‘ga est munie de 1'ordre
<, et en tant que classe des unités de 5(53‘1) , elle est munie de l'ordre

«x ; ces deux ordres sont distincts; on a la relation suivante entre eux :
j<j<=>7j,=j et B(j,) estun ouvert de j.
5. Quelques définitions et propriétés de « Paratopologie générale» .

On ne donne ici que ce qui sera utile pour 1'étude des feuilletages.

Soit j = ((M, <), 1, (U, <)) une paratopologie.

- Une famille R d'éléments de U telle que UR = 1, s'appelle
un recouvrement ouvert de j; dans ce qui suit, nous écrirons simplement
«recouvrement».

-Un recouvrement R est dit localisant si, pour tout u €U, u est
un agrégat d'éléments de R. '

-Un recouvrement R est dit clos si R est une partie saturée par
induction dans (U,<). Un recouvrement clos est toujours localisant
(d'aprés 1'axiome de distributivité), mais l'inverse n'est pas vrai.

- Un ouvert «z de j est dit connexe s'il satisfait la condition sui-

vante :
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PARATOPOLOGIES 15

v OM’ u=uy Vu,, u, et uze(u, ulnu2=0M =>
uy =0y ouu,= OM'
- Une paratopologie ; est dite localement conmnexe (en abrégé :
loc. c.) s'il existe un recouvrement localisant R de j, qui soit constitué

d'ouverts connexes.

LEMME 1. Soit (uy )y A une famille d'ouverts connexes d'une paratopo-
logie j; on suppose que Y )\1, AN, €N, on a u)\lﬂ u)\zzf: 0y alors
)\gj\u)\ est un ouvert connexe.

La démonstration est simple.

Soit j une paratopologie loc. c.; soit R la famille de tous les
ouverts connexes de j, on désigne par C(j) la classe des ouverts con-
nexes de j, qui sont des éléments maximaux de (R, <); ces éléments
existent d'aprés le lemme 1, car 1'agrégat des ouverts connexes dont
'intersection avec un ouvert connexe uz est différente de 0, est un tel

ouvert connexe maximal. De plus, on a: \JUC(j)=1,, c'est-a-dire que

C(j) estunrecouvrement de j. Soient ¢ et ¢’ € C(j); ona:
cNec'$0,<>c=c".

SATURATION.

Soit toujours j une paratopologie loc. c. ; soit C(j) la classe des
ouverts connexes maximaux, ou composdntes connexes; soit m €M, M
étant la classe sous-jacente 2 S(;j); on désigne par p(m) l'agrégac des
composantes connexes de j dont l'intersection avec m est + 0y on pose
,O(OM) = OM; on a les propriétés évidentes :

a)p(m)=0M<?—> m=0 .

bYm< p(m), ¥ meM.

c)m1< m,=> ,O(m1)<,0(m2).

d) p(p(m))=p(m), ¥ meM.

) p(Um)=Up(m).

1 1
En général, on a seulement p(m ,Mm,) < p(m )M p(m,). On dira que

~

p(m) est le saturé de m. Enfin, on aura a utiliser le lemme suivant:

LEMME 2. Soit 7€£a ; soit R un recouvrement clos de j et R' un
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16 L. COPPEY

recouvrement localisant de j; RN R' est non vide et c'est encore un
recouvrement localisant de j.De plus, si on suppose que j est loc. c.

et que R' est constitué de tous les ouverts connexes de j, on a la pro-
priété suivante :

Soit ¢ €C(j), u, et u,€R NR' avec u,<c et u,<c; alors il

1

existe une suite finie (1/1, v ., Un) d'éléments de R N R’ telle que

PO

viSu,, v, =u,et vinvi+1#OM, Vizl,. ..., n-1.

La démonstration est simple.

B. Feuilletages paratopologiques.
1. L'espéce des feuilletages au- dessus de j'(ﬁa).

DEFINITION. Un feuilletage paratopologique est un couple (7, j') de
paratopologies satisfaisant les conditions suivantes :

a) B(j)=B(j")=(M, <).

b) j' est une paratopologie loc. c. .

c) Il existe un recouvrement R’ de j' tel que les paratopologies
induites par j et j' sur un élément quelconque de R’ soient identiques.

On montre facilement qu'on peut supposer R’ clos et que l'on a
j pj' (voir A-4 ); tout ouvert de j est donc un ouvert de j’.

ESPACE TRANSVERSE.

Soit (j, j') un feuilletage et C(j') la classe des composantes
connexes de j',; une partie V de C(j') sera dite ouverte si UV = v est
un ouvert de la paratopologie j, on définit bien ainsi une topologie sur
la classe C(j'); munie de cette topologie, la classe C(j') s'appelle
I'espace transverse du feuilletage (j,j') et se note alors C(j', j). Un

élément de C(j') s'appelle aussi une feuille.
MORPHISMES DE FEUILLETAGES.

Un morphisme de feuilletages paratopologiques est un triplet
((7,.7') 1 (i, 7')) tel que:

a)(j,j') et (j,j') sont des feuilletages paratopologiques.

b) B(7)=B(j')=a(f) et ,3(]'1)=,3(7"1)=/3(/)-
c)On a (f+j)pj, et (f+])pj%, ce qui signifie aussi que
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FEUILLETAGES 17

les triplets (f, j,,j) et (f, j',, j') peuvent étre complétés a droite en des
quatuors qui soient éléments de 3'(53a); on dira simplement que [ (€ ga)
est continu pour les couples (j,, j) et (j', j').

Posons a(f)=(M,<) et B(f)=(N,<). Soit ¢ €C(j); on
va montrer qu'il existe une composante connexe ¢ de j' et une seule telle

que c1<f(c); en effet, on a
cy=cynly=c,nf(ly)=cnf(uC(j))=

‘ U = U -
N V= g (crndle)

Il

donc la classe des ¢ € C(j') tels que ¢, n f(c) 0y n'est pas vide;
soit c_ un tel élément et soit C' la classe, supposée non vide, des

autres éléments de C(j') ayant la méme propriété; on a

ey = (e N (e, NV Y (eyn[(ch);

c, n_f.(co) et cl;JC' (Clm__f_(c» sont deux ouverts de " dont 1'agrégat
est ¢, et dont l'intersection est 0p; comme c, est connexe, et que
c;nflc)F 0y, YeceC utlc,}, on obtient une contradiction, donc la
classe C' est vide et il n'existe bien qu'un seul élément c_ tel que
clﬁ_f(co) + Oy; on a alors c1<__/_(co); ceci définit une application
de C(j'l) dans C(j'), que 1'on note 7 On montre ensuite que, Vce c(j),
I'agrégat de la classe 7"1 (c), supposée non vide, est exactement égala
f(c) et ceci permet, par un calcul simple, de prouver que ‘f' est une
;pplication continue de l'espace topologique C(j',,j,) dans I'espace
topologique C(j’, 7).

Soit ?(ga) la catégorie des morphismes de feuilletages ;:
= ((jl, j'l), f, (j, j')) (avec la loi de composition évidente). On identifie
go(ga) a la classe des feuilletages paratopologiques; 1'application qui &
; fait correspondre 1'application continue ;, construite ci-dessus,définit
un foncteur contravariant de ?(Sia) vers J (catégorie des applications
continues associée a mo). On notera ce foncteur par le symbole C, de

sorte qu'avec les identifications déja faites, on a :

CUi, ' N=C(i'. i) e [=cC(]).
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18 L. COPPEY

C s'appellera le foncteur transverse.
2. Feuilletages paratopologiques localement simples.
FEUILLETAGE INDUIT.

Soit (7, j') un feuilletage; posons B(j)= B(j')=(M,<); soit
m + OM , m €M et soit - la rétraction canonique de (M, <) sur (¢(m), <).
Si m est un ouvert de j' (a fortiori, si c'est un ouvert de j), on peut
définir un feuilletage « induit» par (7, j') sur m : En effet, lorsque m est
un ouvert de j', r -+ ' est une paratopologie loc. c. et le couple
(1, ~7,7,* i) estun feuilletage, appelé feuilletage induit par (j, j')
sur m; si m est un ouvert appartenant 2 R’ (voir condition c de la défi-

nition en B- 1 ), alors le feuilletage «induit» sur m est trivial :

Tm +7= T Ealll M
Dans tous les cas, il est évident que ((r +j,r *+j"), r , (], 7')) est
un morphisme de feuilletages paratopologiques,qu'on désignera par r';n; le

feuilletage but de r”m est désigné en abrégé par (j_, j' ); on pose ¥ =

= C(;'m); c'est une application continue de C(;’,j ) dans C(j",j).

COUPLES DISTINGUES.

Soient z et v deux ouverts de j tels que u<v; le feuilletage
induit par (j , ;') sur « est identique au feuilletage induit par (7, ;')
sur u: (]'u, ]"u); on désigne par "o u la rétraction canonique de (CPM(U), <)
sur (CPM(u), <), par ;v’u le morphisme de feuilletages associé; on pose
?U'u = C(;;'u); c'est une application continue de C(j,j ) dans
C(j'v, ]'U).

On dira que le couple (u,v) est distingué si ‘r’v‘u est un homéo-
morphisme de C(;’, j ) sur un ouvert de C(j’,j ). Un ouvert u dej

est dit distingué si (u, I,) est un couple distingué.

FEUILLE PROPRE.
Soit ¢ € C(j') une feuille de (j, j'); c'est une feuille propre si le

’

feuilletage induit par (j, j') sur c est trivial, i.e. rc-‘-]’: rc*j.

FEUILLE SIMPLE.

Une feuille ¢ est dite simple si elle vérifie la condition suivante:
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FEUILLETAGES 19

Pour tout ouvert z de j tel que cMNu # Oy, il existe une famille
(u;); ¢; d'ouverts de j satisfaisant :
a)u;<u, Jiel.
B) (u;, 1) estun couple distingué, Y7 €1.
')/)(Ll'Jui)f\C:u(’)C.
FEUILLETAGE SIMPLE.

C est un feuilletage dont toute feuille est simple.

LEMME. Pour que (j, j') soit simple, il faut et il suffit qu'il existe un

recouvrement localisant de j formé d'ouverts distingués.

FEUILLETAGE LOCALEMENT SIMPLE.

(7,7") est dit localement simple (en abrégé l.s.) s'il existe un
recouvrement RS de j tel que tout feuilletage induit par (7, j') sur un
élément de RS soit simple. RS désignera alors la classe de tous les
ouverts simples de j, i.e. les ouverts sur lesquels (7, j') induit un feuil-
letage simple.

La définition d'un feuilletage l.s. indique seulement que RS est
un recouvrement de j. On va montrer dans ce qui suit que RS est en fait
un recouvrement clos de j.

1. D(j) désigne la classe de tous les couples distingués du
feuilletage (j, j'), supposé l.s.; munie dela loi decomposition ordinaire
des couples, D(j) est une sous-catégorie du groupoide des couples
(u, v) d'ouverts de j; la classe des unités de D(j) s'identifie & a(j);

munie de 1'ordre
(u, v)<(u', v') si, et seulement si, u<u' et v<v',

(D(j), <) estune catégorie s - ordonnée.
2. Soient (u, v) et (w, v) €D(j) avec w< u; alors (w, u) €D (j)
(ceci est vrai pour tout feuilletage (7, j')).

3.Soit (u, v) €D(j) et v GRS, alors u € RS.

DEMONSTRATION. Soit w un ouvert de j , c'est-a-dire un ouvert de j tel
que w<u, on a aussi w< v, donc, puisque v GRS, w= U w; avec

N 1
(“’i' v) €D(j); d'aprés 2, on a alors (wl., u) €D(j), donc u eRS.
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20 L. COPPEY

4, RS est localisant; en effet : Soit z un ouvert de j, ona

u=u(\1M=uﬂ(uRs)= U slun ug);
uSER

un us< u¢ entraine

u nuS:iLEJI u; g, avec (”i,S’”S) eD(j), Vielg;
S
d'ott « = U( U o, ); or, d'aprés 3, u. € RS, donc RS est bien
ue iel. S P i, S
S S
localisant.

5. Soit v un ouvert de j; p, désigne l'opération de saturation
associée a la paratopologie loc. c. j’ (voir A-5). Soient u et v deux
ouverts de j tels que « < v; supposons v €RS et u< v, alors P, (u) est

un ouvert de j. En effet, on a

u = U u; avec (ui, v) €D(j), et ,Ov(u)—“— p ,Ov(ui);

1
puisque (u;, v) €D(j), on a /Ov(ui) =V '?v,ui(C(j;i)), ce qui prouve
que ,Ou(ul.) est un ouvert de j, donc ,ov(u) aussi.
6.Si (u, v) €D(j), alors (/Ou(")’ v) €D(j); c'est une consé-
quence de 5.
7.Si (u,v) €D(j) et si veRS, alors p (u) €RS; c'est une
conséquence de 6 et 3.

8. PROPOSITION. Si (7, j') estl. s., le saturé p(u) d'un ouvert
quelconque u de j est encore un ouvert de j.

DEMONSTRATION. Soit # un ouvert de j quelconque; on sait que z est
agrégat d'ouverts simples, car RS est localisant d'aprés 4; soit u=
= 'U . u;, u; € RS; puisque p(u) = |J p(u;), on est ramené & démontrer
la l;roposition pour un ouvert simple;lsupposons donc que u est simple.

Par définition, p(u) est 1'agrégat des ¢ € C(j*) tels que cN u %0 ;
soit ¢ une telle feuille; soit R'(c¢) la classe des ouverts de ]"C qui sont
connexes, qui appartiennent & R' (voir définition d'un feuilletage en
B-1) et tels qu'il existe un ouvert simple plus grand; on applique le

lemme 2 de A-5 deux fois pour montrer que R’(c) est un recouvrement

localisant de j'c; soit alors u’' €R'(c) avec u'<c Nnu (on sait que
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¢ N u estun ouvert de j° , donc agrégat d'ouverts tels que z’, car R"'(c)
est localisant). Soit x” un autre ouvert de j' appartenant & R'(c);

toujours d'aprés le lemme 2de A-5, il existe-une suite finie d'éléments

de R'(c), soit (uj, u',y,..., u}), telle que
¢ — 2 [ ] ’ ’ ;= -
we=u', u,=u" et uinui+14‘0, Vi=12,..., n-1.

Soit v, un ouvert simple tel que v,> ', (il en existe, car u') €R"(c));

on a vzr\u:i:O, car
uy=u'<unc<u et u',<v, donc v,Nnu>u' N u'z#O;

posons u,= ,Ov2(u N v,). Puisque z N v, est ud ouvert de j et que v,

est simple, on sait, d'aprés 5, que u, est un ouvert de j. De plus, on a

2
’
u2>u2,car
’ ’ Py '
U >un v,>u' N u', % 0 entraine 4,0 u2=|=0,

et comme u, est saturé dans v, et u', connexe, plus petit que v,, on a

2
bien uy,>u'y. Enfin, par construction, on a u,< p(u). De proche en

proche, on construit une suite d'ouverts de j, soit (u;), telle que :
u;>uy et w;<p(u), Vi=12,..., n.

En particulier, il existe un ouvert de j, soity, , tel que

”

. .
u,>ul, =u et u <p(u).
Soit u(c) un agrégat de tels ouverts u,, lorsque «" parcourt R'(c);

u(c) est un ouvert de j satisfaisant les inégalités évidentes:
c<u(c)< plu);

©o(u) étant 'agrégae des ¢ tels que ¢ N« ¥ 0, et compte tenu de 1'iné-
galité précédente, on voit que o(u) peut s'écrire comme agrégat d'ouverts
du type u(c) et c'est donc bien un ouvert de ;.

Cette proposition généralise le fait que, dansle cas topologique,

la relation d'équivalence sous-jacente a un feuilletage l.s. est ouverte.

9. COROLLAIRE. Soient u et v deux ouverts de | tels que
u< v, alors, sans autre hypothése cette [ois, on voit que p (u) estun

ouvert de j, car le feuilletage induit par (j,j') sur v est encore l. s. .
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10. PROPOSITION. Le recouvrement RS est clos.
DEMONSTRATION. Soit z €RS et v < u, soit w< v, on a

w= U w,, avec (w;, u) €D(j), Vi€l
iel ! !

pour que v soit simple, il suffit de montrer que (w;, v) € D(j); soit donc
w<v<u avec (w, u) €D(j),; la différence avec le paragraphe 2 est que
(v, u) n'est pas un couple distingué en général; on a ¥ = ‘;u.v';v,w

et, puisque 'ru‘w est injective, ?U‘w est une application continue injective.
Montrons qu'elle est ouverte; soit A un ouvert de C(;’ ., j ), c'est-a-dire
que U A est un ouvert de j . ou, ce qui revient au méme, U A estun

ouvert de j, plus petit que w; ona p (UA)=UA, car AC c(it,);
donc V¥, (A)=p (p, (VA))=p (UA)

ici intervient I'hypothése que le feuilletage est l.s. : En effet, on sait

d'aprés 9 que p (U A) est un ouvert de j, ce qui signifie bienque

'?v'w(A) est un ouvert de C(j'v, jv); donc ‘;v.w est un homéomorphisme

sur un ouvert de C(j;}, jv) et le couple (w,v) est distingué; donc

I'ouvert v est bien simple. ‘m

En général (v, u)/é/D(]') bien que v et u soient simples et
v<u; on peut seulement dire que ?u'v est un étalement de l'espace
C(j,. i,) dans I'espace C(j’, 7 ).

1. Soient w<v<u, (w, u)€D(j); alors (p (w), u) € D(j).
Démonstration simple, maintenant que l'on sait que P, (w) est bien un
ouvert de ;.

12, COROLLAIRE. Soit (v, u) € D(j) et soit wun ouvert saturé

de j,., c'est-a-dire que p,(w) = w; alorsona (w, u) €D(j).

3. Holonomie.

Dans ce qui suit, nous écrirons souvent des définitions ou des
remarques trés proches de celles qui se trouvent dans [6] ou[7]; nous
renvoyons le plus souvent possible & ces deux articles, mais nous ne
pourrons pas éviter parfois de redire des choses trés semblables afin que

les définitions ou propositions plus générales que nous avons en vue ne
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soient pas isolées de leur contexte.

Soit toujours (7, j*) un feuilletage l.s. .
CHAINONS.
Un chainon simple est un triplet (u,,u,, c,,) tel que u, et
S -0
u,€ER> et 012€C(]u1nu2)'
Un chainon pur est un triplet (u,, u,, u,,) tel que :
. N —
(uypouy), (uyy u,) €D(j), uy et u,€R”, 'Oul(ulz)— u,
et 'Ouz(u12) TUy.
PROPOSITION 1. Soit (u,, u,, c,,) un chainon simple; il existe un
chainon pur (w,, w,, w,,) tel que :
wy,<uy,, w,<u, et Cy < Wy,
DEMONSTRATION. On a d'abord

wynu,= U ow o, avee (uy,,u)eD(j), VkeK,

k €K
et
ulnuzzlgLuzl, avec (”21’”2)61)(7)’ VieL,
car u, et u, sont simples. Puisque ¢, = cpn(uynu,), on voitqu'il

existe k €K et I €L tels queles trois conditions suivantes soient
vérifiées :
(ulko,ul) €D(j),
(u2lolu2)€D(])l
Ugp O Uy O €y, F0.
o o
Posons 4, = ulko et i, = uzlo ; soit v

=p (d,) et v, =
1 ulnuz 1 2

= 2(122); d'aprés B-2-11, on a (v, ul) et (v, u,) €D(j);

Uy Nu
1
évidemment v, N v,>c,, etde plus v N v, est saturé dans u, N u, .
On a alors:v,<u, N u, entraine
p”1(U1 o} v2)<,ou1 A uz(vln V)= v, N v,

LIRS — .
d'ou pul(ulnvz)—vlﬁ U,
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de méme, on a O, (v, Nv,)=v NV, d'aprés B-2 - 12, on voit
2

alors que (”1“1’2'”1) et (vlr\vz,u2)€D(7'),' en posant w,,=

=vNuv, w = pui(wlz) et w,= ,Ouz(wm), on vérifie facilement que

(w1 Wy, w12) est un chainon pur satisfaisant aux conditions cherchées. m

. Iy v .
a ; -
Soit (u, v, w) un chainon pur; ‘;u,w et 7, sont des isomor

“ w.’i;"w est appelé isomorphisme canonique
, .

associé€ au chainon pur (u, v, w).

phismes; le composé i =Y

A partir de 13, on a les définitions des chaines simples ou pures,
comme dans [7], et la premiére proposition de la p. 12 de [7] est
encore valable ici; elle se démontre de la méme fagon, par récurrence, en
utilisant le résultat analogue déja démontré pour les chainons. A toute
chaine pure est aussi associé un isomorphisme canonique, obtenu en com-
posant les isomorphismes canoniques associés aux chainons purs qui com-

posent la chaine pure.

GROUPOIDE DES ISOMORPHISMES TRANSVERSES.

C'est le groupoide §' des triplets (u', [, u), ot u et u' sont des
ouverts simples de j et f un isomorphisme de C(j,7,) sur C(j ., 7 +);
la loi de composition est évidente; §' est muni de la relation d'ordre

suivante :

(«', f, u)<(u'1, /1, ”l) si, et seulement si, (u, ”1) et (u', u'l) eD(j)
. — L 4
et si ?"'1'““/_ /1"u1,u‘

On définit aussi le groupoide d'holonomie H’, comme dans [6]: les
couples (u, v) de D(j), tels que u et v soient simples et p(u)=v,
s'identifient canoniquement a des éléments de H’. H' contient aussi les
inverses « f‘ormels » de ces couples, c'est-a-dire les couples (v, u) tels
que (u, v) soit distingué, u et v €RS, et p,(u) =v; H' est engendré
dans §' par ces éléments.

Muni de I'ordre induit par celui de §', (H’, <) est un groupoide
ordonné régulier; on identifie, dans la suite, les deux classes H' et RS.

Rappelons le résultat suivant, dont nous aurons besoin :

PROPOSITION (H). Soit f€H' et soit u<a(f); le pseudoproduit fu

9%
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est défini et [B(fu) est un ouvert saturé dans B(f): c'est I"agrégat des
composantes connexes de j:l?(f) qui sont images par [ des composantes
connexes de j'a(/) qui « rencontrent» u; [B(fu) =Y (f.r'a(/)'u)(C(]';)).

De méme, si v<B(f), vf est défini et a(vf) est un ouvert
saturé dans a(f): c'est I'agrégat des composantes connexes de j:z(/)
qui sont images par [ des composantes connexes de j:@(f) qui «ren-

contrent» v.

GROUPOIDE D'HOLONOMIE COMPLET.
On donne une définition des f-agrégats admissibles qui généralise
celle de [6] et avec laquelle les propositions 2, 3, 4 de [6] (p. 231 et

232)seront encore valables.

DEFINITION. Soit C une sous-classe saturée par induction de (H', <);
on dira que f € H' est un sous-agrégat admissible de C si les conditions
suivantes sont vérifiées :

-C est majorée par f.

-Soit ¢, € C () soit d,=[(c)); Vm<c e Vo<d, m et
p ¥ 0, il existe une sous-classe C,de C ayant les propriétés suivantes :
YgeC,, on a a(g)Nnm+0, Blg)np*0 ee Ua(C,)>m,
\Jﬁ(C1 )>p.

Cette définition cofncide avec celle de [6], dans le cas topolo-
gique.
PROPOSITION 2. Enoncé et notations de la prop. 2,p. 231,[6].

Soit [' un majorant de C tel que [’ < f; pour chaque cf € C(j'a(”),
il existe une sous-classe C_ de C telle que Va(C, )>C/ (faire
m=c, et p= f( c/) dans la définition d'un f-agrégat admissible). On
voit donc que U a(C)> a(f) et, comme C est majorée par f, on a en
fait va(C) = a(f); f étant un majorantde C, ona Ua(C)<a(f'),
et f <[ entraine a(f')<a(f); d'odx a(f)=a(f); de méme B(f)=
= B(f ). On en déduit que [ = f'.

LEMME. Soit u ERS, (ul, u) et (uz,u) €D(j), avec U N u2=i= 0; soit

ce€C(j)etm<c, m#¥ 0, m<u,Nu, il existe un ouvert simple v tel que
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(y,u1 ), (v, u2) €D(j), avecv N m +0; on peut méme trouver une famille
(v;); e de tels ouverts, «recouvrant m», i. e. ilEJI v;>m.

La démonstration a été pratiquement déja faite au cours de la
démonstration de la proposition 1 (B-3).
PROPOSITION 3. Enoncé et notations de la prop. 3,p. 232, [6].

Soit ¢ €C(j'a(/)); soit d},= / (c/) et e, = (r .f)(c/) = f'(a’/);
soit m < cpet g<e,. Puisque f’ est un sous-agrégat admissible de C’,

il existe une sous-classe C:l,

’

g de C’ telle que, Y g' €C'df' g o0 ait:
a(g')nd 0, Blg')ng#0;
de plus,

u'a(C;,/'q)>d/ et U'ﬁ(C'df,q)>q;

choisissons un élément g’ dans C) ,q StPposons p = a(g')n d/; puisque
/ est un sous-agrégat admissible d/e C, il existe une sous-classe C
de C telle que, Y geC
plus,

» P
onait: a(g)Nnm+0, B(g)np+0, de

m,p’

va(C, )>m et UB(Cm'p)>p,-

b
d'aprés le lemme précédent, il existe un ouvert Ug de j tel que
(Ztg,a(g')), (ug, B(gl) €D(j),

avec u, N p 4 0, les pseudoproduits g'ug et u, g sont définis et, d'aprés

la proposition(H), on a:

,B(g'ug)>,5(g')nq#0 et a(ugg)>a(g)mm#0;
de plus

h=(gu).(u,g) €C'.C, et a(h)nm+0, B(h)ng#0;

pour chaque geC p» ©n peut construire un tel élément bg de C'.C,
ayant ces deux propriétés :
ﬁ(hg)f\q)ﬁ(g')ﬂqio et a(bg)f\m)a(g)nm#O;
on a alors :
(U e ynn> U (argrnm=m,
C g g€C

&€ m,p m, p
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car vaf( Cm,p )> m. On fait alors varier g’ dans C7 , g Pour obtenir ainsi
une famille d'éléments de C'.C qui satisfait aux conditions voulues pour
que [’.f soit un sous-agrégat admissible de la classe C’'.C.

La définition d'une sous-classe compléte de (H', <) est la méme

que celle de[6], p. 232.

PROPOSITION 4. Enoncé et notations de la prop, 4, p. 232, [6].

Il suffit de montrer que C est saturée par induction. Soit fé—é,
[ = sous-agrégat admissible de C'C C; soit ['< f; soit

C":{g' €C', g:</'}‘
Soient
cp EC(]a(,,.)) et d/. =f(c/-), m<cf., p<d/.;

comme o f') est distingué dans o [), il existe une composante connexe
et une seule c; de j'a(f) telle que c’/. <eys de plus, on a aussi d'f.</(cf)=
= dj; [ étant un sous-agrégat admissible de C’'C C, il existe alors une

sous-classe C, de C’ telle que, YgeC,, onait:a(g)nm+0,
B(g)np+0, avec

Va(C)>m et UB(C)>p;

soit g un élément fixé de C,; d'aprés le lemme précédant la prop. 3, il

existe une famille (ui)i d'ouverts de j satisfaisant les conditions

€]
suivantes :

(u,,a(g)) et (ul.,oc(f'))ED(j), uiﬂmio;

l'?
gu; est défini et ,B(gui) N p ¥ 0 d'aprés la proposition (H), car algu;)=
=wu; et u;N om %+ 0, enfin, on a U u;>a(g) N m, et, toujours d'apres

1
la proposition (H), cela entraine |J ,B(gul.)> B(g) Nnp. Pour chaque

U

1
;» on peut de la méme fagon trouver une famille (v, ,), & € K;,d'ouverts
i

de j telle que, V& €K

;» v; soit distingué dans B([') et dans B(gu;)

(donc aussi dans B(g)); de plus kLEJK.Ui’k> ﬁ(gui) N p et, d'aprés

la proposition (H), UK a(vl. E gui)>1ul- N m; les éléments v; p 84
€ ’ »

appartiennent maintenant 3 C” et on a les relations suivantes :

alv; pgu)nm+0, Blv, ,eu)np*0,
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LiJ (kLEJKi a(vi,k gu)>alg)nm,
y (kLEJKiﬁ(v,-'kgui))> Blg)n p.

En faisant varier g dans la classe C,, on voit que I'on peut construire
une sous-classe C'; de C”, formée de la réunion des classes {vi E gui} .
telle que, Vg’ € C" , on ait :

alg' )N m#0, Blg')np*o0,

v a(C'i)> m, U ,3(C'1)> p, de sorte que f’ est bien un sous-agrégat
admissible de C". m

On peut alors construire le groupoide d'holonomie complet (ﬁ',<)

comme dans [6], puisque les propositions 5 et 6 et le théoréme 1 (p. 233)

de [ 6] sont valables, sans aucune modification.
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