CAHIERS DE
TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

HORST DIETER IBISCH
Sur la conjecture annulaire et les microfibrés stables

Cahiers de topologie et géométrie différentielle catégoriques, tome
10, n°2 (1968), p. 169-268

<http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1968__10_2_169_0>

© Andrée C. Ehresmann et les auteurs, 1968, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers de topologie et géométrie
différentielle catégoriques » implique I’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1968__10_2_169_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CAHIERS DE TOPOLOGIE X, 2
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LA CONJECTURE ANNULAIRE
ET LES MICROFIBRES STABLES

par Horst Dieter 1BISCH

INTRODUCTION

Le probléme 4 la base de ce travail concerne la conjecture annulaire
A, (annulus conjecture): la région fermée entre deux sphéres localement
plates et disjointes de dimension n~1 dans S* est-elle nécessairement
homéomorphe a S™°1 x [0,1] ?

L'importance de ce probléme pour la Topologie géométrique a été
soulignée par J. Milnor A 1'occasion du Congrés de Topologie a Seattle
en 1963. Il figure dans son énumération des sept problémes «les plus
difficiles et les plus importants » de la Topologie géométrique. (Voir:
Problems in Differential and Algebraic Topology [15], problem No.29).

Il est bien connu que la conjecture annulaire A, est vraie pour
n < 3. Il a été démontré dans [9] que A, est vraie pour k < n si la région
fermée entre deux sphéres localement plates et disjointes de dimension
k=1 dans S* admet une triangulation pour k < n; il suit alors de [21]et
de [1] que 4, est vraie pour n 3.

En général (pour tout n) les conjectures annulaires analogues dans
les catégories semi-linéaires ([25], chap.3, théoréme 8, cor.3) et diffé-
rentiables sont vraies. Il existe une généralisation de ces deux théorémes
[13], mais elle n'aboutit pas a la formulation de conditions suffisantes
purement topologiques (elle implique une notion de normalité locale pour
les couronnes des plongements de S™! dans S™).

Dans [6] M. Brown et H. Gluck ont démontré que A, pour k< n est
équivalente 2 la conjecture que tous les homéomorphismes de S¥ (ou de
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2 H.D. IBISCH

R¥) qui préservent l'orientation sont des homéomorphismes stables pour
k < ne Un homéomorphisme & de S™ (ou de R™) est stable s'il existe des
homéomorphismes h; de S™ et des sous-ensembles ouverts U; non-vides
de S™ tels que h=h_,..., h et h; U; =1id pour i = 1,e4., m. Dans ce
mé&me travail, Brown et Gluck définissent les variétés topologiques stables
comme celles dont les changements de cartes n'admettent que des homéo-
morphismes stables, Les variétés différentiables, semi-linéaires et trian-
gulables sont des exemples de variétés stables. Les propriétés les plus
importantes des variétés stables sont:

— leur homogénéité dans le cas ot elles n'admettent qu'une seule structure
stable ([G], I, théoréme 19.1), et

~ le fait que toute sphére localement plate de dimension 1 dans une variété
stable admet un voisinage tubulaire trivial ([6], III).

Si la conjecture annulaire est vraie dans toutes les dimensions,
toutes les variétés topologiques admettent des structures stables. L'intérét
des structures stables s'accrolt donc avec la probabilité de l'existence
de dimensions n ou A, est fausse,

Le résultat du premier chapitre de ce travail semble apte & renforcer
cette probabilité et a justifier des études approfondies portant sur les
structures stables. Nous démontrons en effet qu'une forme paramétrisée
de la conjecture annulaire est fausse dans certaines dimensions. Pour
obtenir cette information, on s'est inspiré de l'analogie évidente entre
A, et le théoréme de Schénflies. M. Brown, partant dans [4] des idées de
B.Mazur, a démontré que, pour tout couple de plongements f, , f, localement
plats de S"™! dans S", il existe un homéomorphisme h de S™ tel que
kf, = fyo Par la suite, M. Morse et W. Huebsch [20] ont remarqué que le
théoréme de Schénflies reste valable si on y introduit un nouveau paramétre
(voir chap. 3, §1). En analogie avec ce théordme de Schdnflies paramétrisé
nous avons formulé une conjecture annulaire paramétrisée AP}  pour les
produits A, X 5™, ot A, est le simplexe standard de dimension k (voir
chap. 1). Si k=0, APo,n est équivalent A la conjecture annulaire ordinaire
A_. Dans le premier chapitre, nous démontrons le théoréme 1:

1l existe un couple (k,n) € (N U{0})XN tel que la conjecture annu-
laire paramétrisée AP, . est fausse.

Plus particuliérement, nous démontrons que I'hypothése AP, .
entralne que tout espace fibré topologique de fibre R™ au-dessus d'un

complexe simplicial localement fini contient un autre espace fibré de

470



CONJECTURE ANNULAIRE 3

fibre D", dont la projection s'obtient par limitation. Or ceci est en contra-
diction avec un théoréme de W. Browder [3], qui, & son tour, est une consé-
quence de la différence non-triviale entre la k-théorie topologique et la
k-théorie orthogonale établie par Milnor [18].

Le théoréme 1 cité montre donc qu'il existe une différence notable
entre le probléme de Schénflies et la conjecture annulaire. Il appelle
aussi une étude approfondie du groupe des automorphismes topologiques
fibrés de A; X R™ qui figurent dans I'hypothése de AP . C'est le groupe
semi-simplicial Gr‘? des automorphismes topologiques de R™ (voir [11]). En
vue du théoréme 1, si on peut démontrer que tous les éléments de ce groupe
pour k > 1 satisfont & la propriété APk.n’ on aura démontré en mé&me temps
I'existence d'un n od 4, est fausse. Les premiers résultats dans cette
direction sont contenus dans le chapitre 4 de ce travail (placé a la fin,
car ces travaux seront poutsuivis ultérieurement). L'idée essentielle
(théorémes 7, 8) est d'approcher pour k > 1 les éléments du groupe G‘z par
des homéomorphismes fibrés semi-linéaires et de réduire ainsi la conjecture
annulaire paramétrisée a4 la conjecture correspondante (avec condition au
bord) dans la catégorie semi-linéaire (ot la conjecture annulaire ordinaire
a été prouvée [25]).

Dans ce but, nous modifions les techniques développées par
E.H. Connell dans [7], ot il est démontré que les automorphismes stables
(non-paramétrisés) de R™ peuvent &tre approchés par des automorphismes
semi-linéaires, ceci pour n > 7 et probablement pour n>5, les cas n ¢ 3
étant bien connus ([2] et [19]). Ces méthodes sont utilisées pour réduire
I'approximation semi-linéaire des éléments de Gg a deux hypothéses dans
la catégorie semi-linéaire, concernant notamment une généralisation du
célebre Engulfing Theorem de ]. Stallings [22]; elle fera 1'objet d'une
publication ultérieure,

A ces justifications des recherches entreprises dans le domaine
des structures stables sur les variétés topologiques s'ajoute, aux chapitres
2 et 3 de ce travail, une étude des microfibrés stables. Ils sont associés
aux variétés stables de la m&me maniére que les microfibrés topologiques
[18] sont associés aux variétés topologiques (voir chap. 2). Dans [6], II,
théoréme 13.1, M. Brown et H. Gluck ont démontré que les notions de sta-
bilité locale et de stabilité globale d'un automorphisme d'une variété stable
M sont équivalentes. Dans le chapitre 2, nous généralisons ce résultat
pour les germes d'automorphismes des microfibrés stables (théoréme 2).
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4 H.D. IBISCH

Dans ce but, nous étudions l'ensemble des classes stables des plonge-
ments fibrés de D™ X D" dans le produit d'une pattie ouverte U d'une
variété stable ¥™ avec R". Le fait essentiel est que cet ensemble posséde
une propriété d'excision.

Dans le chapitre 3, nous étudions le rapport entre les microfibrés
stables de fibre RP au-dessus d'une variété stable ™ et les microfibrés
« stables-en-chaque-fibre » de fibre R™*P (voir introduction du chapitre 3).
Ces microfibrés stables-en-chaque-fibre constituent des éléments inter-
médiaires utiles entre les microfibrés stables et les microfibrés topolo-
giques. D'une part, I'ensemble des classes stables des microfibrés stables
s'applique de fagon injective dans 1"ensemble des classes des microfibrés
stables-en-chaque-fibre. D'autre part, les bases de ces microfibrés sont
indépendantes de la structure stable des fibres et peuvent donc &tre libre-
ment choisies. En particulier, on peut prendre pour base des complexes
simpliciaux. Ceci permet d'utiliser dans la catégorie des microfibrés
stables-en-chaque-fibre les méthodes développées pour 1'étude des micro-
fibrés topologiques au-dessus des complexes simpliciaux.

Comme exemple de l'efficacité de ces méthodes, nous démontrons
le théoréme 6, qui est 1'analogue dans la catégorie stable du théoréme
topologique de Kister-Mazur [14]:

Toute classe de microfibrés stables au-dessus d'une variété topo-
logique séparable et métrisable qui supporte une structure stable contient
un fibré stable (c'est-a~dire : un fibré topologique au sens de Steenrod [23]
muni d'une structure stable) et un seul, a une équivalence prés au sens
des fibrés stables.

Ceci réduit la classification des microfibrés stables a celle des
fibrés stables. Les mé&mes méthodes permettent de démontrer que les
s=classes des microfibrés stables auedessus d'un complexe de dimension
fini constituent un groupe abélien.

Les résultats du chapitre 3 montrent en particulier qu'on retrouve
dans la catégorie stable les notions fondamentales et certains résultats
bien connus des catégories semi-linéaires et topologiques. Ceci permet
de s'attendre a d'autres résultats (concernant notamment !'existence des
microfibrés nomaux), intéressants dans la mesure ou la suite des recher-
ches commencées dans le chapitre 4 permet de démontrer effectivement
que A, est fausse dans certaines dimensions.
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CHAPITRE 1

LA CONJECTURE ANNULAIRE PARAMETRISEE

En analogie avec le théoréme de Schénflies paramétrisé de M. Morse
et W. Huebsch [20], nous définissons la conjecture annulaire paramétrisée
AP, ., comme suit

Soit A, le simplexe euclidien standard de dimension k. Soit f un
automorphisme topologique fibré de (A, X R™, A} X {0}) qui induit 1'iden-
tité sur la base A, tel que fOA, xS c 0A, X S"1, Soit a>0 tel
que f(A, X D") © A, X aD™, ot aD" est la boule euclidienne de rayon a
autour de l'origine dans R”.

Il existe alors un plongement fibré g de A, X §™°! X | dans A, X R"
au-dessus de la base A, tel que:

1) g(x,0) = f(x) pour tout x € A, X §"-1,
(2) g, xS*1x{1l}) © A, XaS™! od aS" = gaD",
3 g est « rond » au-dessus du bord dA,, c'est-a-dire

|pryo g(x,8)| = tat1—t pour tout (x,t) € (dA, X S™*1) X |,
ol pr, est la projection A, X R™ » R™

REMARQUE. Si k=0 et, par conséquent, A, = ff, APo,n est équivalent
a4 la conjecture annulaire ordinaire, APo,n est en effet un cas spécial
de 4, . Inversement on déduit4, deAPo'n a l'aide du théoréme de Schénflies
[4] et du théoréme de la couronne de M. Brown [5]. Si f;:S™1 » ST sont
deux plongements localement plats dont les images sont disjointes, il suit
du théoréme de Schénflies-Brown qu'on peut prolonger f; & des plongements
de D" dans S™. En enlevant un point o bien choisi de S™, on peut consi-
dérer les f;comme des plongements de D™ dans R” tels que f,(D") C f2(b").
On choisit ensuite une boule aD™ avec a>0 dans R" telle que fo(D™ < aD™.
D'apres AP, il existe deux anneaux, c'est-a-dire deux plongements F;:
Sn*l X | 5 R™ tels que

Fi(x90) = fl(x) et Fi(S"'l X {1}) c aS"’l.

D'aprés le théordme de la couronne [5], il existe un plongement
F}: Snt x[-1,2]1 » R"~f (D™), qui prolonge F,.
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6 H.D. IBISCH

Soit h 1'homéomorphisme de R™ défini par:
B|(R™ = Im F}) = id,

hoF }x,t) = F}x,1/2 + (t~1)) pour -1 ¢tg
hoF%(x,t) = F}Xx,2t-2) pour 1gtg

, x €Sn-l,

1
t<2, x €8n-1,

Alors hoF, estun plongement S™*1 X ] » R" tel que:
hoF |S™1 X {0} = f, et
hoF (S™°1 x {1}) cf,(S"1),

‘Dans la suite de ce chapitre, nous nous proposons de démontrer le

THEOREME 1. Il existe un couple (k,n) €(N U {0}) X N tel que la conjec-
ture annulaire paramétrisée AP . est fausse.

REMARQUES.

- Si AP} , est vraie pour tout couple (k,n) € N X N, il suit du théoréme 1
que la conjecture annulaire ordinaire est fausse dans au moins une dimen-
sion n.

- Si APk,n est fausse pour un couple (k, n) avec n € 3, il suit de [9, 21,
1] que dans ce cas k>0,

~ La démonstration du théoréme 1 utilise essentiellement un théoréme de
W. Browder [3].

DEFINITION 1.

a) Nous notons G, le groupe semi-simplicial des automorphismes
topologiques de (R", 0); c'est-a-dire (comparer [11]) nous posons G, =
{Gk,n 1 k=0,1,2, ...}, et f€ Gk,n si et seulement si f est un automor-
phisme topologique fibré de (A, X R™, A, X {0}) qui induit I'identité sur
la base A;.

b) Soit G, (S""1) = {Gk'n(S’"l) ; k=0, 1, 2, ...} le sous-groupe
semi-simplicial de G, qui est défini par la condition f € Gk,n (S™°1) si
et seulement si f € Gk,n et f(Ak X Snely ¢ Ak X §nel,

c) Soit J, =1{J; . ; k=0,1,2, ...} le sous-groupe semi-simplicial
des homéomorphismes f de G, qui sont isotopes au sens fibré & des élé-
ments de G, (S""!). Plus précisément: pour tout f € Jy,n il existe une
isotopie fibrée
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CONJECTURE ANNULAIRE 7

hy: (A, X R™, A, x{0}) » (A, X R", A, x{0})
de base A, telle que %, €G, , pourtout t €1, hy=f et h, €6, (S™°1).

d) Soit Gr? = {G,?'n ; k=0,1,2,...} le sous-groupe semi-simplicial
des homéomorphismes f de G, tels que (A, X S"*1) € 9A, x S™=1,

e) Finalement, soit ]8 Ua s k= 0 1, 2, «+.} le sous-groupe
semi-simplicial des homeomorphxsmes f de G qui sont isotopes au sens
fibré a des éléments de G, (S"° 1) selon une isotopie qui est relative
au-dessus du bord dA,; ¢ est-é.-du'e pour tout f € Jan il existe une
isotopie fibrée

byt (AR X R™, A x {0} » (A, X R, A, x{o})
de base A telle que 4, = f, h; €6, (S™1) et h, € Glf,n pour tout ¢ € I.

PROPOSITION 1. Si A, estvraie,on a J =G,.

La démonstration utilise 1' « astuce d'Alexander » :

a) Si k=0, f€ Gy,, est un automorphisme de (R", 0). On choisit
a>0 tel que f(D™) C abn. D'aprés A, il existe un plongement g:
Sn*1 X ] » R" tel que:

g(y,0)=f(y,0) pour y € S™1 et

g(Sm°! x {1}) € oS,

Soit a: §7°1 X[ » aD"~ Pr I'homéomorphisme a(y, t) = (t(a — 1)+ 1)y.
On définit un autre homéomorphisme ¢ de (R", 0) par:

@|D" = f|D",  ¢|(aD™ — DM = goa!
et on prolonge ¢ sur CaD” par linéarité :

@ () = (goa™ (ay/ |y} - 7 pour |y| > a

So1t ¢ l'automorphisme de (R™,0) qui est défini sur CaD" pat
V| 0adr = ?| Cadr et qui est prolongé sur aD™ par linéarité :

Yy = (CP(%)) °% pour |y|# 0 et ¢(0)=0,

Finalement, soit y,(y) = (Yog (-}%)) -t pour (y,t) € R" X (0,1],

On peut prolonger x de fagon continue sur R™ X | en posant x,(y) = y pour

y € R" Alors y,of est une isotopie de x,of =f & x,0f, et comme on a
|X10fD| = [Yoo-lof(y| = |¢(»] =1 pour |y =1,

X0f estun élément de Go’n(S"'l).
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8 H.D. IBISCH
b) Soit maintenant k >0, soit fGGk,n et s €A, D'apres a) il
existe une isotopie g: I X R® » R" telle que
g0,y) = pryf(s,y) et g1} x S*)yc §n-t,

On définit ensuite une application continue

10,1} x A, Ul X {s}) X R® » R™ par

k©,%y) = pr, o f(x,y) (%,y) € A, X R"
h(t,s,y) = g(t,y) pour {(¢t,y) € 1 X R
h(l’x’)') = 5(1’)’) (x,y) € Ak X Rn.

Soit r une rétraction de I X Ay sur {0,1} X A, Ul X {s}. On définit
alors l'isotopie fibrée
iyt AL XR* » AL XR" (t€1I)
pat it(x,y) = (x,h(r(t,x),y)). Alors ':c est une isotopie fibrée de
=f a iy =1Xg, €6, (S""), od g (y) = gLy

PROPOSITION 2. Pour tout couple (k,n) € (N U {0}) X N, APk,n entraine
19 =69
kyn kyn'
La démonstration utilise 1' « astuce d'Alexander » paramétrisée.
Pour k=0 l'affirmation est contenue dans la proposition 1.

Supposons k> 0. Soit f € G L 1 existe alors un a>1 tel que
f(A, X D" A, X aD™ D'apres APk il existe un plongement
g: Ak Snwlxl_.Akaﬂ
tel que
g(x,y,o) = f(x’y’o) pour (x’)') € Ak X Sn"l)
gA, X St=1 X {1} C A, X aS"™1, et
g est «rond » au-dessus du bord dA,:

lpry 0 g (x,y,8)| = t(a=1) + 1 pour tout (x,y,t) € dA, X S™~1 X L,
(]
Soit a I'homéomorphisme de A, X §S7=1 X | sur Ak X (aD® = D™) qui

est défini par a(x,y,t) = (x,(t(a=1)+1)y). On définit un automorphisme
fibré ¢ de (A, X R®, A, X {0}) par

() |AkXDn=f|Ak X Dr CplAkX(aD"—ﬁn)=goa—l,
et on prolonge ¢ sur A, X ¢ af)” par linéarité:

¢ (x,y) = (x, (pryoga™? (L= a)). |yl)

Iyl
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CONJECTURE ANNULAIRE 9

Soit ¢ l'automorphisme fibré de (A, XR", A, X{0}), qui est défini sur
AL X € ab? par ¢ | A, X Caﬁ"—(pIA X Cabn et prolongé sur A, X aD" par

lmeatlté

Y (x,y) = (x, (pryo (x,7 |y| . a) . I)’| pour |y| #0 et ¥ (x0) = (x,0).

On alors Yo~ | A, x( oD = id,
Soit x : A, X R" X (0,1] » A, X R™ 1'application définie par:
X(x,)’,t) = (x9 [sz o ‘//<P_l (x’Ty)] o t)e

Si on prolonge x sur A, X R" X {0} par x (x,,0) = (x,y), x est aussi
continue aux points (%, %,,0) de Ay X R™ X {0}; car si eD"(y,) est une
boule de rayon ¢ autour de y, dans R", si U est un voisinage ouvert de

xo dans A, etsi t, T , on obtient

[
x (U XZD"(yO) X[0,t) € UXeD™(yy)
En effet, pour |y| > e/4 et 0<t<¢t, on a
Iyl/t > |yl/tg = aulyl/(e/9 > a
donc x,| A, Xc D" =id pour 0€t<¢t, et
I(x,y) =X @ | = |y =pr, ox,(my| < /2

Si alors |y —y,| < €/4, ona ]

|76 = pra o X, G| < |y = 3ol + 1y =pry o x| <7 +3 C <,

[
ou, pour x € U, X (x%y) € U X eD™(y,).
Xzof Ay X R® » Ay X R* (¢ €1) est alors une isotopie qui posséde

les propriétés suivantes :

T Xoof = f,
~ pour |y| =1 ona
Ipry oxy ofGoy) | = |pry o 0™  of(my | = |pry oh ()| = 1,

et X, of est une isotopie relative au-dessus du bord dA,; en effet, si
y€S"™1, on a |pr, of(x,y)| =1 pour tout x€JA;, donc, si on pose
z = pr, o f(x,y), on obtient pour ¢ >0 :

z z
|pty ox o f(my)| = |pr, °!/1<P-1(x,—)[ - t, avec U>l

|pry o™ ‘(x’—)l-t» carlpfzslf(x,y)l lyl
pour tout (x,y) € A, X R,

z
|przag—1(x,?)| .+t pour 1¢ |t_| <a

V4
17

i

et x € aAk.

z
ct=1 pour |?|>a
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10 H.D. IBISCH

En outre, on a pour 1 < |v| < a et pour x € dA;, d'aprés la condition

ol-1

au bord pour g,
v |v|-

1
goa~l(x,v) = g(x’_lv| ,?T) et |prygoa~ (x,0)| = p— (a=1)+1=w.
z
En posant v = ceci entraine
z z
lpr2oaog"1(x,-t-)|-t = l—t-lt =1 pour t>0.

On a donc |pr2 0 X, 0 f(x,¥)| = 1 pour (x,y) eaAk X S~ et t>0; pour
t=0 cela est évident.

DEFINITION 2. Nous appelons fibré topologique de fibre (R®,0) un « fibre
bundle » au sens de Steenrod [23] de fibre (R",0), dont le groupe est le
groupe des homéomorphismes de l'espace euclidien R" qui laissent fixe
l'origine; ce groupe est muni de la topologie de la convergence compacte
(¢ compact-open topology »).

Un fibré topologique relatif de fibre (R™ D™, {0}) est un «fibre bundle»
de fibre (R™, D", {0}), dont le groupe est le groupe des automorphismes
topologiques relatifs de (R™, D", {0}), muni de la topologie de la conver-
gence compacte,

DEFINITION 3. Si & &' sont deux espaces fibrés au-dessus de B ayant
les projections p: E(£) » B, p': E(£') » B, on dira que ¢ contient ¢’
siE("YCE¢)etsi p|EE")=Dp"

PROPOSITION 3. SiJ =G, et ]r? = G’?, tout fibré topologique de fibre
(R", {0}) au-dessus d'un complexe simplicial euclidien localement fini K

contient un fibré topologique relatif de fibre (R™,D",{0}).
DEMONSTRATION.

a) L'affirmation de la proposition 3 est triviale pour les complexes K
de dimension O.

Le cas de la dimension 1 suit facilement de I'hypothese J/, = =G, .,
donc, d'aprés la proposition 1, de 4 . En effet, si { est un fibré topolo-
gique au-dessus de K, {|K° est un fibré topologique relatif trivial. Soit
o un simplexe de dimension 1 de K. Nous allons prolonger {|K° en un

fibré relatif 7 au-dessus de K® U o qui est contenu dans ¢| K° U o, tel que

E(m = EK|K°Uo) (o est trivial,
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CONJECTURE ANNULAIRE 11

Si on identifie o a [~ 1, +1], on a une trivialisation

hy: [-1, +11 X R* > E({]0)
et, provenant de (| K°, deux trivialisations

hy, + 21 XR 5 E(C|{£1)).
On pose

g.(y) = pr1, Oh;I o h, (x1,y) pour tout y € R™,
Si on choisit 0 < a <1, on déduit de J, , = G,  'existence des isotopies
it : R" » R" pour t€[q,1] ou t€[-1,-a] telles que
it (y) = g, (y) et it (S"71) = Sn7L,

On définit alors les deux trivialisations suivantes pour 7 au-dessus de o :

h_(x, it (y)) our x € [a,1] ou x € [-1,~al]
d,(xyy) ={ 7 % Y P ’ et y €ER™
hy(x,i%,(y))  pour x € (~a,a] ou x € [-q, a)
On vérifie facilement que les deux homéomorphismes
dy : (~a,+1] X R® » E({|(~a,+1))

et

: [-1,0) X R* 5 E(L]|[-1,a))
prolongent h, et h_et que la transformation
d=' ody (xyy) = A x G207 o (ih))xy)  pour (x,y) € (~a,a) X R"
a la propriété (d=! o d,), (S*"') = S™ ! pour tout x € (~a,a). On obtient
ainsi un fibré relatif 7 au-dessus de K° U o qui prolonge {|K° De la

méme maniére on prolonge {|K° au-dessus de tout K.

b) Ensuite on vérifie facilement 1'affirmation suivante pour k> 0.
Soit B = {0} X D¥ U1 x S*¥~1 et soit g un automorphisme topologique fibré
de (B X R™, B X {0}) qui induit l'identité sur la base B, tel que

g(fl} x Sk-1 x S""I)C{lf X Sk-—l x §n—1,
11 suit alors de I'hypothése ],? = G,‘? qu'on peut prolonger g en un autoe
morphisme topologique fibré g* de ((I X D¥) x R™, (I x D¥) x {0}) qui induit
I'identité sur la base 1 X D, tel que

g' ({1} x Dk x S»=1) < {1} x Dk x §n-1,

En effet, on choisit un homéomorphisme a de I X D¥ sur lul-méme qui
applique (B, {1} x S""‘l) sur ({0} x Dk, {o} x S*=1), {1} x (D* —-—Dk) sur
1x Skt et {1} X—Dk sur {1} x Dk,
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On pose

B=ax1:IxDkXR™ 5 IXDEXR", B = B|BXR"et hy = B,og0B5".
Comme ]a = Ga d'apres I'hypothése, on peut prolonger kg en un auto-
morphlsme topologtque fibré h de ((1 X D¥y X Rn, (I X DF) x {0}) qui induit
l'identité sur la base I X DF, tel que

h(IX Sk=1x §n=1)= I x §b=1 x §1=1 et ({1} xDFx Sm=1)={1}x DFx §n-1,
B~ lohofB est alors un homéomorphisme fibré de (I X D¥) X R™ sur lui-

3
méme tel que

B lohoB|B X R"=g et B o hoB({1} x Dk x S7—1) = {1} x Dk x §n—1,

c) Soit maintenant k> 1 et supposons que tout fibré topologique &
de fibre (R™,{0}) au-dessus d'un complexe localement fini de dimension
k-1 contient un fibré topologique relatif n de fibre (R",D",{0}) et qu'en
plus E(£) = E (.

Soit alors K un complexe localement fini de dimension k et soit {
un fibré topologique de fibre (R", {0}) au-dessus de K, avec la projection
g E () » K. D'aprés 1'hypothése de récurrence, nous pouvons supposer
qu'il existe un fibré topologique relatif n de fibre (R",D",0) et de base
K¥1, qui est contenu dans {| K¥~1, et en plus que E (3) = E (£ | KF1),

La propositioa 3 résultera alors de 1'affirmation suivante :

Il existe un fibré topologique relatif & de fibre (R™,D",{0}) au-dessus
de KF—1, qui est équivalent 2 7 au sens strict [23, p.8] des fibrés relatifs ;
& peut étre prolongé en un fibré topologique relatif w de fibre (R™, D", 0)
au-dessus de K, qui est contenu dans {; de plus, E (w) = E ({).

On construit d'abord le fibré relatif 8. Si o est un simplexe quel-
conque de dimension k de K, on identifie (o, do) a (D*, Sk=1), et on choisit
sur do deux disques ronds D, D[, de dimension k—1 tels que D, U D o =00
et que Dy N D! soit homéomorphe 3 S¥=2 X I, Pour tout g, les deux

ensembles
0,= KF=1 — (95 - D) et 0% = KF=1 —(do-D?)

constituent un recouvrement ouvert de K¥1, Soit {W} I'atlas des cartes
ouvertes de KF~1, au-dessus desquelles 7 est trivial. Soit {st P} le recou-
vrement ouvert de K¥~! donné par les étoiles ouvertes st P des sommets P
de K*¥=1, On choisit un recouvrement ouvert {V} plus fin que {W} et {st P}.
Soit ensuite {U} la famille des intersections
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{v nmng, : o€K,dimo=k%k (,=0, ou QU=O'U,V€{VH.
o

Chagque intersection ¥V M1 (N Q,) de cette famille est un ensemble ouvert;
o

en effet, comme pour tout V il existe un sommet P de K tel que Vc st P
et comme K est localement fini, ¥ N do # @ pour un nombre fini seulement
de simplexes o de dimension & de K, et si 7 est un simplexe de dimension
k de K tel que VN Jdr= @, on obtient

V=VNK-1-9n=VNE-1-@r-D)=vno, e V=VnNo"

De plus, {U} est un recouvrement de Kk=1, car si x € K¥1, il existe un V
tel que x € V' et, pour tout 0, on a soit x €0, soit x € 0%, Pour tout o de
dimension k de K et pour tout U de {U} on a, soit U0, soit UcCO0'y,
et {U} est évidemment un recouvrement plus fin que {V}. On appellera
& le fibré topologique relatif de fibre (R",D",{0}) au-dessus de K""l,
dont I'espace total est E (), la projection 7, et dont les trivialisations
sont les trivialisations de 7 limitées aux sources {U X R"},

Prolongement de & audessus de K¥~1U . Soit o un simplexe de
dimension £ de K: {|o est trivial; soit ha : 0 X R™ » E({|0) une triviali-
sation correspondante. Nous abrégeons D, =D, D' =D'. &|D et &§|D’
sont des fibrés relatifs triviaux, ayant comme trivialisations les homéo-
morphismes

h:DXR" » E(5|D) et h': D'XR" » E(8|D").
Pour tout x €D ND', (k"o h), est un automorphisme topologique de
(R™, D™, {0}). Soit 0 < a < 1. On identifie ] X D et {x € D : % €D, |x| > a}

de telle maniére que {0} X D = D. De fagon analogue, on identifie I X D'
avec (x€DF:Z €D, || > al. Soit g I'automorphisme topologique de
%
(D x R™, D X {0}) qui est défini par g(x,y) = h;lo h(x,y)s Du fait de
I'hypothé se ]k—l,n = Gk-—l,n , il existe une isotopie fibrée
i,: (DXR" Dx{o}) » (DXR"DXx{oh) (€I

telle que iy = g et i, . (S™~1) = §™1 pour tout x €D, et que i, induise
I'identité sur la base D pour tout t €1, On définit alors 1'automorphisme
topologique fibré H de IX.D X R™ au-dessus de la base /X D par
H(t,x,y) = (tyi,(x,y)). De maniére analogue a la définition de g, on définit
I'automorphisme g’ de (D' X R", D' X {0}) par g'(x,y) = 7' 0 h'(x,y). On a
alors, pour tout u€D N D’,
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(@ log), (S™1) = (K loh) (S™1) = Sn-1,
On définit un homéomorphisme fibré de (0} X D' U I X (D N D')) X R™ sur
lui-méme par (0,g°(x,y)) sur {0} X D' X R™ et par
(¢, itog' (%) pour (t,x,y) €L x (DN D*) X R™;
comme il’x (§™1)= §""1 pourtout x €D, on a
(i,08710g", (8") = (io ko k) (SP1) = St
pour tout x € D N D',

I1 suit alors de la partie b) de cette démonstration qu'on peut prolonger cet
homéomorphisme en un automorphisme topologique fibré H' de (IXD*XR",
IXD'x{0}) qui induit I'identité sur la base I X D', de telle maniére que
Hl',x (S*1) = S pour tout x €D"

On pose 4= aDE U (I X D), A' = aD* U (I X D*) et on définit des
trivialisations pour I'espace E ({l K%' U o) de la maniere suivante :

1o d: A% R™ - E(C]A) est défini par
d|(aD* N Ay x Rn = hy|(aD® N AYXRn et
d(t,x,y) = hyo Ho(1 X HT 1)(t,x,y) pour (t,%,y) € (0,1] X D X Rn,
od H (x,y) = H(l,x,y)
20 d': A X R o E(C|A') est défini par
d'[(aD* N Ay X Rn = | (aD* N AYXRP et .
d' (t,x,y) = hyoH'o(1 X H"'l)(t x,y) pour (£,%,y) € (0,11 X D* X R™,
30 Soit f: UXR™ » E(8|U) une trivialisation de & telle que
UcO, On pose N=UMNdo; N peut &tre vide. On a alors NC D et
U U N X [0,1) est un ensemble ouvert de K¥1 Uo, car
C(UUNX[0,1)) = (K1~ U)U (o~ N x[0,1)

est fermé dans K1 Uog.

On définit alors une trivialisation
e: (UUNXI[0,1))xR® » E(£|UUN X [o0,1))
par e|UXR®»={f etpar
e (t,%,y) = hyo Ho(1 X K™Yo f)(t,x,y) pour (t,%,%) € [0,1) X N X R",
4° De maniére analogue, si f': U’XR™ » E(8|U’) est une tri-
vialisaton de O telle que U'C0Y%, on pose N'= U'Ndo, ot N’ peut
encore étre vide. On a aussi N'c D", et U'U N’ X [0,1) est un ensemble

ouvert de K¥! U g. On définit une trivialisation

e': (U'UN'x[0,1)) XR" » E(£|U"UN"'x[0,1))
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par e’ |U'X R® = f' et par
e'(t,x,y) = hyoH'o(1 X R"=Yof")(t,xy)  pour (tyx,y) € [0,1) X N' X R™,

On vérifie alors que les homéomorphismes d, d', e, e ' sont les trivia=
lisations d'un fibré topologique relatif w, de fibre (R", D™, {0}) au-dessus
de KF=1Ug, qui est contenu dans (|KF1 Ua(tel que E (0,) = E (¢|K¥1Ug))
et qui prolonge 8. En particulier, pour montrer que ®, est un fibré relatif,
on doit vérifier la relativité des transformations:

(1) d'"lod : (ffn/f')an - (ffnff')an,
(2) e’ loe: ((UNU"HUI[O,1) X (NNN") XR" »
Wnuyulo,l) x (NN N*) X Rr,
(3) elod : (0,1) X NXR"™ » (0,1) X NX Rn,
(4) e'"'od': (0,1) X N'XR™ » (0,1) X N' X R™,
(5) e™lod: O,1)X D NN)XR* » (0,1) X (DN N*y X RA,
©) d'ee: (0,1)x (D' NN)XR* » (0,1)X (D' N N) x Rn.

Cas (1): Pour (x,y)C (/f ﬂff’ N aD¥% X R® on a
d'"lod{x,y) = h(';'l o ho(x,y);
en outre, (t,x,y) € (0,1] X (lo) n lo)') X R™ entratne
d'lod(tx,y) = (I X H')oH'ohzloh oHo(1l X HIY) (t,x,7)
(A X H'o(H'" o H)o(1 X H1)(¢,%,y)

(IXH' )o@ X g"og)o(l X HT)(4,x,y),
car H' o H(t,x,y) = (t,g'0go i7loi,(x,y) = (1 X g' "o g)(tyx,y)

pour (t,x,y) € (0,11 N (13 n 13') X Rn,

n

Comme Hl,x’ H'1,x et (g 1og), sont relatifs pour x€D N D', on
trouve (d'"lo d)t,x (Sn—1y = §n—1 pour (¢,x) € (0,1] X (D n D )e

Cas (2): Au-dessus de UNU'on a e loe = f""lof, c'est-a-dire
une transformation relative dans chaque fibre.

Si o(t,x,oy)e (0,1) x (NAN'") X R", (t,x,¥) est aussi un élément de
0,1) XD ND’)YXR™ et

e loelt,x,y) = (1% f""loh')oH'_lohglohooHo(l X k™o f)(¢,x,)
= A Xf"loh"o(l x g og)o(l X h™1f)(1,5,y);

(f""to k'), et (k710 f)y sont relatifs,car les f, [’ h, b’ sont des trivialisa-
tions de 6.
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Cas (3): e lod = (1 Xf71h)o(1 X Hl’l) au-dessus de (0,1) X N,

Cas (4): e lod'=(1Xf"1oh")o(1X H'_l) au-dessus de (0,1) X N!

Cas (5) et cas (6): 1ls s obtlennent deelod=(e'! c>(¢:'l')o(do'-1 od)
au-dessus de (U’ U N'x [0,1)) N A (U'UN'xT[o,1)) N A’ g A et de
d'""loe =(d"'od)o(d"toe) au~dessus de (U U Nx[0,1)) N A N A’ et
de (1), (3), (4). Ceci montre que le prolongement de & au-dessus de Kk-1 Uo
est relatif,

d) Soit {oz}) e 'ensemble des simplexes de dimension k de K.
Nous supposons que A est muni d'une structure d'ensemble bien ordonné

(Q. Pour tout A € A on définit Ly = K-1u U 0y, Soit k€A, Pour A<k,
V<A

nous supposons que & a été prolongé en un fibré relatif w) au-dessus de

L) et que w) est trivial au-dessus des ensembles d'un recouvrement ouvert

{UM} ge L ,ayant la propriété que vdn 0,, # @ pour un nombre fini seu-
A prop q P
lement de v € A, Nous supposons de plus que, pour tout UM e pour tout
E>A, ona
VN cLy - @, -D, D o8 U™ cLy -3, -D" )
%
Soit UM ﬂo 75 g et )\<v <kpouri=1,2,...,m En faisant la

construction c¢) succe ssnvement pour les simplexes avl »esey O, On obtient,

v
a partir de U®), une famille {UM} d'ensembles qui sont ouverts dans

KF-1U U 0, = MK. = U {Ujo\)i est alors un recouvtement ouvert

v<k A<k

de M, et il existe un espace fibré relatif 5, au-dessus de M, dont I'espace

total est )\U E (w)) et qui est trivial au-dessus de chaque élément de T.
<k

De plus, pour tout g > k et tout UM de Non a
oV D ™ D
U]. cM - (aa# - Da,,,) ou Uj cM, - (aay - D'oﬂ,)'
En appliquant la construction ¢) au simplexe o, et au recouvrement 1
on obtient un recouvrement {U ®)} de L, tel que, pour tout B> K,
U(K)CL —(30 -D ) ou U(K)CL -(00 —D' )

et que UK N o, # # pour un nombre fini seulement de VGA De plus,

cette construction prolonge 8, en un fibré topologique relatif w, de fibre
(R", D", {0}) au-dessus de L,.

Par récurrence transfinie, on obtient ainsi un fibré topologique
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relatif @ de fibre (R™, D™, {0}) au-dessus de K qui est contenu dans ¢,
tel que E (w) = E({). Ceci démontre la proposition 3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

Si la conjecture annulaire paramétrisée APk,n est vraie pour tout
couple (k,n)€(NU{0}) x N, on a ]n = G, pour tout n € N d'aprés la pro-
position 1 et ],?= Gf pour tout n € N d'aprés la proposition 2, Il suit
alors de la proposition 3 que tout fibré topologique &'de fibre (R",{0})
au-dessus d'un complexe localement fini K contient un fibré topologique
relatif 7 de fibre (R™, D", {O}). Si fy: Uy X R® > E(n|Uy), A€ A, sont les
trivialisations relatives de 7, alors )\LGJAfA(UA X D) € E(n) est 'espace

total d'un fibré topologique ¢ de fibre (D", {0}) contenu dans £, ayant les
trivialisations f) | Uy X D".

Mais 1'existence d'un tel fibré { est en contradiction avec un théo-
réme de W. Browder [3, theorem 1] qui assure I'existence d'un complexe
fini L et d'un fibré topologique de fibre (R",{0}) au-dessus de L qui ne
contient pas de fibré topologique de fibre (D7,{0}).

La conjecture annulaire paramétrisée APk,n est donc fausse pour
au moins un couple (k,n) € (N U{0}) X N.

185



CHAPITRE 1I

LES AUTOMORPHISMES DES MICROFIBRES STABLES

Ce chapitre contient le théoréme 2 selon lequel la stabilité locale
et la stabilité globale des germes d'automorphismes des microfibrés stables
sont des propriétés équivalentes. On obtient le corollaire que tout germe
d'automorphismes stables peut s'écrite sous une forme canonique: comme
produit de deux germes d'automorphismes dont chacun est l'identité dans

un voisinage ouvert d'un point de la section zéro.

2.0. Notations

Soit mo la catégorie des données fibrées topologiques (E,B,i,j),
dont les morphismes f: (E,B,i,j) » (E',B',i,j') sont les applications
continues de E dans E ' qui sont compatibles avec les projections j: E » B,
j't E' > B'etles sections i: B »E, i"t B'»E", Soit )l la catégorie des
microfibrés topologiques et de leurs germes d*homéomorphismes fibrés [18],
La premiére partie de ce chapitre se situe dans la catégorie mo, la deu-
xiéme dans la catégorie . Dans ce qui suit, la base des objets de fmo
sera toujours une variété topologique connexe M de dimension m. La base
des objets de M sera de plus stable dans le sens de M. Brown et H.Gluck[6).

Soit U une partie ouverte et connexe de M. On note G(M,U;n) le
groupe des automorphismes de la donnée fibrée triviale (M X R™,M, X 0,pr, ),
qui appliquent U X R" sur lui-mé&me. On appellera g un élément spécial
de G(M,U;n) s'il existe une partie ouverte ¥V de U X R" telle que

VAWUX{o)#4d et g|V=id

Soit SG (M,U;n) le sous-groupe normal de G (M,U;n) qui est engendré par
les éléments spéciaux de G. Nous dirons que les éléments de SG(M,U;n)
sont des automorphismes (globale ment) stables dans U X R™ (comparer (6.
Soit SG,(M,U;n) le sous-groupe des éléments de SG (M, U;n) qui sont égaux
a l'identité en dehors d'une partie K X R® de U X R", K compact dans U.
On note G (M,M;n) par G (M;n), SG(M,M;n) par SG (M;n), G(R™;n) par Gm’n,
SG(R™;n) par SGm’n.

A ces définitions dans mo correspondent les définitions suivantes
dans M: soit £ un microfibré topologique donné par (E,M,i,j). Soit G(Z)
le groupe des germes d'homéomorphismes, c’est-a~dire des automorphismes
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topologiques de r qui induisent 1'identité sur la base M. Si ¢ est le micro-
fibré trivial (M XR™, M, X0, pr,), on note @(r) par @(M; n). On appelle g
un élément spécial de @(r) s'il existe un point p dans (M) et s'il existe
pour chaque représentant de g un voisinage ouvert de p dans E ol ce
représentant est égal a 1'identité, Soit CE(r) (ou GE(M;n)) le sous-
groupe normal de @ qui est engendré par les éléments spéciaux; on 1'appel-
lera le groupe des automorphismes stables du microfibré C. Soit 6@ (z) le
sous-groupe des éléments de &(r) qui sont égaux & l'identité en dehors

de j~1(K), ot K est une partie compacte de M.

2.1. L'équivalence annulaire et I'équivalence stable des boules fibrées

Pour démontrer le théoréme 2 on doit résoudre le probléme suivant:
Peut-on modifier un élément g € SG(M;n) de telle maniére que g reste
inchangé dans un voisinage d'un point de M X {0} et que g se transforme
en l'identité en dehors d'un produit K X R*, K compact dans M ? Dans
ce but, on regarde l'opération de SG(M;n) sur les boules fibrées dans

M X R,

Soit Hom (D™,M) 1'ensemble des plongements de la boule unité D™
de R™ dans M qui appliquent le bord S de D™ de fagon localement
plate (comparer [5], [6]). Soit Hom,(D™,M) le sous-ensemble de Hom (D™, M)
formé des plongements qui appliquent O sur O,

DEFINITION 3. Soit U dans M comme dans 2.0. On note Fib(M,U;n) 1'en-
semble des plongements f: D™ X D" » UX R" qui s'écrivent sous la

forme

f=go( Xgq) od p€Hom(D™M), q€Hom,(D",R"), g€ G (M;n).
(On écrit f(x,y) = (f(=), f (% 1))
Si V est ouvert et connexe dans U, on a
Fib(M,V;n)c Fib (M, U;n)c Fib (M;n).
Le groupe G (M,U;n) opére sur les éléments de Fib (M, U;n).

Remarque concernant la factorisation de boules fibrées:
Soit f: D™ X D™ » M X R™ un plongement fibré tel que 7(x,0) = 0.
On pose f(D™) = A et on définit
fi: AXD" » AXR® par f,(ay)= (%f(f."l (a)yy)).

En introduisant un paramétre dans un théoréme de M. Brown [4], on peut
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prolonger f, en un plongement fibré f, de A X R™ dans 4 X R™. Si U estun
voisinage ouvert assez petit de 4 X S®~! dans A X R®, on peut prolonger
f21U en un homéomorphisme fibré g, de 4 X R™ sur lui-méme grice au
théoréme de Schdnflies paramétrisé de M.Morse et W.Huebsch [20]. De
plus, on peut prolonger gi"c:f1 en un homéomorphisme g, de A X R™ sur
lui-méme. On pose g =g,o0g,. Avec l'inclusion i: 4 X R"C M X R"
on obtient alors
=iofyo(fx 1)=iogo(fx 1)

Soient p,p '€ Hom (D™,M). D'apres [6,1II], on dit que p,p’ sont stric-
tement équivalents de fagon annulaire, p P "oup 'Z p, si p(D™) € p* (D™)

et s'il existe un plongement F: S™™1 X1 » M tel que
F(s,0) = p(s), F(s,1)=p'(s), s€S™ L,
p,p' sont équivalents de fagon annulaire, p . p', s'il existe une suite finie
P € Hom (D™,M), k =1,..., k, telle que
P =P1gPyg--- 7Pk = P

L'équivalence annulaire est une vraie relation d'équivalence.

DEFINITION 4. Soient g,q' € Homg (D" R"). On dit que q,q" sont stric-
tement isotopes, q ~ q' ou q';- g, s'il existe une isotopie J: (D" X1,{0}x 1)~

(R",{0}) telle que
11D" % {0} = g, J| D" X {1} = "

et telle que J|S™ ! X | induit une équivalence annulaire stricte ¢ < q'
On écrit ¢ ~q" s'il existe une suite finie gy € Homy (D", R™), A = 1,..,,1,

telle que 5= q, 797 U = q’; en particulier q,q" sont alors iso-

topes, g ~q' et i est une relation d'équivalence.
a

DEFINITION 5. On dit que f,f"€ Fib(M,U;n) sont strictement équivalents
de fagon. annulaire dans U X R®, s'il existe g€G(M;n), p,p’'€
Hom (D™, g~ (U)) et gq,q"€ Hom, (D", R™) ayant les propriétés:
(i) f=golpxq, f'=golp"*q",
(i) pgp’ dans g~ (U),
(iii) q—;q' dans R".

Dans ce cas nous éctivons f/s;s f'
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fsf ' sont équivalents de fagon annulaire dans U X R™ s'il existe une
suite finie f, € Fib(M,U;n), k=1, ...k, telle que

f=fi sfageeesfy=1f
dans UX R", On écrit f=f'. L'équivalence annulaire d'éléments de
a

Fib(M,U;n) dans U X R™ est une relation d'équivalence.

On note Fib, (M,U;n) 1'ensemble des classes d'équivalence annulaire
de Fib(M,U;n). On introduira maintenant une deuxiéme relation d'équiva-
lence dans Fib(M,U;n) et on démontrera qu'elle induit la mé&me partition
de Fib(M,U;n).

DEFINITION 6., On dit que f,f" € Fib(M,U;n) sont stablement équivalents

dans U X R" s'il existe un élément h € SG(M,U;n) tel que hf'=f, On

écrit f=~f" et on note Fib_ (M, U;n) 1'ensemble des classes d'équivalence
S

stable.

LEMME 1. Soit f € Fib(M,U;n) et soit V ouvert dans U X R® tel que
VAUX{o}#@. Il existe alors un élément f'€ Fib(M,U;n) tel que
ffO™ XD CV et f;; f" dans U X R™,

DEMONSTRATION. Soit f= go(p X q) et soit 4 X B une partie ouverte
de g71 (V) g™t (U) X R®, telle que 0 € B. D'apres [6, II, lemme 3.1},
il existe un p, € Hom (D™, g~ (U)) tel que p ~p, dans g~ (U) et p, (D™)
C A4; on utilise ici le fait que U est connexe. Comme ¢(0) =0 € R", il
existe une petite boule fermée de rayon ¢ >0 autour de 0 dans D" telle
que ¢(D?)C B. On définit une isotopie J: D" X1 » D" par J (x,t)= x-(tc—t+1)
pour x € D*, t € l; elle a les propriétés
J|D® x {0} = id et J|(D™ x{1})= D7,

et J|S™1 X | est un plongement dans D", 1l en résulte que g, = goJ,:
D™ » R"™ est une isotopie telle que ¢, = g, ¢, (D")C B, donc ¢ 70 dans
R", (p, X q,)(D™ XD")C A X B, d'od

go(p; X g )(D™ XD")CV et golpXyq) z8° (py X q,)
dans U X R™,

PROPOSITION 4. Si les plongements f,f'€ Fib(M,U;n) sont stablement
équivalents dans U X R™, ils sont aussi équivalents de fagon annulaire

dans U X R™,
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DEMONSTRATION
a) Soit h€SG(M,U;n) égal a 1'identité sur 1'ensemble ouvert
VecUXR, VNUX{0})#4,

et soit f=go(p X q), f'= hof. D'aprés le lemme 1, il existe alors un
élément f, € Fib(M,U;n) tel que f, (D™ X DMV et f:fl dans U X R",

Il en résulte que hof: hof, dans U X R", car, si f; =go(p, X ¢,), la
relation p, ~P dans é'l (U) entraine que p, ~P dans (izoé)"'l = é“l 0.
On obtient donc

f=fi="hefy zhof
dans U X R™, ou f:hof dans U X R",

b) Soit hle produit hyo...0h, des éléments spéciaux h, € SG (M,U;n)
qui sont égaux a I'identité sur ¥V, C U X R™, D'aprés a) on a
f:hlof:hz ohlof:...:hkc...ohlcf= hof
dans U X R, d'ott f=hof dans U X R".
a

PROPOSITION 5. Soient f,f'€ Fib(M,U;n) équivalents de fagon annulaire
dans U X R™ Ils sont alors aussi stablement équivalents dans U X R™;
en outre, il existe un homéomorphisme stable H de SG,(M,U;n) tel que

Hof=f"
DEMONSTRATION

a) Soit d'abord f;f'e Fib (M,U;n) dans U X R™ par rapport aux
représentations f=go(p X ¢q), f'=go(’'Xgq’). Comme p.p’' dans

a
g1 (U), il résulte de [6, II, theorem 5.2, corollary] qu'il existe un homéo-
morphisme @ € SH, (g™ (U)) tel que p'=¢op; ¢ est alors I'identité en
dehors d'une partie compacte de é"l (U) et on peut prolonger ¢ par 1'iden~
tité en un homéomorphisme ¢ de M sur M. En outre, on a ¢ ~gq"' dans R";
l
il existe donc g, € Hom, (D", R™) tels que
= ~ N e ™~ = '.

o]
Supposons que g, (D™)C g, (D"). D'aprés [5] il existe des couronnes P et
g, pour p et pour g, , c'est-a-dire des plongements (localement plats)
p:DmMUSM1X] 5 g1 (U) et g,: D" USSP 1 x] 5 Rn
tels que p|D™=p, q,|D™=gq,.
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On construit alors un homéomorphisme fibré h, GSGO(M,g‘_1 U);n)
ayant les propriétés suivantes:
(i) hyo(p X q,)=p X q,,
(ii) h|(M X R™ = Im (B X g,)) = id.
Soit J: D" X I » R™ une isotopie stricte (définition 4) telle que J, = q,,
J, = q;- On définit alors h; par:
hy(p(x), q, (¥) = (p(x), 9, (y) pour (x,y) € D™ X D7,
hl (P (x)’ 5‘1 (y’t)) (P (x)’ ql (}’, Zt-l)) pour (x,y) G Dm X Sn—l et te[— 1]
hl (P (x)’ al (y,t)) = (p (x), ](y, Zt)) pout (x,y) € Dm X S n~1 et t€ [0 ]
hl (ﬁ (x,s), 91 (}’)) = (5(*},3), ]()’,S)) pour (x,y) € Sm_l X Dn et s€ 1,
hy @ (%,5), Gy (y52)) = (B (x,5), J (¥,2t+5)) pour (x,y) € S™~1 x §n~1 et s €1,
t<(1-s)/2,
hy (B (x,5), Gy (3,8)) = (P (%,5), Gy (3, (2t+s-1)/ (1+s)))
pour (x,y) € S™™1 X §7~1 et s€1, (1-s)/2<t <1,
hy | (M X R? = Im (B X §,)) = id.
h, ainsi défini a les propriétés:
hy (p (x),0) = (p (x),0) pour (x,y) € D™ X D"
et
h’l (ﬁ(xss): 0) = (ﬁ(x,s), J(O,S)) = (5(’5,3), 0)0

L'homéomorphisme composé (¢px 1)o h; applique é"l (U) x R™ sur luiméme,
Il en résulte que go(px1)oh og™"! applique U X R™ sur lui-méme et est
égal a I'identité sur M X R™ — K, X R", ot K, est compact dans U.

De la méme maniére, on construit des homéomorphismes
h € SGO(M,g"~1 (Uxn)y, k=2,000,k=1, tels que h,o(pXgq)=pXg, 1,
appliquant g ~1(U)XR" sur lui-m&me et qui sont égaux a l'identité endehors
de K, X R", ot K, est compact dans é"l (U). On pose alors

h=go(px 1)oh;_;o... ohlog_l;

h est un élément de SG (M,U;n) tel que hof=f",

b) Si fgf' dans Fib(M,U;n) et si
f= fl ;ffz 2‘ "fl fv
on obtient comme dans a) des homéomorphismes hy, A =1,...,1-1, tels

que hyofy =f\,; etonpose H=h;_ jo...0h , HESG,(M,U;n).

191



24 H.D. IBISCH

On résume les propositions 4 et 5 dans la
PROPOSITION 6. Deux éléments de Fib(M,U;n) sont équivalents de fagon
annulaire dans U X R™ si et seulement s'ils sont stablement équivalents
dans UXR". Si f,f' de Fib(M,U;n) sont stablement équivalents dans
U X R™, il existe un homéomorphisme H € SG(M,U;n) tel que Ho f'= f.

Nous avons démontré que Fib, (M,U;n) = Fib, (M,U;n). De plus, une
équivalence annulaire de deux éléments de Fib,(M,U;n) dans UXR"
entraine la m&me propriété dans M X R". Il résulte alors de la proposition 6
que l'inclusion j: U X R® € M X R" induit une application

i, Fibg (M,U;n) > Fib, (M;n).
Il résulte du lemme 1 que j, est une application surjective, On démontrera
maintenant que Fib (M;n) posséde une propriété d'excision.

PROPOSITION 7. Si E est une boule fermée de dimension m dans M dont
le bord est localement plat, alors
J,* Fibg (M,(M=E); n) ~» Fib (M;n)

est une bijection.

DEMONSTRATION. Soient f,f'€ Fib(M,M-E;n) équivalents (de fagon
annulaire) dans Fib (M;n).

1 existe alors g€G (M;n), p,p'€Hom (D™, g~1(M-E)) = Hom (D™, M~g~*(E)),
9,9’ € Hom (D", R™) tels que

f=gopXq),f'=golp'*q")
etp ;p' dans M, q ~q' dans R" D'aprés [6, II, theorem 6.1], on a mé&me
. !
p ~p’ dans M-g~1(E), donc f;f' dans (M-E) X R™,
a

La proposition suivante caractérise les automorphismes (globale-
ment) stables d'une donnée fibrée triviale; elle correspond a la proposition

[6, II, 6.2) pour les variétés topologiques.

PROPOSITION 8. Soit h un homéomorphisme de SG(M;n), f: D™ XD" 5
M X R™ un plongement de Fib(M;n), E une boule (localement plate au bord)
de dimension m dans M. Si l'intersection de pr (f(D™ X D™) U hf (D™ X D™))
avec E dans M est vide, il existe un élément h'€ SG(M;n) qui coincide
avec h sur f(D™ X D") et qui est égal a l'identité sur E X R™.
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DEMONSTRATION. [ et hf sont stablement équivalents dans M X R".
D'aprés la proposition 7 ils ont la méme propriété dans (M-E) X R".
D'aprés la proposition 6 il existe un homéomorphisme stable A €
SG,(M,(M-E); n) tel que hyof = hof. hy est égal 3 1'identité en dehors
d'un produit K X R™ dans (M—E) x R", donc en particulier sur E X R",

PROPOSITION 9. Soit h€ SG(M,U;n) tel que h.l U= id. Alors h est le
produit de deux éléments spéciaux h; € SG (M,U;n) tels que h.i | U= id.

DEMONSTRATION. D'aprés la proposition 8 il existe des éléments spé-
ciaux g; € SG (M;n), i = 1,2, et dans U X R" des voisinages ouverts P, X Q;
de points de U X {0} tels que k=g 0g, et g;|P,;XQ; = id. On pose
hy =g o(g, X 1), h,=(g;! X Dog,.

On a alors h=h, o h,, h;=id et h.l |U = k| U = id. Comme 8, 1P,%X0Q, = id,
onag,|P,=id, d'od k, |P, XQ, =id. De plus on déduit, de g, | U= g7*| U
et de g, |P, = id, que

g, Py =id, (g, X1|P XQ, =id et h |P,XQ, =id.

COROLLAIRE. Soit h€ SG(M,Usn) tel que h=id. h est alors le produit
de deux éléments spéciaux hi € SG(M,U;n) tels que h;- = id.

PROPOSITION 10. Soient f,f'€ Fib(M,U;n) et soit h€SG (M,U;n) un homéo-
morphisme stable tel que hof= f' et k| U= id. Il existe alors un élément
hy € SGo(M,U;n) tel que h.o =id et hyof=f"

DEMONSTRATION

a) Soit d'abord k€ SG(M,U;n) un élément spécial tel que k| V = id,
et f=go(pXq). D'aprés le lemme 1, il existe alors un élément f, =
go(p, X q,) € Fib(M,U;n) tel que Im f; CV et que f;i’f1 dans U X R™ par
une isotopie stricte ¢ ~¢q'. Comme dans la démonstration de la proposis
tion 5, on construit pour f,f; des homéomorphismes @ € SH,(g~1(U)) et
h, € SG, (M, g1 (U);n) ayant la propriété suivante:
Si on pose go(pX l)oh og= =H, on a Hof=f, et HESG,(M,Ujn).
Il en suit que H™Y, hoH"1oh™! et hoH='oh~' o H sont également des
éléments de SG(M,U;n) et Hof = f, = hof, = hoHof entraine

hoH 'oh™ oHof= hoHloh ™ ohoHof = hof.
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Si on pose hy = ho H™ o k™o H, il résulte de h‘l U = id que h‘o |U = id,
donc h.o = id,

b) D'aprés la ptoposition 9, tout h € SG (M, U;n) tel que h.| U=id est
le produit de deux éléments spéciaux h; € SG(M,U;n) tels que h;‘ U=id.
D'aprés a) il existe un (h,)), € SG,(M,U;n) tel que (b)) of=h,of et
(hy)e = id, et un (h,), € SG (M,U;n) tel que

(k) o(h2)00f= h, o(h2)0 of=h,o hyof = hof et (h,),=id.
Il s'ensuit que:

ho = (hy)q 0 (hy)g € SGo (M, Usn) et hy = id.

2.2. Les microfibrés stables

DEFINITION 7. Les isomorphismes (localement) stables des microfibrés

triviaux.

a) Cas spécial. Soient U,V ouverts dans R™. On dit qu'un isomor-
phisme f: (UXR", U, X0,pr,) » (VXR", V,X0,pr,) dans la catégorie des
microfibrés topologiques est stable au point x € U si f contient un homéo-
morphisme F défini sur un voisinage ouvert E de Ux{0} dans U X R®
qui cofncide dans un voisinage ouvert de (x,0) dans EU avec un élément
8E€SG, .-

On dit que f est (localement) stable, si f est stable dans tous les
points de U. D'aprés cette définition, l'ensemble des points ol f est

stable est un ensemble ouvert.

b) Exemples.

(1) Soit h: U -» V un homéomorphisme stable au point x, € U ([6]).
h induit un homéomorphisme produit AX 1 de UXR"™ sur V' XR™, donc aussi
un isomorphisme de microfibrés topologiques triviaux. Comme k colncide
dans un voisinage ouvert U, de x, dans U avec un homéomorphisme stable
y € SH(R™) (voir [6]), Ax 1 coincide dans Uy, XR™ avec I'homéomorphisme
yx1 de R™XR",

(2) Soit encore h: U+ V un homéomorphisme stable au point x, €: U.
Soit ¢ I'homéomorphisme de R™ X R™ qui est défini par o(x,y) = (x,y +x).
Soit Ep; =0~ (UxU)DUx{0}, Ey=0(VXV). Sur Ej; on définit un
homéomotphisme

F(x,y) = 0™ o (hX W)o o (x,y) = (h(x), h(y+x) - h(x)),

donc aussi un isomorphisme f de microfibrés topologiques triviaux,
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Or h coincide dans U, avec un y € SH(R™), c'est-a-dire, pour
(%, €0 (Uy X Uy), on a F(x,y) = (y(x), y(y+x) = y(x)). Si on pose
g(x,y) = (y (x), y(y +x) — y(x)) pour tout (z,y) € R™ X R™,
on obtient g€ SG,, ., car y =y,0...0y;; avec ypl Up = id, et si onpose
8p (x,y) = (yp (%), Yp (y+x) - Yp (x)),
on a

8=8°...08; et gy|o™1 (U, x Uy =id.

c¢) Cas général. Soient M et N des variétés stables de dimension m
munies des structures stables G et t. On dit qu'un isomorphisme topolo=
gique au sens des microfibrés f: (M XR", M, X0,pr,) » (NXR", N, X0, pr,)
est localement stable au point x € M s'il ?xiste des cartes : 0 » UCM de©
ety: P sV Ndet telles que x € U, f(x) EV et que l'isomorphisme au

sens des microfibrés topologiques
W=t X 1o foleX1) : (@ 1 (UNf~1(F NXR™ » (=1 (V N f~1(U))) X R

est stable au point (p"l (x) dans le sens de la définition 7 a)

D'aprés cette définition, 1'ensemble des points de M, ol f est stable,
est un ensemble ouvert. On dit que f est localement stable dans M si f
est stable dans tous les points de M.

PROPOSITION 11. L 'isomorphisme f de la définition 7a) est localement
stable dans la composante connexe de x dans U.

DEMONSTRATION. D'aprés [16, §9, corollary], on peut représenter f par
un homéomorphisme global F de UXR™ sur V' XR", Supposons que F n'est
pas stable au point x € U. Soit D™ une boule euclidienne de dimension m
autour de F (x) dans V, DT une boule euclidienne autour de x dans F.'"I(D"’).
Le bord de F(DT) est alors localement plat dans D™ C R™ et, d'aprés le
théoréme de Schénflies [4], il existe un homéomorphisme a de R™ sur lui~
méme qui applique F:(D'l") sur D™, On peut alors prolonger 1'homéomor-
phisme aoF: DT » D™ par extension radiale en un homéomorphisme F

de R™ sur lui-méme et on a a~'oF |DT= F|D"’. De plus, on peut pro-
longer I'inclusion DT c F~1(D™) en un homéomorphisme 8 de R™ dans

F-1 (D’"). On définit l'homéomorphlsme H de R™ X R™ par
H(x,y) = (a"1oF, (x), FB@),y).

Si (x,y)€ DT X R", H(x,y)= F(%y) et HEG_ . Supposons que H est

myn
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o]
stable en un point x, € DT'; H cofncide donc dans un voisinage ouvert W
de (x,,0) avec un élément g€ S(}'m',l . Mais

H=go(g7'oH) et g loH|W =id,

donc HE SG,, ., et H et F sont stables en chaque point de 13'1", donc aussi
au point x, ce qui contredit la premiére supposition. Si Fon'est pas stable
au point x, F ne peut donc &tre stable en aucun point de D', On en déduit
que l'ensemble des points od f n'est pas stable est un ensemble ouvert.

DEFINITION 8. Microfibrés stables. Soit x = (E,M,i,) un microfibté topo-
logique ayant pour base une variété stable de dimension m.

Soit {p, : 0, » U, C M} un systeme de cartes stables de M tel que
he: (U XR®, Uy»X0,pr;) - (EUK’ U iy j) soient des trivialisations
locales de x.

On dit que g est un microfibré stable si, pour tout couple (U,, U))
de cartes avec U, N Uy # #, l'automorphisme h}'o b, du microfibré trivial

(UK n UAXR",UK n Uy, X0,pr;) est stable au sens de la définition 7c).

EXEMPLE: Le microfibré tangent d'une variété stable. Soit t = (M XM,
M, A, pr,) le microfibré tangent topologique d'une variété M muni d'un
systéme {‘PK: 0, ~ UKCM} de cartes stables. Les germes de trivialie
sations
hK : (U XR" U, X0, pr,) » (UK XM, U, A, pr,)

sont définis par des homéqmorphismes HK(u,x) = (u,(pK (x +q>;1 (u)))e On
vérifie que le germe hy'o b d'homéomorphismes du microfibré trivial
(U, N Uy XR™, U, N Uy, x0,pr,) qui contient 1'homéomorphisme

H3'o H (1,%) = (1,03 0@, (x +o 1t (w) = X" (w)
est localement stable: CP)—\locp,< coincide dans une partie ouverte O de
et (U, N Uy) avec un y € SH(R™); g(x,y) = (y(x),y(y +x) — y(x)) coln-

cide dans un voisinage ouvert de O %X{0} dans <p;<'1 U, N U))XR™ avec
(@3 x1)o HX‘ oH o, x1) et g€ SGm'm (voir définition 7, exemples).

DEFINITION 9. Les isomorphismes localement stables des microfibrés
stables. Soient T et ' des microfibrés stables au-dessus des variétés
stables M et M' de dimension m, munis des systeémes {o, : O, » U, C M}
et {i) : P) » V) © M’} de cartes stables. Soient h, et k} des trivialisa-
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tions stables de ¢,x' au-dessus des cartes données. Soit finalement
f: > 2 un isomorphisme au sens des microfibrés topologiques. On dit
que [ est stable au point x € M, .s'il existe des cartes ¢, :0, » U, et
Yp: Py V) telles que x € Uy, f(x) € V) et que I'isomorphisme

B'X o fo b + (U N f~1(Vy) X R?, U, N f~1(V)), X0, pr,) -
(fWIN V) X R f(U,) N V), %0, pry)

soit stable au point x dans le sens de la définition 7 c).

Cette définition ne dépend pas du choix des cartes U, V). L'en-
semble des points de M, od f est stable, est un ensemble ouvert, D'ol

résulte, compte tenu de la proposition 11, la

PROPOSITION 12. Si M est connexe, la stabilité locale de l'isomorphisme
f: © > &' en un point de M entraine la stabilité locale de f dans chaque
point de M.

On démontrera maintenant que la stabilité globale d'un automorphisme
topologique du microfibré stable £ (voir 2.0) a comme conséquence la
stabilité locale,

Soit f€ GG(2) un automorphisme globalement stable du microfibré
stable £ = (E,M™, i, j) qui est égal & 1'identité dans un voisinage ouvertW
de i(x) dans E. Soitx € UC M et soit h: (UXR", U, X0, pt,) » Eys Uiy )
une trivialisation stable, A™1ofoh est alors un automorphisme du micro-
fibré trivial (UXR", U, X0, pry) qui contient un automorphisme global h'
d'aprés [16], Soit ¢ : R™ » U une carte de la structure stable de M.

(¢~! x 1)oh’o(epx 1) : R® X R® » R™ X R

est alors un élément spécial de SG__ et f est localement stable au point .

men
Il résulte alors de la proposition 12:

PROPOSITION 13. Tout automorphisme globalement stable d'un microfibré
stable qui induit l'identité sur la base est localement stable.

A l'aide des résultats du paragraphe 2.1 on peut aussi démontrer
la réciproque:

PROPOSITION 14. Tout automorphisme localement stable d'un microfibré
stable qui induit l'identité sur la base est globalement stable.
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DEMONSTRATION. Soit f un automorphisme localement stable du micro-
fibré stable ¢ de base M tel que f.= id et soit h une trivialisation stable
de ¢ auedessus d'une carte stable ¢ : R™ » UC M. L'automorphisme
h='ofoh du microfibré trivial (UXR", U, X0, pr,) est alors localement
stable, Si F est un représentant de A~ o fo h, (¢! x 1)o F o (¢ x 1) colncide
dans un voisinage ouvert P X Q d'un point (¢! (x),0)€E R™XR", x€ U
avec un élément g€SG, .. On a donc g'IP =id et g€ SG(R™ P;n).
Soit f,; € Fib(R™, P;n) tel que
f1(0,0) = (¢~1(x),0) et Imf, CPXQ.

fi et gof, sont alors stablement équivalents dans P XR" et, d'aprés la
proposition 9,il existe un g, € SG, (R™,P;n)tel que {,;0 =id et gjof, =go f,.
Dol résulte que f, = (¢ X 1)oggo (¢! x 1) est un automorphisme contenu
dans SG (U; n), tel que ];0= id, qui cofncide avec F dans la boule (¢x 1) o f,
autour de (x,0) et qui est égal a I'identité en dehors de KXR", ou K est
une partie compacte de U. L'automorphisme hof 0k~ de ¢ |U cofncide
donc dans un voisinage ouvert de i(x) avec f| (x| U) etest égal a I'identité
en dehors de j~1(K). On peut donc prolonger ho fj o0 k™" par 1'identité en
un automorphisme f'€ (5@,X ). Comme f'~'of est égal a 1'identité dans
un voisinage ouvert de i(x), f = f*o(f*"1of) est globalement stable.

Les propositions 13 et 14 se résument dans le

THEOREME 2. Tout automorphisme topologique d'un microfibré stable
(qui induit l'identité sur lu base)est globalement stable si et seulement
s'il est localement stable.

La démonstration de la proposition 14 permet d'énoncer le

COROLLAIRE. Tout automorphisme stable d'un microfibré stable (qui
induit l’identité sur la base) peut s'écrire comme produit de deux auto-
morphismes dont chacun est égal a l’'identité dans un voisinage ouvert
d'un point de la section zéro.



CHAPITRE 1II

LES MICROFIBRES STABLES-EN-CHAQUE-FIBRE
ET LES ESPACES FIBRES STABLES

3.0. Comme il a été annoncé dans I'Introduction, nous étudions dans ce
chapitre le rapport entre les microfibrés stables de fibre RP au-dessus
d'une variété stable M™ et les microfibrés « stables-en~chaque-fibres, Ces
derniers sont définis comme suit. Soit SGm.p le groupe des automorphismes
stables de R™ X RP, défini au paragraphe 2.0; soit SGr;l’p
des éléments de SCm’p qui laissent fixe 1'origine de Rm X RP, Un micro-

le sousegroupe

fibré stable~en-chaque-fibre est alors essentiellement un microfibré topoe
logique dont les limitations des germes de transformations de coordonnées
a chaque fibre contiennent un élément de SG;

Dans le paragraphe 3.1 nous demontrons, a l'aide du théoréme de
Schénflies sous sa forme paramétrisée [20], que tout automorphisme « dou-
blement fibré» du microfibré topologique trivial (B X R™ X RP, B, X0 X0, pr,)
au-dessus d'une base paracompacte contient un automorphisme global
doublement fibré,

Soit kf(M’") I'ensemble des classes d'équivalence stable des micro-
fibrés stables au-dessus d'une variété stable M™, ou les équivalences des
microfibrés sont les germes d'isomorphismes qui induisent 1'identité sur
la base, En outre, soit Ks'"+P(M’") I'ensemble des classes des microfibrés
stableseen-chaque-fibre, qui est défini au paragraphe 3,2, Nous démontrons
aux paragraphes 3.3 et 3.4 1'existence d'un couple d'applications

S
kP (Mm) <5 KITP(M™)

associé A une variété stable M™, T est une injection et So T = id.

Le paragraphe 3.5 contient le théoréme 3 qui établit que tout micro-
fibré stable-en-chaque-fibre au-dessus d'une variété topologique séparable
et métrisable contient un « fibre bundle » de fibre R™ X RP et de gtoupe
SGm,p
de Kister [14]. Elle utilise le théoréme 4 qui est contenu dans le para-

et un seul. La démonstration est une généralisation de la méthode

graphe 3.6 et qui conceme une déformation du semi-groupe topologique des
plongements fibrés et stables de R™XRP dans luiem2me. L'application
de la surjection S au résultat du paragraphe 3.5 nous donne l'existence
d'un fibré stable dans chaque classe de microfibrés stables.
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L‘unicité de ce fibré stable est une conséquence du théoréme 5
du paragraphe 3.7, ot on considére le prolongement des fibrés topologiques
de fibre RP, qui sont contenus dans des microfibrés stableseen-chaque-
fibre, en espaces fibrés de fibre R™*P qui sont contenus dans les mé&mes
microfibrés ; de plus, on utilise ici encore les propriétés de S et de T.
Au paragraphe 3.8 nous donnons une version du théoréme de relévement
des homotopies pour les couples formés par un microfibré stable-en=chaque-
fibre de fibre R™ X RP et un espace fibté de fibre RP; nous 1'utilisons
dans les paragraphes 3.5 et 3.7.

3.1. L'existence des automorphismes globaux doublement fibrés pour
les microfibrés triviaux

Il a été démontré dans [16] et il suit aussi du théoréme de Schénflies
paramétrisé [20], que tout germe d*homéomorphismes d'un microfibré trivial
contient un homéomorphisme fibré global, Dans ce travail nous avons
besoin de représentants globaux des germes d*homéomorphismes « double-
ment fibrés »; ces germes sont les équivalences f d'un microfibré trivial
topologique (B X.(R™XRP), B,X0X0,pr;) qui contiennent un homéomor-
phisme F ayant les propriétés suivantes: F est défini dans un voisinage U
de la section zéro de B X(R™ X RP) et

F (b,x%,y) = (b, F (b,2), F (b,%,5)) pour tout (b,x,y) € U,

1 =
) F (b,x,0)=0  pour tout (b,x,0)€ UN(BXR™x0)=U,.

Pour ces équivalences doublement fibrées, on démontre la

PROPOSITION 15. Si B est paracompact, l'équivalence f contient un
homéomorphisme global G de (BX(R™XRP),B,X0X0,pr,) ayant les
propriétés :

g (b’x,}’) = (b,(.;(b!x), 6(”;“&)’» pour (b’xy}') € BXR™X RP’

@) G (b,x,0) =0 pour (b,x) € BXR™,

Dans la démonstration nous utilisons le théoréme de Schénflies para-
métrisé sous la forme suivante:

Soit B paracompact. Soit V un voisinage ouvert de BXS"™! dans
Bx(R®={0})., Soit F: V » BXR"™ un homéomorphisme fibré de V sur une
partie ouverte de BXR" tel que pr,oF = id, qui applique, dans chaque

fibre, les points de la composante relativement compacte de R" —S"~!
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dans des points de la composante relativement compacte de R"—F, (S™™1),
Il existe alors un homéomorphisme fibté H de B X R™ sur lui-m&me tel que

H|B x "1 = F|B x §"~1,

COROLLAIRE. Soit F: (BXD" Bx{0}) + (B XR", B x{0}) un plongement
fibré qui peut étre prolongé sur un voisinage ouvert V de BXS™ 1 dans
BXR™. On peut alors prolonger F en un homéomorphisme fibré de B X R™

. a
sur lui-méme.

DEMONSTRATION DU CORQLLAIRE. D'aprés le théoréme de Schénflies,
on associe a F|(BX(D"-{0}) un homéomorphisme H. On peut alors pro-
longer H™'o F: BXD" » BXR" en un automorphisme G de B XR" tel que
HoG|BXxD"=F.

Le lemme suivant servira également 4 la démonstration de la proe

position 15,

LEMME 2. Soit B paracompact et soit U un voisinage ouvert de B X{0}x{0}
dans BXR™ X RP, Il existe alors un automorphisme H de BXR™ X RP tel
que :

H(b,x,y) = (b, H(b,x), H(b,x,7)),

{I_(b,O) =0 pour bE€B,

H(b,x,0) =0 pour (b,x) € BXR™,

HBXDmxpPyC U,

(3

DEMONSTRATION. Soit Uy = UN(BXR™X{0}). Il existe alors une
application continue A: B - (0,1] telle que tous les couples (b,x) € B XR™
avec |x| < A(b) soient contenus dans U,. On définit un homéomorphisme
a de BXR™ sur un voisinage ouvert de B X{0} dans U, par:

A(b)

T+ e] "

a(b,x) = (b,x +
D'aprés le corollaire du théoréme de Schénflies,on peut prolonger a | B X D™
en un homéomorphisme fibré @ de B X R™ sur BXR™ X {0}. B XD™ est para-
compact et U, = (BXD™XRP) N(a~!x1)(U) est un voisinage ouvert de
(BXD™)x{0} dans (BXD™)x RP, Il existe alors une fonction continue p:
BXD™ » (0,1] ayant la propriété que tout triple (b,x,y) € B XD™XRP tel
que |y| < p(b,x) est contenu dans U,. A l'aide de p, on définit un homéo-
morphisme fibré 8 de (B XD™) X RP dans (a(BXD™)XRP) N U par:
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p (byx)

____).
1+|y|

,B(b,x,)’) = (a (b,x),)’ .
On prolonge 3 en un plongement de BXR™XRP dans lui-méme en défi-
nissant:
p(byx/ |x|)
1+]y|

Comme B X R™ est paracompact, on peut prolonger 8| (B X R™)X DP d*apres

B (b,x,y) = (@(b,x),y * ) pour |x|>1.

le corollaire du théoréme de Schénflies en un automorphisme H de
B X R™ X RP qui posséde les propriétés (3).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 15. Soit F': U, » BXR™ I'ho-
méomorphisme qui est défini par F'(b,x) = (b,F-(b,x)). Soit @ défini comme
dans la démonstration du lemme 2, &~! (U,) est alors un voisinage ouvert
de BXS™~1 dans BXR™ et, d'aprés le corollaire du théoréme de Schénflies,
on peut prolonger F'0a|BXD™ en un automorphisme 8 de BXR™, Si H
est 1'automorphisme de BXR™ X RP du lemme 2, on peut prolonger Fo H:
BXD™XDP » BXR™XRP en un homéomorphisme B’ de B X R™ XDP dans

BXR™XRP en posant:
B'(b,x,y) = (B (byx), pryoFo H(b,x /|x|,y)) pour |x|>1.
o
Soit DP = DP, D'apréi Schénflies, on peut alors prolonger 8'| BXR™ XDP
en un automorphisme 8 de B XR™ XRP tel que
(pry X pr,)o B(b,x,y) = B(b,x).

Finalement G = ﬁo H™! coincide avec F dans H(B XD™XDF) et posséde

les propriétés exigées dans la proposition 15.

3.2. La définition de Ks”'+p B).

Il est immédiat que le sous-groupe SG;%p de SGm’p qui a été défini
dans 3.0 est engendré par les éléments spéciaux de SGm’p qui laissent
fixe 1'origine de R™® X RP; car, si g € SGr‘n’p, la proposition 8 du chapitre 2
entraine l'existence d'un élément g, € SGm’p qui coincide avec g dans un
voisinage ouvert U de zéro dans R™ X RP et qui est égal a 1'identité dans

un ensemble ouvert de la forme VX RP séparé de U. On a donc
g= glo(gl—log) et g,(0)=g(0)=0, gl"log‘ U=id.

SG,;l’p muni de la topologie de la convergence compacte est un
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gtoupe topologique séparé de transformations de R™ XRP, La continuité

! sera démontrée au paragraphe 3.6, dans le corollaire

de la symétrie g » g~
du lemme 5; elle est une conséquence du fait que dans SG;"’p la topologie
de la convergence compacte est la méme que la topologie de la convers

gence uniforme sur les ensembles compacts,

DEFINITION 10, Soit B un espace topologique. On appellera isomor-
phisme stable-en-chaque-fibre tout homéomorphisme H d'un voisinage
ouvert V de la section zéro dans B X (R™ X RP) sur un voisinage ouvert de
la section zéro de B X (R™ X'RP) qui a les propriétés suivantes:

(1) H(b,x,y) = (H(B), H(b,x), H(b,x,y)) pour tout (b,x,y) € V, H(5,0) =0
pour tout b € B, H(b,x,0) = 0 pour tout (b,x,0) € ¥V N (B XR™ x{0});

) Hb’ défini par Hj(x,y) = (pr, X pty)o H(b,x,y), cofncide avec un
élément de SG,’n.p dans un voisinage ouvert de zéro dans R™ X RP, pout
tout b €B.

DEFINITION 11. Soit § un microfibré topologique de fibre R™*P au-
dessus de la base B, muni des germes de trivialisations
fi: U X(R™XRP)3 9| U, , k €K.

On dit que la famille {f,} est un systéme de coordonnées stables-en-
chaque-fibre de § si, pour tout couple (k,A) € KXKtel que U, n Uy # "]
et pour tout couple F,: 0, 3 V,, F): 0\ 3 V) d'éléments de f, etde
fr» 1'homéomorphisme Fy'oF, est un isomorphisme stablesen-chaque-
fibre de F;l W, NV sur F{l (VN V)). Un microfibré topologique muni
d'un systéme de coordonnées stableseen-chaque-fibre sera appelé micro-
fibré stable-en=c haque-fibre.

DEFINITION 12. Soient § et §' des microfibrés stables-en-chaque-fibre
de base B munis des systémes de coordonnées stables-en-chaque-fibre

fi: UgX(R"XRP)S 5| Uy, k€K et fy: V, X(R"XRP)S 9’|V, p €K'

On dit que § et ' sont équivalents au sens des microfibrés stables-en-
chaque-fibre (sf-équivalents) s'il existe une équivalence topologique
f: 9 3 9’ telle que les éléments des germes d'équivalences topologiques
f';l ofo f, des microfibrés triviaux (U, N V#)XR'"XRP, u.n Vﬂ, X0 X0,

pt,) soient des isomorphismes stables~en-chaque-fibre,
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DEFINITION 13. On notera K;"+p(B) I'ensemble des classes de sf-
équivalence des microfibtés stables-en-chaque-fibre de fibre R™ XRP
au-dessus d'un espace topologique B. Si § est un microfibré stableeen-

chaque-fibre, on notera §°sa classe de sf-équivalence.

3.3. L'injection T

PROPOSITION 16. Soit M™ une variété topologique munie d‘une structure
stable 6. Soit kg(M’") l'ensemble des classes stables des microfibrés
de base M™ stables par rapport a ©. Il existe alors une application
injective

T: kP(M™) » KMHP(M™),
DEMONSTRATION

a) La construction de T. Rappelons d'abord une s1mple construc-
tion de Milnor [18, theorem 5.91. Soient x: B S5ELB et ¢’ E -»E' E
des microfibrés topologiques ayant la propriété que la base de ' est
'espace total de L. On note alors z o’ le microfibré topologique
B l'ot E' IO] B.

Soit maintenant M > E(®) L, M un microfibré stable, élément d'une
classe '€ kg(M”'). Nous supposons que ¢ a les germes de trivialisations
he: UcXRP o E(@|UK), k € K. D'aprés la définition des microfibrés

K
stables, les U, forment un systéme de cartesstables 11={(pK: 0,3 UK}KGK

de M™ contenu dans la structure stable G. Soit ty: M é—) Mx M sy
le microfibré tangent stable qui est associé au systéme Il et qui est
construit comme dans le chapitre 2, définition 8; si on note g,:
U,xR™ U XU, k €K,les germes des isomorphismes trivialisants de
ty» 8« contient donc un homéomorphisme G, qui est défini dans un voisi-
nage ouvert de U, X {0} dans U, X R™ par

G (ux) = (1@, (x +ict (W))e

Soit pry: MXM » M la projection sur le deuxiéme facteur. pr, induit
de ¢ un microfibré topologique ;
pr(2) ¢ MXM——> E, -—) MXxM,

qui posséde 1'espace total
E, = {(uv;b) € MXMXE(z): v=jb),
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la section zéro i*(u,v)= (u, v;i(v)) et la projection j*(u, v; b) = (u, v)
On montrera que le microfibré topologique tuopr;‘(g;) posséde la
structure d'un microfibré stable-en-chaque-fibre de groupe SGn'i.p, et que

les germes de trivialisations sont donnés par

fu= (A X h)o(g,X1): U XR™XRP » E_|U,, €K

E, est homéomorphe 2 MXE(r) par un homéomorphisme a défini par
a(u,v;b) = (4,b) pour (u,v;b) € E, Si on identifie E, avec MXE(y) a
I'aide de @, la section zéro du microfibré ty) o pr;¥(¥) devient 1'application
ip: M » MXE(yr), définie par ij(u) = (u;i(u)), et la projection de
ty o pry(2) l'application de jo: MXE(%) » M définie par j,(%b) = u.
Si I'homéomorphisme G, du germe g, est défini dans le voisinage ouvert
VK de UKX{O} dans UKXR"‘, (GK Xl)(VKXRP) contient
G, X DU, x{0} X RP) = A, XRP,

ou A, estla diagonale de U, X U,.

Soit H, un homéomorphisme du germe A, : U XRP » E(2|U,) qui est
défini dans un voisinage ouvert W, de U, x{0} dans U, XRP. A, x{0} est
donc contenu dans U XW, et I'homéomorphisme F, = (1X H,)o (G, X1)
applique le voisinage ouvert

= -1
Z =V ,XRPN(GT X 1)(U, xW,) de U, x{0} x {0}
dans UK XR™ X RP sur un voisinage ouvert de io(UK) dans UK XE(z| UK).
Les germes (thK)o(gKXI) sont donc bien des germes trivialisants du
microfibré ty) o pry(X) dont les fibres sont des germes de R™XRP. De
fagon explicite on obtient pour (u,%,y) € Z, la formule

F, (usx,y) = (1XH,)0 (G, x 1) (1%,y) = (u, H, (¢ (x + ot (0)y 7))y
et, si A €K, pour (u,%,y) € Z, N F1F)(Z)), la transformation
F{UF, (n2,y) = (05" o (x @ (w) — @y (w),
pryo Hxl o HK (¢ (x +(p;1(u));}’))-

Montrons que ty o pr () est stable-en-chaque-fibre, Soit o I'homéo-
morphisme fibré de R™ X R™ sur lui-m&me qui est défini par
o(t,x) = (t,0,(x)) = (t,x +1).

Il est clair que o, € SH(R™) (voir [6]) pour tout ¢t € R™, car, si on pose

x tx< 0
o',(x) ={xt+at pour{tx=a, 0<agl

x+t tx > 1
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et 0"t=0¢°(0't) onaa‘,a tESH(R ) et o, =0 't°a't‘ Si on définit

1'homéomorphisme o, de U, XR™ sur luism&me par

0, (%) = (1x ot W) = (4, g, (%)),
Oy,u €St un élément de SH(R™) pour tout u € UK et Gle =(1x¢px1)o (0, x1)
sur ¥, XRP. 1l en résulte, pour u € U, N Uy, que

F)-t:lquK.u = (a)'\"luxl)o(cp):'1 xl)oH;loHK((prl)o(aK'uxl),

D'aprés le chapitre 2, définition 8, ((p)'"l x 1)o Hxl o HK o (@, x 1) cofncide
avec un élément k€ SGm,p dans un voisinage ouvert de (¢, ! (u),0) dans
cpK-l (U, NU)XRPC R™"XRP. o
SGm’p . Comme en plus

FiloF, ,0,0) = (5% XDoko(g,,, x1)(0,0) = (0,0),

Kou X 1l et ”)\,uxl sont des éléments de

'homéomorphisme (aA x1)oko(o, ,*x1) est un élément de SG”;’p et
Fy A qu Kou colncide avec cet homéomorphisme dans un voisinage ouvert
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