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SUR LA CONJECTURE ANNULAIRE
ET LES MICROFIBRÉS STABLES

par Horst Dieter IBISCH

INTRODUCTION

Le problème à la base de ce travail concerne la conjecture annulaire

An (annulus conjecture): la région fermée entre deux sphères localement

plates et disjointes de dimension n- 1 dans Sn est-elle nécessairement

homéomorphe à sn-1 x [0.1] ?
L’importance de ce problème pour la Topologie géométrique a été

soulignée par J. Milnor à l’occasion du Congrès de Topologie à Seattle
en 1963. Il figure dans son énumération des sept problèmes « les plus
difficiles et les plus importants » de la Topologie géométrique. (Voir:
Problems in Differential and Algebraic Topology [15], problem No. 29).

Il est bien connu que la conjecture annulaire An est vraie pour

n  3. Il a été démontré dans [9] que Ak est vraie pour k  n si la région
fermée entre deux sphères localement plates et disjointes de dimension
k - 1 dans S k admet une triangulation pour k  n; il suit alors de [211 et
de [1] que An est vraie pour n  3.

En général (pour tout n) les conjectures annulaires analogues dans
les catégories semi-linéaires ([251, chap.3, théorème 8, cor.3) et diffé-

rentiables sont vraies. Il existe une généralisation de ces deux théorèmes

[131, mais elle n’aboutit pas à la formulation de conditions suffisantes

purement topologiques (elle implique une notion de normalité locale pour
les couronnes des plongements de sn-1 dans Sn).

Dans [6] M. Brown et H. Gluck ont démontré que Ak pour k  n est
équivalente à la conj ecture que tous les homéomorphismes de S k (ou de
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R k) qui préservent l’orientation sont des homéomorphismes stables pour
k  n. Un homéomorphisme h de S n (ou de R n) est stable s’il existe des

homéomorphismes hi de S n et des sous-ensembles ouverts Üi non-vides
de S n tels que h = hm, ... , hi et hi Ui - id pour i = 1, ... , m. Dans ce
même travail, Brown et Gluck définissent les variétés topologiques stables
comme celles dont les changements de cartes n’admettent que des homéo-

morphismes stables. Les variétés différentiables, semi-linéaires et trian-

gulables sont des exemples de variétés stables. Les propriétés les plus
importantes des variétés stables sont:
- leur homogénéité dans le cas où elles n’admettent qu’une seule structure
stable ([6], II, théorème 19.1), et
- le fait que toute sphère localement plate de dimension 1 dans une variété
stable admet un voi sinage tubulaire trivial ([6], III).

Si la conj ecture annulaire est vraie dans toutes les dimensions,
toutes les variétés topologiques admettent des structures stables. L’intérêt
des structures stables s’accroît donc avec la probabilité de l’existence
de dimensions n où An est fausse.

Le résultat du premier chapitre de ce travail semble apte à renforcer
cette probabilité et à justifier des études approfondies portant sur les

structures stables. Nous démontrons en effet qu’une forme paramétrisée
de la conj ecture annulaire est fausse dans certaines dimensions. Pour

obtenir cette information, on s’est inspiré de l’analogie évidente entre

An et le théorème de Schônflies. M. Brown, partant dans [4] des idées de
B. Mazur, a démontré que, pour tout couple de plongements fi , f2 localement
plats de S n-1 dans S n, il existe un homéomorphisme h de S n tel que

hfl - f2. Par la suite, M. Morse et W. Huebsch [20] ont remarqué que le
théorème de Schônflies reste valable si on y introduit un nouveau paramètre
(voir chap. 3, § 1). En analogie avec ce théorème de Schônflies paramétrisé
nous avons formulé une conjecture annulaire paramétrisée APk,,n pour les
produits Ak X S n-1, où A. est le simplexe standard de dimension k (voir
chap. 1). Si k - 0, APo ,n est équivalent à la conjecture annulaire ordinaire
An. Dans le premier chapitre, nous démontrons le théorème 1 :

Il existe un couple (k, n) E (N U {0}) X N tel que la conjecture annu-
laire paramétrisée AP k,n est fausse.

Plus particu lièrem ent, nou s démontron s que l’hypothè se AP k n
entrâine que tout espace fibré topologique de fibre R n au-dessus d’un

complexe simplicial localement fini contient un autre espace fibré de
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fibre D n, dont la projection s’obtient par limitation. Or ceci est en contra-
diction avec un théorème de W. Browder [3], qui, à son tour, est une consé-

quence de la différence non-triviale entre la k-théorie topologique et la

k-théorie orthogonale établie par Milnor [18].
Le théorème 1 cité montre donc qu’il existe une différence notable

entre le problème de Schônflies et la conjecture annulaire. Il appelle
aussi une étude approfondie du groupe des automorphismes topologiques
fibrés de Ak X R n qui figurent dans l’hypothèse de APk,nO C’est le groupe
semi-simplicial Gf des automorphismes topologiques de Rn (voir [11])O En
vue du théorème 1, si on peut démontrer que tous les éléments de ce groupe

pour k &#x3E; 1 satisfont à la propriété AP k,n , on aura démontré en même temps
l’existence d’un n où An est fausse. Les premiers résultats dans cette

direction sont contenus dans le chapitre 4 de ce travail (placé à la fin,
car ces travaux seront poursuivis ultérieurement). L’idée essentielle

(théorèmes 7, 8) est d’ approcher pour k &#x3E; 1 les éléments du groupe Ga par
des homéomorphismes fibrés semi-linéaires et de réduire ainsi la conjecture
annulaire paramétrisée à la conj ecture correspondante (avec condition au
bord) dans la catégorie semi-linéaire (où la conjecture annulaire ordinaire
a été prouvée [25]).

Dans ce but, nous modifions les techniques développées par

E.H. Connell dans [7], où il est démontré que les automorphismes stables
(non-paramétrisés) de Rn peuvent être approchés par des automorphismes
semi-linéaires, ceci pour n &#x3E; 7 et probablement pour n &#x3E; 5, les cas n  3
étant bien connus ([2] et [19]). Ces méthodes sont utilisées pour réduire

l’approximation semi-linéaire des éléments de Gan à deux hypothèses dans
la catégorie semi-linéaire, concernant notamment une généralisation du
célèbre Engulfing Theorem de J. Stallings [22]; elle fera l’objet d’une
publication ultérieure.

A ces justifications des recherches entreprises dans le domaine

des structures stables sur les variétés topologiques s’ajoute, aux chapitres
2 et 3 de ce travail, une étude des microfibrés stables. Ils sont associés

aux variétés stables de la même manière que les mictofibrés topologiques
[18] sont associés aux variétés topologiques (voir chap. 2). Dans [6], II,
théorème 13.1, M. Brown et H. Gluck ont démontré que les notions de sta-
bilité locale et de stabilité globale d’un automorphisme d’une variété stable
M sont équivalentes. Dans le chapitre 2, nous généralisons ce résultat

pour les germes d’automorphismes des microfibrés stables (théorème 2).
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Dans ce but, nous étudions l’ensemble des classes stables des plonge·
ments fibrés de D"z X Dn dans le produit d’une partie ouverte Ü d’une
variété stable Mm avec Rn. Le fait essentiel est que cet ensemble possède
une propriété d’excision.

Dans le chapitre 3, nous étudions le rapport entre les microfibrés

stables de fibre RP au-dessus d’une variété stable Mm et les microfibrés

« stables- en-chaque-fibre » de fibre Rm+P (voir introduction du chapitre 3).
Ces microfibrés stables·en·chaque·fibre constituent des éléments inter-

médiaires utiles entre les microfibrés stables et les microfibrés topolo-
giques. D’une part, l’ensemble des classes stables des microfibrés stables

s’applique de façon injective dans l’ensemble des classes des microfibrés
stables·en·chaque·fibre. D’autre part, les bases de ces microfibrés sont

indépendantes de la structure stable des fibres et peuvent donc être libre-
ment choisies. En particulier, on peut prendre pour base des complexes
simpliciaux. Ceci permet d’utiliser dans la catégorie des microfibrés

stables·en·chaque-fibre les méthodes développées pour l’étude des micro-
fibrés topologiques au-dessus des complexes simpliciaux.

Comme exemple de l’efficacité de ces méthodes, nous démontrons

le théorème 6, qui est l’analogue dans la catégorie stable du théorème

topologique de Ki ster·Mazur [14]:
Toute classe de microfibrés stables au-dessus d’une variété topo-

logique séparable et métrisable qui supporte une structure stable contient
un fibré stable (c’ est·à·dire : un fibré topologique au sens de Steenrod [23]
muni d’une structure stable) et un seul, à une équivalence près au sens
des fibrés stables.

Ceci réduit la classification des microfibrés stables à celle des

fibrés stables. Les mêmes méthodes permettent de démontrer que les

s-classes des microfibrés stables au-dessus d’un complexe de dimension
fini constituent un groupe abélien.

Les résultats du chapitre 3 montrent en particulier qu’on retrouve
dans la catégorie stable les notions fondamentales et certains résultats
bien connus des catégories semi-linéaires et topologiques. Ceci permet
de s’attendre à d’autres résultats (concernant notamment l’existence des
microfibrés normaux), intéressants dans la mesure où la suite des recher-

ches commencées dans le chapitre 4 permet de démontrer effectivement
que An est fausse dans certaines dimensions.
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CHAPITRE I

LA CONJECTURE ANNULAIRE PARAMÉTRISÉE

En analogie avec le théorème de Schônflies paramétrisé de M. Morse
et W. Huebsch [20 ], nous définissons la conjecture annulaire paramétrisée
AP k,n comme suit.

Soit Ak le simplexe euclidien standard de dimension k. Soit f un
automorphisme topologique fibré de (Ak X Rn, Ak X {0}) qui induit l’iden-
ti té sur la base Ak, tel que

où aDn est la boule euclidienne de rayon a

autour de l’origine dans Rn.
Il existe alors un plongement fibré g de Ak X SI"’ X 1 dans Ak X Rn

au-dessus de la base Ak tel que:

(3) g est « rond s au-dessus du bord aAk , c’est-à-dire

où pr2 est la projection Ak X Rn -+ Rn.

REMARQUE. Si k = 0 et, par conséquent, (9A. = 0, AP O,n est équivalent
à la conjecture annulaire ordinaire. AP0,n est en effet un cas spécial

de An. Inversement on déduitAn deAPO,n à l’aide du théorème de Schônf lies
[4] et du théorème de la couronne de M. Brown [5]. Si fi : Sn-1 --&#x3E; S r sont
deux plongements localement plats dont les images sont disjointes, il suit

du théorème de Schanflies-Brown qu’on peut prolonger fi à des plongements
de D n dans S n. En enlevant un point°° bien choisi de S n, on peut consi-
dérer les fi comme des plongements de Dn dans Rn tels que fl(Dn) C f2(Dn).
On choisit ensuite une boule aDn avec a&#x3E;0 dans Rn telle que f2(Dn) C afJn.
D’après AP 0,n il existe deux anneaux, c’est-à-dire deux plongements Fi :
S n’1 X 1 --&#x3E; R n tels que

D’après le théorème de la couronne [5], il existe un plongement
F2* : Sn-1 X [-1,21 -+ Rn-f1(Dn), qui prolonge F2.
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Soit h l’homéomorphisme de Rn défini par:

pour

pour

Alors hofi est un plongement

.Dans la suite de ce chapitre, nous nous proposons de démontrer le

THÉORÈME 1. Il existe un couple (k, n) E (N U {0 }) X N tel que la conjec-
ture annulaire paramétrisée APk,n est fausse.
REMARQUES.

- Si APk,n est vraie pour tout couple (k, n) E N X N, il suit du théorème 1
que la conjecture annulaire ordinaire est fausse dans au moins une dimen-
si on n.

- Si APk,n est fausse pour un couple (k, n) avec n  3, il suit de [9, 21,
1] que dans ce cas k &#x3E; 0.
- La démonstration du théorème 1 utilise essentiellement un théorème de

W. Browder [3].

DÉFINITION 1.

a) Nous notons Gn le groupe semi-simplicial des automorphismes
topologiques de (Rn, 0); c’est-à-dire (comparer [11]) nous posons Gn =
{G k,n ; k = 0, 1, 2, ...}, et f E Gk,n si et seulement si f est un automor-
phisme topologique fibré de (Ok X Rn , Ok X {0}) qui induit l’identité sur
la base Ak.

b) Soi t Gn (S n -1 ) = { G k,n (S n -1) ; k = 0, 1, 2, ...; 1 e sous-groupe

semi-simplicial de Gn qui est défini par la condition f E Gk,n (S n-1 ) si
et seulement si f E Gk,n et f(Ok X Sn-1) C Ok X Sn-1. 

c) Soit l n = 1 Jk,,n ; k = 0, 1, 2, ...1 le sous-groupe semi-simplicial
des homéomorphismes f de Gn qui sont isotopes au sens fibré à des élé-
ments de Gn (Sn-1). Plus précisément : pour tout f E Jk,n il existe une

isotopie fibrée
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de base Ak, telle que pou r tout

d) Soit G a = IGka ; k = 0, 1, 2, le sous-groupe semi.simplicialn k,n grou p

des homéomorphismes f de Gn tels que f (aAk X Sn-1) C a0k X sn-t.
e) Fin alem ent, soit la = {Ja k.m k = 0, 1, 2, ...1 le sous-groupe

.... 

n k,n a ..semi-simplicial des homéomorphismes f de Gn qui sont isotopes au sens
fibré à des éléments de Gn (snet) selon une isotopie qui est relative

au-dessu s du bord aAk; c’ est-à·dire : pour tout f E J(9 il exi ste une
k,n

isotopie fibrée

de base I1k telle que ho= f, hl E Gk,n (S n-1) et ht e G ak,n pour tout tel.
P RO P O SIT IO N 1. Si An est vraie, on a ,Jn = Gn.

La démonstration utilise 1’ « astuce d’Alexander » :

a) Si k = 0, f E Go,n est un automorphisme de (R n, 0). On choisit
a &#x3E; 0 tel que f (D n) C aDn. D’ aprè s An il exi ste un plongement g :
Sn-1 X 1 --&#x3E; R n tel que :

Soit a : sn -1 X 1-&#x3E; aDn - Dn l’homéomorphism e a (y, t) = (t(a -1) + 1)y.
On définit un autre homéomorphi sme cp de (Rn, 0) par:

et on prolonge (p sur C aDn par linéarité :

Soit t/J l’automorphisme de (Rn,0) qui est défini sur C aDn par
t/J | C aDn = cp| CaDn et qui est prolongé sur aDn par linéarité :

Finalement, soit Xt (y) = (t/Jcp-1 ( y)) . t pour (y, t) E Rn X (0,1].
t

On peut prolonger X de façon continue sur Rn X 1 en posant Xo(y) = y pour
y E Rn. Alors Xtof e st un e isompie d e Xoof = f à X1 of, et comm e o n a

X1of est un élément de Go n (Sn-1)



176

b) Soit maintenant

exi ste un e isotopi e g :

On définit ensuite une application continue

Soit r une rétraction de 1 X Ak sur {0,1} X Ak U 1 X {s}. On définit
alors l’isotopie fibrée

par Alors it est une isotopie fibrée de

P RO P O SIT ION 2. Pour tout couple (k,n) E (N U {0}) X N, AP k n entraîne
Ja = Ga , 
k, n k, n

La démonstration utilise l’ « astuce d’Alexander * paramétrisée.

Pour k = 0 l’affirmation est contenue dans la proposition 1.

Supposons k &#x3E; 0. Soit f E Ga . Il existe alors un a &#x3E; 1 tel quek,n 
f (Ak X Dn) C Ak X aDn. D’ apré s AP k,n il exi ste un plongement

tel que

Soit a l’homéomorphisme de qui
est défini par a (x, y, t) = (x, (t(a- 1) + 1)y). On définit un automorphisme

0

et on prolonge cp sur Ak X C aDn par linéarité :
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Soit t/J l’ automorphisme qui est défini sur

On alors

l’ application défini e par:

Si on prolonge X sur Ak X Rn X 101 par x(’ x,Y,O) = (x,y), X est aussi
continue aux points (x0,... y0 ,0) de Ak X Rn X {0 }; car si f Dn (y 0) est une
boule de rayon e autour de Yo dans Rn, si U est un voisinage ouvert de

Xo dans Ak et si to --- E 4a, on obtient

1 est alors une isotopie qui possède
les propriétés sui van te s :

. 

est une isotopie relative au-dessus du bord aAk; en effet, si

pour tout x E a0k, , donc, si on pose
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En outre, on a pour 1  |v |  a et pour x E â0k, d’après la condition
au bord pour g, 

. 

En posant v = -, ceci entraîne
t

On a donc pr2 o Xt o f(x,y) 1 = 1 pour (x,y)EaA k X S n-1 et t &#x3E; 0 ; pour
t = 0 cela est évident.

D É F IN IT IO N 2. Nous appe lons f ibré topologique de f ibre (Rn, 0) un « fibre
bundle » au sens de Steenrod [23] de fibre (Rn, 0), dont le groupe est le

groupe des homéomorphismes de l’espace euclidien Rn qui laissent fixe

l’origine; ce groupe est muni de la topologie de la convergence compacte
(« compact-open topology »).

Un fibré topologique relatif de fibre (Rn, Dn, 101) est un «fibre bundle »
de fibre (Rn,Dn,{0}), dont le groupe est le groupe des automorphismes
topologiques relatifs de (Rn,Dn, {0}), muni de la topologie de la conver-

gence compacte.

DÉ F INIT ION 3. Si Z, Z’ sont deux espaces fibrés au-dessus de B ayant
les projections p : E (Z) --&#x3E; B, p’ : E (Z’)--&#x3E; B, on dira que e contient et,
s i E (z’ ) C E (z ) et si p 1 E (e’) = p’.

PROPOSITION 3. Si J = Gn et ,la = G9, tout fibré topologique de fibre
(R n, {0}) au-de ss us d ’un comp le xe s imp lic ial e uc lid ie n loc ale me nt fini K
contie nt un fibré topologique re latif de fibre (Rn , Dn , 101).

DÉMONSTRATION.

a) L’affirmation de la proposition 3 est triviale pour les complexes K
de dimension 0.

Le cas de la dimension 1 suit facilement de l’hypothèse J0,n = G0,n ,
donc, d’après la proposition 1, de An. En effet, si z est un fibré topolo-
gique au-dessus de K, z K° est un fibré topologique relatif trivial. Soit

Q un simplexe de dimension 1 de K. Nous allons prolonger z KO en un
fibré relatif q au-dessus de Ko U o- qui est contenu dans Z| K0 U a, tel que
E (17) = E (z |K0 U a). z|o- est trivial.
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Si on identifie Q à [- 1, + 1], on a une trivialisation

et, provenant de ’1 Ko, deux trivialisations

On pose

Si on choisit 0  a  1, on déduit de J o,n = Go,n l’existence des isotopies
it+ Rn --&#x3E; Rn pour t E [a, 1] ou tE [-1,-a] te lle s que

On définit alors les deux trivialisations suivantes pour q au-dessus de a :

On vérifie facilement que les deux homéomorphismes

et

prolongent h+ et h et que la transformation

a la propriété (d -1 o d+ )x (Sn-1 ) _ S n-1 pour tout x E (- a, a). On obtient

ainsi un fibré relatif n au-de ssus de K°Uo- qui prolonge z| K0. De la

même manière on prolonge z| K0 au-dessus de tout K.

b) Ensuite on vérifie facilement l’affirmation suivante pour k &#x3E; 0.

Soit B = 101 X Dk U 1 X Sk-1 et soit g un automorphisme topologique fibré
de (B X Rn, B X 101) qui induit l’identité sur la base B, tel que

Il suit alors de l’hypothèse Jf = G a qu’on peut prolonger g en un auto-

morphisme topologique fibré g’ de ((1 x Dk) X Rn, (l X Dk) X 101) qui induit
l’identité sur la base 1 X Dk, tel que

En effet, on choisit un homéomorphisme a de 1 X Dk sur lui-méme qui
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Comme ja - Ga d’après l’hypothèse, on peut prolonger ho en un auto-k,n k, n
morphisme topologique fibré h de ((l X Dk) x Rn , (j X Dk) X toI) qui induit

l’identité sur la base 1 X Dk, tel que

B-1 o hoB est alors un homéomorphisme fibré de (1 X Dk) X Rn sur lui-

même tel que

c) Soit maintenant k &#x3E; 1 et supposons que tout fibré topologique e
de fibre (Rn, fOl) au-dessus d’un complexe localement fini de dimension
k- 1 contient un fibré topologique relatif 7y de fibre (Rn , Dn , {0}) et qu’en
plus E (e) = E (r¡).

Soit alors K un complexe localement fini de dimension k et soit z
un fibré topologique de fibre (Rn, 101) au-dessus de K, avec la projection

IIz : E (£) - K. D’après l’hypothèse de récurrence, nous pouvons supposer
qu’il existe un fibré topologique relatif q de fibre (Rn , Dn , 0) et de base
Kk-1, qui est contenu dans" Kk-1, et en plus que E (7î) = E (z| K-1).

La proposition 3 résultera alors de l’affirmation suivante :
Il existe un fibré topologique relatif 8 de fibre (Rn , Dn , {0}) au-dessus

de Kk-1, qui est équivalent à 71 au sens strict [23, p. 8] des fibrés relatifs ;
8 peut être prolongé en un fibré topologique relatif w de fibre (Rn, Dn, 0)
au-dessus de K, qui e st contenu dans z ; de plus, E (6)) = E (z ).

On construit d’abord le fibré re lati f 8. Si u est un simplexe quel-
conque de dimension k de K, on identifie (a, ao-) à (Dk, Sk-1), et on choisit
sur ao- deux di sque s rond s Da’ D 3 de dimen sion k -1 te ls que DU Do- = aa
et que Do- n Do-’ soit homéomorphe à S k-2 X 1. Pour tout o-, les deux

ensembles

constituent un recouvrement ouvert de Kk-1. Soit {W} l’atlas des cartes
ouvertes de Kk-1, au-dessus desquelles q est trivial. Soit {st PI le recou-
vrement ouvert de Kk-1 donné par les étoiles ouvertes st P des sommets P
de Kk-1. On choisit un recouvrement ouvert 1 VI plus fin que (W) et {st P}.
Soit ensuite IUI la famille des intersections



181

Chaque intersection v n (n Qa) de cette famille est un ensemble ouvert;
a

en effet, comme pour tout V il existe un sommet P de K tel que v C st P

et comme K est localement fini, V n ao- # f1 pour un nombre fini seulement
de simplexes o- de dimen sion k de K, et si r est un simplexe de dimension
k de K tel que V n ar = 0 , on obtient

V = V n (Kk-1 - ar) = V n (Kk-1 _ (ar - br» = V n oT e t v = v n0 t.
De plus, {U} est un recouvrement de Kk-l, car si x E Kk-1, il existe un V
tel que x E V et, pour tout or, on a soit x E Ou soit x E 0or. Pour tout a de
dimen sion k de K et pour tout U de 1{ U} on a, soit U C: Ou, soit U C 0’o- ,
et {U} est évidemment un recouvrement plus fin que {V}. On appellera
8 le fibré topologique relatif de fibre (Rn, Dn, {0}) au-dessus de Kk-1,
dont l’espace total est E (q), la projection IIn et dont les trivialisations
sont les trivialisations de n limitées aux source s { U X Rn}

Prolonge me nt de 8 au-dessus de Kk-1 U (T. Soit a un simplexe de
dimension k de K :Z |o- est trivial; soit ho- :o- X Rn ... E (z ( o-) une triviali-
sation correspondante. Nous abrégeons D - D, Do- = D’. d | D et d | D’
sont des fibrés relatifs triviaux, ayant comme trivialisations les homéo-

morphismes

Pour tout x E D n D ; (h’-1 o h)x est un automorphisme topologique de
(Rn, Dn, {0}). Soit 0  a  1. On identifie 1 X D et lx E Dk : 1:’ E D, |x| &#x3E; alXI
de telle manière que 101 X D ae D. De façon analogue, on identifie 1 X D’

avec {xEDk: x ED’, |x| &#x3E; a}. Soit g l’automorphisme topologique de

(D X Rn , D X {0}) qui e st défini par g (x, y) = h-1 0 h (x, y). Du f ait de

l’hypothèse Jk-1,n = Gk,"",l,n , il existe une isotopie fibrée

telle que i. = g et i1,x (Sn-1) = Sn-1 pour tout x E D, et que it induise

l’identité sur la base D pour tout t E l. On définit alors l’automorphisme
topologique fibré H de 1 X. D X, Rn au-dessus de la base 1 X D par

H(t,x,y) = (t,it (x, y)). De manière analogue à la définition de g, on définit
l’automorphisme g’ de (D’ X Rn, D’ X loI) par g’(x, y) = h-;.lo h’(x, y). On a
alors, pour tout u E D fl D’,
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On définit un homéomorphisme fibré de ({0} X D’ U 1 X (D fl D’)) X Rn sur

lui-même par (0, g’ (x, y)) sur 101 X D’ X Rn et par

comme

pour tout x E Dn D’.

Il suit alors de la partie b) de cette démonstration qu’on peut prolonger cet

homéomorphisme en un automorphisme topologique fibré H’ de (1 X D’ X Rn,
1 X D’X {0 }) qui induit l’identité sur la base 1 X D ; de telle manière que

H1x (Sn-1) - Sn-1 pour tout x E D’.

On pose A = aDk U (1 X D), A’ = aDk U (1 X D’) et on définit des

trivialisations pour l’espace E (z | 1 Kk-1 U o-) de la manière suivante :

pour

une trivialisation de 8 te lle que
On pose N = U n ao-; N peut être vide. On a alors

est un ensemble ouvert de

est fermé dans Kk-1 Uo- .

On définit alors une trivialisation

4o De manière analogue, si f’ : V’ X Rn -+ E (8 U’) est une tri-
vialisation de 8 telle que U C Oo-, on pose N’ = U’ n ao-, où N’ peut
encore être vide. On a aussi N’ CD’, et U’ U N’ X [0,1) est un ensemble
ouvert de kk-a U o- . On défini t une triviali sation
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On vérifie alors que les homéomorphismes d, d ’, e, e ’ sont les trivia-
lisations d’un fibré topologique relatif o. de fibre (Rn, Dn, {0}) au-dessus
de Kk-1 UQ, qui est contenu dans z[kk-1 Uu(tel que E (wo-) = E (zK-1 Uo-))
et qui prolonge 8. En particulier, pour montrer que wo- est un fibré relatif,
on doit vérifier la relativité des transformations :

en outre,

Cas (2): Au-dessus de U fl U ’ on a 
une transformation relative dans chaque fibre.

sont relatifs,car les f, f ; h, h’ sont des trivialisa-
tion s de 8.
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au-dessus de (0,1) X N.

) au-dessus de (0,1) X N; 
Cas (5) et cas (6): Ils s’obtiennent de e ’-1 0 d = (e 1-1 o d ’)o(d’-1 o d)
o

au-dessus de ( U’ U N’ X [0,1 )) nA - ( U’ U N’ X [0,1)) n A ’ ô A et de
o o

d’"1 o e - (d’-1od) o(d-1 o e) au-dessus de (U U N X [0,1)) n A n A’, et
de (1), (3), (4). Ceci montre que le prolongement de 8 au-dessus de Kk-1 Uo
est relatif.

d) Soit {ok}kEA l’ensemble des simplexes de dimension k de K.
Nous supposons que A est muni d’une structure d’ensemble bien ordonné

(~). Pour tout kE A on définit LÀ = Kk-1 U U Qv. Soit kEA. Pour kK,
v ~ k

nous supposons que 8 a été prolongé en un fibré relatif CùÀ au-dessus de

LÀ et que oh est trivial au-dessus des ensembles d’un recouvrement ouvert

{U(k)} de Lk, * ayant la propriété que U (À) n av :J- 0 pour un nombre fini seu-
lement de v E A. Nous supposons de plus que, pour tout U (À) et pour tout
Il &#x3E; À, on a

pour t = 1, 2, ..., m. En faisant la

construction c) successivement pour les simplexes a,1 ..., Qvm on obtient,
à partir de U(k), une famille {U;(k)} d’ensembles qui sont ouverts dans

est alors un recouvrement ouvert

de MK et il existe un espace fibré relatif 8K au-dessus de MI( dont l’espace
total est U E (wk) et qui e st trivial au-dessus de chaque élément de n.

kK

De plus, pour tout 03BC~ K et tout U.(k) de 11 on a
n 1 n

En appliquant la construction c) au simplexe QK et au recouvrement 11
on obtient un recouvrement 1 U (K)J de LK tel que, pour tout p &#x3E; K ,

et que U(k) n ov# O pour un nombre fini seulement de v E A. De plus,
cette construction prolonge 8K en un fibré topologique relatif cvK de fibre
(Rn, Dn, 101) au-dessus de LK.

Par récurrence transfinie, on obtient ainsi un fibré topologique
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relatif m de fibre (Rn, Dn, 101) au-dessus de K qui est contenu dans S,
tel que E (oi) = E (C). Ceci démontre la proposition 3.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1.

Si la conjecture annulaire paramétrisée AP k,n e st vraie pour tout

couple (k,n) E (N U 101) x N, on a .Tn = Gn pour tout n E N d’après la pro-
position 1 et l n a = G 6 pour tout n E N d’après la proposition 2. Il suit

n 

alors de la proposition 3 que tout fibré topologique 3’ de fibre (Rn, {0})
au-dessus d’un complexe localement fini K contient un fibré topologique
re latif 7y de fibre (Rn, Dn, {0}).* Si fX: Uk X Rn - E (nl Uk), À E A , sont les
trivialisations relatives de n, alors U fk(Uk X Dn) C E(n) est l’espace

kEA
total d’un fibré topologiques de fibre (Dn, 101) contenu dans S, ayant les

trivialisations fk l Uk X Dn.
Mais l’existence d’un tel fibré C est en contradiction avec un théo-

rème de W. Browder [3, theorem 11 qui assure l’existence d’un complexe
fini L et d’un fibré topologique de fibre (Rn, {0}) au-dessus de L qui ne
contient pas de fibré topologique de fibre (Dn,{O}).

La conjecture annulaire paramétrisée AP k,n est donc fausse pour

au moins un couple (k,n) E (N U 101) X N.
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CHAP I TRE II

LES AUTOMORPHISMES DES MICROFIBRÉS STABLES

Ce chapitre contient le théorème 2 selon lequel la stabilité locale

et la stabilité globale des germes d’automorphismes des microfibrés stables
sont des propriétés équivalentes. On obtient le corollaire que tout germe
d’automorphismes stables peut s’écrire sous une forme canonique : comme

produit de deux germes d’automorphismes dont chacun est l’identité dans
un voisinage ouvert d’un point de la section zéro.

2.0. Notations

soit mo la catégorie des donnée s fibrées topologiques (E,B, i,j),
dont les morphismes f : (E,B,i, j) - (E’,B’ ,i’, j’) sont les applications
continues de E dans E’ qui sont compatibles avec les projections j : E - B,
j’: E’ - B’ et les sections i: B - E, i’: B’ - E’. Soit m la catégorie des
microfibrés topologiques et de leurs germes d’homéomorphismes fibrés [18].
La première partie de ce chapitre se situe dans la catégorie mo, la deu-

xième dans la catégorie k. Dans ce qui suit, la base des objets de m0
sera toujours une variété topologique connexe M de dimension m. La base
des objets de ? sera de plus stable dans le sens de M. Brown et H. Gluck [6].

Soit une partie ouverte et connexe de M. On note G (M, U ;n) le

groupe des automorphismes de la donnée fibrée triviale (M x Rn,M, X O,prj),
qui appliquent U X Rn sur lui-méme. On appellera g un élément spécial
de G (M, U;n) s’il existe une partie ouverte V de U X Rn telle que

Soit SG (M, U;n) le sous-groupe normal de G (M, U;n) qui est engendré par

les éléments spéciaux de G. Nous dirons que les éléments de SG (M, U;n)
sont des automorphismes (globalement) stables dans U X Rn (comparer [6]).
Soit SCo(M,U;n) le sous-groupe des éléments de SG (M, U; n) qui sont égaux
à l’identité en dehors d’une partie k X Rn de U X Rn, k compact dans U.

On note G (M, M; n) par G (M; n), SG (M, M; n) par SG (M; n), C(Rm;n) par Gm,n’
SG (R"z;n) par SGm,n’ 

A ces définitions dans Mo correspondent les définitions suivantes
dans k : soit x un microfibré topologique donné par (E,M,i,j). Soit R (r)
le groupe des germes d’homéomorphismes, c’est-à-dire des automorphismes
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topologiques de x qui induisent l’identité sur la base M. Si x est le micro-
fibré trivial (M X Rn, M, X 0, pr1), on note R (r) par R (M;n). On appelle g
un élément spécial de R (r) s’il existe un point p dans i(M) et s’il existe

pour chaque représentant de g un voisinage ouvert de p dans E où ce

représentant est égal à l’identité. Soit G R (r) (ou G R (M;n)) le sous-

groupe normal de 6 qui est engendré par les éléments spéciaux ; on l’appel-
lera le groupe des automorphismes stablès du microfibré Z. Soit G Ro(r) le

sous-groupe des éléments de 6(j) qui sont égaux à l’identité en dehors

de j-1 (k), où Ii est une partie compacte de M.

2.1. L’équivalence annulaire et l’équivalence stable des boules fibrées

Pour démontrer le théorème 2 on doit résoudre le problème suivant :
Peut-on modifier un élément g E SG (M;n) de telle manière que g reste

inchangé dans un voisinage d’un point de M X 101 et que g se transforme
en l’identité en dehors d’un produit K X Rn, K compact dans M ? Dans

ce but, on regarde l’opération de SG (M; ) sur les boules fibrées dans

M X Rn.

Soit Hom (Dm, M) l’ensemble des plongements de la boule unité Dl

de Rm dans M qui appliquent le bord sm-l de Dm de façon localement

plate (comparer [5], [6]). Soit Homo (D’n,M) le sous-ensemble de Hom (Dm,M)
formé des plongements qui appliquent 0 sur 0.

DÉ F INITION 3. Soit U dans M comme dans 2.0. On note Fib (M,U;n) l’en-
semble des plongements f : DmX Dn .... U X Rn qui s’écrivent sous la

forme

Si V est ouvert et connexe dans Û, on a

Le groupe G(M, U ;n) opère sur les éléments de Fib (M, U;n).

Remarque concernant la factorisation de boules fibrées :
Soit f : Dm X Dn - M X Rn un plongement fibré tel que f (x,O) = 0.

On pose i(D’) = A et on définit

En introduisant un paramètre dans un théorème de M. Brown [4], on peut



188

prolonger f 1 en un plongement fibré f 2 de A X Rn dans A X Rn. Si U est un
voisinage ouvert assez petit de A X S n-1 dans A X Rn, on peut prolonger
f2 l U en un homéomorphisme fibré g, de A X Rn sur lui-mème grâce au
théorème de Schônf lie s paramétrisé de M. Morse et W.Huebsch [20]. De

plus, on peut prolonger g1-1 of1 en un homéomorphisme g2 de A X Rn sur
lui-même. On pose g = gl o g2 . Avec l’inclusion i : A X Rn C M X Rn

on obtient alors

Soient p,p’ E Hom (Dm,M). D’après [6, II], on dit que p,p’ sont stric-
tement équivalents de façon annulaire, p Â p’ ou p Â p, si p (Dm) C p’ (Dm)

A A

et s’il existe un plongement F : Sm-1 X 1 - M tel que

p,p’ sont équivalents de façon annulaire, p - p’, s’il existe une suite finie

pK E Hom (Dm,M), K = 1, ... , k, te lle que

L’équivalence annulaire est une vraie relation d’équivalence.

DÉFINITION 4. Soient q,q’ E Hom0 (Dn, Rn). On dit que q,q’ sont stric-

tement isotopes, q - q’ ou q’- q, s’il existe une isotopie J : (Dn X 1,{0} X1) -
J

(Rn,{0}) telle que 

et telle que J 1 Sn-’ X 1 induit une équivalence annulaire stricte q î q
On écrit q ,:,q’ s’il existe une suite finie qk E hom0(Dn,Rn), k = 1,...,l,
te lle que q = q1 j q2 j...jql = q’; en articulier q,q’ sont alors iso-q =

q1 j q2 * J J ql 
q’; en particulier q, q’

topes, q-q’ et i est une relation d’équivalence.
a

DÉFINITION 5. On dit que f,f’E Fib(M,U;n) sont strictement équivalents
de façon annulaire dans U X Rn, s’il existe g E G (M;n), p,p’E
Hom (Dm, g-1 (U)) et q, q’ E Hom0 (Dn, Rn) ayant le s propriétés :

Dans ce cas nous écrivons
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f, f’ sont équivalents de façon annulaire dans U X Rn s’il existe une
suite finie fk E Fib (M,U;n),03BA =1, ..., k, telle que

dans U X Rn. On écrit f - f. L’équivalence annulaire d’éléments de
a

Fib (M, U;n) dans U X Rn est une relation d’équivalence.

On note Fiba (M, U;n) l’ensemble des classes d’équivalence annulaire
de Fib (M, U; n). On introduira maintenant une deuxième relation d’équiva-
lence dans Fib (M, U; n) et on démontrera qu’elle induit la même partition
de F ib (M, U; n).

D É F IN I T IO N 6. On dit que f,f’ E Fib (M,U;n) sont stablement équivalents
dans U X Rn s’il existe un élément h E SG (M, U;n) tel que hf’= f. On
écrit f = f’ et on note Fibs (M, U;n) l’ensemble des classes d’équivalence
stable.

LEMME 1. Soit f E Fib (M, U;n) et soit h ouvert dans U X Rn tel que

V n U x {0} = o. il existe alors un éléme nt f ’ E Fib (M, U;n) tel que

f’(Dm X Dn) c V et f = f’ dans U X Rn.

DÉMONSTRATION. Soit f= g o (p X q) et soit A X B une partie ouverte
de g -1 (V ) C g-1 (U ) X Rn, telle que 0 E B. D’après [6, il, lemme 3.1],
il existe un p 1 E Hom (Dn, g-1 (U )) tel que p - pl dans g-1 (U ) et p 1 (Dm)
C A ; on utilise ici le fait que U est connexe. Comme q (0) = 0 E Rn, il

existe une petite boule fermée de rayon c &#x3E; 0 autour de 0 dans Dn telle

que q (Dg) C B, On définit une isotopie j : Dn X 1 - Dn par ,J (x,t) = x· (tc-t+1 )
pour x E Dn, t E 1; elle a les propriétés

et J l Sn-l X 1 est un plongement dans Dn. tl en résulte que qt 
= q o J t :

Dn - Rn est une isotopie telle que qo = q, qi (Dn) C B, donc q ... ql dans

Rn, (pl X q1)(Dm X Dn) c A. X B, d’où 

P ROPOSITION 4. Si les plongements f, f’E Fib(M,U;n) sont stablement
équivalents dans U X Rn, ils sont aussi équiv ale nts de f açon annulaire
dans U X Rn.
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DÉMONSTRATION

a) Soit h E SG (M, U;n) égal à l’identité sur l’ensemble ouvert

et soit f = go (p X q), f’ = ho f. D’après le lemme 1, il existe alors un

élément fi E Fib (M, U;n) tel que fi (Drn X Dn) c V et f = f1 dans V X Rn.

Il en résulte que h o f = h o f1 dans Ü X Rn, car, si f1 = go (pl X ql), la
.

A 

relation pl - p dans g-1 (V) entraîne que Pl - p dans (h o g)-1 (U) = g-1 (U).
a 

On obtient donc

dans

b) Soit h le produit hko ... o hl des éléments spéciaux hK E SG (M, U; n)
qui sont égaux à l’identité sur VK c U x Rn. D’après a) on a

dans

PROPOSITION 5. Soie nt f,f’ E Fib (M, U;n) équivale nts de f açon annulaire
dans U X Rn. lls sont alors aussi stable ment équivale nts dans U X Rn ;
e n outre, il existe un homéomorphisme stable H de SG0(M,U;n) te l que

H o f = f’

DÉMONSTRATION

a) Soi t d’abord f= f’ E Fib(M,U;n) dans U X Rn par rapport aux

représentations f = g o (p X q), f’ = g o (p’ X q’). Comme p -p’ dans

g-1 (U ), il résulte de [6, II, theorem 5.2, corollary] qu’il existe un homéo-

morphisme q E SH0(g-1 (U)) tel que p’ = cpo p ; cp est alors l’identité en

dehors d’une partie compacte de g-l (U) et on peut prolonger cp par l’iden-
tité en un homéomorphisme y de M sur M. En outre, on a q - q’ dans Rn ;
il existe donc qK E Homo (Dn, Rn) tels que

0

Supposons que q2 (Dn) C ql (Dn). D’après [5] il existe des couronnes p et

"il pour p et pour q, , c’est-à-dire des plongements (localement plats)
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On construit alors un homéomorphisme fibré

ayant les propriétés suivantes:

Soit J: Dn X I - Rn une isotopie stricte (définition 4) telle que ,

J1 = ql.- On définit alors h1 par:

hl ainsi défini a les propriétés:

et

L’homéomorphisme composé (qx 1)o h1 applique g-1 (U) x Rn sur lui-même.
Il en résulte que g o (q x 1) o h1 o g-1 applique U X Rn sur lui-même et est
égal à l’identité sur M X Rn - K1 X Rn, où K1 est compact dans U.

De la même manière, on construit des homéomorphismes
hk E SG0 (M, g-1 ( U ); n), k=2,...,k-1, tels qu e hK o ( p x qK ) = p X qK + 1’ 
appliquant g-1(U)XRn sur lui-même et qui sont égaux à l’identité en dehors
de KK X Rn, où KK est compact dans g-1 (U). On pose alors

h est un élément de SGo (M,Ujn) tel que h o f = f’.

on obtient comme dans a) des homéomorphismes j
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On résume les propositions 4 et 5 dans la

PROPOSITION 6. Deux éléments de Fib(M,U;n) sont équivalent,s de façon
annulaire dans U X Rn si et seulement s’ils sont stablement équivalents
dans U X Rn.* Si f, f ’ de Fib (M, U; n) s ont stablement équivalents dans

U x Rn, il existe un homéomorp his me H E SGo (M, U; n) tel que Ho f ’= f.

Nous avons démontré que Fiba (M, U; n) = Fibs (M, U; n). De plus, une
équivalence annulaire de deux éléments de Fiba (M, U; n) dans U X Rn

entraîne la même propriété dans M X Rn. Il résulte alors de la proposition 6

que l’inclusion j : U X Rn C M x Rn induit une application

Il résulte du lemme 1 que j* est une application surj ective. On démontrera
maintenant que Fibs (M;n) possède une propriété d’excision.

PROPOSITION 7. Si E est une boule f ermé e de d imens io n m dans M dont
le bord est localement plat, alors

est une bijection.

DÉMONSTRATION. Soient f, f’ E Fib (M, M-E;n) équivalents (de façon
annulaire) dans Fib (M;n). 
Il exis te alors g E G (M; n), p, p’E Hom (Dm, g-1 (M-E)) = Hom (Dm,M-g-1(E»,
q, q’ E Hom o (Dn, Rn ) tels que

et p - p’ dans M, q-q’ dans Rn. D’ après [6, II, theorem 6.1], on a même
a t

La proposition suivante caractérise les automorphismes (globale-
ment) stables d’une donnée fibrée triviale ; elle correspond à la proposition
[6, II, 6.2) pour les variétés topologiques.

P R O P O S IT IO N 8. Soit h un homéomorp his me de SG (M; n), f : DmxDn -
M X Rn un plongement de Fib(M,n), E une boule (localement plate au bord)
de dimension m dans M. Si l’intersection de pr1(f(Dm x Dn) U hf(Dm X Dn))
avec E dans M est vide, il existe un élément h’E SG (M;n) qui coincide
avec h sur f(Dm X Dn) et qui est égal à l’identité sur E X Rn.
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DÉMONSTRATION. f et kf sont stablement équivalents dans M X Rn.

D’après la proposition 7 ils ont la même propriété dans (M-E) X Rn.

D’après la proposition 6 il existe un homéomorphisme stable ho E
SG0 (M, (M-E); n) tel que h0 of = h o f. ho est égal à l’identité en dehors
d’un produit K X Rn dans (M-E) x Rn, donc en particulier sur E X Rn.

PROPOSITION 9. Soit h E SG (M,U;n) tel que h.l U = id. Alors h est le

produit de deux éléments spéciaux hi E SG (M, U;n) tels que hj U = id.

DÉMONSTRATION. D’après la proposition 8 il existe des éléments spé-
ciaux gi E SG (M; n), i = 1, 2, et dans U X Rn des vois in ages ouverts P i X Qi
de points de U X 101 tels que h = gl o g2 et gi l Pi X Qi = id. On pose

On a alors h = hl o h2, h2 = id et h81 l U = h81 U = id. Comme g2 l P2 x Q2 = id,
on a g2 l P 2 = id, d’où h2 l P 2 X Q2 = id. De plus on déduit, de g2 l 1 ug1 1 u
et de g1 l P 1 = id, que

COROLLAIRE. Soit hE SG(M,U;n) tel que À = id. h est alors le produit
de deux éléments spéciaux hi E SG (M, U;n) tels que hi = id.

PROPOSITION 10. Soient f,f’E Fib(M,U;n) et soit hESG(M,U;n) un homéo-
morphisme stable tel que ho f = f’ et hl U = id. Il existe alors un élément

h0 E SG0 (M, U;n) tel que ho = id et ho o f = f’.

DÉMONSTRATION

a) Soit d’abord he SG (M, U; n) un élément spécial tel que h 1 V = id,
et f = go (p x q). D’après le lemme 1, il existe alors un élément fi =

g o (p1 x q1) E Fib (M, U;n) tel que Im f1 c V et que f Â f 1 dans Ü X Rn par
une isotopie stricte q - q’. Comme dans la démonstration de la proposi-
tion 5, on construit pour f, f1 des homéomorphismes cp E SHo (g-l ( U )) et

hl E SG o (M, i-l (U); n) ayant la propriété suivante :
Si on pos e g o (q X 1 ) o h1 o g -1 = H, on a H o f = f1 et H E SGo (M, U; n).
Il en suit que H-1, ho H-1 oh-1 et ho H-1 oh-1 o H sont également des
éléments de SG 0 (M, U;n) et H o f = fi - ho fi = h o H o f entraîne
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Si on pose h0 = ho H-1 o h-lo H, il résulte de h U = id que h0 l U = id,
donc h80 = id.

b) D’après la proposition 9, tout h E SG (M, U;n) tel que h U = id est
le produit de deux éléments spéciaux hi E SG (M, U; n) tels que AJ U = id.
D’après a) il existe un ( h2 )o E SG o (M, U; n) tel que ( h2 )0 of = h2 of et

(h2)o = id, et un (hl)o E SGo (M, U;n) tel que

Il s’ ensuit que :

2.2. Les microfibrés stables

DÉFINITION 7. L es isomorphismes (localement) s tables des microfibrés
triviaux.

a) Cas spécial. Soient U,V ouverts dans Rn. On dit qu’un isomor-

phisme f: ( U X Rn, U, X 0, pr1) - (V X Rn, V,X 0, pr1 ) dans la catégorie des
microfibrés topologiques est stable au point x E U si f contient un homéo-
morphisme F défini sur un voisinage ouvert Eu de U x 101 } dans U X Rn
qui coincide dans un voisinage ouvert de (x,O) dans Eu avec un élément
g E SG m,n’

On dit que f est (localement) stable, s i f est stable dans tous les

points de U. D’après cette définition, l’ensemble des points où f est
stable est un ensemble ouvert.

b) Exemples.
(1) Soit h: U - V un homéomorphisme stable au point xo E U ([6]).

h induit un homéomorphisme produit h X 1 de U X Rn sur V X Rn, donc aussi
un isomorphisme de microfibrés topologiques triviaux. Comme h coincide

dans un voisinage ouvert Uo de Xo dans U avec un homéomorphisme stable
y E SH (R"t) (voir [6]), h x 1 coincide dans Uo X Rn avec l’homéomorphisme
y x 1 de RmXRn.

(2) Soit encore h: U - V un homéomorphisme stable au point x0 E U.
Soit a l’homéomorphisme de Rm x Rm qui est défini par o (x, y) = (x, y + x) .
Soit EU= o-1 (U X U ) c U X {0}, E v = o (V X V ). Sur EU on définit un

homéomorphisme
F (x, y) = o -1o (h X h) o o (x, y) = (h (x), h (y + x) - h (x)),

donc aussi un isomorphisme f de microfibrés topologiques triviaux.
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Or h coïncide dans U 0 avec un y E SH (Rm), c’est-à-dire, pour

Si on pose

on obtient g E SC m, m’ car y = yro ... 0 yl ; avec yp 1 Up = id, et si on pose

on a

c) Cas général. Soient M et N des variétés stables de dimension m

munies des structures stables G et t. On dit qu’un isomorphisme topolo-
gique au sens des microfibrés f : (M X Rn, M, X 0, pr1 ) - (N X Rn, N, X 0, pr1 )
est localement stable au point x E M s’il exis te des cartes q : 0 - UC M de G

et y : P - V c N de t telles que x E U, f (x) E V et que l’isomorphisme au
sens des microfibrés topologiques

est stable au point q-1 (x) dans le sens de la définition 7 a).
D’après cette définition, l’ensemble des points de M, où f est stable,

est un ensemble ouvert. On dit que f est localement stable dans M si f
est stable dans tous les points de M.

PROPOSITION 11. L’isomorphisme f de la définition 7a) est localement
stable dans la composante connexe de x dans U.

D É M O NS T R A T IO N. D’après [16, §9, corollary], on peut représenter f par
un homéomorphisme global F de UxRn sur V X Rn. Supposons que F n’est

pas stable au point x E U. Soit D"z une boule euclidienne de dimension m

autour de F(x) dans V, Dm une boule euclidienne autour de x dans F-1(Dm).
Le bord de F (DT) est alors localement plat dans Dm c Rm et, d’après le
théorème de Schônflies [4], il existe un homéomorphisme a de Rm sur lui-
même qui applique F(Dm) sur Dm. On peut alors prolonger l’homéomor-

phisme a o F : Dm - Dm par extension radiale en un homéomorphisme F1
de Rm sur lui-mème et on a a- 1 o F 1 l Dm1 F = F l Dm1 . De plus, on peut pro-

longer l’inclusion Dm1 (Dm) en un homéomorphisme B de Rm dans
F-1 (D’n). On définit l’homéomorphisme H de R"t X Rn par

Si (x,y) E Dm1 X Rn, H (x, y) = F (x, y) et H E G. Supposons que H estm,n
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0

stable en un point xl E D i ; H cofncide donc dans un voisinage ouvert W
de (x1, 0) avec un élément g E SGm,n . Mais

donc H E SGm, nt et H et F sont stables en chaque point de Dm, donc aussi
au point x, ce qui contredit la première supposition. Si Fon’est pas stable
au point x, F ne peut donc être stable en aucun point de DT. On en déduit
que l’ensemble des points où f n’est pas stable est un ensemble ouvert.

D É F IN IT IO N 8. Micro fibrés s tables. Soit x = (E,M, i,j) un microfibré topo-
logique ayant pour base une variété stable de dimension m.

Soit {qK : OK - UK C M ) un système de cartes stables de M tel que
hK : (UK X Rn, UK , X 0, pr1 ) - (E Uk , UK, i, j ) soient des trivialisations

locales de r .
On dit que r es t un microfibré stable si, pour tout couple ( UK, UÀ)

de cartes avec UK Ux Uk # O, l’automorphisme hk1-o hK du microfibré trivial
(Uk n U k x Rn, U K n U, X 0, pr1) es t stable au sens de la définition 7 c).

E X E M P L E : L e micro f ibré tange nt d ’une variét é s tab le. Soit t = (Mx M,
M, A, prl ) le microfibré tangent topologique d’une variété M muni d’un

système {(pk: 0 K -+ UK C M} de cartes stables. Les germes de triviali-

sations

sont définis par des homéomorphismes HK (u,x)= (u, pK (x + p-1K (u))). On

vérifie que le germe hk-1ko hK d’homéomorphismes du microfibré trivial

qui contient l’homéomorphisme

est localement stable: (p-1k o pk coincide dans une partie ouverte 0 de

p-1(UK n Uk) avec un yESH(Rm); g (x, y) = (y (x), y (y + x) - y (x)) cotn-
cide dans un voisinage ouvert de Ox{O} dans p-1 K1 (Uk n U k-) x Rm avec

(p1-k x 1) o H-1k o HK o (pK x 1) et g E SGm,m (voir définition 7, exemples).

DÉFINITION 9. Les isomorphismes localement stables des microfibrés
stables. Soient x et x’ des microfibrés stables au-dessus des variétés
stables M et M’ de dimension m, munis des systèmes {cpk : OK -&#x3E; UK C M}
et {Yk : PX - Vk C M’} de cartes stables. Soient hK et hK des trivialisa-
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tions stables de ç,ç’ au-dessus des cartes données. Soit finalement

f : x-&#x3E; x’ un isomorphisme au sens des microfibrés topologiques. On dit

que f est stable au point x E M, s’il existe des cartes ’PK:OK -+ UK et

Yk : Pk -&#x3E; Vk telles que x E UK, f (x) E Vk et que l’isomorphisme

soit stable au point x dans le sens de la définition 7 c).

Cette définition ne dépend pas du choix des cartes UK, Vk. L’en-

semble des points de M, où f est stable, est un ensemble ouvert. D’où
résulte, compte tenu de la proposition 11, la

PROPOSITION 12. Si M est connexe, la stabilité locale de l’isomorphisme
f : x -&#x3E; x’ en un point de M entraîne la stabilité locale de f dans chaque
point de M.

On démontrera maintenant que la stabilité globale d’un automorphisme
topologique du microfibré stable x (voir 2.0) a comme conséquence la

stabilité locale.

Soit f E GO(x) un automorphisme globalement stable du microfibré
stable x= (E, Mm, i, j ) qui est égal à l’identité dans un voisinage ouvert W
de i (x) dans E. Soi t x E U C M et soi t h: ( U X Rn, U, X O, pr1 ) -&#x3E; (Eu, U, ili)
une trivialisation stable. h-1 of o h est alors un automorphisme du micro-
fibré trivial (U X Rn, U, x 0, prl ) qui contient un automorphisme global h’

d’après [16]. Soit y : Rm ... U une carte de la structure stable de M.

est alors un élément spécial de SG m,n et f est localement stable au point x.
Il résulte alors de la proposition 12:

P RO P OS IT ION 13. Tout automorphisme globalement stable d’un microfibré
stable qui induit l’identité s ur la base est localement stable.

A l’aide des résultats du paragraphe 2.1 on peut aussi démontrer
la réciproque :

P RO P OS ITION 14. Tout automorphisme localement stable d’un microfibré
stable qui induit l’identité sur la base est globalement stable.
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DÉMONSTRATION. Soit f un automorphisme localement stable du micro-
fibré stable x de base M tel que f = id et soit h une trivialisation stable

de x au-dessus d’une carte stable cp : Rm -&#x3E; U C M. L’automorphisme
h-1 of o h du microfibré trivial (U X Rn, U, x O, pr1) es t alors localement

stable. Si F est un représentant de h"’1 o f o h, (cp-1 x 1) o F o (px 1) coïncide
dans un voisinage ouvert P x Q d’un point (cp-l (x), O) E Rm X Rn, x E U
avec un élément g E SGm,n. On a donc g l P = id et g E SG (Rm, P; n).
Soit f1 E Fib (Rm, P;n) tel que

fi et go f1 sont alors stablement équivalents dans P x Rn et, d’après la

proposition 9,il existe un go E SG0 (Rm,P;n) tel que go =id et goof, =go fi.
D’où résulte que = (cp x 1) o g0 o (p-1 x 1) est un automorphisme contenu
dans SG0 (U;n), tel que f0=id,qui coïncide avec F dans la boule (px 1) of 1
autour de (x,0) et qui est égal à l’identité en dehors de KxRn, où K est
une partie compacte de U. L’automorphisme ho f0 o h-1 de xlU corncide
donc dans un voisinage ouvert de i(x) avec fl (x l U) et est égal à l’identité
en dehors de j-1 (K). On peut donc prolonger ho f0 o h-1 par l’identité en
un automorphisme f’E (GO0)(x). Comme f’-1 of est égal à l’identité dans

un voisinage ouvert de i(x), f = f’o (f’-1 of) est globalement stable.

Les propositions 13 et 14 se résument dans le

THEOREME 2. Tout automorphisme topologique d’un microfibrés stable
(qui induit l’identité sur la base) est globalement stable si et seulement
s’il est localement stable.

La démonstration de la proposition 14 permet d’énoncer le

COROLLAIRE. Tout automorphisme stable d’un microfibré stable (qui
induit l’identité sur la base) peut s’écrire comme produit de deux auto-
morphismes dont chacun est égal à l’identité dans un voisinage ouvert

d’un point de la section zéro.
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CHAPITRE III

LES MiCROFIBRÉS STABLES-EN-CHAQUE-FIBRE
ET LES ESPACES FIBRÉS STABLES

3.0. Comme il a été annoncé dans l’Introduction, nous étudions dans ce

chapitre le rapport entre les microfibrés stables de fibre RP au-dessus

d’une variété stable Mm et les microfibrés stables-en-chaque-fibre &#x3E;&#x3E;. Ces
derniers sont définis comme suit. Soit SGMOP le groupe des automorphismes
stables de Rm x RP, défini au paragraphe 2.0 ; soit SC.m,p le sous-groupe

des éléments de SGm,p qui laissent fixe l’origine de Rm X RP. Un micro- 
fibré stable-en-chaque-fibre est alors essentiellement un microfibré topo-
logique dont les limitations des germes de transformations de coordonnées
à chaque fibre contiennent un élément de SG.m,p.

Dans le paragraphe 3.1 nous démontrons, à l’aide du théorème de

Schanf Iies sous sa forme paramétrisée [20], que tout automorphisme t dou-
blemen t fibré » du microfibré topologique trivial (B x Rm x Rp, B, x 0 X 0, prl)
au-dessus d’une base paracompacte contient un autoniorphisme global
doublement fibré.

Soit kP (Mm) l’ensemble des classes d’équivalence stable des micro-
fibrés stables au-dessus d’une variété stable Mm, où les équivalences des
microfibrés sont les germes d’isomorphismes qui induisent l’identité sur
la base. En outre, soit Kms +P (Mm) l’ensemble des classes des microfibrés
stables-en-chaque·fibre, qui est défini au paragraphe 3.2. Nous démontrons
aux paragraphes 3.3 et 3.4 l’ exis tence d’un couple d’applications

associé à une variété stable Mm. T est une injection et S o T = id.
Le paragraphe 3.5 contient le théorème 3 qui établit que tout micro-

fibré stable-en-chaque-fibre au-dessus d’une variété topologique séparable
et métrisable contient un « fibre bundle * de fibre Rm X RP et de groupe

SC- Pet un seul. La démonstration est une généralisation de la méthodem.P
de Kister [14]. Elle utilise le théorème 4 qui est contenu dans le para-

graphe 3.6 et qui concerne une déformation du semi-groupe topologique des

plongements fibrés et stables de Rm X RP dans lui-méme. L’application
de la surjection S au résultat du paragraphe 3.5 nous donne l’existence
d’un fibre stable dans chaque c las se de microfibrés stables.
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L’unicité de ce fibré stable est une conséquence du théorème 5

du paragraphe 3.7, où on considère le prolongement des fibrés topologiques
de fibre RP, qui sont contenus dans des microfibrés stables·en·chaque·
fibre, en espaces fibrés de fibre R m+P qui sont contenus dans les mémes

microfibrés ; de plus, on utilise ici encore les propriétés de S et de T.

Au paragraphe 3.8 nous donnons une version du théorème de relèvement
des homotopies pour les couples formés par un microfibré stable-en-chaque-
fibre de fibre RmxRP et un espace fibré de fibre RP ; nous l’utilisons

dans les paragraphes 3.5 et 3.7.

3.1. L’existence des automorphismes globaux doublement fibrés pour

les microfibrés triviaux

Il a été démontré dans [16] et il suit aussi du théorème de Schônflies

paramétrisé [20], que tout germe d’homéomorphismes d’un microfibré trivial
contient un homéomorphisme fibré global. Dans ce travail nous avons

besoin de représentants globaux des germes d’homéomorphismes «double-
ment fibrés »; ces germes sont les équivalences f d’un microfibré trivial
topologique (B x.(Rm X RP), B, X 0 X 0, pr 1) qui contiennent un homéomor-

phisme F ayant les propriétés suivantes : F est défini dans un voisinage U
de la section zéro de B x (Rm x RP) et

Pour ces équivalences doublement fibrées, on démontre la

P R OP O S IT IO N 15. Si B est paracompact, 1"équivalence f contient un

homéomorphismes global G de (Bx(RmXRP),B,x0x0,pr1) ayant les

propri é tés :

Dans la démonstration nous utilisons le théorème de Schônflies para-
métrisé sous la forme suivante :

Soit B paracompact. Soit h un voisinage ouvert de B x Sn-1 dans
B X (Rn_{0}). Soit F : V -&#x3E; B X Rn un homéomorphisine fibré de V sur une

partie ouverte de B x Rn tel que pri oF = id, qui applique, dans chaque
fibre, les points de la composante relativement compacte de Rn - S n"’1
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dans des points de la composante relativement compacte de Rn-Fb(Sn-1).
Il existe alors un homéomorphisme fibré H de B x Rn sur lui-même tel que
H |B X Sn-1 = F |B X S n-1.

COROLLAIRE. Soit F: (BxDn,Bx.{0})-&#x3E;(BXRn,BX{0}) un plongement
fibré qui peut être prolongé sur un voisinage ouvert V de B X S n-l dans
B x Rn. On peut alors prolonger F en un homéonwrphis me fibré de B X Rn
s ur lui-même.

DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE. D’après le théorème de Schônflies,
on associée à Fl(Bx(Dn-{0}) un homéomorphisme H. On peut alors pro-
longer fi-’ o F : B X Dn --&#x3E; B X Rn en un automorphisme G de B X Rn tel que
H 0 G 1 B X Dn = F.

Le lemme suivant servira également à la démonstration de la pro-

posi tion 15.

LEMME 2. Soit B paracompact et soit U un voisinage ouvert de B x {0} x {0}
dans B x Rm x RP. Il exis te alors un automorphis me H de B X Rm X RP tel

que

DÉMONSTRATION. Soit Uo = U n (B xRm x{0}). Il existe alors une

application continue À: B -&#x3E; (0,1] telle que tous les couples (b,x) E B X Rm
avec Ixl  k(b) soient contenus dans Uo. On définit un homéomorphisme
a de B xRm sur un voisinage ouvert de B x {0} dans U 0 par:

D’après le corollaire du théorème de Schônf li es, on peut prolonger a |B X D"z
en un homéomorphisme fibré ii de B X Rm sur B X Rm X {0 1. B X Dm es t para-
compact et U1 = (B x Dm xRp) fl (a -1 x 1)(U) est un voisinage ouvert de
(B x Dm) x {0} dans (B xDm) x RP. Il existe alors une fonction continue p :
B x Dm -+ (0,1] ayant la propriété que tout triple (b,x,y) E B x Dm x RP tel
que lyl  u (b,x) est contenu dans U 1- A l’aide de u, on définit un homéo-
morphisme fibré 6 de (B X D’n) X Rp dans (a (B x D"z) X RP) fl U par :
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On prolonge (3 en un plongement de B x Rm x RP dans lui-même en défi-

nissant :

Comme B X Rm est paracompact, on peut prolonger /3 | (B X Rn) X DP d’après
le corollaire du théorème de Schônf lies en un automorphisme H de
B X Rm X Rp qui possède les propriétés (3).

DÉMONSTRATION DE LA P ROPOSITION 15. Soit F": Uo .... B x Rm l’ho-

méomorphisme qui est défini par F’(b,x)= (b,F (b,x)). Soit â défini comme
dans la démonstration du lemme 2. â -1 (Uo) est alors un voisinage ouvert
de BxS m-1 dans BxRm et, d’après le corollaire du théorème de Schônflies,
on peut prolonger F’o à |Bx Dm en un automorphisme j8 de B x Rm. Si H

es t l’automorphisme de B x Rm x Rp du lemme 2, on peut prolonger F o H:
B X D"z X DP - B X Rm X RP en un homéomorphisme j8 ’ de B X Rm X DP dans
BXRmxRP en posant:

Soit D p1 C DP. D’après Schônflies, on peut alors prolonger B’ | B x Rm x Dp1 
en un automorphisme B de B x R"t x RP tel que

Finalement G =fi o H-’ coincide avec F dans H (B x Dm x DP1) et possède
les propriétés exigées dans la proposition 15.

3.2. La définition de Kms+p (B).
Il est immédiat que le sous-groupe SG - m,p de SGm,p qui a été défini

dans 3.0 est engendré par les éléments spéciaux de SCm,p qui laissent
fixe l’origine de Rm X RP ; car, si g E SG’m,p, la proposition 8 du chapitre 2
entraîne l’existence d’un élément g, 6SG qui coïncide avec g dans un
voisinage ouvert U de zéro dans Rm X RP et qui est égal à l’identité dans
un ensemble ouvert de la forme VX,RP séparé de U. On a donc

SG*mpp muni de la topologie de la convergence compacte es t un
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groupe topologique séparé de transformations de Rm x RP. La continuité
de la symétrie g -&#x3E; g-1 sera démontrée au paragraphe 3.6, dans le corollaire
du lemme 5 ; elle est une conséquence du fait que dans SG’m,p la topologie
de la convergence compacte est la même que la topologie de la conver-

gence uniforme sur les ensembles compacts.

DÉFINITION 10. Soit B un espace topologique. On appellera is omor·

phisme stable-en-chaque-fibre tout homéomorphisme H d’un voisinage
ouvert V de la section zéro dans B X (Rm x RP) sur un voisinage ouvert de
la section zéro de B X (Rm X’RP) qui a les propriétés suivantes :

(1) H(b,x,y)= (H(b), fi (b,x), H(b,x,y)) pour tout (b,x,y) E V, H(b,O) = 0
pour tout b E B, H (b,x,0) = 0 pour tout (b,x,O) E V fl (B x R"t x {0}) ;

(2) Hb, défini par Hb (x, y) = (pr2 x pr3 ) oH (b, x, y), coïncide avec un

élément de SGm,p dans un voisinage ouvert de zéro dans Rm x RP, pour
tout b E B.

DÉFINITION 11. Soit 9 un microfibré topologique de fibre Rm+p au-

dessus de la base B, muni des germes de trivialisations

On dit que la famille {fk} est un système de coordonnées stables-en-

chaque-fibre de 9 si, pour tout couple (K , À) E K x K tel que UK fl Uk # O 
et pour tout couple FK : OK -&#x3E; VK, Fk : 0k -&#x3E; VÀ d’éléments de fK et de
fk, l’homéomorphisme Fk -1 o FK est un isomorphisme stable-en-chaque-
fibre de FK-1 (VK fl VÀ) sur Fk-1 (VK n V k). Un microfibré topologique muni
d’un système de coordonnées stables-en-chaque-fibre sera appelé micro-

fibré stable-en-chaque-fibre.

D É F IN IT ION 12. Soient 9 et 9’ des microfibrés stables-en-chaque-fibre
de base B munis des systèmes de coordonnées s tables- en-ch aqu e-fibre

On dit que 9 et 9’ sont équivalents au sens des microfibrés stables-en-
chaque-fibre (s f-équivalents) s’il exis te une équivalence topologique
f: 9 =&#x3E; 9’ telle que les éléments des germes d’équivalences topologiques
f’ u-1 o f o fK des microfibrés triviaux ((UK n V u) x Rm x RP. Uk fl V , X 0 X o,
pri) soient des isomorphismes stables·en·chaque-fibre.



204

D É F IN IT IO N 13. On notera Kms+p (B) l’ensemble des classes de s f -
équivalence des microfibrés stables-en-chaque-fibre de fibre Rm x RP

au-dessus d’un espace topologique B. Si 9 est un microfibré stable*en*
chaque-fibre, on notera 9. sa classe de s f-équivalence.

3.3. L’injection T

P ROP OSITION 16. Soit Mm une variété topologique munie d’une structure
s table 6. Soit kps(Mm) l’ens embl e des class es s tables des microf ibrés
de bas e Mm s tables par rapport à 6. Il exis te alors une app lication
injective

DÉMONSTRATION

a) La construction de T. Rappelons d’abord une simple construc-
tion de Milnor [18, theorem 5.9]. soient j : B à E 1 B et x’: E -+ E 0 -+ E
des microfibrés topologiques ayant la propriété que la base de j’ est
l’espace total de x. On note alors x 0 x’ le microfibré topologique

Soit maintenant M 1 E (x) j -&#x3E; M un microfibré stable, élément d’une

classe x’E ksP (Mm). Nous supposons que x a les germes de trivialisations
: UK x Rp -&#x3E; E (x|UK), K E K. D’après la définition des microfibrés

stables, les UK forment un système de cartesstables U= {cpK : 0K -&#x3E; UK}KEK
de M"t contenu dans la structure stable 6. Soit t11: M 4 -&#x3E; M x M pr1 -&#x3E; M
le microfibré tangent stable qui est associé au système U. et qui est

construit comme dans le chapitre 2, définition 8; si on note gK :
UK X Rm ... UK X UK, K E K, les germes des isomorphismes trivialisants de
tu, gK contient donc un homéomorphisme GK qui est défini dans un voisi-
nage ouvert de UK X 101 dans UK X Rm par

Soit pr2 : M X M - M la projection sur le deuxième facteur. pr2 induit

de x un microfibré topologique 

qui possède l’espace total
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la section zéro i*(u, v) = (u, v; i (v» et la projection j*(u, v; b) = (u, v).
On montrera que le microfibré topologique tu o pr2*(x) possède la

structure d’un microfibré stable-en-chaque-fibre de groupe SG’m,p, et que
les germes de trivialisations sont donnés par

E* est homéomorphe à Mx E (x) par un homéomorphisme a défini par

a (u,v;b) = (u,b) pour (u,v;b) E Ee Si on identifie E* avec M x E (x) à
l’aide de a, la section zéro du microfibré tu o pr*2 (x) devient l’application
io: M -- M x E (x), définie par io (u) = (u;i (u)), et la proj ection de

tu 0 pr2* (x) l’application de jo : M x E (x) -&#x3E; M définie par jo (u,b) = u.
Si l’homéomorphisme GK du germe gK es t défini dans le voisinage ouvert

VK de UKx{0} dans uKxRm, (GKx1)(VKxRP) contient

où OK est la diagonale de UK X UK’
Soit HK un homéomorphisme du germe hK : UK X RP - E (x UK) qui est

défini dans un voisinage ouvert W K de UK x {0} dans UK x Rp. AK X 101 est
donc contenu dans UK x WK et l’homéomorphisme F K = (1 x HK)o (GK x 1)
applique le voisinage ouvert

dans UK x Rm x RP sur un voisinage ouvert de io (UK) dans UK x E (x |UK).
Les germes (1 X hK) o (gK X 1) sont donc bien des germes trivialisants du

microfibré tU o pr*2 (x) dont les fibres sont des germes de RmxRP. De

façon explicite on obtient pour (u,x,y) E ZK la formule

Montrons que tU o pr*2 (x) est stable-en-chaque-fibre. Soit a l’homéo-
morphisme fibré de Rm X Rm sur lui-même qui es t défini par

Il es t clair que 6 t E SH(Rm) (voir [6]) pour tout t E R"t, car, si on pose
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et 6"t = (’ ) -1 a 6’ t, 6" t E SH(Rm) et 6t = 6" to 6’t. Si on définit
l’homéomorphisme or, de Uk xRm sur lui.méme par

UK,U est un élément de SH (Rm) pour tout u E U K et GKxl 
= (1xcpkx1)o (or,x 1)

sur VK x Rp. Il en résulte, pour u E UK fl Uk, que

D’après le chapitre 2, définition 8, (cpk -1 x 1)o Hk 1 o HK o (cpk x 1) coïncide
avec un élément k e SG m,p dans un voisinage ouvert de (cpK-1 (u), 0) dans
cpk -1 (UK fl Uk) X RP C Rm X RP. 6 k,u x 1 et 6 k,u X 1 sont des éléments de

SC Comme en plus

l’homéomorphisme (6k.u-1 x 1) o ko (6k,u x1) est un élément de SGm,p et

F-1 k,u 0 F K,u coïncide avec cet homéomorphisme dans un voisinage ouvert

de (0,0) dans Rm x RP.
Ceci montre que le microfibré tu o pr2 possède d’une façon natu-

relle la structure d’un microfibré stable-en-chaque-fibre. On note T (x’)
la classe ( tU o pr2 (x))’ de ce microfibré dans Ksm+p (Mm).

b) On démontre ensuite que T ( x’) ne dépend que de la c lasse d’équi-
valence j de j dans kPs (Mm).

Soit x’ un microfibré stable au-dessus de la base Mm qui est équi-
valent à x au sens des microfibrés stables. Il existe alors un système
de germes de trivialis ations s tables h’u: U’u x Rp -&#x3E; x’ | U’ u, u E K’ et
un système de cartes stables U = {cp’ u : 0’ u -&#x3E; U’u }u E K’, contenu dans
la structure stable de la variété M"z. On construit comme dans a) le micro-

fibré tangent stable tu’ associé à U’, avec les germes de trivialisations

g’ ; de plus, on obtient comme dans a) le microfibré stable-en-chaque-
fibre tU,opr2*(x’) ayant les germes trivialisants f ’u = (1 x h’ u) o (g’u x 1)
et les transformations de coordonnées f ’vu = (f’v) -1 ° f’u, qui contiennent
des homéomorphismes de la forme

dans la fibre au-dessus de u~E U’ u n U’v.
Les microfibrés tangents stables tu et tu’. qui sont équivalents

au sens des microfibrés stables, ont le même microfibré topologique sous-

jacent, qui est le microfibré tangent topologique t de Mm.
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Par hypothèse, il existe une équivalence f : x -&#x3E; x’ au sens des
microfibrés stables. Elle induit une équivalence topologique, qu’on note
encore f, et qui contient un homéomorphisme F d’un ouvert V autour de
i (M) dans E (x) sur un ouvert V’ autour de i’(M) dans E (x’). La projec-
tion pr2 : M x M -+ M induit alors une équivalence topologique

Compte tenu de l’identification a de la partie a), f * est le germe de l’homéo-
morphisme 1 X F : M x h -&#x3E; M X V’t ou f * = 1 x f 

A cause de (1 x F) o i o (u) = i’o (u) pour u E M et de

le germe 1 X f est en méme temps une équivalence topologique

Cette équivalence topologique est aussi une équivalence au sens des

microfibrés stables-en-chaque-fibre, car le germe local

contient dans la fibre au-dessus de l’homéomorphisme

De plus, d’après le chapitre 2, définition 9, (cp’-1 x 1)o H’-1u o f o HK (CPK X 1)
coïncide avec un élément l E SC dans un voisinage ouvert de (cpk -1 (u), 0)
dans cp-1k (UK n U’u) x RP et 6’ u,u x 1 et 6 K,u x 1 sont des éléments de

SGm,p d’après la définition de a. Comme en plus

l’homéomorphisme (6’-1 u,u x1) ol o (6k,u x1) est un élément de SG°m,p .f est
donc, d’après la définition 12, une équivalence au sens des microfibrés

stables-en"chaque’fibre.

c) T es t injectif.

Soient x et x’ des microfibrés stables contenus dans les classes

x’ et ( x’) ’ de kPs (Mm) et soit T(x’) = T ((x’)’). Il exis te donc une
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équivalence p: tuopr2*(x) -&#x3E; tu,opr*2 (x’) au sens des microfibrés

stables·en·chaque·fibre. Comme dans la définition 17, nous posons

Eo ( tu 0 pr2 (x)) = U V K pour tout (F. : ZK -&#x3E; VK) E fK et tout K E K.

Tout homéomorphisme P de p a la propriété suivante : P applique un voi-

sinage ouvert A de io (M) dans M X E (x) sur un voisinage ouvert A’ de
i’o (M) dans M xC E (x’) de telle façon que F’-1u oPoFk soit un isomor-
phisme stable-en-chaque-fibre (déf. 10) de

, pour tout couple (FK, F’ IL ); nous pouvons
supposer que

Le sous-espace

est homéomorphe à E (x) par un homéomorphisme B (u,b) = b, pour (u,b) E N.
Soit N’ le sous-espace analogue de M x E (x’). Si on note les trivialisa-

tions de j et de tu o pr*2 (x) comme dans la partie a), on voit que

On montre que ou que entratne

entraîne

On en déduit que l’homéomorphisme Q = B’o P o B -1 B (A n N ) est un

élément d’une équivalence topologique q :
Montrons que q est une équivalence stable. Il suffit de prouver que

les germes de transformations
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sont stables dans

on doit donc montrer qu’un homéomorphisme

du germe h ,,, coîncide avec un élément de SGm,p dans un voisinage ouvert
de (xo’ 0) dans cp- 1 k (UK H Il

Soit V un voisinage ouvert de xo dans cp -1 k (U k n U’u) tel que l’homéo-
morphisme stable cp’-1 u cpk y coincide avec un élément g E SH(Rm). De
plus, soit 6: Rm -&#x3E;cpk -1 (Uk n U’u) une application continue qui est l’iden-
tité sur une petite boule D’n (xo) autour de xo dans V et qui applique une
partie ouverte, non-vide, W de Rm sur un point x 1 de cp-1 (Uk n U’u)-Dm (x0).

On démontrera que le germe fu, k= f’ -1 uo p o fK d’automorphismes de

(UKn U’u)x RmxRP contient un homéomorphisme global de (Uk n u x
Rm x RP s ur lui-méme qui es t stable-en-chaque-fibre. Si on considère

d’abord II K comme un germe topologiques d’automorphismes, il résulte de

la proposition 15 que ffi 1 Kcontient un représentant global F u,k double-
ment fibres qui satisfait à la condition (1) de la définition 10. On note

Fu,k (u) l’automorphisme fibre de Rm x RP qui es t défini par

F u,k (u) laisse fixe l’origine de Rm x RP, car il corncide dans un voisinage
ouvert de (0,0) avec l’homéomorphisme

qui est un autre élément du germe fu,k | { u} x Rm x RP. De plus, cet élément
coincide dans un voisinage ouvert de zéro dans Rm xRP avec un élément

g’ E SG m,p. On a alors F u,k (u) = (F u,k (u) o g’-1)o g’ et, comme

F u,k (u) o g ’-1 est l’identité dans un voisinage ouvert de (0,0) dans RMXRP,

est un élément de SG m,p pour tout
, 
sont dans SH (R"z). On définit de plus

et on vérifie que D’ abord il es t clair que
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En outre, on trouve, pour (x, y) E W x RP, que

Pour les mêmes (x,y), si on définit l’automorphisme
il résulte que

Comme

on 

Il

il s’ensuit que G E SC m.D. 
Finalement, si on pose est l’appli-
cation diagonale d (x) = (x,x), on obtient, pour (x,y) E fJm(xo) X RP, que :

applique Dm (xo) X RP de façon homéo-
morphe sur cpk (Bm (x0)) x {0} x Rp dans (UK n U’u) x {0} x RP, et le point
(xo , 0) sur (cp, (x0), 0, 0).
En outre, F coïncide dans un voisinage ouvert de ( UK Îl U’u.) x {0} ] x {0} 
avec

donc G, d’après (3), dans un voisinage ouvert Y de
avec

D’après (1), on a

car

On peut donc remplacer P dans (4) par B’ -1 o QoB et on obtient:

pour (x,y) E Y. D’où il résulte que hp.,K est un germe d’isomorphismes
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stables cp k -1 (UK n U’u) x RP - cp’ -1 u (UK nU" ) x RP et que q est une équi-
valence stable.

R E M A R Q U E. T n’est pas surjectif. La condition suivante est nécessaire

pour la surjectivité de T. Si F est un automorphisme stable-en-chaque-
fibre de

et si A est la diagonale de cpk -1 (UK n Uk) x cpk-1 (Uk n Uk), il existe un
voisinage ouvert V de A x {0} dans cp k 1- (Uk n Uk) x Rm x RP tel que

(cp k -1 x 1) (6k x 1) o F o (6K- 1 x 1) o (cpK x 1) se décompose sur V en un produit
cprlcpK x G. En général, cette condition n’est pas remplie.

3.4. La surjection S

PROPOSITION 17. Soit Un une variété topologique munie d ’une s tructure
stable G. Soit kps (Mm) l’ensemble des classes d’équivalence stable des
microfibrés de base M"t stables par rapport à 5. Il existe alors une appli-
cation surjective

ayant la propriété S o T = id.

D ÉMONSTRATION

a) Construction de S. Soit 9 un microfibré stable-en-chaque-fibre
d’une classe 98e Kms+p(Mm), muni d’un système de coordonnées stables-
en-chaque-fibre

au-dessus d’un système de cartes stables U = ICPK: 0K -&#x3E; UK} K E K contenu
dans la structure stable 6 de Mm. Si FK : ZK -&#x3E; VK sont les homéomor-

phismes de fK , on note W la réunion de tous les ensembles

FK (ZK n UK x 101 x RP) pour tout FK dans fK et tout K E K.
On définit alors un microfibré 3 de fibre Rp en posant E (3) = W,

la base de 8 égale à Mm, la projection il de 8 égale à j 1 W et on définit
la section zéro il de 8 par il (u) = i (u) pour tout u E M, où j et 1 sont la

projec tion et la s ec tion zéro de 9. Les germes de trivialisations lK de 3 
sont définis par les homéomorphismes
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pour (u,y) dans un voisinage ouvert W K de U K x 101 dans ÜK x Rp. Pour

démontrer que 3 est un microfibré stable, il suffit de voir que les germes
de transformations

sont s tables dans cpk-1 (UK fl Uk) X RP. Si (x0 , 0) E cpk 1 (UK fl Uk) x RP, on
doit donc montrer qu’un homéomorphisme

du germe lkK colncide avec un élément de SGm,p dans un voisinage ouvert
de (xo , 0) dans cp K -1 (UK n Uk) x RP. On procède comme dans la proposi-
tion 16, c). Soit V un voisinage ouvert de xo dans cp k -1 (UK fl U’u) tel que
l’homéomorphisme stable cpk-1 ocpK y coincide avec un élément g E SH(Rm).
De plus, soit E : Rm -&#x3E; cp K-1 (UK n UX) une application continue qui est

l’identité sur une petite boule Dm (x0) autour de xo dans V et qui applique
une partie ouverte, non-vide W de Rm sur un pointxl de cp K-1(UK n Uk)-Dm(x0).
D’après la proposition 15, le germe topologique fÀK = fk-1 o fK contient un
automorphis me global Fkk de ( UK fl Uk) X Rm x Rp s ur lui-même. Pour tout
u E Uk Ïl Uk , FkK (u) lais s e fixe l’origine de Rm x RP et coïncide dans un

voisinage ouvert de cette origine avec un élément g’ E SGm,p. D’où il

résulte que

Si on pose encore

définit de plus

car pour tout (x,y) E W X RP on a

et

donc aussi

Finalement, si on pose X = cp K-1 (UK n UX) et si d : X 0 -+ XxX est
l’application diagonale d(x) = (x,x), on obtient, pour (x,y) E Dm (xo) X RP,
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(6K -1 x 1 x 1) o (cpko x 1 x 1) o (d x 1) applique Dm (xo) x RP de façon homéo-

morphe sur cpk (Dm (xo)) x {0} x RP dans (UK n Uk) x Rm x RP, et le point

(xo , 0) sur (cpK (xo), 0, 0). FÀK corncide dans un voisinage ouvert de

(UKnUk)x{0}x{0} dans (UKnUk)xRmxRP avec l’homéomorphisme

Fk-1 o Fk, où FK E fK , Fk E fk ; donc G coincide avec

dans un voisinage ouvert V de (x0 ,0) dans Dm (x0) x RP. D’après (1), on

a, pour (x, y) E (cpk -1 x 1) (WK), 

G coincide donc dans un voisinage ouvert de (xo,0) dans D"t (xo) x RP
avec (cp- 1 x 1) o Lk-1 o LK o (cpK x 1), d’où suit que lkk est un germe de

transformations stables. 3 est donc un microfibré stable d’une classe

3’E kp (Mm). On note 3’ par S(9’).

b) S est bien défini. Soient 9 et 9’ deux microfibrés stables-en-

chaque-fibre dans une même classe de Kms +p (Mm), et soit p : 9 -&#x3E; 9’ une
équivalence stable-en-chaque-fibre. On construit les microfibrés stables

3 et 6-’ associés à 9 et 9’ comme dans la partie a).
Soient fK: UK xRmxRP -&#x3E; 9|UK,KEK et f’u: U’u xRmxRP -&#x3E; 9’|U’u,

u E K’; les systèmes de coordonnées stables-en-chaque-fibre de 9 et de

9 ’ au-dessus des systèmes de cartes stables 1 = {cpK : 0K -&#x3E; UKIKEK et
U’= {cp’u : Ob % U’u}uE K’ de la même structure stable 6 de Mm. Comme
dans la définition 17, nous posons

Si P est un homéomorphisme contenu dans le germe p, P applique
un voisinage ouvert A de la section zéro 1(M) de 9 dans Eo (9) sur un

voisinage ouvert A’ de la section zéro i’(M) de 9’ dans Eo ( 9’) et, pour
tout FK E fK et F’u E f’ u, l’homéomorphis me F ’ -1 o P o Fk est un isomor-

phisme stable - en - chaque - fibre de Fk-1 (A n j-1 (UK n’ U u)) sur

F’-1 (A’ n j’-1 (Uk n U’u)), pour tout couple (K,u)E KxK’,si j et j"
sont les projections de 9 et de 9’. Il en suit que P (E (3) fl A) = E (3’) fl A’
et que P l (E (3) n A) = Q est un élément d’une équivalence topologique
q : 3 -&#x3E; 3’. On- démontre ensuite que q est une équivalence stable. On a
vu dans la partie a) que les germes de trivialis ations 1 K et l’p. de 3 et

de 3’ contiennent des homéomorphismes de la forme
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où (u,y) parcourt un voisinage ouvert W K de UK x {0} dans U x RP ou un

voisinage W’u de U’, x {0} dans U’, X RP. Si (x0,O) E cp k -1 (Uk n U’u) x RP,
on montre, comme dans la p ro p osition 16 c). q ue l’homéomorphisme

coincide avec un élément de SGm,p dans un voisinage ouvert de (xo,0)
dans cpK-1 (U K n U ’u)x RP. On définit en effet E, Dm (xo)’ V, W, F u,K E

comme dans la proposition 16 c); on a en parti-

Comm e Fu,K coïncide dans un voisinage ouvert d e 
et comme

G cotncide dans un voisinage ouvert de

D’après (1), on a, pour

G coi ncide donc dans un voisinage ouvert de (xo,O) dans

D’où suit que q : 3 -&#x3E; 6-’ est une équivalence stable, S ( 9’) = S (( 9’) 8) ,
et S es t bien défini.

c) S o T = id. Soit x un microfibré stable dans une classe x’ E k Ps (Mm)
avec les trivialisations hK: U K x RP -&#x3E; x UK, K E K, au-dessus du système
11 = ’ 0k -&#x3E; U K JK E K de cartes s tables de Mm. Comme dans la proposi-
tion 16 a), on construit le tnicrofibré stable-en-chaque-fibre 9 = tU o pri (x)
E T (x’) avec les trivialis ations
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et E (9) = M x. E (x). Etant donné que fK contient un homéomorphisme FK
défini par F K (u,x,y) = (u, HK (cpK (x +cpK-1 (u)), y)), il en résulte que

FK ( u, 0, y) = (u, HK (u, y)), pour ( u, y) dans un voisinage ouvert de Uk x {0}
dans U. X RP. Si 8 est le microfibré stable associé à 9 par la construc-
tion de S de la partie a), on en déduit:

où j est la projection de x. Plus exactement, E (3) est un voisinage
ouvert de la section zéro i1 (M) = 1(u,i(u): u E M 1 de % dans N (où i est
la section zéro de x). L ’homéomorphisme f3 = pr2 I N: N -&#x3E; E (x) applique
E (3) sur un voisinage ouvert de i (M) dans E (x). On montre, en plus, que
B l E (3) est contenu dans un germe d’isomorphismes stables q: 3 -&#x3E; 3’.
En effet, les trivialisations LK : UK x RP -&#x3E; 3 l Uk sont définies par

si HK est défini sur V K dans UK X RP, on trouve dans le voisinage ouvert

Comme x était un microfibré stable, il résulte de cette égalité que q est
un germe d’isomorphismes stables et que x’ = 8. = So T (x’).

3.5. Es paces fibris, microfibrés et s urjectiôn S

DEFINITION 14. On dira qu’un espace fibré au sens de Steenrod [23] et
de fibre Rm+p est un fibré stable-en-chaque-fibre s’il est muni du groupe

SGm,p. On appellera mf-équivalence l’équivalence des espaces fibrés au
sens des microfibrés, f-équivalence l’équivalence des espaces fibrés au

sens des espaces fibrés de Steenrod.

PROPOSITION 18. Deux espaces fibrés stables-en-chaque-fibre qui sont
f-équivalents sont aussi mf-équivalents de façon stable-en-chaque-fibre.

Cette proposition est évidente, car, si GK : UK xRm XRP ... çl UK’
K E K, et G’u : U’ Il x Rm xRP - 6’l U’u, u E K’, sont deux trivialisations
des espaces fibrés stables-en-chaque-fibre ç et 1’ et si f : ç -&#x3E; e’ est une
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f-é quivalenc e, es t une application continue

UK fl U’ -&#x3E; SGm,p et automorphisme G u,k de ( UK fl U’u) x Rm X RP quiU K n U’u -&#x3E; SGm,p et l’automofphisme C de (U K n U ’u) X Rm X RP qui
est associé à g u,k satisfait aux conditions de la définition 10.

DÉFINITION 15. Soit G ° le sous-groupe des éléments de Gm,p (2.0)
qui laissent fixe l’origine de Rm x RP. Supposons G m,P muni d’une topo-
logie comme SG m ,P. On pose G o,P = C p.

On appelle (espace) fibré stable un espace fibré dont la base est

une variété stable Mm et qui est un microfibré stable. Si G p est le groupe
du fibré et j sa projection, il existe un système de coordonnées stables

19K: 0k -&#x3E; UK} kEk de M et des trivialisations HK : UK x RP -&#x3E; j-1 (U K)
tels que les homéomorphismes fibrés

cotncident avec des éléments de -SC dans des voisinages ouverts des
points de cpK -1 ( UK fi Uk) x 101.

P RO P OS IT ION 19. Soit Mm une variété stable munie d’un atlas stable 6

et soit kps (Mm) l’ensemble des classes des microfibrés de fibre Rp et

stables par rapport à 6. Si 9’ E Kps+m (Mm) contient un espace fibré
stable-en-chaque-fibre, S(9’) E kps (Mm) contient un espace fibré stable

par rapport à 6.

DÉMONSTRATION. Soit ç un fibré stable-en-chaque-fibre de la classe 9’ 
ayant les trivialisations FK : U K x Rm x RP -&#x3E; ç l U K au-dessus d’un sys-
tème de coordonnées stables {cp k: 0K -&#x3E; U K }KE K de Mm. A partir des auto-
morphismes Fk -1 o FK = FÀK stables-en-chaque-fibre de (UK fl Uk)xRmxRP,
on définit des automorphismes Lkk de (UK n Uk) x RP par

Il résulte de que

Lp.ÀoLÀK = L uk sur (ÚK fl ux n U’u)xRP. Aux LÀK on associe les appli-
cations continues ayant les propriétés

D’après [23, theorem 3.2], il existe un fibré topologique 11 de groupe Gp 
et un seul (à une f-équivalence près) ayant les transformations de coordon-
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nées lkK et les trivialis ations L K(uy). La stabilité de (cpk-1 x 1) o Lk -1 o LK o
(YK x 1) se démontre alors comme dans la proposition 17 a).

DÉFINITION 16. On dit que deux espaces fibrés stables sont stablement

f-équivalents s’ils sont f-équivalents et si la f-équivalence associée est
une mf-équivalence stable.

D É F I N I T IO N 17. Soit’9 = (E,B,i,j) un microfibré s table·en·chaque·f ibre
muni des trivialisations fK : uKx,RmxRP -&#x3E; 9 | UK,KEK. Si FK : 0k -&#x3E; VK
sont les homéomorphismes de fK, on note Eo (9) la partie ouverte de E
qui es t la réunion de tous les V Kt pour tous les F K dans fK et tout K E K.
On dit que 9 contient un espace fibré stable-en-chaque-fibre s’il existe

un voisinage ouvert E1 de i (B) dans E tel que (j l E1 : El -+ B) = ç soit
un espace fibré stable-en-chaque-fibre et si l’inclusion E1 C Eo (9) est
contenue dans une équivaience ç -&#x3E; 9 au sens des microfibrés stables-

en·chaque·f ibre.

Soit în l’abréviation exprimant que tout m.icrofibré stable-en-chaque-
fibre au-dessus d’un complexe localement fini de dimension n contient

un espace fibré stable-en-chaque-fibre.
Soit ê l’abréviation exprimant que deux espaces fibrés stables-en-

chaque-fibre qui sont contenus dans le même microfibré stable-en-chaque-
fibre sont y-équivalents. t

PROPOSITION 20. fn e t &#x26;n s o nt vrais p o ur to ut n.

DÉMONSTRATION PAR RÉCURRENCE par rapport à n (comparer [14]).

a) j= 0: 9 = (E,{b},i, j) es t un microfibré trivial. Soit F : 0 -&#x3E; V CE

un homéomorphisme, élément d’un germe f : {b} x Rm x Rp -&#x3E; 9 du système
de 9. 0 contient un produit Dm x Dp de boules autour de l’origine dans
Rm et Rp. Soit am un homéomorphisme de Rm sur Dm qui est égal à l’iden-
tité dans un voisinage de zéro. On pose:

e = (jl E1 : E1 -&#x3E; B) est alors un espace fibré trivial muni de la triviali-
sation H. De plus, F -1 0 H (b,x,y) = (1 x am X ap) (b,x,y) pour (b,x,y) E
{b}xRmxRP, F-1 o H coïncide donc avec 1 E SG m,p dans un voisinage
de 0.

&#x26;0 est évident car tous les espaces fibrés contenus dans 9 sont triviaux.
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b) On démontre que 5:n-1 et isn-1 entraînent fn
Soit 9 = (E,K,i,j) un microfibré stable-en-chaque-fibre au-dessus

d’un complexe localement fini K de dimension n, muni de germes de trivia-
lisations f 3 F : 0 -&#x3E; V. On montre d’abord que, pour tout simplexe On C K
de dimension n, le microfibré stable-en-chaque-fibre 9’ On contient un

espace fibré çA qui est stable-en-chaque-fibre et trivial. D’après le théo-
rème de relèvement des homotopies énoncé au paragraphe 3.8 dans la pro-

position 30, 9 | A est mf-équivalent au microfibré trivial au-dessus de A

de façon stable-en-chaque-fibre. Soit L : Q -&#x3E; W un homéomorphisme de
la mf-équivalence correspondante l : A X Rm X Rp -&#x3E; 9| A; on limite L de

telle façon que W C Eo (9|A). Comme A es t compact, Q contient un pro-
duit A X Dm X Dp, où Dm, DP sont des boules autour de l’origine dans
R"z, RP. On pose

avec am , aP de a). Alors ( j l E (çA) : E (çA) --&#x3E; A) est un espace fibré trivial,
avec la trivialisation h0, qui est contenu dans 9 l A. Soit P une partie
ouverte de E qui contient i (K) telle que j-1 (A) fl P C E (çA). Soit K n-1
le squelette de dimension n-1 de K. Nous appelons 3 le microfibré stable-

en-chaque-fibre (j-1 (K n-1) np,Kn-1,i’,j’) dont la projection j’ et la

section zéro i’ sont les limitations de j, i et dont les trivialisations sont
les trivialisations de 9: Eo (3) = Eo (9l K n-1 ) n P. D’après fn-1, 3
contient un espace fibré q qui est s table- en-ch aque-fibre.

On choisit un A fixe. D’après la construction précédente, la fibre

de l’espace çA au-dessus de b est contenue dans la fibre de l’espace n 
pour tout b E a0. De plus, n |dA et çA â0 sont tous les deux, contenus
dans t))3A. D’après isn-l» ils sont f-équivalents. Il existe alors une

f-équivalence q: E (çA l dA) -&#x3E; E (n l (dA) ayant la propriété que, pour toute

trivialisation H n : Un X Rm x RP -&#x3E; E (711 Un) de q avec U17 fl dA # 0, on a
H-1 n,b o qb o hA,b E SGm,p pour tout b E U n dA.

Si on pos e hn = q o hA ad X Rm X RP, on a

Soit SE’m,p le semi-groupe topologique de la définition 18 au paragraphe 3.6.
On définit une application continue y: dA -&#x3E; SE m,p par
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On constate d’abord que yb est un plongement de Rm x RP dans lui-méme ;
en outre, on a, pour b E Un, 

et, comme 711 â0 et çA l dA sont contenus dans 91 ad, il existe des homéo-
morphismes F1 et F2 de trivialisations de 9 l dA tels que F-1 1 b o Hn,b et
F-1 2,b o hA,b soient des plongements stables-en-chaque-fibre de Rm X RP
dans lui-même; d’où résulte que

es t un élément de SE* 
o

Soit A1 un n-simplexe concentrique dans A. On identifie les points
de (A-A1) avec ceux de dA x [0,1] de telle manière que b E dA coincide
avec (b,o). Soit F: SE 8m.p x [0,1] -&#x3E; SEm,P l’homotopie qui est construite
dans le paragraphe 3.6 au théorème 4. Pour tout point (b,t) E (A-A1), on
pose F (yb, t) = Yb et de plus

et

On construit maintenant des trivialisations qui font de (jle1:
E1 -&#x3E; Kn-1 U A) un espace fibré stable-en-chaque-fibre e qui est contenu

dans o 9 l (K n-1 UA). Nous donnons d’abord uneotrivialisation au-dessus
de A. On définit un homéomorphisme g de (A-A1)xRmxRP sur E’ par

on définit de plus, pour tout (b,1) E dD1 et (x, y) E Rm X RP,

Comme g l dA 1 x Rm x RP est un homéomorphisme de dA1 X Rm X RP sur

hA (dA1 X Rm X RP), eb (x,y) est continue en (b,x,y) et, comme yb E SGm’m,p 
on a eb E SGm,p. On obtient alors un homéomorphisme HA de A x Rm x RP
sur E1 fl j-1 (A) en posant
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D’après la définition de eb, on a l’égalité

HO es t donc bien défini.

On démontre ensuite que jl E1 est trivial au-dessus de voisinages
ouverts des points (b,0) E dA dans Kn-1 U A. Soit U 1 un voisinage ouvert
de (b,O) dans Kn-1 au-dessus duquel il existe une trivialisation hl :
U 1 X Rm X RP -&#x3E; j-1 (U1) n E(q) de l’espace fibré n ayant les propriétés
j o hl (u,x, y) = u et hl (u,0,0)= i (u). Pour tout u E U1 fl dA et (x,y) E RmXRP,
on définit

1 est continue en (u,x,y)
On pose maintenant

De plus, on définit un homéomorphisme Hu de
par

En raison de

la trivialisation Hu est bien définie.
On vérifie que ç = (j’ l E 1 -&#x3E; K n"1 UA, {H°A, HU,Hn}) est un espace fibré

stable-en-chaque-fibre.
Car soit d’abord b = (u,, t) E U 2’ 0  t. Alors

0

est un homéomorphisme de (AX,RmXRP) sur lui-même, (cu)-1 o eu est

un élément de SGm,p et la transformation de coordonnées associée

0 fl U -&#x3E; SG’ m,p es t continue. 

et, comme H et hi sont des trivialisations du même espace fibré 7y, la

transformation associée U n Un --&#x3E; SC ’ est continue. ç est contenu
dans le microfibré 9 l K n-1 UA. Il est clair tout d’abord que

En outre, soit F : 0 -&#x3E; V un homéomorphisme
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contenu dans un germe trivialisant de 9 l Kn-1 U A. On doit alors démon-

trer que F-1 o HoA es t un isomorphisme stable- en- chaque- fibre de

Mais on peut factoriser

est un plongement stable-

en - chaque - fibre de A X R"z X RP dans lui - m éme qui applique

un isomorphisme stable- - en - chaque- fibre de sur

O n F -1 (E (ç l A)) car çoA est contenu dans 9 l A. F-1 o H oA a donc la

propriété exigée dans la définition 17. La propriété correspondante à
raison que F -1 o Hv applique (UxRmxRP) n H-1(V) de façon homéo-

morphe et stable-en-chaque-fibre sur 0 n F-1 (E(çl U)), est une consé-
quence de

On vient de démontrer de façon détaillée que 91 K n-l U A contient
un espace fibré stable-en-chaque-fibre. En répétant cette construction

pour tous les n-simplexes de K, on obtient un espace fibré qui est contenu
dans 9.

c) fn entraîne 6;n. Soit A19 A 2 ,..., Aa,... (a  ao) l’ensemble

bien ordonné des simplexes de K qui ne sont pas contenus dans le bord

d’un autre simplexe de dimension plus grande. Soit 9 = (E,K,i, j) un micro-
fibré dans la classe §° E Kms +p (K) et soient Çl et Ç2 deux espaces fibrés
stables-en-chaque-fibre qui sont contenus dans 9. On peut supposer que

E (ç1) c: E (ç2), car, d’ après fn, le microfibré s table·en-chaque·fibre
(E (ç 1) n E (e2), K,i,j  l E (ç 1) n E (Ç2)) contient également un espace fibré
stable-en-chaque-fibre. Soit f o : E (ç1) U -&#x3E; E (Ç2) l’inclusion. Si

sont les trivialisations de el et de Ç2’ il résulte que, pour tout u E K,



222

on utilise ici le fait que E(e2 ) est contenu dans £0(9). Soit N(Aa) l’adhé-
rence du premier voisinage régulier de Aa dans K (voir [8], chapter II,9),

La démonstration qui suit fait usage de la récurrence transfinie.

Nous supposons que, pour tout B  a, il existe un plongement stable-en-
chaque-fibre fa : E (ç1) -&#x3E; E (ç2) ayant les propriétés suivantes :

pour tout u E U K n U’1l et tout (K, u).
est une f-équivalence stable-en-cha-

que-fibre.

(3) Pour chaque point p E ((E(ç1) - j-1 (N A B))) il existe un y B 
tel que fB (p) = fB.(p) pour by  B’  B.

Si a-1 existe, on pose ga = fa-1 : E (ç1) -&#x3E; E(Ç2); sinon on pose

ga = lim fa . Cette limite existe et est un homéomorphisme de E(el)
B -&#x3E; a

dans E (ç2).
Pour démontrer cette affirmation, on démontre d’abord que, pour tout

point q E K, il existe un voisinage ouvert U dont l’intersection avec N(A),
A E K, est vide sauf pour un nombre fini de A E K. Car soit a E K; si

6 n N (6) # O, l’inclusion N(0) c N° (A) (voir [8], lemma 9.7, p.72)
entra-ine or fl N° (4) # O. Il exis te alors un sommet A E 6 tel que A E A.

Si l’intersection de Q avec N(A) était non-vide pour un nombre infini des

A, un A E 6 ferait partie d’un nombre infini de A; mais K est localement
fini. Soit q E a. On forme le sous-complexe N° (a) de K. Chaque simplexe
T E N° (Q) ne coupe qu’un nombre fini de N (A), donc il en va de même

pour N° (u). Soit m ainten ant p E E (ç1). On pose j E (ç1) = j1. Il exis te

un voisinage ouvert V de pr, (p) E K qui coupe tout au plus un nombre
fini de N (A B), B a. S’il existe un tel B, on note par B0 le B maximal;
sinon on pose B0 = 1. On a alors

Car soit B1 l’élément consécutif à 130; on a alors

et, d’après (3), il existe pour tout q E j i 1 (V) un yq  f31 tel que yq y B1 ;
d’où résulte que fa 0 (q) = f B1 (q) pour tout q E j -1 1 (V). Soit maintenant

B  a et supposons que fB l j-1 (v) = fB0 l j -1 1 (V) pour tout B’ tel que
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B0  B’  B. Dans ce cas, on a encore j-1 1 (V) C (E (ç1) - j-1 (N(A B))) et,
pour tout q E j -1 1 (V), il exis te un yq  (3 tel que f y (q) = fB (q) pour tout y
tel que yq y  B. Il en résulte que fa (g) = (Po (g) pour tout g E jîl (V)
et que ga exis te et applique E (ç1 ) sur E(Ç2) de f açon homéomorphe.

Soit maintenant u e K. D’après (4), il existe un j8  a tel que

ga,u = fB ,u D’où suit que

pour tous les couples (K, IL), où G K,U et G’ u,u ont un sens. Si fa applique
la fibre de ’1 au-dessus de u sur la fibre de e2 au-dessus de u, il est

(jlga(E(Ç1)): (ga(E(Ç1)) -&#x3E; K) est un espace fibré stable·en·chaque·
fibre rja au-dessus de K muni des trivialisations

Comme N (Aa) es t contractile, na l N(Aa) et ç2 l N (Aa) sont tous les deux

f-équivalents au fibré trivial N (Aa) x Rm X RP. Soient

les f-équivalences correspondantes. Si on pose d a -1 0 ca (u,x,y) = (u,hu(x,y),
on a hu E SE m,p ; cela résulte de

de (5) et du fait que ca , da sont des f-équivalences.
h: N (Aa) -&#x3E; SEm,p es t continu. Soit t : K - [0,1] une application

continue telle que t (K - N(Aa)) = 0 et t(Aa) = 1. Si F est l’homotopie
du théorème 4 du paragraphe 3.6, on pose hu t = F (hu’, t (u)) et on définit

le plongement fibré H : E (na) -&#x3E; E (ç2 ) par

Si on pose finalement fa = Ho ga, on vérifie que fa possèd e les

propriétés de récurrence (1), (2), (3). Car soit d’ abord j (r) = u E K-N (Aa);
dans ce cas H (r) = r, donc
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Si ga applique la fibre de Çl au-dessus de u sur la fibre de ç 2 au-dessus
de u, il est clair que G’ -1 u,u o fa,u oG k,u En particulier, fa esta,u K,u o m sP

une f-équivalence au-des sus de KfJ fl (K - N (Aa)) pour tout f3  a.

Pour u E A a,on a t (u) = 1, donc h u 1 e SG’m,p d’après le théorème 4, et fa
est une f-équivalence au-dessus de Aa, Si u E N(Aa) et si ga applique la
fibre de el au-dessus de u sur la fibre de e2 au-dessus de u, il en résulte

que d-1 oc E SG m,p et, d’après le théorème 4, h u t E SGm,p pour tout t.a,u a,u m p t 

fa est donc une f-équivalence au-dessus de Ka. On vérifie facilement la
troisième propriété de récurrence et on obtient que lim fa est une

a-&#x3E;ao

f-équivalence du couple ç1, Ç2 t ce qui démontre &#x26;n.

Comme premier corollaire de cette proposition, on obtient le

THÉORÈME 3. Si B es t un rétracte de vois inage de RN (par exemple une
variété topologique séparable et métrisable), tout microfibré stable-en-

chaque-fibre au-dessus de B contient un espace fibré stable»en-ch,aque·
fibre et un seul, à une f-équivalence près.

D É M O NS T R A T IO N. B est contenu dans une p,artie ouverte V de RN ; soit

p : V - B la rétraction associée. Si 9 est un microfibré stable-en-chaque-
fibre au-dessus de B, p* (9) est son extension à V. Mais on peut trianguler
V et appliquer la proposition 20.

Une deuxième conséquence de la proposition 20 se formule comme
suit :

P RO P OSITION 21. Si deux espaces fibrés stables-en-chaque-fibre au-

dess us d’une variété topologique séparable et métrisable sont équivalents
au sens des microfibrés stables -en- chaque -fibre, ils sont aussi f-
équivalents.

DÉMONSTRATION. Soit f : 1 - ç’ une mf-équivalence stable-en-chaque-
fibre et soit F : U -+ E (ç’) un représentant de f. D’après le théorème 3,
U contient l’espace total E (Çl) d’un espace fibré ç1 stable-en-chaque-
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fibre muni des trivialisations BK. ’1 est contenu dans ç; d’après le même

théorèmes et ç1 sont donc f-équivalents. De plus l’espace fibré F (ç1)
ayant l’espace total F (E (’1» et les trivialisations F o HK est f-équivalent
à 81 et contenu dans ç’. D’après le théorème 3, F (ç1) est finalement

f-équivalent à 1’.

PROPOSITION 22. Toute classe d’équivalence stable de microfibrés
stables au-dessus d’une variété topologique séparable et métrisable munie
d’une structure stable contient au moins un espace fibré stable.

DÉMONSTRATION. Si x’ est une classe d’équivalence de microfibrés
stables, il résulte de la proposition 16 que T(x’) est une classe de

sf-équivalence de microfibrés stables-en-chaque-fibre. D’après le théo-

rème 3, T ( j*) contient un espace fibré s table·en·chaque·fibre. Il suit alors

de la proposition 19 que S o T (x’) contient un espace fibré stable et,

d’après la proposition 17, on a S o T ( j*) =

3. 6. Une déformation de l’espace des p lôngements f i brés de RmxRP

dans lui-même.

L E MM E 3. Soit Z un espace topologique et soit El une partie non-vide
de Zx[0,oo). Soit E le sous-espace de El X RP défini par la condition

que (z,a,y) E E si et seulement si (z,a) E El et lyl a. Soit f: E -&#x3E; RP

une application continue ayant la propriété f (z,a,O)= 0 pour tout couple
(z,a) E E1. Alors r(a,z) = min l f(z,a,y) 1 est une application continue

lyl = a
de E 1 dans R.

La démonstration ne présente aucune difficulté.

DEFINITION 18. Soit SE m,p le semi-groupe des plongements fibrés de

(RmXRP,RmX{0}) dans lui-mème qui laissent fixe l’origine de Rm x RP
et cotncident dans un voisinage ouvert de cette origine avec un élément
de SG:nltP. SEmsp , muni de la topologie de la convergence compacte

(C-0-topologie), est alors un semi-groupe topologique (c’est-à-dire : la

multiplication est continue). L’application canonique SEm,p x Rm x RP -&#x3E; 

Rm x RP est continue.

SG.*, est un sous-semi-groupe topologique de SEm,p. Soit SBm,p
le sous-semi-groupe des éléments de SE. qui induisent l’identité sur
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la base R"z. Soit SFm,p le sous-semi-groupe des éléments de SEm,p qui
appliquent {0} RP sur lui-meme.

LEMME 4. Soit R+ = [0,,,o) et soit

Soit E le sous-espace de El X RP qui est défini par la condition que

(g,h; b; x,y) E E si et seulement si lyl  b. En outre, soit

H = {(h,u,v) E SB m,px Rm X RP: 3 (x,y) E Rm x RP tel que (u,v) = h(x,y)j.
L application li: E - X, définie par IL (g,h; b ; x,y) = (g,h(x,y)), est alors
continue.

DÉMONSTRATION. Soit 0 ouvert dans X et p.(eo) E 0, eo = (g0, h0 , b0 ; 
xo, yo) E E. Comme X est muni de la topologie induite, il existe une partie
ouverte U1 X U de SBm,p X (Rm X RP) telle que u(eo)E(U1XU) nXCO.
La continuité de l’opération SBm,p X Rm X RP -&#x3E; Rm x RP entraine l’exis-

tence de voisinages ouverts V de ho dans SB m,p et W de (xo, yo) dans
Rm x Rp tels que V x W -&#x3E; U. N = U1 X v X R+. X W est alors ouvert dans

SB X SB X R+ X Rm, donc N fl E ouvert dans E, non-vide, car eo E /V fl E,
et u (N n E) C 0.

LEMME 5. Soit X l’espace du lemme 4. L’application v: X -&#x3E; RmxRP,

définie par (h, u,v) = h-1 (u,v) est continue.

DÉMONSTRATION. Soit D une (m + p)-boule fermée autour de ho 1 (u0, vo)
dans RmxRP. ho (D) est alors ouvert dans RmxRP. Soit K une (m+p)-
boule fermée de rayon r autour de (uogvo) dans ho (D). Soit, de plus,
d = min  l(u,v) - ho (x,y) lpour (u,v) E k et (x,y) E D. On pose f = min(r,d/2)
et on forme

W(ho,D,e) = {h E SBm,p: l h (x,y) - ho(z,y)l  c pour tout (x, y) E D.

W (ho , D, E) est un ensemble ouvert contenu dans la base de laC-0-topologie
de SB m,p, car dans SB m,p la C-0-topologie coincide avec la topologie de
la convergence uniforme sur les ensembles compacts. Pour tout h E

.

W(ho, D, E), on a K C h (D) ; on remarque d’abord h (D) fl K = 0; le complé-
ment de h (D) dans RmXRP est la réunion disjointe des ensembles ouverts
h (D) et RmxRP-h(D). En outre, K n h (D) # O, car, si on pose
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h0-1 (u0, v0) = (xo, yo), on voit que |h(x0,y0) - h0 (x0, y0)| o E  r. Comme
K est connexe, il en résulte que K C h(D). W(h0 , D, E) X K est alors un

0 0

voisinage ouvert de (h0 , u0 , v0) dans X tel que v (W X K) C D.

COROLLAIRE. SC. muni de la C-O-topologie est un groupe topologique.m.p

DÉMONSTRATION. Les lemmes 4 et 5 restent vrais si on remplace partout

SBm’p par SE°m.p. L a limi tation de v à SG°m.p X Rm X Rp donne une appli-
cation continue SG°m.p X Rm X Rp -+ Rm X Rp à laquelle on associe l’appli-
cation continue SG°m.p -+ SG m *,p définie par h -+ h-1. 

PROPOSITION 23. Soit Q le sous-espace des éléments

ayant la propriété

Il existe alors une homotopie

ayant les propriétés :

DÉMONSTRATION

définit une homotopie 

pour

pour

pour

pour
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L’application Ot : A X Rm X Rp -+ Rm x Rp qui est définie pour t E [0,1] par

est continue et, pour tout a E A, on obtient ainsi une isotopie Ot(a) de
Rm X Rp sur lui-même ayant les trois propriétés suivantes :

(4) 0. (a) est l’identité de Rm X RP pour tout a E A ;

(6) O1 (a) es t un homéomorphisme de A2 sur A 3 .

2. Soient E, El, li et v définis comme dans les lemmes 4 et 5.

pr2 o vo C 03BC ; E -+ RP est alors une application continue de la forme

D’après le lemme 3, l’application

es t une application continue de El dans R. A l’aide de r, on construit

deux autres applications con tinues Q X R"i X RP - B X RP, où

B = SB x SB x A x Rm.

a) On définit d’abord

Si on pos e, en outre:

on vérifie que

est une application continue



229

est une application continue Q X Rm x Rp -+ B X RP.

3. On définit une application fibrée K : B X Rp -+ B X Rp qui induit
l’identité sur la base B en posant K (g, h; a; u, v) = (g, h; a; h (u,v». D’après
le lemme (6.4) de [18], K est un homéomorphisme qui applique B X,RP sur
une partie ouverte de lui-même.

- 

est une partie fermée de B X RP.
On vérifie facilement que K (C) est également fermé dans B X Rp ;

car soit (g° , ho; a° ; u° , vo) E (B X RP - K (C)), Dm une boule fermée autour
de uo dans Rm, c = aD, ho (D"z X Dpc) = P. La distance d = d (P, (uo, vo» &#x3E; 0.

4 0

Soit E une boule ouverte autour de (u0, vo) dans Dm X RP telle que rayon
E d/4. On recouvre P d’un nombre fini de boules ouvertes Ki autour de
ho (xi, yi), (xi , yi) E Dm X Dpc, telles que rayon Ki  d/4. Si on pos e

, on trouve d(0,E) &#x3E; d/2, h0-1 (0 ) es t une partie ouverte de

Rm X Rp et D’n X.DP C h0-1 (0). Il existe alors un b &#x3E; c tel que D’n X Dpc C
h0-1 (0) et, pour tout

on déduit que

Si U est un voisinage ouvert de go dans SBm.p, on voit finalement que
l’intersection de

K ( C) es t vide.

A l’aide de l’application O1 : A X Rm x Rp -+ Rm X Rp qui a été

définie dans 1. on définit t : ’ B X Rp -+ B X RP par

Si on note pr la projection .B x.RP .... Rm XRP, l’application
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est continue et de la forme 

il en résulte que 1(g,h; a; x,y) = (x,y). On peut donc prolonger 1 en
une application continue B X Rp -+ Rm X Rp en posant

Avec p de 2. a), on forme E o p : Q x Rm x Rp -&#x3E; Rm x RP. L’appli-
cation induite £ o p (q) : Rm X Rp -&#x3E; Rm x RP, pour tout q E Q, est alors

un élément de , car, en posant

on voit que

Sop a en outre la propriété On notera

6 l’application qui es t associée à E o p.

4. De manière analogue à 3, on définit un homéomorphisme fibré K’
de B X RP dans lui-méme par K’(g,h; a; u,v) = (g,h; a; g (u,v)). K’(C) est
alors fermé dans BxRP comme K (C). En définissant une homotopie

t t : B x Rp -&#x3E; B X RP pour t e [0,1] par

avec et de 1, on obtient une homotopie

delaforme Yt(g,h;a;x,y) = go Ot(a)og-1(x,y).Pour(g,h;a;x,y)EKO(é),
on a Yt(g,h a;x,y) = (x,y); on peut donc prolonger Yt de façon évidente
sur B X RP pour tout t E [0,1].

Avec p’ de 2. b), on forme Y t o P’: Q X Rm x,RP -&#x3E; Rm x RP pour tout
t E [0,1]. L’homotopie induite

possède alors les propriétés :
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où A (ri) est défini comme

et il existe une homotopie

5. On pose finalement cpt (q) = 6-1 (q) o Yt (q) o 6(q) pour tout q E Q.
Comme SG’ n SB est un groupe topologique (voir le corollaire du lemme 5),

cp t: Q -&#x3E; SGm,P n SBm,P est une application continue. On vérifie facilement
que cpt satisf.ait aux conditions (1), (2), (3) de la proposition 23.

LEMME 6. Pou,r tout 

Soit de plus A (ri) = 1(x,y) E R"z X,RP: l y l  ri}. Il existe une application
h de SBm,p dans lui-même ayant la propriété h (g) (Rm X Di P) = A (ri) pour
tout i. De plus, h applique le sous-groupe SG.nSB dans lui-même, de
même le sous-semi-groupe SBNSF 8.

h est continue si h(g)(x,y) est continue en (g,x,y). Comme l’application
(g,x, y) -&#x3E; g (x, y) de SB X. Rm x RP dans Rm X RP es t continue, il résulte

du lemme 3, si on y pose E1 = SB xRmxN et f (g,x,i, y) = pr2 o g (x, y),
que ri(g,x) es t continue pour tout i = 1, 2, ... , donc auss i pour i = 0,
en (g,x). D’après la construction, h(g)(x,y) est alors continue en (g,x,y).

LEMME 7. Soit y: SBMOP x [0,1) -&#x3E; SBMOP une application continue. On
pose y (g,t) = gt et on s uppos e que gt l Rm x Dpn = g 1-(1/2y l Rm X Dp
pour tout t E [1 -(1/2)n, 1) et n = 1, 2, ... On peut alors prolonger y de

façon continue s ur SBm,p x [0,1].
Démonstration: voir [14], proposition 5.



232

PROPOSITION 24. Il existe une homotopie relative

ayant les propriétés :

pour tout

pour to ut

DÉMONSTRATION

a) Par récurrence, on construit d’abord une homotopie relative

(t E [0,1]) ayant les propriétés :

(9) ao (g) = h(g), si h est l’application du lemme 6 ;

Premier temps : Comme on déduit du lemme 6 que 

d’après la proposition 23 (3). La relativité de at est une conséquence de
la relativité de h(g).

Deuxième temps : On pos e q2 = (g, a 1/2 ; ( 1,2,2,3)) et on forme cpt (q 2).

De plus, on définit pour

la proposition 23 (1), at est continue pour et possède les pro-

priétés :
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En outre, at est relatif, car a.1 est relatif.

Par récurrence, on obtient pour tout n E N une homotopie relative

pour , qui possède les propriétés :

D’après le lemme 7, on peut prolonger at à l’homotopie cherchée

pour tout t 6 [0,1].

b) De façon similaire, on construit une homotopie

ayant les propriétés :

Premier temps : A l’aide des ri du lemme 6, on définit une homo-

topie cp 1t = cp t : SBm,p -&#x3E; SG * par l’application associée

cp est alors continue en (g,x,y), car tous les ri sont continus en (g,t,x);

n-ième temps : Oh pose
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et on définit cl par

est alors continue en (g,x,y,t) et on pour tout

On pos e

On en déduit que

Finalement on applique le lemme 7.

c) On définit l’homotopie r :

T est continue sur SBm,p X [0,1/2], car l’application associée

SBxRm xRPx[0,1] --&#x3E; R"’XRP se compose des applications continues

suivantes :

avec X du lemme 4, définie par

(1 x v) : SB X X -&#x3E; SB x Rm X RP, avec v du lemme 5, qui applique

et finalement

SB X Rm X RP -&#x3E; Rm X RP, l’application canonique telle que
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De la même manière, on vérifie la continuité de l’application

r satisfait aux conditions (7) et (8) de la proposition 24 et possède
les propriétés de relativité exigées.

D’après la définition de SG m,p, le groupe SG m,o contimnt les élé-

ments de SH(Rm) qui laissent fixe l’origine: SG m,o = SH. (Rm). SE. 0
est le semi-groupe des plongements de Rm dans lui-mème qui laissent

fixe l’origine de Rm et qui coïncident dans un voisinage ouvert de cette
origine avec un élément de SGm,o. 

SE. m,p possède des propriétés analogues à celles de SEm,p énon-
cées dans la proposition 24. Plus précisément, on a la

PROPOSITION 24". Il exis te une-homotopie relative

ayant les propriétés :

po ur tout

pour tout

La démonstration reprend celle de la proposition 24. Nous pouvons
donc nous contenter d’énoncer ici les lemmes nécessaires, analogues à
ceux déjà démontrés.

LEMME 4’. Soit El = 1(g,h; b) E SE.m,o X SE m,o X R+ : h(x) E Im g pour
lxl  b}. Soit E la partie . de , E1 X Rm ayant la propriété (g,h; b,x) E E si
et seulement si lxl  b. De plus, soit X = {(h,u) E SE.m,o X Rm: 3 x E R’n
te l que u = h(x)}. L’application u(g,h; b,x) = (g, h (x)) de E dans X es t

alors une application continue.

LE MME 5’. Soit X comme dans le lemme 4’. L’application v(h,u) = h""’1 (u)
est une application continue de X dans Rm.

PROPOSITION 23’. Soit Q le sous-espace des éléments

ayant les propriétés
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Il existe alors une homotopie

telle que :

L E MM E 6’. Pour tout gESE8 0 et i E N, on pos e

Il existe une application continue ,

LEMME 7’. Soit y’ une app lic ation continue de dans SE. m,o. 
En outre, pour y (g,t) 

= 

gt, on s uppose que ,

On peut alors prolonger y en une

application continue de 

T H É O R È M E 4 , I l existe une homotopie relative

DÉMONSTRATION. Soit SQ m,p l’ espace des applications continues pr2 o g,
g E SE.m,p muni de la C-0-topologie. On définit les applications

Ces applications sont continues. Vérifions par exemple la continuité

de a2. Il est clair (comparer [12], III, lemma 9, 1, p. 73) que la topologie
de SE.m,p est engendrée par les ensembles de forme W (C, U x V), où C
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compact dans Rm x RP, U ouvert dans Rm, V ouvert dans RP. Si

On pose B = B2 0 B1 et on définit l’application continue

par

avec F de la proposition 24 et r’ de la proposition 24’. Si on note par p
la multiplication du semi-groupe SE ’ et si on pose F = u o y, on obtient:

Pour h E SFm,p on a

et finalement, pour

3.7. Prolongement d’espaces fibrés topologiques de fibre RP côntenus

dans des microfibrés stables-en-chaque-fibre de fibre Rm+ P.

D É F IN I T IO N 19. Soit 9 = (E,B,i,j) un microfibré stable-en-chaque-fibre
dans une classe de Kms +p (B). On dit que 9 contient un p-fibré ç si

E (i) C E, si j l E (ç) est la projection de ç, GP le groupe et B la base
de ç et si les germes trivialisants gK: ÛK xRm xRP -&#x3E; 9 l UK contiennent
des isomorphismes GK, qui sont définis dans un voisinage ouvert de

UKx {0} xRP dans U K X Rm x RP et qui appliquent U K x {0} x RP sur
E (ç l UK).

D É F IN ITIO N 2 0. Soit 9 un microfibré stable-en-chaque-fibre qui contient
un p-fibré C. On dit que 9 contient un espace fibré stable·en·chaque-fibre ç 
qui prolange 1 si e est contenu dans 9 (définition 17) et si les limitations
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des trivialisations fÀ: Vk x Rm X RP - ç l Vk de e à Vk X {0} X Rp sont des
trivialis ations de C.

Soit f’n l’abréviation exprimant que tout microfibré stable-en-chaque-
fibre au-dessus d’un complexe K localement fini de dimension n qui contient
un p-fibré ç contient aussi un espace fibré stable-en-chaque-fibre qui
prolonge C.

Soit &#x26;’n l’abréviation exprimant que deux espaces fibrés stables-

en-chaque-fibre, qui sont contenus dans un microfibré stable-en-chaque-
fibre au-dessus d’un complexe localement fini et qui prolongent le même

p-fibré C, sont f-équivalents et que l’équivalence associée induit un

automorphisme de C.

PROPOSITION 25. J n et B9 n sont vrais pour tout n.

DÉMONSTRATION. Pour construire le prolongement de ç, on utilise le

lemme suivant:

LEMME 8. Soit B un espace compact et soit Îv un voisinage ouvert de
B X {0} X RP dans B X Rm X Rp. Il existe alors un plongement h de

B X Rm X Rp dans W tel que h est doublement fibré:

et tel que h est égal à l’identité dans B X {0} X RP et dans un voisinage
ouvert de la section zéro B x 101 x 101 dans B X Rm X RP.

DÉMONSTRATION. W contient un produit B Xa DmX bDP, où aDm est la
boule de rayon a autour de l’origine dans R"z. Soit a un homéomorphisme
de Rm sur Dm qui est l’identité dans un voisinage de zéro. On choisit
une suite (rn) telle que

On pose:

et on choisit pour tout n une partition de l’unité {cpn, Yn} qui est associée
à {An, Bn}. On définit Xn : B X Rm -&#x3E; R par

et on pose k(b,x) est continue sauf sur B x{0} et, pour lxl -&#x3E;(),
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on a A (b,x) -&#x3E; 00 pour tout b E B. De plus, les éléments (b,x,y) E B X Rm X RP
tels que lyl  À (b,x) sont contenus dans W. Si on pos e p.(b,x) = min (k/2,1),
on obtient If homéomorphisme h cherché par la définition :

On démontre maintenant la proposition 25 par récurrence de façon

analogue à la proposition 20.

a) f’0 : 9 = (E,{b},i,j) est trivial et possède un germe de triviali-
sations f : {b}xRmXRP -&#x3E; E. 9 contient un p-fibré C au-dessus de b, il

existe donc dans f un homéomorphisme F qui applique un voisinage W
de {b}X{0}xRm C {b}XRmXRP dans Eo(9) et qui applique {b}x{0}xRP
sur E (ç). D’après le lemme 8, il existe un homéomorphisme h :

{b} X Rm X RP -&#x3E; W qui est l’identité dans un voisinage de {b} X {0} X {0} 
et sur {b}X{0}XRP. En posant Foh({b}xRmXRP)=E(ç), on obtient

un fibré trivial ç qui est contenu dans 9 et qui prolonge ç.
&#x26;’o est immédiat.

b) f’n-1 et &#x26;’n-1 entrainent f’n . Pour chaque n-simplexe A de K,
le microfibré stable-en-chaque-fibre 9l A contient un espace fibré çA qui
prolonge çl A; car, en premier lieu, le théorème de relèvement des homo-

topies pour le couple (9 l A ,ç lA) qui est énoncé dans la proposition 30
donne l’existence d’une mf-équivalence f: AxRmXRP -&#x3E; 9lA stable-

en-chaque-fibre, qui contient un homéomorphisme F appliquant un voisi-

nage ouvert de Ax{0}XRP dans Eo(9l A) et AX {0}XRP sur E (çl a).
Si h est l’homéomorphisme du lemme 8, on pose hA=Foh et

hA(AXRmnXRP)=E(çA). çA, muni de la projection j l E (çA) et de la

trivialisation h0, est alors un espace fibré trivial qui est contenu dans

0 et qui prolonge ç l A. A = Eo (9 l A) - E (çA) est une partie fermée
de Eo (9). Si on pose P = Eo (9) - A, on a E (ç) C P. Soit 3 le microfibré
stable-en-chaque-fibre (j-1 (Kn-1) nP, K n-1, i, j,) qu’on obtient en

limitant 9. Comme 3 contient le p-fibré ç, 3 contient aussi, d’après
f’ n -1 . un espac e fibré n qui prolonge K n-1

On fixe A. Pour tout b E A, la fibre de 7y au-dessus de b est contenue
dans la fibre de çA . De plus, n l dA et çA JaA sont contenus tous les deux
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dans 9ldA et ils prolongent çlA. D’après &#x26;’ n-1, ils sont f-équivalents
au sens stable-en-chaque-fibre, et il existe une f-équivalence q :

E (çA ldA) ... E (nldA) dont la limitation applique E (çldA) sur lui-même.
On pose A = q o hA l dA x Rm x RP et on définit une application continue

On procède comme dans la proposition 20. On choisit un n-simplexe
concentrique Ai dans A, on identifie (A-A1) avec dAx [0,11 et, si

F’: SF.m,P x [0,1] -&#x3E; SF’m,p est la limitation de l’homotopie F du théorème 4,
on pose F’(yb,b)=ybt pour (b,t) E (A-A1), 

On peut munir ç = (jlE1: E1 -&#x3E; Kn-1 U A) de trivialisations d’un

espace fibré stable-en-chaque-fibre qui est contenu dans 9 l (Kn-1 U A) et
qui prolonge çl (Kn-1 UA). On définit l’homéomorphisme relatif g du

couple ((A-A1)xRmXRP,(A-A1)X{0}XRP) sur (E’,E(çl(A-A1))) par

Si eb (x,y) est défini comme dans la proposition 20, on obtient une première
trivialisation

en posant

En particulier HA applique A x 10 x RP sur E (ç l A).
Comme dans la proposition 20, on construit les trivialisations HU

de j I E1 au-dessus de voisinages ouverts des points (b,O) E dA dans
Iin-1 U A en partant d’un voisinage ouvert U1 de (b,0) dans Kn-1 au-dessus
duquel il existe une trivialisation

du couple (n,ç); en particulier Hv applique Ux {0}XRP sur E «( 1 U).
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Si Hn sont les trivialisations de 17 au-dessus de Kn-1- a0, les triviali-

sations {HAo,HU,Hn } font de e un espace fibré stable-en-chaque-fibre
au-dessus de Kn-1 UA, qui est contenu dans Kn-1 U A et qui prolonge
çlKn-1 UA.

c) Pour démontrer que f’ n entraîne n on procède comme dans la

proposition 20 en remplaçant partout le seini-groupe SEmsp par SF.m,p et

en vérifiant la relativité des équivalences qui interviennent.

Au théorème 3 on fait correspondre le

THÉORÈME 5. Soit B un rétracte de vais inage dans RN et soit 9 un

microfibré stable-en-chaque-fibre au-dessus de B qui contient un p-fibré
,. 9 contient alors un espace fibré e stable-en-chaque-fibre qui prolonge ç 
et un seul, à une f-équivale nc e près.

PROPOSITION 26. Soit 9 un micro f ibré stable-en-chaque- fibre au-dess us
d’une variété stable M et soit’ un p-fibré contenu dans 9. S( 9.) contient
alors un espace fibré stable qui est construit par application de S à (9,ç)
et qui est unique à une f-équivalence stable près ; nous le notons S (9,ç).

La démonstration applique la construction du foncteur S. Soit FK
un homéomorphisme contenu dans le germe fK : U KxRmXRP -&#x3E; 9l U K,
dont la limitation à UK X 101 x RP est une trivialisation de ç. Si on définit,
comme dans la proposition 17 (1) :

LK (u, y) = FK (u,0, y) pour tout couple (u, y) E UK X RP,
les homéomorphismes Lk -1 o LK appliquent (UK fl Uk)x Rp sur lui-m8me et

engendrent des applications continues lkK : U K n Uk -&#x3E; Gj, donc aussi,
d’après [23, théorème 3.2], un fibré de groupe G ; et un seul à une f-
équivalence près. Comme dans la proposition 17, on voit que ses transfor-
mations de coordonnées sont des homéomorphismes stables. Si on choisit

d’autres homéomorphismes FK dans fK , on obtient par la même construction
un deuxième fibré stable qui es t f-équivalent au premier au sens stable.

PROPOSITION 27. Soient 9 et 9’ des microfibrés stables-en-chaque-fibre
au-dessus d’une variété stable, qui contiennent des p-fibrés ç et ç’. On

suppose que 9 et 9’ sont mf-équivalents au sens stable-en-chaque-fibre
et qu’il existe une mf-équivalence qui induit un h,oméomorphisme de
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E (ç) sur E (ç’). Alors S(9,’) et S (9,ç’) sont stablement f-
équivale nts.

La démonstration reprend celle de la proposition 17(b).

P RO P OS IT IO N 28. Soit il un espace fibré stable d’une classe d’équi-
valence stable x. de microfibrés stables au-dessus d’une variété stable
Mm. Il existe alors dans T (x’) un microfibré stable-en-chaque-fibre
qui contient un p-fibré ç tel que S (9,’) est stablement f-équivalent à 71.

DÉMONSTRATION. Si HK: U K x RP -&#x3E; Il l UKs ont les trivialisations de n,
9 = tu 0 pr2 (n) es t un microfibré stable-en-chaque-fibre qui contient un

p-fibré ç et dont les triwialis ations sont données par

Les trivialisations de S(9,ç) sont alors définies par

et on voit, comme dans la proposition 17 c), que q et S (9, ç) sont stable-
ment f-équivalents.

PROPOSITION 29. Toute classe de mf-équivalence stable au-dessus

d’une variété séparable et métrisable munie d’une structure stable contient
tout au plus un espace fibré stable à une f-équivalence près.

DÉMONSTRATION. Si r¡,r¡’ sont des espaces fibrés stables dans Ù 2 il

existe, d’après la proposition 28, des microfibrés stables-en-chaque-fibre
9 et 9’ dans T ( j°) qui contiennent des p-fibrés ç et ç’, tels que S (9, ()
soit stablement f-équivalent à n et S( 9’,ç’) à 7yB D’après le théorème 5,

9 et 9’ contiennent des espaces fibrés stables- en-chaque-fibre ç et 1’
qui prolongent C et ç’. D’après la proposition 27, S (9, ç) et S (ç,ç) sont
stablement f-équivalents, de même que S (9’,ç’) et S(ç’,ç’). Comme e
et et sont contenus dans T (x’), ils sont f-équivalents d’après la propo-
sition 21; l’équivalence correspondante induit un homéomorphisme de

E (ç) sur E (ç’). D’après la proposition 27, S (ç,ç) et S (ç’,ç’) sont

stablement f-équivalents, donc aussi 17 et q’.
Les propositions 22 et 29 donnent le

THÉORÈME 6. Toute classe d’équivalence de micro fibrés stables au-

dessus d’une variété séparable, métrisable et stable contient un espace

fibré stable et un seul, à une f-équïvalence stable près.
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3.8. Relèvement des hômôtôpies pour les couples (9,ç)
Dans la démonstration de la proposition 25, nous avons utilisé le

théorème de relèvement des homotopies pour les couples (9,ç) qui se

composent d’un microfibré stable-en-chaque-fibre 9 et d’un p-fibré
contenu dans 9.’ En outre, nous avons employé le relèvement des homo-

topies pour les microfibrés stables-en-chaque-fibre dans la démonstration

de la proposition 20. On démontre ces théorèmes comme dans le cas des

microfibrés topologiques [18]. Nous formulons ici les lemmes nécessaires

pour les couples (9,ç).

D É F IN IT IO N 21. Soient = (E,B,i,j) et 9’= (E’,B’,i’,j’) des microfibrés
stables-en-chaque-fibre de fibre Rm X RP. Soit f: 9 -&#x3E; 9’ un morphisme
(= bundle map-germ) dans la catégorie des microfibrés topologiques ([18],
definition (6.3)) au-dessus de l’application de base f : B - B’ ( f contient
des applications continues, injectives dans chaque fibre). On dit que f
est un morphisme stable-en-ch,aque·fibre si, pour tout couple (gK’ g ’» de
trivialisations de 9 et de 9’ au-dessus de UK et de U’À et pour tout couple
(b, f (b)) E UK X U’k, les éléments du germe g’ k,f(b)ofbogK,b sont des

isomorphismes stables·en·chaque·fibre.
Supposons maintenant que 9 et 9’ contiennent les p-fibrés ç et ç’.

On dit que le couple (f, F) est un morphisme stable-en-chaque-fibre
(9,’) ... (9’,ç’) si f est un morphisme stable-en-chaque-fibre 9 -&#x3E; 9’ et
si F est un élément de f qui est défini dans un voisinage ouvert de E (ç)
dans E (9) et qui applique E (ç) sur E (ç’).

( f, F ) est une équivalence stable-en-chaque-fibre des couples (9,ç)
et (9’,ç’) si f est une mf-équivalence stable-en-chaque-fibre et si F est
un homéomorphisme de E (ç) sur E (").

LEMME 9. On suppose que (9,ç) et (9’,ç’) ont la même base B et que
(f, F): (9,ç) -&#x3E; (9’, ç’) est un morphisme stable-en-chaque-fibre qui est
l’identité sur la base. (f,F) est alors une équivalence stable-en-chaque-
fibre.

LEMME 10. Soient donnés les couples (9, ç) et (9’, ç’) et soit IB ai un
recouvrement fermé et localement fini de la base B de 9 ’. Soient

(fa, Fa): (9l Ba, çlBa) -&#x3E; (9’,ç’) des morphismes stables-en-chaque-

fibre tels que ( fa, Fa) et (fB, FB) coincident dans (91Ba n B B ,çlBa n B B ).
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Il exis te alors un morp his me ( f, F) : (9, ç) -&#x3E; (9’, ç’) stable-en-chaque-
fibre qui prolonge ( fa , Fa).

LEMME 11. Soit (9, ç) un couple au-dess us du produit B X [0,1] qui est

trivial au-dess us de B X [0, 1/2] et de B X [ 2 ,1]. Alors (9, ç) es t équivalent,
au sens stable-en-chaque-fibre, au couple trivial au-dessus de B X [0,1].

LEMME 12. Soit (9, ç) un couple de base B X [0,1]. Pour tout b E B, il

exis te alors un vois inage V tel que (9 l V X [0,1], ç lBX {1}) soit mf-
équivalent au couple trivial au-dessus de VX[0,1].

LEMME 13. Soit B paracompact et (9,Ç) un couple de base B X [0,1].
Il existe alors un morphisme stable-en-chaque-fibre (9,ç) -&#x3E; (9lB x{1},
çl B X {1}) qui induit la rétraction B X [0,1] -&#x3E; B X {1}.

PROPOSITION 30. Relèvement des homotopies pour (9,Ç). Soit A para-

compact et soit f: A X. [0,1] -&#x3E; B une homotopie. Soit 9 un micro fibré stable-
en-chaque-fibre de fibre Rm+p au-dess us de B qui contient un pofibré ç.
Les couples (fÓ9,fÓ’) et (f1*9,f1*ç) sont alors équivalents au sens des

microfibrés s tabl es-e npc haque- f ibre.

COROLLAIRE. Si A est paracompact, si f : A X [0,1] -&#x3E; ... B est une homo-

topie et si 9 es t un microfibré stable-en-chaque-fibre au-dessus de B,
les microfibrés f*0 9 et f*1 9 sont mf-équivalents au sens stable-en-chaque-
fibre.
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CHAPITRE IV

SUR L’APPROXIMATION SEMI-LINÉAIRE

DES ÉLÉMENTS DU GROUPE SEMI-SIMPLICIAL
D’AUTOMORPHISMES TOPOLOGIQUES DE Rn

4.0. Ce chapitre contient les premiers résultats d’une étude examinant
si les éléments du groupe Gd k,n, pour k &#x3E; 1 (voir chapitre 1), ont la pro-
priété AP k s,n.

L’idée essentielle est d’approcher les éléments de Gk,n par des
homéomorphismes fibres semi-linéaires et de réduire ainsi la conjecture
annulaire paramétrisée à la conj ecture correspondante dans la catégorie
semi-linéaire, où la conjecture annulaire ordinaire a été démontrée ([25],
chapter 3, theorem 8, corollary 3).

Nous commençons dans 4.1 par observer qu’il suffit pour cela de se
borner aux homéomorphismes f de Ga qui sont égaux à l’identité dans

une fibre; ce détail se révèlera d’importance pour l’approximation. Pour
ces homéomorphismes, le théorème 7 de 4.2 réduit la propriété APk n
à trois conditions :

a) une hypothèse d’approximation des plongements fibrés

f : Ak X Dn -&#x3E; A k X Rn par des homéomorphismes semi-linéaires et fibrés ;

b) une conjecture annulaire paramétris ée dans la catégorie semi-

linéaire, qui est une généralisation du théorème annulaire semi-linéaire

bien connu ;

c) une hypothèse concernant l’équivalence des boules semi-linéaires

d’approximation.
Ce théorème 7 a un caractère essentiellement heuristique; nous

l’incluons ici surtout pour expliquer dans quel sens le théorème 8, ou

théorème d’approximation, dont la démonstration constitue le reste de

ce chapitre, contribue à l’étude des éléments de Gak ,n . Il réduit l’hypo-k, n
thèse d’approximation a) du théorème 7 à deux autres hypothèses dans
la catégorie semi-linéaire, dont l’une est une fibration de l’Engul fing
Theorem de Stallings [22] qui fera l’objet d’une publication ultérieure.

4.1. DÉFINITION 22. Dans tout ce chapitre, soit k un entier &#x3E; 1. Soit s
un sommet du simplexe euclidien Ak de dimension k. On notera
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GS le sous-groupe des éléments f de Ga qui ont la propriéték, n k, n
fils }, Rn = id.

Par analogie avec AP k,n du chapitre 1, on désignera par APs k,n lak, n k,n
conj ecture suivante : 

Pour tout f E Gsk,n et tout a &#x3E; 1 tels que

existe un plongement g : Ak X,(S n-1 X1) -&#x3E; Ak x Rn, fibré au-dessus de

la base Ak, tel que :

(3) g est un plongement t rond * au-dessus du bord aAk, c’est-à-dire:

PROPOSITION 31. Pour k &#x3E; 1, APs k, n entraine

l’isotopie fibrée qui est définie par
Elle a les propriétés :

D’après l’hypothèse APsk,n, il existe un plongement fibré g : Ak XSn-1 X 1 -
Ak X Rn tel que g (x,0) = f o (1 X fs-1 ) (x) pour x e Ak X Sn-1 et qui s atisfait
aux conditions o (2) et (3). Si on définit l’automorphisme topologique fibré h

l’isotopie fibrée

propriétés :
possède les
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4.2. Pour démontrer que les éléments de Ga pour k &#x3E; 1 ont la propriété

Apk,n, il suffit donc de démontrer que les éléments de Gsk,n ont la pro-
priété APsk,n, Dans ce but, nous essayons d’établir le rapport existant

entre les éléments de G? et les homéomorphismes semi-linéaires fibrés.
Le théorème suivant fait un premier pas dans cette direction.

DÉFINITIONS ET CONVENTIONS

a) La catégorie semi-linéaire. Si K est un complexe simplicial,
nous notons lKl l’espace topologique sous-jacent; mais on écrira K pour
lKl, s’il n’y a pas de confusion possible. Suivant Milnor [17], nous enten-
dons par catégorie semi-linéaire la catégorie des complexes simpliciaux
localement finis et des applications semi-linéaires. Si K,L sont des

complexes simpliciaux localement finis, une application continue f : lKl-&#x3E;Ll 
est semi-linéaire s’il existe une subdivision rectiligne K’ de K telle que
f applique tout simplexe de K’ linéairement dans un simplexe de L ; dans
ce cas, on écrit f: K -+ L.

Si K, L sont des complexes localement finis, le complexe K X L
est la famille des produits a x r des simplexes de K et de L munis d’une
subdivision simpliciale rectiligne, obtenue sans ajouter de nouveaux

sommets; le complexe simplicial ainsi défini est unique, à un automor-

phisme semi-linéaire près. On a évidemment lKX Ll = ’IKI X ILI. Les

proj ec tions pri de l Kl X l L l sur un des facteurs sont semi-linéaires, et

une application f: lKl -+ lL1 l X lL2l est semi-linéaire si et seulement si

les deux applications composées pri o f : lKl -&#x3E; ILil sont semi-linéaires.

Une n-boule semi-linéaire est un complexe simplicial qui est semi-

linéairement équivalent à un n- simplexe. On appelle variété s emi-linéaire
de dimension n un complexe simplicial localement fini dont chaque point
possède un voisinage ouvert qui est équivalent au sens semi-linéaire à

une n- boule ouverte. On trouvera plus de détails et des résultats récents
concernant cette catégorie dans le travail de William.son [24].

b) Triangulations. Si Ti : 1 Ki 1 -+ Xi sont des triangulations d’espaces
topologiques Xi par des complexes localement finis Ki, une application
continue f : X1 -&#x3E; X2 est semi-linéaire par rapport à (T1, T2) si T2 -1 o f o T 1
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est un morphisme de la catégorie semi-linéaire. Les couples (Ti. Xi) et

les applications f : Xi -+ X2 semi-linéaires par rapport à (T1 , T2) consti-
tuent la catégorie semi-linéaire au sens large.

Soit M une variété topologique de dimension n. Une triangulation
T : kKk -&#x3E; M est admissible si, pour tout point p de M, l’étoile fermée de
T -1 (p) est une n- boule semi-linéaire (on ne connaît pas de triangulation
de M non-admissible). Un couple (T, M) dans lequel T est admissible

sera appelé variété semi-linéaire (voir [22]). T est une structure semi-

linéaire de M. En particulier, une structure semi-linéaire d’une partie
ouverte U de Rn est une triangulation T de U telle que (T, Û) soit une

variété semi-linéaire. Si V est une partie ouverte de Û, V peut être muni
d’une structure semi-linéaire et d’une seule, à un automorphisme semi-
linéaire de V près, telle que l’inclusion V C Ü soit un plongement semi-
linéaire. Si T i : IKil -fi Xi sont deux triangulations, on note par Ti X. T2
la triangulation produit k1l x lK2 -&#x3E; X1 X2. Si T: lK1l X lK2l -&#x3E; X1 X X2
est un homéomorphisme compatible avec les projections sur les premiers
facteurs, on appellera T une triangulation fibrée.

c) Notations. aon (c) et aDn (c) sont des boules euclidiennes ouvertes

et fermées de rayon a &#x3E; 0 autour de c dans Rn. Nous notons aon (0) = aOn ,
1. On = On , C a0n = Ona .

Si g est une application de X1 x.X 2 dans Y1 X, Y2 qui est compatible
avec les projections sur les premiers facteurs, g : X1 -&#x3E; YI est défini par

g 0 pr 1 = pr log.

THÉORÈME 7. Soit f E GSk et soit a &#x3E; 1 tel que f(A x Dn) C Ak x aOn.
Soit Tl = id : à K -&#x3E; Ok une structure semi-linéaire de Ak; soit T2 : L --&#x3E; Rn

une structure semi-linéaire telle qu’il existe des boules semi-linéaires

L1, L2 et un sommet 1. de L qui soient appliqués par T respectivement
sur Dn, aDn et 0 E Rn. Supposons que les trois hypothèses suivantes

soient véri f iées :

a) Hypothèse d’approximation : Soit E : Ok X Rn -+ [0, + oo) une appli-
cation continue telle que E(x) = 0 si et seulement si x E aAk x Rn. Pour
tout b &#x3E; 1, il existe un plongement fibré g de (A kx, bOn, AkX,{0}) dans
(Ak x Rn, A k X {0}) tel que id, que glA k x bon soit semi-linéaire par

rapport à T1 x T 2, f (A k X Dn) c g (A kx on) et lg (x) - f(x)l  (x) pour
tout x E Ak X bOn ; c’est-à-dire en particulier gldAkxb0n=fldAkXb0n.
(Cette hypothèse est étudiée dans le théorème 8 de 4.3.)
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b) Conjecture annulaire paramétrisée (avec condition au bord) dans
la catégorie semi-linéaire. Soit g un plongement fibré de (Ak xDn, Ak x {0})
dans (Ak x aon, AKX {0}) tel que g = id, que gl Ak X,Dn soit semi-linéaire
par rapport à Tl X T2 et que, Il existe alors

un plongement fibré h de AkX(aDn-on) dans AkXRn qui prolonge g,

tel que hlAkx (aDn-on) soit semi-linéaire par rapport à T1 X T2, que
pour tout x E dAk x (aDn -On) et

(Pour k = 0, cette conjecture constitue
le théorème annulaire semi-linéaire.)

c) Hypothèse de l É- équivalence des boules d’approximation. Soit E

comme dans l’hypothèse a) et soit 8 &#x3E; 0. Soient go et g, des plongements

Soit h. un prolongement de g. comme dans l’hypothèse b). Si

lg1(x)-go(x)l  E(X) pour tout x E Ak x Dn, il existe un m E N qui est

indépendant de gi, c et de x, et un homéomorphisme fibré h1 de

(Ak x Rn, Ak X {0} sur lui-méme, avec = id, tel que

AFFIRMATION. Il existe un plongement fibré F de AkX (aDn-On) dans
Ak x Rn, avec F = id, qui possède les propriétés :

DÉMONSTRATION. Soit c une application comme dans l’hypothèse a).
D’après cette hypothèse, il existe des plongements fibtés gi de AkxDn
dans Ak X-aOn, pour i = 1,2, ... , tels que gi = id et tels que:
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(6) les sont semi-linéaires par rapport à Ti X T 2 .
On déduit de (4) que :

D’après l’hypothèse b), il existe un plongement fibré hl de ,
dans Ok X Rn qui prolonge gl, tel que h1 lAk X (aDn - On) soit semi-linéaire
par rapport à Ti x T2, que

D’après l’hypothèse c), il existe un premier homéomorphisme fibré

linéaire par rapport à T1 XT2.
En général, supposons donnés des homéomorphismes fibrés h2, h3, ... ,

hi-1 Par récurrence, il résulte de l’hypothèse c) qu’il existe un homéo-

morphisme fibré hi de (Ok X Rn, A kx{0}) sur lui-méme tel que

n est semi-linéaire par rapport à Ti X T2. 

A) F est bien défini et fibré, car,
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B) Les Hi convergent uniformément vers F sur
pour j &#x3E; i, il résulte de (11) que:

où M = max E (x) pour x E Ak X.aDn. F est donc continu.

mais F ( u) = f (u) E A i d’après (5), d’où u # v. Comme de plus F est fibré,
F est inj ectif.

D) F est une application continue bijective du compact Ak X (aDn-On)
sur Ak X aDn - f (Ak X.0n), donc un plongement.

E) On déduit de (8) et de (12) que
(9) et de (7) que:

4.3. Dans ce paragraphe, nous étudions l’hypothèse a) du théorème 7.

Notation. Pour uv E Rn- loi, soit 8{u,v} = arc

THÉORÈME 8. (Théorème d’approximation) :

Hypothèse 1 k.n (Engulfing): Soit L un complexe qui est une variété
semi-linéaire de dimension n et soit T: (Ak X L, AkX.J(» - (Akx Rn, Ak X101)
une triangulation fibrée telle que T = id. Soit 0  a  b, c &#x3E; 0. Il existe

alors un homéomorphisme fibré h de A kx Rn sur lui-même, avec h =id,
qui est semi-linéaire par rapport à T et tel que:
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Remarque : Pour k = 0 et n &#x3E; 7, cette hypothèse constitue une modifica-
tion de E.H. Connell [7] de l’Engulfing Theorem de J. Stallings [22]. (La
démonstration de cette hypothèses dans les autres cas, à l’aide de méthodes

similaires, fera l’objet d’une publication ultérieure.)

Hypothèse 2k,n (Prolongement fibré contrôlé): Soient K, L des variétés
semi-linéaires de dimension k et n. Soit :

une tr-iangulation fibrée, avec T . = id. Soit cp un homéomorphismes de Pk
sur lui-même, semi-linéaire par rapport à T tel que cp laDk U Okb = id.
Soit 8 &#x3E; 0 et 0  a  b. Il exis te alors un r &#x3E; 0 et un homéomorphis me
fibré de RkXrOn sur lui-merrte qui est semi-linéaire par rapport à T et

qui prolonge cp, de sorte que j
pour tout x E Rk X rOn.

Remarque: Si on supprime la condition pour 0, il est évident que l’auto-

morphisme T o (T -1 ocpo T X 1) o T-1 de Rk x.Rm fournit un tel prolonge-
ment. (La démonstration de cette hypothèse utilisant les techniques de
Zeeman [25] fera l’objet d’un travail ultérieur.)

Enoncé. Soit k &#x3E; 7 et soient T1 : K -+ Ak et T2 : L -+ Rn des struc-

tures semi-linéaires de Ok et de Rn telles que T1 = id. Soit f E GSk ,n 
soit a &#x3E; 0 et soit E : Ak X Rn -+ [0, + oo) une application continue telle que
E(x) = 0 si et seulement si x E aAkx Rn. Si les hypothèses 1 k,n et

2k,n sont vérifiées, il existe un plongement fibré g de (Ak X aon, Ak x{0})
dans (Ak X Rn, Ak X,{0}) tel que g = id, que glak X aon soit s emi-linéaire

D É M O N S T R A T IO N . Elle s e compos e de plusi eurs propositions.

P R O P O S IT IO N 32 . Soit L une variété semi-linéaire de dimension n et

soit T : (Ak X L, Ak X lo) -+ (Ak xRn, Akx{0}) une triangulation fibrée
avec t = id. Soit 0  a  b et e &#x3E; 0. Soit f un homéomorp his me fibré de

(AkxRn, Akx{0}) s ur lui-méme, avec f = id. Si l’hypothèse 1 k . n es t



253

vérifiée, il exis te un homéomorphisme fibré g de
lui-même, semi-linéaire par rapport à T, tel que 

DÉMONSTRATION. D’après l’hypothèse 1k n, il existe un homéomor-

phisme fibré h de (Ak X,Rn, AkXIOI) sur lui-m8me, qui est semi-linéaire

par rapport à la triangulation f-1 o T, tel que

Alors g = f o h o f-1 es t s emi-linéaire par rapport à T et s atisf ait aux

condi ti ons de la propos i tion 32..

La prochaine proposition assure l’existence d’une expansion fibrée
de Ak x bOn sur Ak X,Con qui est semi-linéaire et presque radiale. On

admettra la notation cOn, c = +00 pour Rn.

PROPOSITION 33. Soit T comme dans la proposition 32. Soit 0abc+oo.
Soit h un homéomorp his me de bon s ur con ayant les propriétés suivantes :
h 1 aon = id, 8 {h.(z), z} = 0 pour z E bOn et, s i a  r  b, il exis te un nombre
u (r) tel que c &#x3E; u (r) &#x3E; r et que h (rSn-1) = u (r) Sn-1. Soit 8 &#x3E; 0 et

E: A k x,bOn -+ (0,+.) une application continue. ll rés ul’te alors de l’hypo-
thèse 1. qu’il existe un homéomorphisme fibré f de Ak X-bOn sur Ak X.Con
qui est semi-linéaire par rapport à T et tel que

pour tout x E Ak x bon.
(Pour k = 0 et n &#x3E; 7 ceci est un théorème de Connell [71.)

D É M O N S T R A T IO N . Soit.,,: Ak XcOn -&#x3E; (0,+00) une fonction continue

À = 1,2 entraînent 1 v - wl  E o (1 x h-1) (w). On pos e 111 (w) = min (n(w),6)
et on choisit une suite a = ro  ri  ... , ri -&#x3E; b (i-&#x3E; oo), telle que

D’ aprè s l’hypothèse 1k,n’ il exis te un homéomorphisme fibré f1 de

AkXRn sur lui-même, semi-linéaire par rapport à T et qui possède les

propriétés :
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D’après la proposition 32, il existe un homéomotphisme fibre j 
sur lui-même, semi-linéaire par rapport à T, tel que

(donc aussi f2 l AkX aOn = id),

et

pour tout

Supposons que les applications f1, ... , fi-1 soient définies. En

substituant Fi-1 = fi-1 o...of 1 à l’application  f &#x3E;&#x3E; de la proposition 32,
on trouve un homéomorphisme fibré fi de Ak x Rn sur lui-méme, semi-

linéaire par rapport à T, tel que :

On définit l’expansion fibrée cherchée f : Ak x bon -&#x3E; dk X. cOn par
f = lim Fildk X bOn. f est bien défini et fibré, car, pour tout x E Ak X. bOn,

1-ce

il existe un i tel que x E Ak x riOn et, d’après (1), f (x) = Fi (x). Comme
tous les homéomorphismes f sont semi-linéaires par rapport à T et comme f .
es t défini sur toute partie compacte de Akx.bOn par un nombre fini de fil
f est semi-linéaire par rapport à T. Il est clair que f lAk x aon = id. En

outre, f a les propriétés suivantes :

A) On déduit de (2) par récurrence que

on a :
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entraîne 1
d’après B) et C), on a . En outre, on a, d’après
la définition de h,

d’après (4).

, est évident d’après (1).

D’après (4), on trouve

donc, en appliquant l’inégalité du triangle pour 0,

De plus, on vérifie que f est une approximation de 1 x h:

D’après D), on a 1

Comm e 1 on trouve

En substituant , on obtient

CO RO L LAIRE. Soient K, L des variétés semi- ltnéaires et soit

T : (KXL, KX lo) -&#x3E; (Rk x.Rn, Rk X {0}) une triangulation fibrée, avec
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1 = id. Soit Bk une k-boule semi-linéaire dans K. Soit 0  a  b et 8 &#x3E; 0.

Si l’hypothèse 1 k,n est vérifiée, il exis te un homéomorp his me fibré f de
Rkx bon sur Rkx cOn tel que f lRk x aOn = id, flBkxbon est semi-

linéaire p ar rapport à T et e {pr2 f(x), x2 }  6 pour tout x E Rk x bon.

DÉMONSTRATION. Soit a: Bk -&#x3E; A k un homéomorphisme s emi·liné ai re.
T1 - (a x 1) o T o (a-1 x 1) : Ak X L -&#x3E; Ak X Rn est alors une triangulation
comme dans la proposition 33. Il existe donc un homéomorphisme fibré

g de Ak X bOn sur Ak X,cOn qui est semi-linéaire par rapport à Tl tel que

8{pr2 o g (x), x2} 6 pour tout x E Ak x bOn. Il en résulte que

(a-1 x 1)ogo(ax1) = f es t un homéomorphisme fibré de Bkx bOn sur

Bk x con, semi-linéaire par rapport à T o (a -1 x 1) et à T, et que:

pour tout xE BkxbOn. Finalement, on prolonge f à Rkxbon à l’aide

d’une rétraction p de Rk sur Bk, en formant (p -1 x1) o f o (p x 1),

PROPOSITION 34. Soit T : (Kx L, Kx.lo) -&#x3E; (Rk xRn, Rk x{0}) une trian-

gulati,on fibrée comme dans le corollaire de la proposition 33. Soit

a : (OkX,Dn,Okx{0}) -&#x3E; (Ok x Rn, Ok x {0}) un plongement fibré tel que
a= id et que a soit borné : il existe un a &#x3E; 0 tel que a(Ok X Dn) c: Ok X aDn.
Soit p une expansion presque radiale de Ok sur Rk, semi-linéaire par

rapport à t, qui est construite comme dans la proposition 33, si on y

pose a= 0, b =1, k= 0 et c= +oo (d’après Conne ll [7], elle existe po ur

k&#x3E;,7). Soit E : Rkx,Rn -&#x3E; (0, +oo) une application continue. Supposons
que les hypothèses lk n et 2k,n soient vérifiées. Il existe alors un homéo-

morphismes fibré g de Ok x Rn s ur R k x,Rn qui es t s emi-linéaire par rapport
à T et qui prolonge 0 tel que: Ig (x) - (cpx 1) (x)l  E (x) pour tout

x E a (Ok x Dn).

D ÉMO NSTR ATION

a) D’après la construction de l’expansion o dans la proposition 33,
on peut supposer qu’il existe des homéomorphismes cpi , Oi semi-linéaires
par rapport à T tels que cp = lim (1) ilok, Oi = cpi o... °’Pl’ D id, et qui
ont les propriétés (1) à (4) par rapport aux nombres ri et u(r.) correspon-
dants. On pose Üi = Oi-1 (Okri-l n u(ri+l )Dk) et A = a(okxDn).

Comme hypothèse de récurrence par rapport à i, nous supposons
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l’existence d’une suite finie 0  b1  a1  b2  a2  ...  bi-1  ai-, et

des homéomorphismes fibrés gK (K = 1, ... ; i -1) de Rk X Rm sur lui-même
qui sont s emiolinéaires par rapport à T et qui possèdent les propriétés
suivantes :

P our i = 1, on ne suppose donc rien. Nous nous proposons de démon-
trer l’existence d’un homéomorphisme fibré gi ayant les propriétés (5) à

(8). On choisit d’abord une fonction continue 8: Rk X Rn -+ (0,+oo) telle

entraînent
pour l= 1,2,

On choisit ai &#x3E; ai-1 tel que ai &#x3E; max {lx2l: x E A n (Ui X Rn)} (ce
qui es t possible car a est borné) et on pose d = min{6(w): wl E ÜL,
lw2l  ai}. De plus, on choisit une suite finie 0 = 80  s 1  ...  sp = ai
(p &#x3E; 1) telle que

coi est un homéomorphisme de Rk sur lui-même, semi-linéaire par

rapport à T, tel que cpi. (Rk - Ui) = id, yi = O-1 i-1 ocpi o Oi-1 est alors un

homéomorphisme de Rk sur lui-même, semi-linéaire par rapport à

O-1 i-1 o T o O i-1, tel que Yilr i-1 Dk U Oku (ri+1) = id. D’après l’hypothèse

2k,n’ il exis te un p &#x3E; 0 et un homéomorphisme ho de Rk X pOn sur lui-

même qui prolonge tfr i et qui es t semi-linéaire par rapport à

(O-1 i-1 x 1) o T o (Oi-1 x 1), donc aussi par rapport à (O-1 i-1 x 1) o T. tel que

pour tout x E Rk X pOn.
Par conséquent, es t un homéomor-

phisme fibré de RkxpOn sur lui-même qui prolonge cp i et qui es t semi-

lînéaire par rapport à T, tel que :
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pour tout x E Rk X pOn. Si p # s1, si par exemple s 1 &#x3E; p, on choisit une

k-boule semi-linéaire Bk contenant u(ri+1)Ok, donc Ui, et, d’après le

corollaire de la proposition 33, il existe un homéomorphisme fibré ç de

Rk X pOn sur Rk X s 1on tel que ç IR k x.{0} = id, que 0 {pr2 o e(x), x2 1  el/3,
pour tout xERkxpOn et que çlBkxpOn soit semi-linéaire par rapport
à T. Alors fi = ço hl oç-l est un homéomorphisme fibré de Rk X s 1On
sur iui-méme tel que

et f1 est semi-linéaire par rapport à T. Dans le cas si  p, on trouve f1
par un raisonnement analogue.

D’après le même corollaire, il existe une expansion fibrée ’1 de

Rk X s 1 On sur Rkx,s20n, avec ç = id, semi-linéaire dans Bkxs1 On par
rapport à T, telle que Olpr 2 0 ’1 (x), x2}  e1. Alors f2 = ’2 0 fi 0 ’;1 es t

un homéomorphisme fibré semi-linéaire de RkXs20n sur lui-méme tel que

On choisit’ un nombre tl tel que

Comme hypothèse de récurrence par rapport à j, on suppose qu’on
peut choisir des nombres tl tels que sl  tl  s l+1 pour 1  l  j-2 et

tels qu’il existe un homéomorphisme fibré fj-l (3  j p) de Rk X s j-1 On
sur lui-même ayant les propriétés
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On chois it alors un

D’après le corollaire de la proposition 33, il existe une expansion
fibrée çj-1 de Rkx,s j-1 On sur Rk x sj On, semi-linéaire sur Bk X s j-1 On
par rapport à T, telle que 
pour tout x E Rk x bOn. Par conséquent,
homéomorphisme fibré et semi-linéaire par rapoort à T de Rk xsj On sur
lui-même tel que La propriété (11)i
suit de l’inégalité

Pour vérifier les inclusions (12)j, on observe d’abord que

pour j &#x3E; 3 ; de (12)j-1 il résulte alors

que :

Ceci est contenu dans

d’après (12)j-1 et la définition de tj-2. 
Pour 1 = j-2, on obtient, d’après la définition de

ceci est contenu dans d’après (12),,-l , donc
aussi dans la définition de

et de t ’j-2 entraîne : 
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Par récurrence, on déduit l’existence d’un homéomorphisme fibré

fp +1 de Rk x Rm sur lui-même, s emi-linéaire par rapport à T, qui possède
les propriétés :

En particulier, on trouve donc aussi

, il existe un j tel que pour

. Les propriétés (12)p+1 donnent alors - 

Comme

d’après la définition de d. Si on pose

, les propriétés (11)p +1 et (12)p+1 entraînent:

et

donc

pour tout et même pour tout On pose donc

Les gi ont les propriétés :
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car ils prolongent les o 1. g = lim Gi l Ok X Rn est un homéomorphisme

fibré de Ok x Rn sur Rk’xRn, qui prolonge cp. En particulier, g est bien

défini, car, pour tout x E Ok x.Rn, il existe un i tel que xl E riok, donc
g (x) = GL (x) d’après (13). g est semi-linéaire, car, sur toute partie com-

pacte de Ok X Rn, g est défini par un nombre fini des gi . On voit facilement
que g (riOk x Rn) &#x3E; u (ri) Ok X.Rn, g es t donc surj ectif. Il res te à montrer

que lg (x) - (cp x 1) (x)l  E (x) pour tout x E A.

Si x E A, il existe un i tel que xl E ri ok, donc

Comme

recouvrent l’ensemble riOk. Soit j &#x3E; 1 le plus petit indice K
On en déduit

Comme , on déduit de (8) que :

Supposons que, pout tout À tel que i &#x3E; k &#x3E; j, on ait :

. Finalement on obtient:

PROPOSITION 35. Soit

triangulation produit, avec T1 = id.
Soit h: (RkXDn,RkX{0}) --&#x3E; (Rkx,Rn,Rkx{0}) un plongement fibré

borné, avec h = id. Soit f un homéomorphismes fibré de (RkxRn,Rkx{0})
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sur lui-même tel que 1= id et fBOk X Rn = id. Enfin soit e: Rk X Rn -&#x3E; (0, +oo)
une application continue. Si k ) 7 et si les hypothèses 1 k,n et 2k,n sont
vérifiées, il existe un homéomorphisme fibré g de (Rk X Rn, Rk x.{0}) sur
lui-même, semi-linéaire par rapport à Tl X T 2’ tel que id et

l g (x) - f(x)l  e (x), po ur tout x E h(Rk X Dn).

DÉMONSTRATION. On choisit une fonction continue 8: Rk xRn -&#x3E; (0,+oo)
telle que b, c E RkxRn et l b - c l  6 (c) entraînent l f(b) - f(c) l E (c).
Comme k &#x3E; 7, il résulte du cas (k=0, n&#x3E;7) de la proposition 33 (qui a

été démontré par E.H. Connell) qu’il existe un homéomorphisme fibré

y de ok sur Rk, semi-linéaire par rapport à Tl. avec y(0) = O,qui est
une expansion presque radiale. Alors y x 1 est un homéomorphisme de
Ok X Rn sur Rk x Rn, semi-linéaire par rapport à T1xT2.

f-1 o(T1XT2): KX L - RkxRn est une triangulation fibrée telle

que ¡-loTI = id. Du fait de flokxrn = id, on a:

Y-1 x 1 est donc semi-linéaire par rapport au couple Ti xT 2’ f-l 0 (T1 xT 2) .
D’après la proposition 34, il existe un homéomorphisme fibré g 1 de Ok X Rn
sur Rk X Rn semi-linéaire par rapport à f-1 o (T1 X T2), qui prolonge y et
tel que lg1 (x) - (y x 1) (x)l  6 0 (y x 1) (x), pour tout x E (y-1 x 1) h(RkxDn).
Alors g = f o g1 o (y-1 x 1) est un homéomorphisme fibré de Rk X Rn sur

lui-même, semi-linéaire par rapport à Ti X T2 et tel que

D’où, d’après le choix de 8, 1 g (x) - f (x) l  (x) pour tout x E h(Rk X Dn).

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 8

a) Il est facile de voir qu’il existe des parties Ai C Ak (i=1, 2)
telles que Ai # O et des éléments fi E Gl,n tels que f = f 2 o f 1 et

fj l Aj X Rn = id. Car, soit Ak = so, ...,Sk&#x3E; et So = s. Pour tout p E Ak,
il existe une paire (t, q) et une seule telle que 0  t  1, q E  s1, ...,sk&#x3E;
et p = s +.t (q -s ).

On po s e :

Soit a : (Ak 0-aàk) -&#x3E; (t1k’ dAk) une application continue telle que al A2 = id
et a (Ai) = s . On pose alors f, (x) = (x 1, pr2 f (a (x 1 ), x2 )), pour x E !3.k X Rn,
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et f2 = f o fi-1 1 et on obtient des homéomorphismes fibrés tels que

filAiXRn=id et f1 lA2x Rn = f2lA2x Rn. Comme a applique le bord

dAk sur lui-mêmes

o 
b) Soient Eki des k-boules semi-linéaires par rapport à Tl dans

Ak telles que EkC Ai. Soit T une structure semi-linéaire, avec T = id,
de Rk et soit Bk une k-boule semi-linéaire par rapport à T dans R; telle
que Bk &#x3E; Dk. Si k &#x3E; 5, il existe alors un homéomorphisme cpi de (Ak, Eki)
sur (Rk, Bk) qui est semi-linéaire par rapport à (T1 , T). En effet, on voit

0

que, d’après le théorème 4 de [22], Ak est la réunion

de k-boules semi-linéaires par rapport à T1. Si on suppose que Rk est

la réunion de k- boules semi-linéaires par rapport à T,

on déduit du théorème 3 de [10] que tout homéomorphisme semi-linéaire
de Ek i sur Bk peut être prolongé à un homéomorphisme semi-linéaire de

Ak sur Rk. Les applications Fi = (cpi x 1) o fi o (cpi -1 x 1) sont des homéo-
morphismes fibrés de (RkXRn,Rkx.{0}) sur lui-même tels que Fi = id et
Fi 1 Dk X-R- = id.

o

c) II existe une application continue 62 : I1k X Rn ... (0,+oo) telle

que ly-xl  62 (x) entraîne If2 (y) -- f2 (x)  l(x)/2, pour tout x,y E Ak X Rn.
De plus, il existe une fonction continue y1: Rk X Rn -&#x3E; (0,1] telle que

ly-xi  y1 (x) entraîne:

(16) l(cp -1 x 1) (y) - (cp1 -1 x 1 ) (x)l  62 o f -1 1 o (cp1 -1 x 1 ) (x),
pour tout x,y E Rk X Rn.

D’après la proposition 35, il existe un homéomorphisme fibré G1
de (Rk x Rn, Rk X{0}) sur lui-même, avec C1 = id, semi-linéaire par rapport
à T X T 2, tel que :

pour tout

D’où résulte que :

pour tout donc, par (16), que:
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Si on pose gl - (cp-1 1 x 1) o G1 0 (cp 1 x1), g, est un homéomorphisme
semi-linéaire par rapport à T 1 X T 2 de Ak x Rn sur lui-même. De plus,

g1 (Ak X aDn) est borné ; car il existe évidemment un b &#x3E; 0 tel que

de plus, d’après

est une application continue de 
et il existe une fonction continue telle que

entraîne :

D° aprè s la proposition 35, il existe un homéomorphisme fibré G 2 de
(RkxRn,Rkx{0}) sur lui-même, avec G 2 = id, semi-linéaire par rapport

pour tout 

Il en résulte que:

pour tout

est alors semi-linéaire par rapport à

Il résulte de (20) que pour tout

et que, d’après (18) et la définition de 62, 

Finalement, il résulte de:

que lg2 o g 1 (x) - f 2 o f 1 (x)I  E (x), pour tout x C A &#x3E;C aDn g2 o g1 es t s emi-
linéaire par rapport à Ti X T 2. Nous posons

d) On prolonge g en un plongement fibré de Ak X aOn dans Ak x Rn
par la définition g (x) = f (x) pour x E âdk X aOn. g est évidemment injectif
et g est continu par le choix de E. D’après un lemme de Williamson (voir
[18], p. 66), g est aussi ouvert.
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