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CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE Vol. IX, 4

SUR LES G-STRUCTURES DE TYPE QUATERNIONIEN
par Edmond BONAN

D'aprés Marcel Berger le groupe d'holonomie d'une variété rieman-
nienne orientable V_ non localement symétrique, non localement réduc-

tible, fait partie de la liste suivante :
v [so(m)l, v, [un)l, v, [SU(n)], v [Sp(#)],

Vi LSo(n) @y sp(1)], Vv, [G,1, V [Spin(7)1, V [ spin(9)].

Par l'introduction d'un systéme de biconjugaisons o', o", o™
sur le corps de quaternions, nous avons rendu possible une étude des struc-
tures presque quaternioniennes, sur une variété différentiable, dans le
cadre d'une scission globale de I'hypercomplexifié du fibré tangent en
quatre sous-espaces deux a deux biconjugués. Cette méthode permet
de conduire les recherches d'une maniére tout i fait analogue a celle clas-
sique des structures presque complexes : on retrouve ['existence équiva-
lente de trois champs d'opérateurs globaux 4, § et X tels qu'ils ont été
définis premiérement par C. Ehresmann, puis étudiés par P. Libermann,
M. Obata et H. Wakakuwa.

Nous dégageons quatre projecteurs globaux sur les tenseurs notés
S, &, &, 8™ qui se révelent indispensables pour expliciter le tenseur
de la GL(n, H)- structure. Nous développons la notion de connexion
presque quatemionienne dans ce nouveau cadre; il existe alors une con-
nexion canonique dont le tenseur de torsion s'identifie avec le tenseur de

structure T mis en évidence pour la premiére fois :
T=-32-{[9,9] +09, 91 +[K, X1},

ou [4,9] par exemple est le tenseur de structure de la structure presque

complexe définie par .
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2 E. BONAN

On peut toujours construire une métrique sur une variété presque
quaternionienne conduisant 4 une structure presque hermitienne quater-
nionienne subordonnée ou Sp(n)- structure. Nous définissons deux con-
nexions presque hermitiennes quaternioniennes canoniques :

-La premiére, induite par la connexion riemannienne, est essen-
tielle dans 1'étude des transformations affines : Etant donnée une variété
presque hermitienne compacte V,_ , le plus grand groupe connexe de trans-
formations de V, , affines pour la premiére connexion canonique et qui
préservent la structure presque quaternionienne, coincide avec le plus grand
groupe connexe d'automorphismes de la structure presque hermitienne
quaternionienne de V.

- La deuxiéme connexion est induite par la connexion presque
quaternionienne canonique : sa torsion s'identifie au tenseur de la struc-
ture presque hermitienne quaternionienne.

La réductibilité des variétés riemanniennes a groupe d'holonomie
Sp(n) ne fait intervenir que des variétés de méme type ou localement
unitaires.

Mais cette notion de structure presque quaternionienne est insuf-
fisante : par exemple l'espace projectif quaternionien n'en admet pas.
Soit H(V, ) un fibré de base V, de fibre type 1'algébre H des quater-
nions, de groupe structural le groupe SO( 3 ) des automorphismesd'algébre.
Soit T(V,,) le fibré tangent. Une structure presque quaternale est la
donnée d'un champ global associant & tout x de V, ~une représentation
effective de H,_ dans T, . Les conditions suivantes sont alors équiva-
lentes :

1) v, est presque quaternale.

2) v, estrecouverte par une famille d'ouverts U, V,... Chaque
ouvert est presque quaternionien (gu, ﬂu). Dans U NV les algébres
engendrées par (§Y, 94Uy ou par (§V, §V) cofncident.

3) Il existe un champ global associant 4 tout x un sous- espace
H_ -vectoriel S de T _®H, deT ® H =S oS’ oS,eS) pour n'importe

quel systéme de biconjugaisons o, o, oM de H .
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SUR LES G- STRUCTURES DE TYPE QUATERNIONIEN 3

4) Le fibré principal des repéres tangents admet un sous-fibré
principal de groupe structural GL(n, H)®y Sp(1).

Une variété presque quaternionienne apparait ainsi comme un cas
particulier : celui ou le fibré H(V, ) est trivial.

L'un des projecteurs SU associé aux structures presque quater-
nioniennes locales est en fait global. Il caractérise la structure : Une
condition nécessaire et suffisante pour qu'une connexion soit presque
quaternale est que O soit & dérivée covariante nulle.

On peut construire une métrique sur une variété presque quaternale
conduisant & une Sp(n) By Sp(1)-structure ou structure presque hermi-
tiale. Le projecteur global & fournit par compléte antisymétrisation une
4-forme M de rang maximum : /n\M % 0. Cette 4-forme est a dérivée
covariante nulle dans toute connexion presque hermitiale. L'espace projec-
tif quaternionien muni de sa métrique naturelle est un exemple de variété
riemannienne & groupe d'holonomie Sp(n) ®, Sp(1) .

La réductibilité de cette derniére n'introduit en dehors de variétés
de méme type que des variétés localement unitaires.

Des résultats trés partiels sur les structures presque quaternales
avaient déja été obtenus par E. Martinelli et ensuite indépendemment de,
et simultanément avec, I'auteur par Y. Kraines.

Nous étudions enfin deux variétés riemanniennes exceptionnelles.
, » admet une 3-forme globale &
dérivée covariante nulle. La seconde Ve’ 3 groupe d'holonomie Spin(7 ),

La premi¢re V,, a groupe d'holonomie G

admet une 4 - forme globale & dérivée covariante nulle. Ces deux variétés
sont A courbure de Ricci nulle.

Certains des résultats de ce travail ont été annoncés dans sept
notes aux Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences.

Je suis heureux d'exprimer ma profonde reconnaissance 3 M. André
Lichnerowicz, dont je suis fier d'étre 1'éléve, qui n'a cessé de me prodi-
guer ses conseils et encouragements avec la plus grande bienveillance .

Je tiens aussi a remercier Monsieur C. Ehresmann et Monsieur
C. Pisot pour I'honneur qu'ils m'ont fait en ayant accepté de constituer

le Jury de cette thése (Paris 1967).
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4 E. BONAN
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6 E. BONAN

1. Préliminaires algébriques.

Nous désignerons par H le corps des quaternions muni de trois

involutions d'algébre non triviales notées o', o", o™ telles que
(1’1) O"2=C"2=O'm2=id, U'CT"ZCT"O"=O"",
oc'oMm=0"o"=0"'", o™o'=0c'oMmM=0".
Nous dirons que ¢’ =0'g (resp. ¢", ¢™) est un quaternion biconjugué
de g¢. ‘
Puisque H est une algébre centrale simple, ces involutions sont
des automorphismes intérieurs : on peut donc trouver trois quaternions

i, j, k de norme 1 avec

o'g=iqit; o"q=jqi " omg=kqk '

De o'? = id, on tire i%2 = +1, mais o' n'étant pas triviale iZ=-1,

De méme j2 =—1. D'aprés (1, 1) on a certainement
ij=-ji=k;, k%Z=-1,
Il existe alors au moins une base (1,7, j,k) de H satisfaisant aux

relations suivantes :

i=i'=mi? =i = = =" k=kt = k"= R

(1,2)

i2=j2=k%=—1,; ij=-ji=k; jk==kj=i; ki=—ik=].

D'une maniére évidente nous avons la
PROPOSITION 1. Tout calcul algébrique reste encore valable lorsqu'on
remplace chaque quaternion qui y figure par son biconjugué relativement
@ l'une des involutions o', o", o™

T, désignant maintenant un espace vectoriel réel de dimension m,

nous poserons

H _
™=T ®,H.
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SUR LES G- STRUCTURES DE TYPE QUATERNIONIEN 7

C'est un espace vectoriel & droite sur les quaternions, muni de trois semi-
involutions :

T'=id®o', ™ =id®o"; T =ideo™.
Nous dirons que Tz est I'bypercomplexifié, & droite, de T, et qu'une
semi- involution étendue a l'algébre tensorielle, sur R, de Tz transforme
un élément ¢ en un hypercomplexe biconjugué noté t', t" ou ™. Si
g~ q est la conjugaison habituelle, anti-involution de H et T;‘l le dual
de T , nous désignerons par

Hyx _ * TH _ THyx _ 7x

(T )*=H®,T*, T,=H®pT (T )*=Tr® H

m?

le dual, I'opposé et 'opposé du dual de Tz. Un élément invariant par
une semi-involution sera dit complexe; on donnera le nom de rée/ a un
élément invariant par toutes les semi- involutions.

Nous introduirons les notations suivantes :

(P. C) exprime qu'une proposition reste vraie lorsqu'on substitue
a ses éléments d'autres éléments subordonnés a une ou plusieurs permuta-
tions circulaires simultanées.

(F. H. B) indique que l'on doit adjoindre au groupe de formules

déja écrites leurs formules hypercomplexes biconjuguées.

2. Structures presque quaternioniennes.

1°) Soit T, l'espace tangent en un point x d'une variété diffé-
rentiable Vun de classe C% et de dimension 4n.
DEFINITION 1. Une structure presque quaternionienne est définie sur
Vyn par la donnée d'un champ de classe C® de sous- espaces vectoriels
SZ de TI;’ tel que T’: soit somme directe de Sg et de ses trois bicon-
jugués :

H_ H IH I'H 'IH
Tx—SxGB'T Sxee'r SxeT Sx.

PROPOSITION 2. Une structure presque quaternionienne sur V, — définit
deux champs globaux § et § d'opérateurs linéaires qui appliquent chaque

Tx sur lui- méme avec
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8 E. BONAN

42 =92 =—id; 49+99=o0.

En effet, tout vecteur a de TZ peut étre mis d'une maniére unique

sous la forme
a=A+T'p+t 7"V + 7",
ot les vecteurs A, p, V, o appartiennent a Sg. On a
Ta=p+7T'A+T"p+ 7V (P.C)

et par suite les vecteurs réels @ de T, sont les vecteurs de Til admet-

tant la décomposition
(2.1) a:>\+'r'>\+'r">\+'r"'P\,>\€S£’.
Nous définissons ainsi un R - isomorphisme 5/ de Si{ sur T . A tout vec-

teur réel a = h(A\) les vecteurs =Ai, = Aj, —Ak font correspondre par

(2.1) les vecteurs réels
§a=aNi= (T'N)i +(T"N)i +(T"™N\)i,
Ja=-Nj+(T'N)j = (T"N)j + (T"N);,
Ka=-Xe+ (T Nk + (1" )k = (T™" N\)E,
et I'on vérifie que

$2a==a; $9a=-99a=Ka (P.C).

2° ) Inversement, soit sur une variété Vm deux opérateurs vérifiant
les hypothéses de la proposition 2 : considérons les extensions semi-

linéaires des opérateurs §, § et K=49 a Til définies par
v=.‘1®o', §=S®o", K=Kgom.
Ces opérateurs de Tf satisfont encore aux relations
§2 = _ia, 9v§= -§9v= K (p.c).
Appelons vecteur tripropre pour (0, 3,7%) un vecteur A€ Ti’ tel que

g“}\=>\a, ﬂv>\=>\,8 et par suite }Z)\=>\’y pour a, B€H .
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SUR LES G-STRUCTURES DE TYPE QUATERNIONIEN 9

PROPOSITION 3.
A) .‘!v (resp. f?, ]2) admet pour seules valeurs propres t i (resp.
7, k).
B) L'ensemble des vecteurs tripropres pour (—i, =5, —k) est un
sous- espace vectoriel Sf de Ti'. Y .
C) Le sous-espace ?Sg est tripropre pour ( =i, —j, k).
D) Les champs d'opérateurs § et § tels que §° = 4% = ~id et
gﬂ +99=0 ne peuvent exister que sur une variété de dimension 4n.

E)Si] définit une structure presque quaternionienne de V.

DEMONSTRATION.

e
a) Soit v un vecteur propre de § dans Tg )

v
do=va on a€H e vF0.
-~

En faisant opérer § sur les deux membres et puisque v ¥ 0,nous voyons
que le quaternion a satisfait & aa’=-1, soit (ai)? = 1. Par suite
a = 1 { etla propriété A s'obtient par (P. C).
-
Supposons en particulier que § v = v/ et soit g un quaternion

arbitraire; il vient successivement

“ ~

S(vg)=(8v)q"=viq" =(vq)i.

(%]

Il en résulte que les vecteurs propres de I'opérateur g pour l'une des
valeurs * 7 forment un sous- espace vectoriel de Ti{.
v
b) Soit @ un vecteur réel : § induit I'opérateur réel 4 sur Tx et

par suite, si nous considérons le vecteur A de Ti’ défini par
(2.2) A=a+(8a)i+(9a)j+ (Ka)k,
il vient en faisant opérer § sur cette égalité

Gr=9a-ai-(Ka)j+(Ja)k=-Ai (P.C).

[ v v

Le vecteur A est donc un vecteur propre de § (resp. 9, X) avec la valeur
propre —i (resp. ~j, —k),d'ou la propriété B.

c) Soit Si’ I'espace vectoriel des vecteurs tripropres pour (=7, ~f,~k ).
Par biconjugaison 7= 7', 7", 7™ il vient alors la propriété C.

d) La relation (2. 2) s'inverse par addition avec ses trois (F. H. B):
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10 E. BONAN

nous obtenons
da=N+T'A+T"A+T"A.

T, est donc R- isomorphe 2 SIZ et par suite m = 4n.

e) Montrons enfin que
H _ ¢H v cH w cH m cH
T,=S, 0TS, 0T"S 0 T™S .
Pour cela, il suffit de montrer que l'intersection de Sg avec la somme de

ses trois biconjugués se réduit au vecteur nul. Soit donc A un vecteur de

H
S, et supposons de plus que

H H H H
}\eSx N {'r'Sx + TS, +'r"'Sx},

A=T'u+7T"V+T"0 ou u, vV, pesi’.

9 commutant avec les semi- involutions T ,
IN=-Ni== (T L+ T"V+T"p)i =
(T p+7"v+T" )= (T L=T"V = T"p)i;
A se réduita A= 7' , mais
Jh==Ni =Ty =Nj

et A\ est par suite le vecteur nul.

30 ) L'espace vectoriel réel T muni des opérateurs § et § peut
étre identifié a S’: au moyen de l'application b définie par(2.1).

Soit U;I un sous- espace de Sg de dimension hypercomplexe p.
Il lui correspond par » un sous-espace de T, de dimension 4p invariant
par § et § et inversement.

Ainsi les sous- espaces de T, invariants par § et 4 sont donc
identifiés aux sous- espaces de Sg .

L'espace (Sf:)*, H- dual de Si’, définit aussi sur l'espace dual
Tk de T, une structure quaternionienne.

Pour tout vecteur A de Sl: nous devons avoir les relations

W(T'N)=w(T" M) =w(T"A) =0 et w(A)=a(\).

Le produit tensoriel

T @y (TH* [resp. TH @, TH; (THy*g (TH)*]
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SUR LES G- STRUCTURES DE TYPE QUATERNIONIEN 11

peut étre décomposé en la somme directe des 16 espaces
'FSI: ®H(TSI:)* [ resp. "r"SfZ ® 7‘.—9_5; (??f)*@H('rSi’)*] ,

pour T, T= id, ™, T, 7" .

En particulier un tenseur réel d'ordre 2 se décompose en 4 familles
de 4 tenseurs : dans chaque famille les tenseurs sont deux & deux bicon-
jugués et par suite chaque famille définit un tenseur réel, qui sera dit pur
du genre 0, I, 2, 3 selon que le produit FT vaut id, T, 1™, 7T".
Ainsi :

PROPOSITION 4. Tout tenseur réel d'ordre deux se décompose d'une
maniére unique en la somme de quatre tenseurs purs.

A cette décomposition correspondent les projecteurs, notés &, &',
8", 8™ . On peut exprimer ces projecteurs a 1'aide des opérateurs §, J et
X. Un tenseur ¢ d'ordre 2 pur et de type R satisfait nécessairement aux

deux égalités
(2.3) ReHe=(-1)%r e R(§)t=(-1)%t,
ou (u, v) est un couple d'entiers valant (0, 0), (0, 1), (1,0), (1,1)

suivant que le genre est 0, I, 2, 3. On en déduit pour un tenseur quel-
~

conque d'ordre 2 la décomposition suivant les tenseurs purs ¢ :
(2.4) 48t=1t+(=1)*RDt+(-1)*R(Prt + (=1)*T*R(XK)t.
PROPOSITION 5. Un tenseur ne peut étre pur relativement a des paires
d'indices non disjointes sans s'annuler.

Il suffit de le prouver pour un élémentde T} ® T, ® T,-Lesautres
cas s'y apparentent.

Supposons donc que, pour tout couple de vecteurs (X, Y), nous

ayons :
X, Y)=(-1)*8"1dx, Y)=(-1)"9 e(yx, Y) =
(2.5) =(-1)*vK (KX, v),
(X, Y)=(=1)* 97X, §Y) =(=1)V"§ Y x, §v)=

=(-1)*" UK x Ky).
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12 E. BONAN

Il vient successivement
109X, 8Y) =971y (9x, 9y) = (=1)* (X, dy) =
=(-1)u+u'+lt(X, Y)
et,par permutation circulaire,
14X, §Y) = (=1)* TV *1y(X, ¥)
et
t(KX, KY) =(- l)u+v+u'+u'+ll( X, Y).
Mais aussi
t(Kx, Ky)=1099x, 49y)=(-1)*+t«" *144x, qv)=

___(_I)u+ u'+1+v+u'+_lt(X’ Y);

et par suite ¢ se réduit i I'opérateur nul.

En particulier si nous avons (2.5), t ne peut &tre symétrique ou
antisymétrique en X et Y sans étre nul. Ce résultat sera fondamental
dans l'existence d'une connexion canonique.

Remarquons enfin que §, §, K sont purs de genre respectivement
1, 2, 3.

3. Espaces fibrés attachés a une structure presque quaternionienne.

Nous ferons dans la suite les conventions suivantes : tout indice

grec prend les valeurs 1, 2,..., n et tout indice latin les valeurs I,
2, ...o,m, 1", 2, .0, 0", I, 2", .., 0™,
Nous introduirons les opérateurs ', ", ™, sur>les indices avec
(a')' = (a")" = (a")" = a, (a')"=(a") =a™,
(a")" =(am) =a', (am) =(a" )™ =a".

La structure précédente peut encore étre définie par un recouvre-
ment de V., par des ouverts U, V, ... sur chacun desquels on se donne

n formes a valeurs quaternioniennes
ayl] * —
{6*1=6,, {0"1=0,

telles que les 4n formes 6% 9% = 6%y, g" , 0 @™ soient linéaire-
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SUR LES G- STRUCTURES DE TYPE QUATERNIONIEN 13

ment indépendantes dans I'hypercomplexe et vérifient pour tout x €U NV :
* )
6°=A5+ 67" on (A%«)=A} €GL(n, H),

ou GL(n, H) désigne le groupe linéaire quaternionien.

Le champ de sous- espaces S[: est alors défini par :
A€ Sg si et seulement si
Va, 07T A)=80%1"A\)=0%T"N)=0.
Si § ea} est une base de Sg, duale de { 8%}, le systéme de vec-

teurs

& =t g — n
ar St =T B Em =TT By &y a

est une base de T’: qui sera dite adaptée i la structure quaternionienne
de T, .

Les changements de bases adaptéess'effectuent selon les relations

] " "
Egx = BGAE*, eﬁ,*= SaoA;'* » Sﬁn*= eanAgw* s> Eomx = ea_ﬂ'A?g'"*’

a
ou les coefficients AE* sont définis par

] L] L.
AE* = O"Ag'* ='O’"Azn* = O""Agn* .
Les extensions linéaires des opérateurs g, 3 et K admettent,

d'aprés 1'étude des vecteurs propres de leurs extensions semi- linéaires,
les composantes suivantes des tenseurs les représentant
e =42 =-i5%, S =920 =i8% (P.C)
les autres composantes étant toutes nulles.
Pour desbases adaptées, tout vecteur réel, élément de T,, admet
des composantes v¥ telles que

~

a

~
v =‘O'1Ja

(&G=0', o", o™).
Plus généralement, les composantes d'un tenseur réel qui se déduisent
l'une de l'autre en tildaifiant tous les indices sont hypercomplexes bicon-
juguées par O .
. H
Etant donnée une base adaptée (&, €., €n, €m) de T/,

considérons les 4n vecteurs réels (ea, e s Eqn, ean.) définis par

¥01



14 E. BONAN

e, =%(8, +ey tem +Em);

e =55, i tegi= gmi= omi)=9"le,
e =5 (87— 8gjt eej— emi)=9te,,
eqm=Y% (8 k- Byk— Eak+ emk) =Kte,

On en déduit inversement :

e, = ‘/z(ea—- epi-emj—emk),
& ='/2(ea-— epitemjtemk)
en ='/.‘,(ea+ epi-emjtemk),
Em = |/2(eab+ epitemj—emk).

Les vecteurs (ea) définissent ainsi une base de TI: donc de Tx. Inver-

sement de toute base du type

€qs ea|=§'1ea, ea«=ﬂ’1ea, eam=K"1ea

on déduit par les formules précédentes une base adaptée de T’: .

Si nous posons
A=L+iM+jN+kRP,

od L, M, N, P sont des matrices n X n, les bases (el.) et (ej*) de Tx
définies a 1'aide des bases (80_) et (Sﬁ*) de Sf se déduisent 1'une de

I'autre au moyen des formules
eIB* = e aLg*+ea'M;*+€anN%*+ easz*’
a
egr ="eaMz* +ea.L2*+ e Pﬁ*" ea..N;*:
eﬁ., ="eaNZ*- ea'Pz*+ €. L2*+ ea"’M%*’
eﬁ...:"ean*—!-ea.N%*— eauMz*-}- eawL%*.

Désignons par

L M N p A O 0 0
jf‘U: -M L P =N ﬁU_ 0o A" O 0
\% ’ v

-N -P L M 0o 0 A" 0

-P N -M L 0o 0 0 A™
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a
Ag est la représentation réelle de A, son déterminant est strictement
positif.

Dans une base adaptée réelle les tenseurs représentant les opéra-

teurs §, §, K sont :

0 -E 0 o0 0 0 -E 0
e o o o 0 0 0 -E
I“ ) ]: D
0 0 0 E E 0 0 0
0 0 ~E O 0 E 0 0
0 0 0 -E
0 0 E 0

K =

E 0 o0 0

La représentation réelle du groupe linéaire & n variables quaternioniennes
GL(n, H) peut étre caractérisée comme le sous-groupe de GL(4n, R)
commutant avec I, J, K. Soient respectivement E“(Vun), Eg(V“n) s

Eb(V!m) les ensembles formés par tous les repéres réels (ea), repéres
hypercomplexes ( & ) et sous-repéres hypercomplexes ( €,) adaptés a la
structure presque quaternionienne et ayant leurs origines en tous points de
Vyn+ Ils admettent chacun, pour la projection naturelle, une structure

d'espace fibré principal de classe C” ayant pour base V4, €t pour grou-

pes structuraux les groupes G_, G,, G, tous isomorphes & GL(n, H),

: S ecrife fU U hu

formés par les matrices des types respectifs Ay, , Ay, Ay -
La représentation réelle des matrices A de GL(n, H) étant a
déterminant positif est donc dans la composante de 1'identité de GL (4n, R):

il en résulte que toute variété presque quaternionienne est orientée.

4. Structures quaternioniennes.

[ étant une fonction A valeurs quaternioniennes, différentiable des

variables réelles x, y, z, t,on pose

g=x+iy+jztkt.
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16 E. BONAN

Les conditions d'holomorphie & droite peuvent s'écrire

of of _of
¢ 3¢ g

R

ol nous avons posé

of 1,9/ 9f of of
— = A (e i+ —F P.C).
P L - WA A VT

Nous n'obtenons comme il est bien connu que les fonctions affines
a droite.
Si V,, est une variété réelle de dimension 47 admettant une

structure « analytique quaternionienne» , nous voyons avec C. Ehresmann

que V, est localement affine. 1l est clair que :

PROPOSITION 6. Une structure quaternionienne sur une variété induit sur

elle une structure presque quaternionienne.

PROPOSITION 7. Si deux structures quaternioniennes, subordonnées ala
méme structure différentiable, définissent sur la variété Vin les mémes
opérateurs § et ﬂ, elles coincident.
. . Nk N
En effet, soit x un point de Vun’ (g%) et (¢g" ) deux systémes
de coordonnées locales quaternioniennes dont les domaines contiennent x
et qui correspondent respectivement aux deux structures quaternioniennes
M * N . 3 . . >
envisagées. Les (q}\ ) sont, A priori, R- différentiables des (x*) et par
suite des (¢*), avec
’ ” ~ 2 '] ” »e
qa:xa+ixa +]-xa. +kxa , qt=qa.’ qa.‘qa'qa
On en déduit :
MW N g N oaf Ne o oq" Nk a™
dq” =b,dq"+ b dq” +bwdg” + b mdg” .
Mais a la structure quaternionienne §,  correspond un sous- espace Sg
bien déterminé et par suite

k k k
1720 = bz‘\n= bz_\m=0.

.. ¢k
La condition b?;. = 0 signifie ici

0%
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w_ 24" _13¢" 3g% 348 2347
b""_aq"" 2(axa-ax"'l+ax°‘]+ xa"")— .

On en déduit que les (q)\ ) sont des fonctions analytiques quaternioniennes

des (g%), et les deux structures quaternioniennes cofncident.

5. Structures presque hermitiennes quaternioniennes.
Une structure presque quaternionienne étant donnée sur V, , posons:

DEFINITION 2. Une structure presque hermitienne quaternionienne est
définie par une structure riemannienne dont le tenseur métrique g est pur
de genre 0.

Cette condition s'exprime par les relations
g(X, Y)=g(dx,9Y)=¢(9x,.Jy) VX, v,

ou X, Y sont deux champs de vecteurs.

Etant donnée sur Vlm une structure riemannienne arbitraire de

tenseur métrique b, on en déduit une structure presque hermitienne quater-
nionienne subordonnée a g,ﬂ en prenant sa composante pure de genre 0

qui est encore définie positive :
g=8h=4(h+hod+hod+hoK).

Une structure presque hermitienne quaternionienne détermine canonique-
ment trois formes quadratiques extérieures F, G, H partout de rang maxi-
mum 4. Elles sont définies par
= k _ — k_ - k _
(5. 1) Fy= gy ==F Gyi=gy;d;==Gpp Hy=gy; Ki=~H>
d'ou I'on tire inversement
i = ik i= 7k
(5.2) gi"Fikg , 5i_Gikg .
En tenant compte de 8g = g on déduit les relations
kb _ kb _ kb _
(5.3) F i Fi\8™" = G;3Gi8™" = gy (FyuGipt FipGyle™ = 0.

Nous traduirons (5. 3) en disant que les deux formes F et G sont
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18 E. BONAN

orthoéchangeables avec la métrique g.

Réciproquement, soient F et G deux formes quadratiques exté-
rieures orthoéchangeables avec une métrique riemannienne g d'une variéeé
| A partir des formules (5.2) et (5. 3) on montre que § et g définis-
sent une structure presque quaternionienne de Vo

Ainsi une structure presque hermitienne quaternionienne peut étre
définie sur V.~ par deux formes quadratiques extérieures F et G ortho-

échangeables avec une métrique riemannienne.

6. Structure presque symplectique complexe.
Soit V, =~ une variété a structure presque complexe X.

DEFINITION 3 (C. Ehresmann). V, = sera dite presque symplectique
complexe s'il existe une forme quadratique extérieure | de type (2.0)
partout de rang m.

1l résulte d'une étude faite dans [ 19] p. 84 que m est lui- méme

pair. En posant

G=pu+p, F=ip—-ipm,
nous définissons deux formes quadratiques extérieures de rang maximum
2m. Celles-ci définissent canoniquement deux champs d'applications

-1
linéaires G et F inversibles de T, sur son dual et le champ GF d'auto-

morphismes de T _ n'est autre que la structure presque complexe de départ

K.

PROPOSITION 8. On peut toujours construire a partir d'une métrique
arbitraire une autre métrique riemannienne orthoéchangeable avec F et G
et par suite une structure presque bhermitienne quaternionienne les admet-
tant comme formes quadratiques fondamentales.

A partir d'une métrique arbitraire, on peut tout d'abord construire

la nouvelle métrique
= il
W by’
telle que X soit échangeable avec | .

kgl _
(6.1) by K5 K,.—b,.].,
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ce qui peut également s'écrire
(6.2) pEIKE KE = bt
Dans ce qui suit, la seule métrique utilisée est la métrique J ; c'est celle
qui intervient pour définir la dualité que nous faisons jouer.
=1
GF =K s'exprime par
— I - I
(6.3) Fii=GyKiow G=-F, K.
Posons
c.=h*(F, G, +F, G, )=~b*(F, F._Xr+F F._X7),
ij ik~ jl jk il ik jm1 jk* im 1l 7
(6.2) s'écrit également
klym ml Yk
et par suite
- kl m ml k _
cij==bFyFo KP+b™F,F, Ki=0,
kl _
(6.4) (Fiijl+ ijGil)h =0.
Introduisons maintenant les deux opérateurs sur les vecteurs définis par
L. vk»Ffvi, M- vk»vai;
(6. 4) implique immédiatement

(6.5) em+Mme=o0.

Ces opérateurs sont réguliers et nous avons
v.&v=0v.Mv=8v.Mv=0.
Par exemple, la derniére égalité s'établit comme suit :
— i~j k b _ i~ i ~jy.,b k
Lo Mv = b, FRehvto” = 5 b (FQ G, + F), G )v"v
— il b k
% b (ijGbl + Fbiji)v v© =0,
Construisons le tenseur symétrique
— Im _ Im
(6. 6) kz.].—F”ijb ‘GilGjmb
La forme quadratique définie par les ki;' est définie positive : considé-

rons les valeurs propres et vecteurs propres de (kij) relativement a (bii) .

Si u est un vecteur propre correspondant & la valeur propre p2 (p>0),

%07



20 E. BONAN

ona:
(6.7) kil = p? byl = pPuys
soit
(6.8) F;.F]{uf:GilG]l-uj:-.pzui.
Par multiplication contractée par Fi.’ (resp. Gi.’), il vient
FEFi(Qu)l =2 p?(Ru), Gk GiMu) == p2 (Mu)?,
soit
kp(Lu)l=p?(Lu),, k(M) = p2(Mu), .

N

Ainsi £u et Mu sont vecteurs propres associés a la méme valeur propre
2
pZ.

T, des vecteurs propres associés a la valeur propre p?, alors ,T17£ et

De plus (6. 5) et (6.8) expriment que si Sx est le sous- espace de

-,15311 le laissent invariant et définissent sur lui une structure quaternio-
nienne.

Ceci posé, soient ,OZ (a=1,2,..., q) les différentes valeurs
propres étudiées, S: I'espace des vecteurs propres associés a 03 .

L'espace T, admet la décomposition en somme directe
q
Tx = @ S:_ ’
a=1
ou les S; sont deux a deux orthogonaux et invariants par les opérateurs
£ et M. Pour une base de Tx,soit (ei),déduite de bases (ei ) des Sz
a

on a donc

k k

F,'=¢6,°=o0, b, . =0 (a#b),
a a Tatb

et d'aprés ( 6. 7) appliquée & un vecteur de S: :

(6.9) ki g, =0 (a$b), k;, =plh

Il en résulte d'aprés (6. 4), (6.6), (6. 9) que la métrique g; définie

par

giajb =0 (a#*b), giafazpabiaja

est orthoéchangeable avec les deux formes envisagées.
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Si F¥ et G' sont les tenseurs représentant F~1 et §™!,nous
allons montrer qu'on peut les obtenir & partir de Fij et Gi’. a l'aide de la

nouvelle métrique 8- En effet en posant

s bi _lj
Fij=Fy8 8"
ik’ T Dirtp18 87 T 81k 8 ’
par suite Fi = Fi et ceci quelle que soit la métrique &ij échangeable
avec F.
Les opérateurs § et § définis comme I'ont été £ et M mais a
partir de 8ij définissent une structure quaternionienne de T, .

L'opérateur K = G~ 1F n'est autre que 49; car
i_ ~if - bi Ij — i 4h — df q!
Ke=GFu=Gyee Fy=-9,9=94,.

PROPOSITION 9. Il y a identité entre la classe des variétés admettant
une structure presque quaternionienne et celles qui admettent une structure

presque symplectique complexe.

7. Espaces fibrés attachés a une structure presque hermitienne quater-

nionienne.

Io ) Supposons que V,  soit munie d'une structure presque her-
mitienne quaternionienne. On peut construire sur chaque ouvert un champ
de corepéres adaptés A la structure presque quaternionienne. L'équation
Sg= g exprime que toutes les composantes dans de tels corepéres du

tenseur 7y représentant g sont nulles sauf celles de type
')’aﬁ, 'ya'Bl ) ya."ﬁ"’ ’}’amﬁm.
Du caractére réel du tenseur g = (yij ) on déduit
YEET Y ap
Posons
’)’aﬁ =5aﬁ +igo.',3 +]'gan'3 +kga"',8’
ou les g, du second membre sont les composantes réelles de g dans le

corepére réel associé au corepére adapté envisagé.

Du caractére symétrique de g, il résulte immédiatement
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’yaﬁ =yﬁa'

Ce qui se traduit par
ga,Bzg,Ba.’ g;ﬁ=_gﬁa V5=U',U",‘Um,

La forme quadratique définie par le tenseur métrique

(D=gaba)“cob

peut s'écrire
¢ = 45"‘gaﬁ 68,00 6%= 4% (w*+iw® + jw“" +Rka®).
Adjoignons a celle-ci la forme quadratique extérieure
Y=0%Ng,z6°.
Elle est reliée aux 3 formes fondamentales par

2y ==(iF+jG+kH).

2°) Soit e, un champ local de vecteurs unitaires; soient
e1,=-—gei, elnz—gel, eim=—}<e1
ses transformés respectifs. Ces quatre champs locaux sont orthonormés.

Si de plus e, est un champ local de vecteurs unitaires orthogonal en

2
chaque point au 4- plan engendré par les précédents, les huit vecteurs enx

81, 610, el" 61'-, 22, 62', ezn, €2m
sont orthonormés. En continuant, on construit de proche en proche un
champ local de repéres réels adaptés a la structure presque hermitienne
quaternionienne.

Soit (w?) le champ local de corepéres, dual du précédent. Dans

ces conditions
d=3 [(0M? + («®)2 + (0¥ )2 + (02 ],
F=3[ o A o®+ o I\w“m]; G:Z[wa"l\w“—i-wam A w' ],
a a

H:E[w“ﬂ A @® + w® /\cu“"] .
a

Considérons les vecteurs hypercomplexes
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o ) )
B, =% (e ~epi=emj~e mk)
qui définissent un champ local de repéres adaptés a la structure presque
quaternionienne de V.

Le produit scalaire étant défini sur Tf par le tenseur Vi il

vient :
= h(eytiegy tiemthem)eg=egrimeoni=comk)=
= Saﬁ'
Il en résulte :
=3 4602, y=3 8% A6,
a a

Deux bases ( Ea) et ( 8,6*) adaptées i la structure presque hermitienne

quaternionienne de T, se déduisent l'une de l'autre par

“3,3*= 84Az*’

ol A= (Az*) appartient au groupe unitaire quaternionien Sp(n), défini
par les matrices de GL(n, H) satisfaisant a

A%y = AL7,
o (APFy=4"1,

La représentation réelle de Sp(n) peut étre caractérisée comme
le sous-groupe de SO(4n) commutant avec les matrices [ et | définies
antérieurement.

Son algébre de Lie est réalisée comme I'ensemble des matrices
4n X 4n antisymétrique pures du genre zéro.

Nous considérerons de maniére analogue au paragraphe 3 les es-

paces fibrés principaux
a b
&%(v,), &8(v,.), & (v,
des repéres réels, hypercomplexes, et sous- repéres hypercomplexes, tous

adaptés a la structure presque hermitienne quaternionienne en tous points

de V, . La base est V, et les groupes structuraux sont isomorphes

asp(n).
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8. Connexions linéaires a valeurs quaternioniennes.

Etant donnée une variété différentiable Vo de classe C%, soit
E(v,) {resp. EH(Vm)} I'espace fibré des repéres tangents (resp. de
leurs hypercomplexifiés) :

DEFINITION 4. Nous appellerons connexion linéaire hypercomplexe une
connexion infinitésimale sur EH(Vm).

Elle peut étre définie par la donnée sur chaque ouvert U d'un
recouvrement de V ., d'un champ local de corepéres hypercomplexes
OU = (6%) et d'une 1- forme locale @, & valeurs matricielles dans I'al-
geébre de Lie, sur R, de GL(m, H), ces matrices quaternioniennes
m X m satisfaisant dans U NV 2a la condition de cohérence

wy=(A) Yoy AY + AUy tdAY avec 6V =40V,

Si nous posons Wy =(a);:), les w;: (i, j=1,2,..., m) sont desI-
formes hypercomplexes.

Si les voisinages ont été munis de sections locales de E(Vm),
nous avons les mémes formules, mais avec A appartenant 3 GL(m, R)
cette fois.

A toute connexion linéaire hypercomplexe de forme w correspon-
dent trois connexions dites ses biconjuguées dont les formes seront res-
pectivement notées «', «", w™; toute connexion linéaire sur E(Vm)
définit une connexion linéaire sur EH(Vm) avec laquelle elle peut étre
identifiée et qui coincide avec ses biconjuguées : elle sera dite connexion
linéaire réelle.

La différentielle absolue dans une connexion linéaire hypercom-

plexe d'un tenseur est donnée par la formule habituelle

Vt=d1+§(w)t,

~

ot R est la représentation induite sur I'algébre de Lie par la représen-

tation R du tenseur ¢ envisagé.
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En coordonnées locales, avec des notations évidentes, nous avons

le groupe des formules : Y x e UC v,

Vol=dv +wj ok, Vf=df- [0l 1) eTd, () e(Ti)*,

i_ i i k_ i b i H H
th—dti+a)ktj—tbwj, () €T By (T )%,

_ - b k TH % H
v‘ij‘d‘ij"“’i’bj"’ikw;" (ti].)e(Tx) ®y(T.)*,
Vil = ai + wi P74 R ot () ectt) @ (TH).

Torsion et courbure sont définies par
i_ gpiy i \gh P gait o Nk
p do* + wj , Q]. a’o)1+wk /\wi
et satisfont aux identités de Bianchi généralisées
i_ (Ot k i b i_ (i k i b
az _Qk/\e —wbl\z, dQ’.—Qk/\wj—waQj.
9. Connexions presque quaternioniennes.

Etant donnée une variété presque quaternionienne V up» POSONS :

DEFINITION 5. Nous appellerons connexion presque quaternionienne
toute connexion infinitésimale sur Eb( Viun)e

Elle peut étre définie par la donnée, sur tout ouvert U bd'un
recouvrement de V, , d'un champ local de sous- corepéres adaptés ¢ V=
= (@a) et d'une I - forme locale Ty a valeurs matricielles dans I'algébre
de Lie du groupe structural GL(n, H).

Ces matrices n X n satisfaisant dans U NV & la condition de

cohérence
b

h
) ) b )
_ U,~1 U U,~-1 U U_ U pVv
My =(Ay)" 7, Ay + (Ay) dAV avec O —AV9 ’

ol, si nous posons @, = (wg), les wz sont des I-formes hypercom-

plexes.
Cette connexion 77 peut étre identifiée a celles qui sont définies
sur E&(V, ) (connexion linéaire hypercomplexe) et E”(Vun) ( connexion

linéaire réelle) par les matrices :
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. ) a" o™
772 0 0 0 % % @3 %
0 'a —® a a™ __ a"
e 00 L | 7Y% Y %5 "B @,
"a —w e a a'
0 0 Wﬁ 0 wﬁ wﬁ “)5 “’,@
ma aﬂ' al’ a' a
0 0 0 v —-wr’3 “),3 —wl3 wﬁ

m .
ol nous avons posé 77y = wg + z'a);' + ja)g" +kwp , avec les w;. réelles.

Une connexion presque quaternionienne est donc un cas particulier

de connexion linéaire réelle.

10. Relation avec une connexion linéaire réelle.

a) Inversement, donnons-nous sur la variété presque quaternio-
nienne V,, une connexion linéaire réelle arbitraire, de forme 77 . Pour
®n recouvrement de V., bar des voisinages munis de repéres adaptés, la
matrice de connexion dans un voisinage U (resp. V) est donnée par (77;:)
(resp. (777'::)).
La réalité de la connexion se traduit par les relations
-
71;: =57T;: pour G=0', o", o™.
Introduisons pour x € U N V la matrice de passage A = (A'z* )

d'un repére adapté A un autre. Il vient

ok k ¥

M =AY mS AR+ A2 dAY4 (FH.B),
RE Nk Nk -ﬁ

mox = A% g AL, (F.H.B).

Ces relations prouvent que :

- Les éléments 77'%' définissent sur V, ~une connexion presque
quaternionienne, désignée ultérieurement par S7, et qui sera dite induite
par la connexion linéaire réelle envisagée;

- Les éléments 772. (resp. 772"' ;ng) définissent une ] -forme
tensorielle pure hypercomplexe et,par biconjugaisons et somme, une I-
forme tensorielle pure réelle de type représentation adjointe et de genre I
(resp. 2, 3) notée ultérieurement &' 77 (resp. S"7 , 7).

La formule
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48t =t 4 (=1)*9 18+ (-1)?§ e+ (-D)*PVKLK
qui permet de décomposer un tenseur réel de type représentation adjointe
en tenseurs purs s'étend, dans des repéres adaptés, sans modification a
la connexion envisagée. Il convient de rendre cette formule valable en
repéres quelconques. A cet effet, nous profitons de la constance des com-
posantes de §, §, K pour écrire successivement :
(10. 1) 48m=m-9n§~-gng-KnK,
(10. 2) 48m=m-97I+dnd+KnK (p.C),
et puisque 49 =10,
Vd=7md-47, soit §VI=4dnd+7 (P.C).
Ainsi en injectant ces relations dans (10.1) et (10.2), il vient
P i i a i a i a
(577)]._77]... 4 (gavgj +5{a§7§]. +Kavl<].),
i _ i a i a i a
(87 =49, VI + K, VK- 4 VI (P.C).
Ces formules étant désormais vraies dans tout repére.
b) Evaluons maintenant dans une connexion linéaire réelle arbi-

traire de forme 77 les différentielles absolues des tenseurs § et §.Rap-

portons tenseur et connexion & des repéres adaptés. Il vient :

Vs =ing ~mgi=0, V%, = in%i~7% i=0 (F.H.B),
\792,,:1‘77%'..-#772..1‘:21‘772',, Vﬂg,.zziwg',.,(F.H.B),
V43=V9im=0.  VY4m=2jm5m. VI3 =2j7% (F.H.B).

Nous en déduisons immédiatement la

PROPOSITION 10. Toute connexion linéaire réelle sur une variété pres-
que quaternionienne V, = induit sur cette variété une connexion presque
quaternionienne. Pour que la connexion linéaire soit naturellement asso-
ciée & la connexion presque quaternionienne qu'elle induit, il faut et il
suffit que les différentielles absolues des tenseurs § et 9§ de la connexion

linéaire soient nulles.
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COROLLAIRE. Les projecteurs introduits S, &, & et & commutent

avec la différentiation absolue dans une connexion presque quaternionienne.

11. Connexions presque hermitiennes quaternioniennes.

DEFINITION 6- Sur la variété presque hermitienne quaternionienne Vin
nous appelons connexion presque hermitienne quaternionienne une con-
nexion infinitésimale sur l'espace fibré principal &P ( Vin?:

Une telle connexion définit une connexion infinitésimale sur 55(Vlm)
et une connexion infinitésimale sur 5“(Vlm) avec lesquelles elle peut
étre identifiée. Il en résulte qu'a toute connexion presque hermitienne
quaternionienne 77 sont associées naturellement une connexion presque
quaternionienne et une connexion euclidienne et par suite une connexion
linéaire réelle telle que les différentielles absolues des tenseurs presque
quaternioniens et du tenseur métrique soient nulles.

Si la connexion linéaire est rapportée 2 des repéres de 65’(Vlm),

elle est représentée dans un voisinage par la matrice de connexion

772 0 0 0
0 7w 0 0
0 0 77"’6‘: 0
0 o0 0 %

puisque les différentielles absolues des tenseurs presque quaternioniens
sont nulles.

Evaluons la différentielle absolue du tenseur métrique:

vgaﬁ=-;§gpﬁ_:gapwg=-(%§+wg) (F.H.B),

Vgagr ==75 =75 =0, Vg, w=Vg,em=0 (F.HB).

Une connexion presque hermitienne quaternionienne est ainsi
définie,pour un recouvrement par des voisinages munis de sections locales

de &*( V4,) par des matrices de connexion (772) telles que

B
(11.1) WE"'W:;"O
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et satisfaisant en outre dans l'intersection de deux voisinages, a lacon-
dition de cohérence relativement au groupe Sp(n).
Torsion et courbure sont définies par les formules (également

valables pour une connexion presque quaternionienne)
a_ a a P a _ a a P
3 dé +7rp/\¢9 , Q,B d77'3+77p/\7r16
et satisfont aux identités de Bianchi

d2“=Q;‘/\9P—w;A2p, dQg =03 wg-w;/\Qg.

La formule ( 11. 1) implique
B —
Qg +Q4e=0.

12. Les deux connexions canoniques d'une variété presque hermitienne

quaternionienne.

1°) Sur la variété presque hermitienne quaternionienne V _ toute
connexion euclidienne est définie par rapport & des repéres de gg(Vun)

par une matrice de la for‘r'ne 7= (77;:) avec
me=6m e mit+mi=o0.
] ] ] z
Cette connexion euclidienne induit, au sens du paragraphe 10, une con-
nexion presque quaternionienne 77 satisfaisant également a (11.1) donc
une connexion presque hermitienne quaternionienne. Soit ¥ la connexion

riemannienne définie par la métrique. Nous sommes conduits i la

DEFINITION 7. Nous appellerons premiére connexion presque hermitienne
quaternionienne canonique, ou de Lichnerowicz,la connexion o induite

par la connexion riemannienne °y :
(12.1)  a}=(8y);=7vyj- '/.,(Q;VQ".+5;\73;+K;VK;).

20 ) Considérons sur la variété riemannienne Vm une connexion
linéaire arbitraire. Pour un recouvrement de V  muni de repéres ortho-
normés, si,pour x eUNYV, Cg désigne la matrice de passage d'un
repére orthonormé A un autre, les matrices de connexion Ty satisfont a
la condition de cohérence

-1 -1
_ U U U U
(12.2) WV_CVWUCV+CVdCV'
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La matrice Cg appartenant au groupe O(n), cette relation peut encore

-1
s'écrire, puisque ‘Cl‘} = Cg :

-1
(12.3) y=Cytmycy-clacy,

en désignant par A la transposée de la matrice A.

Nous définissons ainsi une nouvelle connexion linéaire dont les
matrices de connexion sont (- t7TU).

Considérons maintenant la connexion définie par la matrice
(12.4) (I)7TU=‘/2(7TU-’7TU).
C'est une connexion linéaire associée a une connexion euclidienne puisque
ses matrices de connexion sont antisymétriques. Nous énoncerons:
PROPOSITION 11. Toute connexion linéaire induit une connexion eucli-
dienne. Pour que la connexion linéaire soit naturellement associée a la
connexion euclidienne qu'elle induit, il faut et il suffit que la différentielle
absolue du tenseur métrique dans la connexion envisagée soit nulle.

Puisque Vga’@ =-:7Tg -775 dans les repéres envisagés, la for-
mule (12.4) n'est évidemment valable que pour un recouvrement de V_

muni de repéres orthonormés. On profite de la constance des composantes

du tenseur métrique g,
8ap = S8 (a,B=1,2,...,m),
pour transformer ( 12. 4). En effet de
£ Ve, =8P (8, ,75 + 8,5 TS) = ~TG=TT"
on déduit en portant dans ( 12. 4)

(12.5) (@w)g='/z(wg-mf):wfwgﬁpvg,,a
qui est désormais valable dans n'importe quel repére.

30 ) Soit maintenant V,, une variété presque hermitienne quater-
nionienne. Soit 77 une connexion linéaire quelconque dont nous rapportons
les coefficients a des repéres de éh( Vun)‘

77 induit une connexion presque quaternionienne 877 (resp. eucli-

dienne ® 77) dont les coefficients sont :
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(dmyg=m7g, (Sw)%:o, S=o',0", 0™ (F.H.B),
(@mi= 4 (mi-T]) (i j=1,2,...,4n), (a, f=1,2,...,n).

Par suite, en calculant ® 87 (resp. d®77) il vient :

-_— a a
(@8m)3 =5 (75 -75) = (S0m)%; (®8m)5=0=(8®m)z (F. H.B).
Ainsi ces deux connexions coincident.

PROPOSITION 12. Sur une variété presque hermitienne quaternionienne
les projecteurs & et ®, qui commutent lorsqu'ils opérent sur les tenseurs,
commutent aussi lorsqu'ils opérent sur les connexions.

L'opérateur ® sur les tenseurs est bien entendu 1l'opérateur d'an-

tisymétrisation relativement a la métrique g :
— a_ _ap o
Q=% (t5-8 gﬁo_tp).

COROLLAIRE. Toute connexion linéaire sur une variété presque hermi-
tienne quaternionienne induit canoniquement une connexion presque hermi-
tienne quaternionienne.

Soit w la connexion presque quaternionienne canonique d'Obata

qui sera définie au paragraphe suivant.

DEFINITION 8. Nous appellerons seconde connexion presque hermitienne
quaternionienne canonique la connexion [ induite par la connexion pres-

que quaternionienne .

(12.6) Bl=0uwl=wl+5g"Vyg ..
v

13. Tenseur de structure d'une variété presque quaternionienne.

Io) L'espace T = R"” étant muni de la structure quaternionienne
pour laquelle la base canonique est adaptée , soient §, g et XK les opé-

rateurs presque quaternioniens : ceux-ci définissent quatre projecteurs
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S, &, &, & deux a deux orthogonaux de somme I'identité.
G=8(T®T*) est I'algébre de Lie du groupe G = GL(n», H).

&'"(T ® T*) est invariant par G, car de

Y eSUTRT*) <= 1y d=-g"tyg=y

et
g€G=>8"1gd=g1ed=g,
on déduit immédiatement
S legtygd=-9"t e yed =gty gD T g ST R TH).
L'espace
FT=8(T®T*)eS"(TRT*)eS™(T® T*)

est donc supplémentaire de G = &(T ® T*),invariant par G.
A § nous associons l'opérateur linéaire § de T=T R T*® T*,

qui pour un élément décomposable

a®R9P®E (oua€eT, ¢, 0€T*)

s'écrit, en posant
at=§"1q, ' = 9o, 6'=60o4.

(1313(a®0R9)=%5(a®0R0¢+a’RI'®RP+ 'R OV Y - a®O'RYP'),

~

- 2

§ est un projecteur qui admet la restriction § 4 l'espace T =T ® \T*,
~ -~ .

puisque § commute avec la projection naturelle @ : T T.

Procédons de méme pour §, K : nous vérifions que I'opérateur

§+ §+}Z
est de carré%( 9~+ §+ 32). Ainsi
7 =§-($l_+ 9+ %)

- - 2
est un projecteur. Soit 77 sarestriction & T =T ® AT*. Posons de plus
V=g T*), z=Q(TC® 7).

T est évidemment somme de ces deux espaces.

Or V. (resp. Z) est engendré par des éléments du type g \ ¢
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(resp. §7'g N9, §7lg N0, Klg AN9oX) ot g (resp. @)
parcourt G (resp. T*). Appliquons 7 2 de tels éléments; nous trouvons
(13.2) (g No)=0,
(13.3) T4 te A 9o d) =

=-;-(29‘1g ANeod-9tg Nvod-K g ApoX) (P.C);

a
de cette derniére relation nous déduisons que le noyau de 77 dans Z est

engendré par les éléments du type

(13.4) C=g—1g A<P09+g~1g /\Cpos-%Kq"g AooX.
Nous remarquons maintenant que { peut encore s'écrire

L=(g Ao +9 g Ngod+J g Npod+K g AvoK)-g Ao,
ou il apparait que { € V. Ainsi le noyau de T dans 'i‘ se réduit a 1'es-

pace V.. Posons W :’;TZ.
L'espace Z est invariant par R(G),on
2
R =10 NI7H5

A

et puisque 77 commute avec cette représentation, W est ainsi invariant

par elle. Nous aboutissons a la

PROPOSITION 13. Le projecteur 7 détermine une scission de T en deux

espaces invariants par R(G):
T=VeeW, nVo=0, 7W=W.
Désignons maintenant par A la restriction de (@ a 'espace G ® T*;
un élément ¢ du noyau A~ 1(0) esta la fois symétrique et pur du genre 0 :
t(a, b)=1t(b,a), tla, b) =91 1(%a, b)=9"*¢(9a, b),a, b eT.
Il résulte de la proposition 5 que ¢ est nul. Ainsi
PROPOSITION 14. L'application A: G ® T*~» V. est injective.

20 ) Soit V,, une variété presque quaternionienne; les deux pro-
positions 13 et 14 nous permettent, dans le cadre de la thése de D. Bernard,

d'appliquer le corollaire III 6.1 (p. 94).
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PROPOSITION 15. Sur une variété presque quaternionienne le tenseur de
torsion d'une connexion presque quaternionienne est somme de deux ten-
seurs a valeurs dans W et V. :

Le premier ne dépend pas de la connexion et s'identifie au tenseur
de structure.

Le secomd peut étre choisi arbitrairement : il détermine alors
biunivoquement la connexion presque quaternionienne.

Si V est une connexion presque quaternionienne, sa torsion est

donnée par
S(x, Y)=i(x)VY-i(Y)VXx-[X,Y] VXY,

ou X et Y sont deux champs de vecteurs.

1l vient alors aisément :
s83y(x, v)=19x,9v1-0[x, Y1-9[x, vY1=-4[x, dv]=
=404, 91 (x,v).

Nous retrouvons ainsi un résultat classique , [ §, §] étant le ten-
seur de Nijenhuis associé a la structure presque complexe §. Par suite
du théoréme précédent le tenseur de structure T s'identifie 3 73 . Il

vient compte tenu de la relation précédente:

PROPOSITION 16. Le tenseur de structure d'une variété presque quater-

nionienne est

T:§([9,§] +09. 91 +[K, K1).

Une variété presque quaternionienne admet une connexion presque quater-
nionienne canonique de torsion T. Pour que le tenseur de structure soit
nul, il faut et il suffit que la variété admette une connexion presque quater-
nionienne de torsion nulle.

Nous avons appelé connexion d'Obata, cette connexion presque
quaternionienne canonique.

30 ) Si V,, admet une structure analytique quaternionienne,son

tenseur de structure est nul puisqu'elle admet une connexion presque

quaternionienne canonique de torsion nulle.
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Cette connexion est également de courbure nulle puisque V, —est
localement affine.

Inversement, supposons que T = 0. La connexion d'Obata étant
en particulier presque complexe relativement a g et a torsion nulle, § est
analytique. Effectuons les calculs dans des repéres complexes naturels.

Les tenseurs représentant § et 4 admettent pour composantes

§5=1i83, G+ =0, 9%+, §3=0 (F.C.C),
od (F.C.C) signifie que 1'on doit adjoindre au groupe de relations déja
écrites leurs formules complexes conjuguées et ot a, 8=1,2,...,2n,

a*=a + 2n.

La connexion d'Obata étant de torsion nulle,
a_1rY 4.7
w g Fﬁy dz
La dérivée covariante de § étant nulle,
a a )\' —_
aygp* +F>\y§lp*_o.
Il vient par multiplication contractée par ﬂg* :
a _ (p* a __qeo p*
(13.6) I”ﬁ,y gﬁ aygp* gp* aygﬁ (F.C.C).
Notons que,rﬁa’,y étant symétrique, la nullité du tenseur de structure de
g s'exprime par
a* _ a*
(13.7) 2, f]ﬁ =995 .
Calculons le tenseur de courbure
a— _ pa— _ —cqp* a

(13.8) Rg7, =Ring = 9%(35 9,95 (F.C.C)
les autres composantes étant nulles. Donc T = 0 n'est pas une condition
suffisante d'intégrabilité.

En revanche, si de plus R =0, la variété est localement affine.
14. Tenseur de structure d'une variété presque hermitienne quaternionienne.

1o ) Reprenons les notations du paragraphe précédent et posons

de plus

Sp(n) =S5 Ve=A(S ®T*).
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S est 1'ensemble des matrices antisymétriques de G: § posséde donc
relativement 4 G un supplémentaire : c'est l'ensemble Y des matrices

symétriques de G. Y est invariant par S, en effet de

yeYED>yeG, ‘'y=y,

et
s€S<©ts=s'1, s €G,
on déduit
sys'ieg, t(sys-1)=sys'1
et par suite
sys“tey.

Le sous-espace Yol  est donc un supplémentaire dans T ® T* de S,
également invariant par §. D'autre part puisque l'application A est injec-

tive,
Al S®T*) N A(YR®T*)=0.

Posons de plus U= A( Y®T*): V¢ admet donc le supplémentaire Weo U

invariant par R(S). Appliquons de nouveau les résultats de D. Bernard :

PROPOSITION 17. Sur une variété presque bhermitienne quaternionienne
Vin
nionienne est somme de trois tenseurs a valeurs dans les espaces W, U,

1%

le tenseur de torsion d'une connexion presque hermitienne quater-

5
- Le premier est le tenseur de structure T de la variété considérée

comme presque quaternionienne.

- Le second ne dépend pas non plus de la connexion envisagée. Sa
somme avec le précédent est le tenseur de structure de la variété consi-
dérée comme presque hermitienne quaternionienne.

- Le troisiéme peut étre choisi arbitrairement: il détermine alors

biunivoquement la connexion.

2° ) Considérons maintenant la seconde connexion presque hermi-

tienne quaternionienne canonique 5. La partie

2%



SUR LES G- STRUCTURES DE TYPE QUATER NIONIEN 37

Sy =g+ 3y

de satorsion ne peut provenir que du terme additionnel % g™ Vg quidans

les repéres adaptés,est « symétrique» et appartient par suite au sous-
espace Y ® T*. Donc, puisque A est injective,le tenseur EV =0et
S

par suite :

PROPOSITION 18. Le tenseur de structure d'une variété presque hermi-
tienne quaternionienne s'identifie @ la torsion de la seconde connexion

canonique.

15. Transformation affine d'une variéte presque hermitienne quaternionienne
P

munie de sa premiére connexion canonique.

10 ) Soit V,, une variété presque hermitienne quaternionienne, Y
la connexion riemannienne associée a la métrique, o la premiére connexion
canonique de V, , c'est-a-dire la connexion presque hermitienne quater-
nionienne induite par 7y :

a=8y=v-4D9I+940J+XDX),
ou D désigne la différentielle absolue dans la connexion riemannienne “y.
Soit & une I- forme de V,, définissant par dualité une transfor-

mation infinitésimale qui laisse invariant le projecteur 8; dans ces condi-

tions £(£) permute avec § et par suite :
£(a=88(E)y = 4{&(EH)y +IHESYII+IHEE) Y1 I+
+ K &oHHYIKY.

Si la transformation infinitésimale définie par £ laisse en outre

invariante la connexion a , nous avons

S&(&Ya =0,
soit
(15.1) [R(EY1 =992 18E) Y15, - 9L 9 1R(E)v1 g, -
KX [£H7g, =

Or pour la connexion riemannienne
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[S‘?(f)y];k:Dij§'+§'R;.'rk.
Par contraction de i et j dans (I5. 1), il vient
4L8(EYY1],=479,8¢,
soit d8& = 0.

Maintenant nous notons d'abord que,g(f)’y étant une I - forme

tensorielle, il en est par suite de méme des termes

LYY, $THEE) YIS e KUEEHYIK.

Les quatre termes intervenant dans ( 15. 1) peuvent donc étre évalués sépa-
rément. En particulier dans des repéres différents. A cet effet, rapportons
§ et g a un repére adapté a la structure presque hermitienne définie par la

structure presque complexe § et la métrique g . exceptionnellement les

indices sont tels que
a, B, A=1,2,...,2n, a*=a+2n, (a*)*=a,
i, j,r=1,2,..., 4n.
Par suite les seules composantes de § et g~ ! non nulles sont
B_ _gB* _ .sB a*B _ aB* _ gaB
Qa—-ﬂa*_zsa, g =g =36 .

A 1'aide du tenseur métrique, contractons j et k dans (I5.1).

En particulier .
(15.2) g L)Y, =
= xgl“’%* Dy £t ETRE yox =Dy Dyx €%~ €' RS 1.
Utilisons 1'identité
(Dyx Dy=Dy Dy )E* =& R?’ N\
A cause de la relation de Ricci
RY pxat RE o + RS ar =0,

les deux membres de (I5. 2) sont nuls. Ainsi les trois derniers termes

contractés de ( 15. 1) sont nuls. Par suite

(15.3) Dip &+ RIET=0.
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Supposons de plus V,, compacte.
De cette derniére relation et de d 8& = 0, on déduit que & définit
une isométrie infinitésimale de la variété presque hermitienne quaternio-

nienne V, [19] .

PROPOSITION 19. Etant donnée une variété presque hermitienne quater-
nionienne compacte V, ., toute transformation infinitésimale affine pour
la premiére connexion canonique et qui préserve le projecteur S est une
isométrie infinitésimale.

C'est en particulier le cas si & définit une transformation infini-
tésimale presque quaternionienne, c'est-a- dire préservant la structure

presque quaternionienne dela variété.

PROPOSITION 20. Etant donnée une variété presque hermitienne quater-
nionienne compacte V, , le plus grand groupe connexe de transforma-
tions de V, , affines pour la premiére connexion canonique et qui préser-
vent la structure presque quaternionienne ,coincide avec le plus grand
groupe connexe d'automorphismes de V, = en tant que variété presque

bermitienne quaternionienne.

2)Soit V,_

Des formules définissant les deux connexions canoniques, il résulte qu'une

une variété presque hermitienne quaternionienne.

transformation 4 qui
a) est une homothétie pour la métrique,
b) laisse invariante la structure presque quaternionienne,
est une transformation affine pour l'une et l'autre de ces connexions.

En effet de (12, 1) et(12. 6) on tire :
p*a=p*8§y =8u*ry=8y=a,
p*B=u*dw=0pu*w=0w=24.
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16 . Propriétés relatives aux groupes d'holonomie.
Rappelons le théoréme suivant :

PROPOSITION 21. Tout champ de tenseurs a dérivée covariante nulle
sur une variété V_, munie d'une connexion linéaire, détermine au point
x deV  un tenseur invariant par le groupe d'holonomie homogéne L/Jx(Vm).

Inversement, de tout tenseur en x, invariant par ‘,Dx(vm), on
déduit par transport un champ global de tenseurs a dérivée covariante
nulle.

10 ) Soit V,, une variété presque quaternionienne munie d'une con-
nexion presque quaternionienne. Le groupe d'holonomie de cette connexion
est certainement sous- groupe de GL (7, H), et par suite le groupe d'holo-
nomie homogéne de la connexion linéaire réelle associée est pour les
repéres de E%( V,,) sous-groupe de la représentation réelle de GL (n,H)

Inversement, considérons une variété différentiable V,, munie
d'une connexion linéaire réelle et supposons qu'au point x de V, il
existe un repére pour lequel le groupe d'holonomie homogeéne \/Jx soit
sous- groupe de la représentation réelle de GL(n, H). Les matrices

éléments de l/Jx sont de la forme

L M N P
-M L P ~N
-N =P L M
-P N -M L

et \,ZJx laisse invariants les tenseurs en x, une fois covariants, une fois

contravariants, de composantes
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0 -E 0o 0 0 0 =E 0
E 0 0 0 0 0 0 -E
I = ) ]: )

0 0 0 E E 0 0 0
0 0 -E 0 0 E 0 0

0 0 0 =-E

0 0 E 0

K_.
0 -~E 0 0

E 0 o0 0

Compte tenu de la proposition 21, on déduit l'existence sur V-
de trois champs de tenseurs g, ﬂ, K a dérivée covariante nulle dans la

connexion envisagée et satisfaisant en tout point de V, = aux égalités
§2 =—id, 99=-99=K (p.C).

Ainsi la variété admet une structure presque quaternionienne et la
connexion envisagée est la connexion linéaire réelle naturellement asso-
ciée a une connexion presque quaternionienne pour cette structure.

En particulier, si une variété différentiable est munie d'une métri-
que riemannienne et d'une connexion euclidienne relative a cette métrique,
et si,au point x de V _, il existe un repére orthonormé pour lequel le
groupe d'holonomie homogéne de la connexion soit sous- groupe de la
représentation réelle de Sp(n), la variété V, —admet pour la métrique
donnée une structure presque hermitienne quaternionienne et la connexion

envisagée est la connexion euclidienne naturellement associée a une con-

nexion presque hermitienne quaternionienne.

20 ) On sait qu'a toute connexion presque hermitienne - complexe-
correspond une 2 - forme & valeur scalaire fermée. Sur une variété presque
hermitienne quaternionienne, il existe en particulier au moins une struc-
ture presque hermitienne et,le groupe d'holonomie restreint o de cette
variété étant sous-groupe de Sp(n), nous récoltons les résultats suivants

diis a Lichnerowicz [ 18] :
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PROPOSITION 22. Sur une variété presque hermitienne quaternionienne
munie d'une connexion presque hermitienne quaternionienne :
a) Les formes de la connexion sont nulles.

b) La classe de Chern de degré deux est nulle.

30 ) Soit V, ~une variété presque quaternionienne dont le tenseur
de structure est nul. Une telle variété regoit le nom de variété pseudo-
quaternionienne, puisqu'une condition nécessaire est qu'il existe une con-
nexion presque quaternionienne a torsion nulle.

Si la variété envisagée est munie d'une structure presque hermi-

tienne quaternionienne subordonnée & sa structure pseudo- quaternionienne
elle sera dite pseudo- hermitienne quaternionienne.
DEFINITION 9. Nous appellerons variété kdhlérienne pseudo- quaternio -
nienne une variété pseudo- hermitienne quaternionienne dont la connexion
riemannienne est naturellement associée a une comnexion presque quater-
nionienne.

Il en résulte que les trois 2-formes F, G, H sont a dérivées cova-
riantes nulles dans la connexion riemannienne et par suite sont fermées et
cofermées.

D'aprés le 1°) de ce paragraphe, si au point x d'une variété V
il existe un repére orthonormé pour lequel le groupe d'holonomie homogéne
de la connexion riemannienne est sous- groupe de Sp(n), la variété envi-
sagée admet une structure kdhlérienne pseudo- quaternionienne et sa cour-
bure de Ricci est nulle [181] .

La connexion riemannienne est ici la connexion d'Obata. Par suite

en reprenant les notations du paragraphe 13- 30 :
a _ _ap* _qpr* a
Uay =8 9y 8, §f 9y 35 -

La forme Fag *ﬂg* de type (2,0) étant a dérivée covariante nulle,

il vient 67 Kag = 0. Ainsi cette forme est holomorphe.

40 ) Soit V,, une variété riemannienne compacte. Soit £ une I-
forme définissant par dualité une isométrie infinitésimale :

(16.1) DiDi§j+Ri].§":o, d8£=0.
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Supposons de plus la courbure de Ricci nulle. De DiDi fj. =0 on

déduit ([19] p. 4) que £ est a dérivée covariante nulle et il en résulte

que
(16. 2) d& =8£=0.

Inversement, si & est harmonique,de ( 16.2) il vient
(16.3) Di§j+D].§i=O, Difj-Djfi:Of

£ est a dérivée covariante nulle, vérifie (16.1) et définit une isométrie
infinitésimale. Dans ces conditions :

a) V_ estréductible et admet un feuilletage par des feuilles loca-
lement euclidiennes;

b) Le plus grand groupe connexe des isométries est abélien.

PROPOSITION 23. Le groupe des isométries d'une variété riemannienne
compacte irréductible a courbure de Ricci nulle est discret.

C'est par exemple le cas d'une G- variété pour G = SU(n), Sp(n),
G,, Spin(7) [11].

17 . Réductibilité des variétés kdhlériennes pseudo-quaternioniennes.

Soit V, =~ une variété kahlérienne pseudo- quaternionienne; J ey
désignent les opérateurs presque quaternioniens correspondants. Ils sont
a dérivée covariante nulle dans la connexion riemannienne. Dans le cas ou
V,, est supposée simplement connexe nous nous proposons d'étudier la
réductibilité de la variété envisagée comme variété riemannienne.

Désignons par o le groupe d'holonomie homogéne en x de la
variété considérée comme groupe de rotations. Il laisse invariants les
opérateurs § et § en x et pour un choix convenable des repéres est sous-
groupe de la représentation réelle de Sp(n).

Soit T: un sous-espace vectoriel réel de dimension p # I de T,
invariant par O et sur lequel o induit une représentation irréductible.
Les sous- espaces QT;, ST;, KT; (ou K =99) sont aussi invariants
par o etil en est par suite de méme pour l'espace Tf engendré par § T’:,

1 1 P i 2 . . .
f[Tx et KTx. Il en résulte que T; N TS et invariant par o,. D'apres
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I'irréductibilité, ou bien T: N Tﬁ = Tx1 et T;‘ est invariant par §, § et
X qui opérent sur cet espace, ou bien T’: 8 Tﬁ = 0 et par suite T;‘: est
la somme directe des espaces QT;, ST’: et KT; .

Dans le premier cas p = 44q et o induit sur T; une représenta-
tion irréductible qui pour un choix convenable des repéres est sous- groupe
de la représentation réelle de Sp(gq).

Examinons le second cas: a cet effet considérons l'espace de

dimension 4p, défini par la somme directe
3 - 1t 1 1 1
T:=TledT.edTleKT].

Sur Ti, § et § operent et définissent une structure quaternionienne.

Si T’ désigne le sous-espace de Tf: orthogonal a T’f , T;l est
invariant par O et il en est de méme de T; N T;l .

Or on ne peut avoir T; N T;lz 0, en effet la représentation
induite par o sur T;“: est le produit direct des représentations induites
sur Ti et T'xl; si v, ET’?, il s'exprime d'une maniére unique sous la
forme

— ' N 2 ' vl
v, =v, +v, ou v2€Tx et U1€Tx'

Soit 7 un élément de o qui induit l'identité sur TE; il en résulte que

—_ ’
vy =v, -1~rv1

et par suite

(17.1) ru = vy = o =Y

ol le premier membre appartient a T; et le second a T;l. La représenta-
tion induite sur Ti étant irréductible, on peut choisir r de fagon que v,
ne soit pas invariant par r,et par suite pour que la valeur commune des
deux membres de (17. 1) ne soit pas un vecteur nul. Ainsi T: N T;l =0.

Il en résulte que
1 1_ 1
T, nT,"=T,

et que les deux espaces T;‘ et Tﬁ sont orthogonaux.

Choisissons dans T; une base orthonormée eq (A=1,2,...,p).
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Les 4p vecteurs e, , e, =-~geA , eA..=—:ﬂeA, eA...=-KeA définis-
sent une base orthonormée de Tz et la représentation induite par o sur
Ts est nécessairement définie relativement & cette base adaptée a la

structure quaternionienne de T pour des matrices de la forme :

L M N P

-M L P ~N

ot M=N=P=0 et L e€SO(p).
-N <P L

-P N =M L

Cette représentation étant le produit direct des représentations
induites sur Ti et Ti ne pourrait que se réduire & la représentation
triviale.

Ainsi le second cas ne peut se produire.

Nous voyons que nous pouvons décomposer 7T, en une somme
directe de sous- espaces orthogonaux P: (a=0,1,..., k) de dimension
4qa, invariants par §, § et K et par o, tels que o induise sur P}
la représentation identité et sur chaque P7 (a3 0) une représentation
irréductible qui pour un choix convenable du repére est sous- groupe de la
représentation réelle de Sp(q ).

Les feuilles d'indice @ # 0 correspondant a cette décomposition
admettent, pour la structure riemannienne induite, un groupe d'holonomie
sous- groupe de la représentation réelle de Sp(g,) et d'aprés un résultat
relatif aux groupes d'holonomie sont k&hlériennes pseudo- quaternioniennes.
Sur les feuilles d'indice 0 se trouvent définies des structures localement

unitaires; il vient :

PROPOSITION 24. La réductibilité d'une variété kdblérienne pseudo-
quaternionienne simplement connexe n'introduit que des variétés kdblérien-
nes pseudo- quaternioniennes irréductibles et des wvariétés localement

unitaires.
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Vi

18. Equivalence de deux structures quaternioniennes.

1o ) Soient (1, 7,7, k) et (1, u, v, w) deux bases de 1'algébre
H des quaternions satisfaisant chacune & la table de multiplication habi-
tuelle; il existe un quaternion A, déterminé i un facteur réel prés, tel
que (1, u, v, w) soit I'image de (I, 7, j, k) par I'automorphisme inté-

rieur associéa A:

(18.1) u=NiN1, v=AjNY, w=NkA L.

Dans ces relations on peut prendre A de module 1, soit
Nl=Ne>Nesp(1).

Puisque #, v, w sont imaginaires purs :

u=a 1+8j+7y k

(18.2) v=a'it i+ Yk
w=a"i+ /" + Yk,

ou la matrice

a B v
a! ﬂ' ,),'
a" /B" ')’"

est un élément de SO(3).

Soit maintenant o', o", o™ (resp. o*, o ** o***) le systéme

de biconjugaisons associé a la base (7, j, k) (resp. (u, v, w)).

Evaluons o*g pour g €H
(18. 3) o*q=uqu = (o'q)A +(o"gq)B+(o"™¢q)C,
ol nous avons posé

A=a(a+7yj-pBk) (P.C).

20 ) Soit T,, un espace vectoriel réel de dimension 47. Soit Sg
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une structure quaternionienne de T, relativement au systéme de bicon-
jugaisons (o', o", o™) de H.

i 7% = 4 * ' - TH 1 o*

Si 7* = id ® o* est l'opérateurde T, ® H = I/ prolongeant 7,

il résulte de (18. 3 ) qu'en particulier pour tout vecteur £ de Sl:

(18.4) T*E=(T'E)A+H(T"E)BH(T™E)C.

Par suite T*Sg est dans la somme directe
v cH n cH m cH
(18.5) TS, eT"S eT™S .
Il en est de méme pour 7** S;’, THXE S;’ : ainsi Sg est d'intersec-

tion réduite au vecteur zéro avec la somme
7 SH 4 ax gy peien H
Par biconjugaisons o*, o** o *** on en déduit que
TH = Mo+ sl o pax sl panx

Ainsi SI’;’ apparait comme une nouvelle structure quaternionienne de T, .

Sur Sg existent alors deux triples d'opérateurs quaternioniens
, fj, Xy et (U, 0, W) déterminés respectivement par les structures
(Sg, o', o", oc™) et (S’n{, o*, 0% og¥***) et 1'on a
(18.6) U=ad+B89+yX, (O,D.

Ainsi la donnée de Sg,

sans autres conditions que (8. 5) pour un sys-
téme particulier, détermine une classe d'équivalence de triples (g, ﬂ, Xy.
Un opérateur tel que U appartient évidemment & 1'algébre engendrée par
9,9, K. 1l revient alors au méme de se donner directement une représen -
tation effective de H dans T, .

S'il existe sur T, ~deux structures 9,9) et (U, 0) satisfaisant
a des relations telles que (18.6), on en déduit, H étant muni d'un sys-
téme de biconjugaisons, un sous- espace Sg caractérisant (9, §); (U, 0)
est alors déterminé par ce méme S;’ , H étant muni du systéme de bicon-
jugaisons défini par ( 18.3).

En effet, tout vecteur £ € S’Z s'écrit

=x+9xi+9xj+Kxk, on x €T, .

%35



48 E. BONAN

Le vecteur 7
n=x+Uru+Oxv+Vxw
s'écrit, compte tenu de (18.1) et (18.6),
n=x+(a?+a'?2+a"?) xi +(af+a'B +a"B" )Y xj + Y xi)
HBEA LI+ 5 H(By + By + By )Y xk + Kxj)
Y2+ ) Kk +(ya+ 7 at + y"a" ) (Kxi +§ xk).

Il vient immédiatement 1) = £ .
30 ) Soit maintenant £ 1'opérateur linéaire de T,, défini par mul-

tiplication a droite par A:
L=a&+bI+c§+dK,
ot a2 +b%2+c?+d*=1;,a, b, ¢, d €ER : nous avons
U= L2481, 0=2848"1, D=2Ke!.

H étant toujours muni du systéme (o', 0", o™) le couple (4, ) (resp.
(U, O)) détermine le sous- espace Sg (resp. X g).

Tout vecteur £ € S’n{ s'écrit d'une maniére unique
E=x+9x)i+(4x)j+(Kx)k, x €T,, -

Considérons le vecteur y = Lx et évaluons £§, on £ désigne 1'exten-

sion linéaire de £ a T{fﬂ :
Séf=£x+(£gx)i+(£ﬂx)j+(£xx)k,
LE=y+(Uy)i+(Oy)j+(Wy)k.

Ainsi £& 625 : £ étant régulier, 25 est exactement l'image de szl‘

19. Structure presque quaternale sur une variété.

Soit V_ une variété différentiable de classe C® et de dimension
m. Nous désignerons par H(Vm) un espace fibré localement trivial de
base V ., de fibre type I'algébre H des quaternions, de groupe structural
le groupe isomorphe 4 S0(3) des automorphismes d'algébres,de projec-

tion p. Soit T(V_) 'espace fibré tangent, projection g.
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DEFINITION 10 Une structure presque quaternale sur V'm est la donnée
d'un champ global R de classe C%, associant,a tout point x de V.
une représentation effective Rx de p~Yx)= H (V, ) dans 7" Yx)=
- (*)

=T.(V, ).

PROPOSITION 25. Il y a équivalence entre a, b et c.

a)V,, estpresque quaternale.

b)V,, estrecouverte par une famille d'ouverts U, V,. ...,chaque
ouvert est une variété presque quaternionienne (U, .‘lU, SU). Pour tout
point x eU NV @, les algébres engendrées par 4V e fIUou pczrgv
et SV coincident.

c) 1l existe sur 'V, —un champ global associant & tout x un sous-
espace H_- vectoriel Sg du produit tensoriel sur R, Til = Tx ®H,,tel

que pour un systéme de biconjugaisons o, of oFdeH, :
_ ¢H oH nH wH
T eH =S 05 ST aST",
~ crH _ /. ) H
ou §" =(ideo,)S, .
Une structure presque quatemionienne de V, = est une structure
presque quaternale pour laquelle le fibré H(V ) est trivial.

Vll-n

Chaque ouvert U est muni de trois sections locales de H_, soit

peut étre recouverte par une famille d'ouverts U, V,...

2
Veeus(il, ;YY) U7 =21, U0 =_;Ui0 =2V (p.c).

X

Par la représentation fo nous en déduisons trois champs locaux d'opéra-

teurs presque quaternioniens

U .
x"gg, X’Ki‘]’

les opérateurs locaux possédent dans U N V § @ la propriété annoncée
(a=>0b).

Inversement, la condition 4 signifie que 1'algébre en chaque point
x engendrée par .‘]g, 53,]{5 ne dépend pas du choix de U et par suite
nous en déduisons le fibré H(V ) ainsi que la représentation.

c => b est évident.

(*

) Il en résulte évidemment que m=4n.
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Montrons que a => c-: cela résulte de 1'étude faite au paragraphe
précédent. L'espace défini par la structure .‘53, ﬂg, Kg et le systéme

U

de biconjugaisons associéa i, jg, kg ne dépend pas de U,

20. Espaces fibrés attachés a une structure presque quaternale.

Un repére adapté en x a la structure presque quaternale est un
repére adapté i I'une quelconque des structures presque quaternionienpes
subordonnées a la structure presque quaternale. Ainsi H étant rapportée a
un systéme de biconjugaisons , chaque structure (gg, ﬂg) définit un
sous- espace Sg(U) C Tx ® H et par suite nous savons ce qu'est un sous-

repére adapté {Sg}, auquel se trouve associé par biconjugaisons un

repére hypercomplexe adapté {sg, sal.], sal.{, ea(.{'}, et par passage au

réel un repére réel adapté { eg }.

Les résultats obtenus se traduisent par l'existence, pour tout
xeUNVFG:

- d'une matrice A’}:U =(A2)C GL(n, H),

- d'un opérateur 533 appartenant a l'algébre engendrée par ﬂg , 35

=a6+bd+cd+dXK.

Désignons par £ 1'extension linéaire de £ a T, ®H. Il vient alors
\% . U jay — ¢ U a
e = el A®)=8(e!)A .H. .
s e, 1) = £(eg)4%  (F.H.B)

Si (@ désigne la représentation réelle de A :
V_@l er _ U_el@zgh U
8‘1 _&aﬁl eb —£a&l eb .

Ainsi se trouvent mis en évidence trois espaces Ea(Vun), Eg(Vlm),
Eb(V‘m) des ensembles formés par tous les repéres réels {ea} , reperes
hypercomplexes {&_} et sous-repéres hypercomplexes { e }, adaptésa
la structure presque quaternale et ayant leurs origines en tous points de
Vl&n

pace fibré principal ayant pour base V.. €t pour groupes structuraux les

. Ils admettent chacun pour la projection naturelle une structure d'es-

groupes G _, Gg, G, tous isomorphes & GL (7, H)®,Sp(1).

Précisons que le groupe G, est le groupe engendré par la réunion
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des groupes GLa(n, H) et Spa(l), représentations matricielles 4n X 4n
des groupes GL(n, H) et Sp(1). Chaque élément Yy €G  se trouve

décomposé de deux maniéres uniquement :

y=gs=sg=(-g)(=s),ot g €GL (n, H), s eSpa(I).
Si on léve la restriction a? + b2 + c?2 +d? =1 équivalente & e eSpa(l),
le groupe obtenu serait en apparence GL(n, H)® GL(1, H). Mais le

groupe engendré par la réunion de GL (n,H) et GL (1, H) demeure

Ga. La notation correcte de Ga est en fait

{GL(n, H)®py Sp(1)},[={GL(n, H) ®yGL(1, H)}, ] .

PROPOSITION 25. La donnée d'une structure presque quatemale sur V

est équivalente a la donnée d'un sous- fibré principal
E*[V, . GL(n, H)®ySp(1)]

du fibré des repéres tangents a V.

Une section globale d'unités relatives x -» z'x (ii ==~1) de H(V.m)
conduit & l'existence d'une structure presque complexe de Vy, qui sera
dite alors presque complexe quaternale : le groupe structural se réduit a

GL(n, H)®,U(1).

21. Invariants associés a une structure presque quaternale.

10 ) Chaque structure presque quaternionienne locale (gu,ﬂu)
détermine quatre projecteurs SU’ SL'!’ SJ, SL'/": mais seul le premier
SU est indépendant du choix de U. En effet, pour tout 2- tenseur A, de

type représentation adjointe par exemple,
48,A=A4+910 A0 4 471U 4gY 4 K-tUAKY,
ou il apparaft que SU opére 3 l'aide du tenseur (2.2) :
Ch=9"09"+90 9" + XKV o K.
Si UNV+@, il est clair que @UI v @VI y €t par suite GU est la

restriction d'un tenseur global C. Nous verrons, plus loin, que ce tenseur

caractérise méme la structure presque quaternale.
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PROPOSITION 27. Sur une variété presque quatemnale, il existe un pro-
jecteur global § sur les tenseurs d'ordre 2,

20 ) D'aprés 1'étude du tenseur de structure d'une variété presque
quaternionienne, nous savons que la structure presque quaternionienne

locale (QU, f]U) admet comme tenseur de structure
T =21047, 871 + 147, 47 +[XY, KY1.
Dans U NV # @, j'ai vérifié directement, sur les expressions locales du
type
i _ (a i i a i i
409,915, =970 9, - 0,9~ 97(2 9:- 2.9,
4 l'aide des relations
U=aV+09"+cKV...,
que 1'on obtient
TV = TV modulo a A&,
ot a (resp. £) est un champ local de covecteurs (resp. d'opérateurs
quaternioniens £2 = ~id).

Mais ce résultat s'obtient aussi en remarquant que GL(n, H) est
sous- groupe de GL(n, H)®ySp(1): il convient donc de calculer le
tenseur de structure J de la variété presque quaternale U C V., bar pas-
sage au quotient par la relation d'équivalence définie ci- dessus, puisque
a A& est générique de l'espace

Qesp(1)® T*),
ot ( est I'opérateur d'antisymétrisation

2
R:TRT*RT*>TONT* (cf. §13).

PROPOSITION 28. Le tenseur de structure J d'une variété presque qua-

ternale V,  est défini localement par

T =TY (moduloa NL),

~

ou TU est le tenseur de structure d'une quelconque structure presque
quaternionienne locale (4v, SU) subordonnée a la structure presque qua-

ternale de Vin:
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Vil

22 . Structure presque hermitiale.
Une structure presque quaternale étant donnée sur V., posons:

DEFINITION 11. Une structure presque hermitiale est une structure rieman-

nienne dont le tenseur métrique g est invariant par le projecteur global 3.

Lorsque V,, est munie d'une métrique riemannienne quelconque
b, nous pouvons toujours construire g = &b qui est encore définie posi-
tive, et par suite une structure presque hermitiale subordonnée a la struc-
ture presque quaternale donnée.

Reportons- nous au paragraphe précédent : V _ est recouverte par

4n
une famille d'ouverts U, V,. .. presque quaternioniens.

Soient alors FU, GU, HY les formes quadratiques fondamentales
de la structure presque hermitienne quaternionienne locale définie sur U
par (QU, ﬂU) et la restriction de la métrique g. Construisons sur U la

4 - forme
MV=rY N FYU+6Y AcU+HY N HY.
Mais, pour Y x eU nV $ @,
U MV
M7 y=M |y -
Ainsi les MU sont les restrictions d'une 4- forme globale M qui sera dite
forme fondamentale de la variété presque hermitiale.

PROPOSITION 29. Sur une variété presque bermitiale il existe une 4 -
n
forme globale de rang maximum (i.e. ANM=M"$0).
En vue d'effectuer une démonstration par récurrence nous poserons

successivement :

F

n

I

n

S (0 ANo®+ 0 Nw*), (P.C)
a=1

f= «° A @° + w®" /\w"m, (P.C)
M,=F, NF,+G, NG, +H ANH_,

m=fNf+gNg+hAb.
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Il vient immédiatement

(22)fAf==20° A 0® AN AN’ =2m; fNg=0 (P.C).

1
3
Faisons 1'hypothése de récurrence

(22.2) (M)"=(=1)"(2n+1)! 7 o Ao® Ao Ao
a=1

Celle- ci est vérifiée pour n = 1 (relation (22.1): n =1). Pour la dimen-

sion n+1 nous poserons de plus :

F+1=f+Fn (P. C),

n

(223) My =Fppy NFpyy 7 Gy NGy v H g NH -
Développons (22. 3) compte tenu de (22. 1) :
M, =M, +2(f NF,+g NG, +h NH, ) +m.

Elevons les deux membres a la puissance extérieure n+ 1. Omettons les

termes dont la contribution est trivialement nulle :
(M, V" Fl=(n+1)(M )" \ m+
+2n(n+1)(M )Y/ NF,+g NG, +h NH)?.
Développons le dernier terme
2 _
(f NF,+g NG,+b NH)D)*=fAN[ANF,
+ehNe NG, NG, +h Ab AH, /\Hn=§"= AM
Ainsi
(M, , D" =(2n43)(n+1)(M D" A .

Tenant compte de (22, 2) pour n =n et n = I : il vient

(Mﬂ+1)"+1=('1)"+1(2n+3)-’ 7'.',. w® Awa' @ N w®
a=0

cette derniére relation étant la méme que (22.2). D'ou la proposition 28.
Remarquons que cette 4- forme M s'obtient & partir du tenseur
(2, 2) € al'aide de la métrique puis compléte antisymétrisation.
Nous considérerons d'une maniére analogue au paragraphe 20 les

3 espaces fibrés gq(vun)’ 65(Vm), 5}’(Vlm) des repéres adaptés 2
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la structure presque hermitiale (i.e. a l'une quelconque des structures
presque hermitiennes quaternioniennes subordonnées) de base V, = et de

groupes structuraux tous isomorphes a Sp(n) ® Sp(1 ).
Vil

23 . Connexions presque quaternales.
1° ) Etant donnée une variété presque quaternale :

DEFINITION 12. Nous appellerons connexion presque quaternale une
connexion infinitésimale sur Eb( Vun)'

Elle peut étre définie par la donnée, sur tout ouvert U d'un recou-
vrement de Vi d'un champ local de repéres adaptés et de deux I- formes
locales Wy et oy

- @y esta valeurs matricielles » X n quaternioniennes.

- 0 est a valeurs quaternioniennes et sera en fait identifiée a
une forme matricielle 472 X 4n & l'aide des opérateurs gU, f]U et KUY
locaux.

Dans U NV ces deux formes locales satisfont & la condition de

cohérence
-1
— Uy-1 U U U
a)V—(AV) wUAV-!-AvdAV,

oy =.£ 3 oy 533 +—ggd£3 .

(Les notations sont celles du paragraphe 20).

Les gg sont les éléments de recollement du fibré des bases de
H,_ (Vx €V, ) qui peut étre ainsi envisagé comme un sous- fibré princi-
U défi-

nissent une connexion infinitésimale qui permet en particulier la différen-

pal de Eh(V,m)- La deuxiéme relation exprime alors que les o
tiation absolue des sections de H(V, ).

En revanche, il n'existe pas, en général, de sous- fibré de Eh(V,m)

dont les Ag seraient les éléments de recollement.
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La connexion (a)U, crU) = 7, peut étre identifiée a celles qui
sont définies sur Eg(Vlm) et E“(VM) par biconjugaisons et passage

au réel. Désormais dans 1'un ou 1'autre de ces deux cas on aura :

Ty=w@y+o

U K

ou w, et oy désignent maintenant, par abus de notations, les matrices
4n X 4n a valeurs quaternioniennes ou réelles obtenues a partir des formes
données antérieurement.

La forme @y définit par restriction & U une connexion presque
quaternionienne d'ailleurs induite par 7, soit w U= SUWU : le tenseur
S sur les tenseurs ne s'étend pas comme dans le cas presque quaternionien
aux connexions; cependant dans chaque ouvert U presque quaternionien,
S se prolonge en un projecteur ’SU opérant sur les connexions, celui-ci

dépendant de la structure presque quaternionienne locale.

PROPOSITION 30. Pour qu'une connexion soit presque quaternale, il faut
et il suffit que la différentiation absolue commute avec le projecteur .
En effet, dans l'ouvert U, la connexion est déterminée par la

forme
my=wy+adl +69Y + cKY,
ol a, b, c sont trois I - formes locales réelles et @y 1'élément de con-

nexion presque quaternionienne locale dans des repéres adaptés :
(23.1) (VU =adV + 7, 4V U7 =2 KV -2c4Y,

(VHY =2c4Y - 22 XY, (VKW =244V~ 254V .

Ces trois relations locales caractérisent une connexion presque quaternale.
Le projecteur global § s'exprime a 1'aide du tenseur C dont I'ex-

pression locale est
cV=9"gdV + 9" 09V + KV g KV.
11 vient alors :

(Ve)V =(2bKV = 2c4Yy @9V + (2c9V = 24KVy @ 4U +

+(2a9Y =209y @KV + 0V  (26KV = 2c4V)y + 4V @ (2c9V = 242KV +

+ XY ®(2a94Y < 259Y)
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et tous les termes du second membre s'éliminent. Ainsi (VC)U =0 et
V commute avec §.

Inversement, soit 77 une connexion linéaire possédant cette pro-
priété : Pour tout tenseur A tel que, rapporté i des repéres hypercom-

plexes adaptés, il admette les composantes

a a — A
A,B’ A .—Agn—Alam—O, (F.H.B)

on a
(VA)3 =(VA)%n =(VA)sm =0. (F. H. B)

Nous prendrons successivement pour tenseurs locaux des tenseurs admet-

tant pour composantes :
a3, A,‘g:louioui; AP =0 Votae Yo+ B; (F.H.B)

ou le couple (a , ) est donné.

La connexion admet & priori les éléments
a o) o >3
Wﬁ’ Wﬁ" Wﬁn, Wﬁm. (F.H.B)

Explicitons les composantes nulles de VA :

]
¢ =

’

- L}
(VA)jr =75 A% = AG 7 =0, (VA)G = 7B, A%

ot nous rappelons que (a, B) est fixé. Prenons successivement pour

Az les valeurs particuliéres 1 ou i ou j. Il vient immédiatement :

’

7721 - 77ﬁ' =0; va =

g Thi=iTg =0, ~m&Hj=-jnh =

De ces relations, en faisant maintenant varier (a, ), on déduit 1'exis-
tence d'une forme locale réelle a telle que
wg. =i8;a Va,B. (F.H.B)

On montrerait de méme ['existence locale de deux autres formes

réelles b et c telles que
7720=7'825. 772m=k82C. (F.H.B)

Ainsi la connexion envisagée est presque quaternale.
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24 . Connexions presque hermitiales.

Soit maintenant une variété presque hermitiale.

DEFINITION 13. Nous appellerons connexion presque hermitiale une
connexion infinitésimale sur &h( Vi)

Nous pouvons développer les mémes considérations que pour une
connexion presque quaternale.

A une connexion presque hermitiale sont associées une connexion
presque quaternale et une connexion euclidienne : le tenseur métrique et
le projecteur § sont alors a dérivées covariantes nulles.

Une connexion presque hermitiale est définie, pour un recouvrement
de V, par des voisinages munis de repéres adaptés de 5b(Vun), par

des matrices de connexion (w, o) satisfaisant en outre &

a , .8 _
Cdﬁ"“a)a— .

Soit maintenant 77 une connexion presque quaternale sur V, . Elle induit

alors, par
mTo®rm=m4+%g Vg,
une connexion presque hermitiale :
® 77 est d'abord une connexion euclidienne. Il faut de plus montrer

qu'elle est presque quaternale : 77 rapportée a des repéres adaptés i la

structure presque hermitiale admet pour éléments :
a a _ - [o S [ —
Mg, Mg =ia, Tm= jb, Tom =kc, (F.H.B)
les autres étant tous nuls.

La connexion @ 77, calculée dans ces repéres, admet les éléments:

(@) =% (7 -75), (D)%
(‘I)W):m

ia, ((I)W)2"=fb, (FHB)

kc.
Nous en déduisons que @ 77 est presque quaternale.

PROPOSITION 31. La dérivée covariante de la 4- forme fondamentale
dans une connexion presque hermitiale est nulle.

Localement M s'écrit :
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MU=FU NFU+GY AGU+HY p\HY.
Si V est une connexion presque hermitiale
VFU =26 AHY-2c NGY, (P.C)
cette relation étant impliquée par (23.1). Par suite
VMYV =(26 AHY=2¢ NGY) AFY+FY N(26 NHY-2c AGY)
+(2c NFY=2a AHY) AGY+GY N(2¢ ANFU=2a AHY)
+(2a NGY=2b6 AFY) AuY +HY pA(2a AGU=-2b ANFY),
et tous les termes du second m2mbre s'éliminent.

DEFINITION 14. Nous appellerons variété presque kdhlérienne une variété
presque hermitiale dont la 4 - forme fondamentale est fermée.

Si 4« M est la forme adjointe de M, degsM = 4n - 4.

PROPOSITION 32. +M = kM"™ !, o2 k est constante sur v_.
M étant invariante par le groupe Sp(n) ® ;Sp(1), il en est de

méme de M”"! et de %M. Par suite si M ¥ EM"" 1, il existerait une 4-

b
forme, a savoir «xM”” !, non colinéaire & M invariante par Sp(n) ®y So(l).
En particulier, nous verrons plus tard que l'espace projectif quater-
nionien Pn(H) admet une structure k#hlériale naturelle : toute forme a
dérivée covariante nulle dans la connexion riemannienne est harmonique,
et par suite le nombre de Betti bu( Pn(H)) serait strictement supérieur i

1. Or bu(Pn(H)) = 1. D'ou la proposition 32.
PRO POSITION 33, Sur une variété presque kdblériale, la forme fonda-

mentale est non seulement fermée mais également cofermée.

En effet, SM =% 'dsM=s-1d(kM" 1) =0.

PRO POSITION 34. Les nombres de Betti de rang 4n (0 <k <h) d'une
variété presque kihlériale compacte sont différents de zéro.
Plus généralement, une variété compacte admettant une 4- forme

M réelle fermée partoutde rang 4n est telle que

M” 0.
fvun
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N

La forme M” ne peut étre homologue a zéro d'aprés la formule de
Stokes et il en est de méme nécessairement des formes M” (0 < r < n);

ainsi b, (V, ) 0.

DEFINITION 15- Lorsque la ‘connexion riemannienne est naturellement
associée & une connexion presque quaternale, nous dirons que la variété
est pseudo- kdblériale.

Cette variété est a fortiori presque kzhlériale, puisqu'alors la
forme fondamentale 4 dérivée covariante nulle dans une connexion sans
torsion est nécessairement fermée.

Sur une variété pseudo-kZhlériale, on peut introduire cinq opéra-
teurs notés Kb(M) (k=0, 1, 2, 3, 4) associés a la forme fondamen-
tale M a dérivée covariante nulle [ 18, IV ] dans la connexion rieman-
nienne: Ces opérateurs transforment toute forme harmonique de degré p
en une forme harmonique de degré p + 4 - 2k. KO(M) et Kn(M) ne sont

autres que les opérateurs

P>M ANe=K, (M9, Ky (M) =K (M)

IX

25, Reductibilité des variétés pseudo- kdhlériales.

PROPOSITION 35. La réductibilité d'une variété pseudo-kdbhlériale sim-
plement connexe n'introduit que des variétés pseudo-kdblériales irréduc-
tibles et des variétés localement unitaires.

Soit V, ~une variété pseudo-kihlériale simplement connexe. Soit,
pour chaque ouvert U muni d'une structure presque quaternionienne, gu
et f‘U les opérateurs correspondants. Dans la connexion riemannienne
ceux-ci ne sont pas a dérivée covariante nulle. Désignons par o, le

groupe d'holonomie homogéne en x € U de la variété, considéré comme

U

groupe de rotations. Un élément de o, transforme les opérateurs Qg, J5

etKg=gg‘Uen gU qU K'g avec

x x ' dx
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$U=adV+84Y 4 yXKY, YU, XU...

Pour un choix convenable des repéres, o est sous- groupe de la
représentation réelle de Sp(n) ®y Sp(l).

Soit T; un sous- espace vectoriel réel de dimension p ¥ I de T,,
invariant par o et sur lequel o induit une représentation linéaire irré-

ductible.
1

X - UT;, KUT; ne sont pas alors néces-

Les sous-espaces gur
sairement invariants par O, . Mais I'espace Ti, somme des espaces
Uit
gurl,

Il en résulte que T; N Tﬁ est invariant par O . D'aprés 'irréduc-

UT;, Kv T;, est invariant par O, .

itz . . 1 2 _ o1 1 : : U 14 U
tibilité : ou bien T, NT_ =T, et T  est invariant par gx , 3, et Kx

qui opérent sur cet espace, ou bien
1 2
Tx N Tx =0,
: 2 : Uit Ui Ur1

et par suite T_ estla somme directe des espaces g T,, 3°T, et X T,.

Dans le premier cas p = 4¢ et O induit sur T; une représentation
irréductible qui, pour un choix convenable des repéres, est sous-groupe
de la représentation réelle de Sp(n) @ Sp(1).

L'examen du second cas se fait d'une maniére analogue a celui du

paragraphe 17 . Celui- 13 ne peut se produire.

26 . Etude particuliere de I"espace projectif quaternionien.

P (H) n'admet pas de structure presque complexe, donc a fortiori
pas de structure presque quaternionienne.

En revanche nous allons montrer que Pn(H) est trés naturellement
kahlérial.

L'espace projectif quaternionien de dimension réelle 4n peut étre

défini de la maniére suivante :
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Dans l'espace numérique H" 1

, envisagé comme espace vectoriel
a droite sur le corps H, muni de la métrique hermitienne quaternionienne
habituelle, considérons la sphére s 3 gefinie par les vecteurs x de

H”*1! satisfaisant a

(26.1) x.x=1.

Prenons l'espace quotient de cette sphére par la relation d'équi-
valence suivante :
- deux vecteurs X et x sont équivalents s'il existe un quaternion

A tel que

£=xN,
oii \ est nécessairement de module I (X' 1=\),
Ainsi nous pouvons écrire, le point désignant une classe d'équi-

valence,
(26.2) P (H)={x*|x et x.x=1, xoxX,YheH, AA=1}.

L'espace fibré des vecteurs tangents T(P_ (H)) peut étre réalisé
comme le quotient de I'ensemble des couples (x, t) de vecteurs de H*” +1

’

ot x € 5" +3 et tels que
t.x =0,

par la relation d'équivalence :
- Deux couples (%, t) et (x, t) sont équivalents s'il existe un

quaternion A de norme I tel que
£=xN et t=tA.

Ainsi nous pouvons écrire :

(24.3) T(P (H) ={(x, 1)* | x eH" ! x.x=1, ren"t! 1.x=0,
(x, t)a(xh, i) YNeH, X A=1}.
Définissons enfin l'espace fibré en algébres de quaternions H(P (H))
comme le quotient de l'ensemble des couples (x, ¢), ol x € S¥ 13 et
g € H, par la relation d'équivalence :

Deux couples (%, §) et (x, g) sont équivalents s'il existe A de

norme I, tel que
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£=x\A e G=N1gh.

Ainsi nous pouvons écrire :

(24.4) H(P (H)=f(x, q)° |xeH" !, x.x=1, geH,
(%, g)m (xh, N1gN) Y NeH, NA=1}.

On peut remarquer pour la suite que A €H, AA=1 est équivalent
aNesSp(l).
Nous définissons maintenant une représentation de H(P (H))

dans T(Pn(H)) comme suit :
(24.5) (x, g)*: (x,¢t) »(x, tg)*
Nous vérifions que
(tg)x=0, (x, tg) o (XN, tA N2gN)=(x\, tg\).

La forme vectorielle fondamentale est alors déterminée par la

classe d'équivalence modulo Sp(1) de
(24.6) (x, ), on O =dx=x(x.dx).
En effet,
x.0=x.dx=(x.x)(x.dx)=0
et
(x, OVi(x, )y =( %, t);
de plus,
A(xN)=xN(Xx.d(x\)) =
= (dx)N+ xdh=x(xodx)\=x(xox)dN=(dx=x(x.dx))\.

C'est donc bien une forme vectorielle invariante par Sp(1) .

Nous munissons maintenant Pn(H) de la métrique suivante :
(26.7) (x, 1) 1.t
C'est la métrique de la sphére invariante par Sp(1) :
(TN)(tA) = N(t.)h=(t. )N N="1.¢.

Nous en déduisons immédiatement le ds? de la sphére également
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invariant par Sp(1) .
Il suffit en effet de remplacer dans (26.7) t par € défini dans
(26.6). 1l vient

ds? =[dx=(dx.x)x].[dx-x(x.dx)] .
Soit en développant
ds? =dx.dx=(dx.x)(x-dx)=(dx.x) (x.dx)+
F(dx.x)(x.x)(x.dx).
Nous obtenons
(26.8) ds? =dx.dx—(dx.x)(x.dx).

Nous pouvons d'ailleurs vérifier directement que ce ds 2 est invariant par
Sp(1) opérant sur la spheére.

Soit maintenant V la connexion linéaire définie par :
(26.9) (2, Vi)=(x, dt+x(dx .t)=t(x.dx)).

Il nous faut montrer successivement que le second membre de (26.9 ) est

bien une forme vectorielle invariante par Sp(1 ).
x.Vi=x.dt+x(dx.t)=t(x.dx)]
=x.dt+dx.t=d(x.t)=0,
VtN)=d(tN)+ (x M) Ld(Nx)] o(tN) = (tX)(Nx.d(x\))

=(dt)N+tdN + x(AN)dx A+ xNdNx.th=
~IANx(dx) A= tA Az xdN.

Soit

VtN) =(dt)h+ x(dx.t) h=t(x.dx)N=(VE)N.

V est bien une connexion sur Pn(H).

Celle-ci est euclidienne, car, de
V(t.t)=(Vt).t+ 1.V,

il vient successivement :
V(tit) =dt.ot+(t.dx)(x.t)=(dx.x)(t.t)

Y tedt+(tox)(dxet)=(1.t)(x.dx).
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Ainsi
V(tet)=d(t.t);

donc, si t est localement constant, V(t.t) =0.

Calculons sa forme de torsion définie par
(26.10)  (X,3)=(x, dO0 + x(dx. NO)Y+ O N(x.dx)).
Développons !'expression de 3, compte tenu de (26. 6) : il vient
S =-dx N(x.dx)=-x(dx N.dx)+
+x(dx N .dx)=x(dx N.ox)(%F.dx)+
tdx N(x.dx)=x(x.dx) N(x.dx).

Les termes se détruisant deux a deux, la forme de torsion est donc nulle
et ainsi la connexion introduite n'est autre que la connexion riemannienne

Calculons enfin la 2- forme de courbure (x,()) a l'aide de la

formule
(26.11) (x, V2¢1) =(x, Q1).
Il vient successivement, compte tenu de (26.9),
V2;=d(Ve)+x(dx NVe)+Ve N(x.dx)
=dx N(dx.t)=x(dx N.dt)-dt N(x.dx)+
~t(dx N.dx)+ x(dx N.dt)+x(dx N.x)(dx.t)+
~x(dx . Nt(x.dx))+dt N(x.dx)+x(dx.t) N(x.dx)+
~t(x.dx) N (x.dx).
Il vient, aprés simplification,
V2t=[dx=-x(x.dx)] Ndx.t+
~tldx+(x.dx)x ]\ .dx.
Nous obtenons, compte tenu de (24.6)

(26. 12) V2;=60 A(B.t)-1(0 N.9).

Ainsi la 2- forme de courbure est donnée par

(26.13) (%, Q)(x, t)=(x, ON(O.t)-1(BN.O)).
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La 2- forme
/L:d; I\.dx—:(d;.x) /\(;.dx)z-é NG
est a valeur dans HPn(H) :
(26.14)  f(x)==-p(x), plxh) = X*tp(x)h.

Construisons la 4- forme

M(x)=M(x), M(xN)=NXNM(x)\=M(x).

C'est la 4 - forme fondamentale de la variété kahlériale P (H).

Xl

27 . Constructions d'exemples.

10 ) Soit X une variété presque complexe de dimension 27n. Dési-
gnons par

Vy, = T(X) le fibré des vecteurs non nuls tangents a X,

p la projection canonique z €V, =>x=pz €X,

v le vecteur de Tx(X) défini par z,

77 une connexion réguliére de vecteurs[ 1],

D la différentiation absolue dans 77 .

Pour tout ouvert U d'un recouvrement de X, muni d'un champ de
corepéres wéj:[ag“(z),w“'(z)] (a=1,2,..., n), 1'ensemble
(0%, % , Dv®, Dv®) est un champ de corepéres sur p~'U, Supposons
de plus que a)g soit adapté réel a la structure presque complexe de X.

Nous définirons une structure presque quaternionienne sur Vy, €n
considérant sur chaque U les n- formes locales a valeurs quaternioniennes:
(27.1) 0% =% (®+iw® +iDv*+kDv™).

On vérifie immédiatement que, si dans U NV % @ pour pz €U NV on a
a);/:Agwg, ol Ag= Lg M
-uf L
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les formes vectorielles quaternioniennes

6U=(6%) e 6
satisfont i

Y =@Y(z)0Y, on @=L} +iM[.

PROPOSITION 36. Une connexion linéaire réguliére de vecteurs déter-
mine canoniquement une Structure presque quaternionienne sur le fibré

tangent a une variété presque complexe.

20 )L'exemple suivant s'apparente en un certain sens a celui que

nous venons d'étudier. L'idée provient de la lecture de[12] .

PROPOSITION 37. Soit X une variété presque complexe munie d'une
connexion linéaire de vecteurs. 1l existe alors un voisinage de la diagonale
A de X X X qui admet une structure presque quaternonionienne.

La variété presque complexe X étant munie d'une connexion, 3
tout x € X nous pouvons faire correspondre un voisinage normal U C X.
Pour tout v de U,, soit Tz I'isomorphisme de Tx(X) sur Ty(X).
défini par le transport le long de l'unique géodésique joignant x a y.

Considérons dans X X X le voisinage V, de la diagonale A
A={(x,y)€X><X|x=y},

1% {(x,y)exxX|yeU,.

un
Soit (x, vy, u, v) GT(x y)(Vnn) (i.e. u €T (X), v ETy(X)). Défi-

nissons la structure presque quaternionienne §, § de Vi, bar:
(%, y,u,v)= (x,y,gxu. -’rigx T;"yv),
9(x,y,u,v)="(x,y, T;lyv, -T7u).
On vérifie immédiatement que
42 =92 =-id, 49+949=o.

Un cas particulier est celui de la sphére S munie de la structure
presque complexe définie a 1'aide de 1'algébre des octaves de Cayley :

Pour tout x € S% supposée plongée dans l'espace euclidien R7, il existe
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une rotation canonique de R7 amenant x sur tout point y €55~ x', ou

x' désigne le point antipodal de x. Par suite sinous désignons par A la

sous- variété fermée de S x S définie par
A={(x, x') €S%x S| x* antipode de x},

la variété S x S8~ A est presque quaternionienne d'aprés le raisonnement
précédent (7} n'est autre, ici, que l'isomorphisme défini par la rotation
canonique amenant T sur Ty).

Remarquons maintenant que, par (x, y)=>(x, y'), on peut
transporter la structure presque quaternionienne de S® x S - A sur
S6x S8 A
PROPOSITION 38. La variété S8 X §® privée de la diagonale est cano-

niquement presque quaternionienne.
30) La spheére gHnts3 peut étre réalisée de la maniére suivante

SUA3 _fy eH” T xux =1}

A S'-l»?l"'?)

Par suite, tout vecteur tangent ¢ a en x se décompose

d'une maniére unique en
t=xAN+ 1T,

oo NeH, 7eH? ! avec A==\, x.7=0.

Ainsi s'nt3

est naturellement munie d'une structure presque
quaternionienne partielle, c'est-a-dire posséde un champ global de n-

plans quaternioniens tangents Qx
TeQ <>x.7=0, dr =171, yr =17,
et de trois champs globaux de vecteurs unitaires transversaux a Qx :
xi, xj, xk.

L ” "
gunt3 . cun'+3 .y cun +3 .y gun™+3 posséde un

Par suite la variété
champ global de (n 4+ »' + »"” + »™)-plans quaternioniens tangents et
4 X 3 champs globaux de vecteurs unitaires transversaux que nous pouvons
identifier 2 H3.

De méme S *3x g1 posséde un champ global de - plans quater-
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nioniens tangents et 4 champs globaux de vecteurs unitaires transversaux

que nous identifions & H.

. L "
PROPOSITION 39. Les wvariétés S H3x sin' +3x gin"+3y gin™+3
et S* 3% §1 sont presque quaternioniennes.
Ce sont les premiers exemples connus de variétés presque quater-

nioniennes non intégrables compactes.

28. G, et Spin(7)-variétés.
1o) Soit (1, el.), i €Z,, une base de I'algebre des octaves de
Cayley : chaque triplet
(ep €ipy €igg)
forme un systéme quaternionien.

Faisons opérer le groupe S0(7) sur R7:

R'= o Rer
i577

Soit G, le plus grand sous-groupe de SO( 7) préservant la table
de multiplication T, qui est une 2-forme vectorielle :
VX, YeRT=>T(X, Y)=X.Y €R7, X.Y==Y.X,
R7 est, d'autre part, muni du produit scalaire canonique :

VX, YeRT=>(X, vY)= 3 xivyi.
ieZ7

Construisons la forme trilinéaire a :
VX.Y, ZeRT=>a(X, Y, Z)=(X,Y.Z).

Cette forme est alternée comme on peut le vérifier en prenant successive-
ment pour les X, Y, Z les e;. Si nous désignons par (@) la base duale

de (ei), il vient immédiatement :

a= 3 of /\wi+1 A oits
ieZ7
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Nous construisons encore la 4 - forme /3 :

/3= s Wt /\w“’" Aoit? /\a)H'S.
ieZ7

PROPOSITION 40. G, laisse invariantes a et B.

L'algebre de Lie de G, peut étre réalisée comme l'ensemble des

matrices 7 X 7: A= (Aij) satisfaisant aux relations

+ A,

AT A5=00 Ajpy ipa T Ay ivsT Aidn, 1670

Nous remarquons que les trois triplets
(eir einy,ivs)  (Cigg Cipp €) (€ipe € €iyy)

sont précisément ceux qui font intervenir e, pour former un systéme qua-
ternionien.

Désignons par ¢, une forme de degré p.
LEMME. a A Cpp = 0 si et seulement si cpp =0 (p < 2).

Il suffit de démontrer ce lemme pour p = 2.

Soit ¢, une 2- forme telle que a A 9= 0. Evaluons a A ¢:
(a N9)gipas=Po1= Ppso
(a ACP)013u6=<P01+CP46’
(@ NP ygys6==Put Pps -
Par somme il vient Pp=0.

PROPOSITION 41, Pour p £5 toute p- forme cpp admet une décompo-

sition unique en somme directe du type
cypza /\,u.p_3+;¢p, oz o N(xp )=0-

Cette proposition est vraie pour r =0, I, 2 a cause du degré de
o . Démontrons-la pour p = r + 3.
Si p,,, satisfaic a3 a \ * M, 4,=0, il en résulte que, pour

toute [,

(28.1) (+ta /\*/Ja2+3,,u,):0,

%58



SUR LES G- STRUCTURES DE TYPE QUATERNIONIEN 71

soit encore
(28.2) (Hyyqra Ap =0,

r+3
Inversement, si p_, . est orthogonale dans A R” a aA Ho»
nous en déduisons (29. 1) pour tout u_ (puisque a A p,+0=>pu $0),

donc a Ax M, 4, =0. D'ou la décomposition annoncée.

20) Faisons opérer Spin (7)C SO(8) dans R®

R8=Re.,|®[ ® Re.].
i€z, z

Le précédent groupe G, est le groupe d'isotropie du vecteur ey et opére

dans le 7 -plan d'équation w? = 0, ou nous désignons par (wz") la base
dualede (e ) [a ef7'} nZ,] .

Le groupe de Lie de Spin (7) peut étre réalisé comme 1'ensemble
des matrices A = (A aﬁ) satisfaisant aux relations :

Agg+45,=0,

(28.3)

Api T A, ivat Aivu itstAigs, ive=0-

Construisons la 4 - forme 7y :
7:w7' A a'+,3',

ou o’ et B’ sont les extensions suivantes de a et 8 a R®:

a'=aoP, B'=pBoP,
ot P désigne la projection évidente de R® sur R7.
(28.4) y=3 o No' Nt Aowit3y
ieZ1
+ 3 o ANwit! Awi*2 A of?ts,
ieZ.’

PROPOSITION 42- Spin(7) laisse 7y invariante.

Nous avons effectué le calcul direct.

LEMME. ¥y A ?, = 0 si et seulement si ?, =0 (p<L2).

Soit ¢ une 2- forme telle que y A ¢ =0. Evaluons ¥ A ¢:
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(Y NP)yapeus= Prat Pogt Pys
(Y NPy gusor==Po6= Pust Popr
(Y AP)yg0 90057 = Pust Pop= @44
(Y NPy 1506= Pop— Pra= Poe-

Il vient immédiatement v =0, puis =0..
o7 P 13

PROPOSITION 43. Pour p £ 3 , toute p- forme ?, admet une décompo-

sition unique en somme directe du type

P =Y Ny gt By 02 Y Nxp=0.
La démonstration est analogue au cas précédent.

30 ) Soit G un sous- groupe fermé du groupe orthogonal 0(d)-

DEFINITION 16. Nous appelons G-variété une variété riemannienne V ,
de dimension d dont le groupe d'holonomie homogéne est un sous- groupe
de G. L'espace fibré des repéres tangents E [ Vg 0(d) 1 admet un sous-
fibré E“[V, G1].

Les résultats précédents s'appliquen: alors en tout point x €V ,;

en particulier :

PROPOSITION. Toute G, -variété V., admet une 3- forme globale et une
4- forme globale & dérivées covariantes nulles dans la connexion rieman-

nienne.

PROPOSITION. Toute Spin(7)-variété V  admet une 4- forme globale a
dérivée covariante nulle.

Les décompositions établies aux paragraphes 1°) et 2°) sont glo-
bales.

En manipulant les nombres de Betti bk(vd)’ il vient, en sup-

posant V ; compacte :
b (V,)#0, by (V,)2b,(V,),
bu(Va)#O, b, (V) 2Zb (V).

40) Désignons maintenant par Rijkl le tenseur de courbure de la
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connexion riemannienne de V.. Rapporté a des repéres de E4[ V. 62 ]
il satisfait, en outre, aux relations suivantes :

(28.5)R; 41, i+a, kit Rigu, its, a1 T Rive,iye, a1 VR Li€EZ,.

Calculons le tenseur de Ricci

R;i= 1527 Rt

Il nous suffit de calculer Roo et R

ol’
Roo = Ro1o1T Rozo2 T Ross t Royou® Rosos ™ Rogo6
Ro1= Rop1p TR 15 T Rouput Roggst Rogye
Utilisons les relations ( 28. 5) et tenons compte de Riikl = Rklij :
Roo = Ryyp6t Roygu T Ropya tRopgy TR 5oy TR, g
T Row16T Rougr v Ros 15 TR 565 T Rogas + Rogur
Roo =Ry 05 Ropse T Rogsy + Rose2 T Rouss
T Roueo T Rosus T Ros 00 T Rog o5 + Rogpy

Ces deux expressions sont nulles en vertu des identités de Ricci.

PROPOSITION 44. Toute G, -variété V,esta courbure de Ricci nulle.

De méme :

PROPOSITION 45. Toute Spin(7)-variété V , est a courbure de Ricci

nulle.
A ces deux variétés se trouve appliqué le théoréme établi au para-

graphe 16 -
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