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. CONVENTIONS. La terminologie est celle du livre « Catégories et structures

Dunod, désigné par C.S.. En particulier : si C’ est une catégorie, a et f3 sont
ses applications source et but, C~ la classe de ses unités, C§ le groupoîde de
ses inversibles, C* sa duale. ? désigne une catégorie pleine d’applications, 3l,
’ et J les catégories des homomorphismes entre classes multiplicatives, des
néofoncteurs et des foncteurs associées, p~ , pfl, et p~ leurs foncteurs projection
vers Pour une catégorie pleine d’applications ? telle que M C t , nous notons
~. ,~’ ,~ , P~ , P~, et P j les catégories et foncteurs correspondants. « Univers»

signifie classe de classes (ici « classe » et « ensemble» sont synonymes)M, véri-
fiant les conditions d’un univers au sens de Grothendieck, à l’exclusion de l’axio-
me : Si x E M et M 6!)!! , al or s x E ~o .

o 
&#x3E; 

o
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wr

et à ~- limites inductives, car 9 ti g ’E Î0. Soient Lim et Lim les fonc-

teurs 9-limite projective et ~ - limite inductive canoniques sur m. Soit

~ 1r

Pour tout e E ( H~, )~ , désignons par (D e le foncteur (théorème 6) de a(~)
vers m tel que

pour tout où
H -

Soient l ( ~ ~ ) la limite projective de ~ e formée des couples
où

~r wr

et soit l’ ( ~ e ) la limite inductive de ~ e dont les éléments sont les cou-
ple s

où

Il existe une limite projective Limv ~ (resp. limite inductive

qui est le foncteur de H+ vers ? tel que 
---0’

pour tout e ~f~~.)’; la transformation naturelle correspondante qui n’ap-o 
N-

partient pas à T~.f~ est notée Î;(~) (resp. ~(~». Ainsi nous défi-
nissons sur à(H’) une application 9-limite projection P :$-~P(~) et
une application ~-limite inductive p. : jll - ¡1 (~). Donc

..,.., - - -

~~ ~ l ~ ~ ~ = d2 (~ 1 ), où dm = Limy ou Lim~’, et si ~~~e) est un atome
,.., 
m 

.., ,.. -+

pour tout e E H ~ , alors (D car dm ( ~ ) contient au moins un couple
- Nom ..,

( z, ~ ) ou ( c~ , z ) . La classe ’~H . ( H ) E ~o admet une (9, complétion
_ 

~ 
" ~ 

dd _ 
~

S dans S . (Remarquons que la saturante de P J(S) dans (1( H.) est la

complétion régulière gauche de H ’ * au sens de [ 12 J ) . Etant donné que

Q ig est r - engendrant pour ? d’après le théorème 1 ~ , on a Q ~~ ( S ) - 0g p o

Par suite, il existe

et l’on peut supposer, en identifiant H 
* à une sous-catégorie de (1’ ( H. ),
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Les relations

assurent l’existence d’un et d’un seul

tel que

où

Il s’ensuit que J est injectif, de sorte que J ( H ) ’ ° est une sous-catégorie
M ’ de C ’ ° et que F’ -- ( H ’ , F c , M ’ ) est un isomorphisme.
-Dans la fin de cette démonstration, les symboles d et d’ peuvent être lus

indifféremment Lim ou Lim , à condition de supposer que 1 
° 

et 1 m appar-
...

tiennent à 9 dans le premier cas, à g dans le deuxième cas. L’indice m

prend les valeurs 1 et 2Si ID E c.. ~ . 1 ., on a

F(d(~)) = d(F.~) = u (d(Q(H’), u -1F~, 1 ’)) ~u (’~7H.(H)) = H,
d’où d ( ~ ) ~ M . Par construction d’une structure libre, ( C ’ , v , ~c,~ ) est
la ( ~ , ~ ) - complétion de M dans ( C ’ , v , ~t,c ) , car c’ est la ( ~ , ~ ) - complé-
tion de M ---- J ( H ) dans un produit d’éléments de ~~~ (théorème 1) . En

o

vertu de la fin de la démonstration du théorème 1? dont nous reprenons les

notations, on a C ~ ~ M M ~ . -À ~.’
Supposons

et

Soit ?‘ le plus petit ordinal tel que ~ 1 ( 11 ) v ~ 2 ~ 12 ) ~ M ~ (la démons-
tration du théorème 12 prouve qu’il existe un tel B ~’ ) . Nous pouvons

- 
A

supposer que l’on a ~ 2 ( I 2 ) Qr M~ pour tout ~  ~, . Soit C ’ ° la catégorie
A

obtenue par élargissement de C ’ ° telle que C~ = C~ u E’ j 1 et que E’ 1. C
soit isomorphe à E dans C ’ ° (cette catégorie est construite au cours de la

démonstration du théorème ~ ). Le foncteur ( C ’ , t , C ’ ) est à ~- limites
~ 

~

projectives et à ~ - Iimites inductives; E’ étant isomorphe à E dans C ’ ,
on peut trouver des applications ~ - limite projective 7~ et ~ - limite induc-
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- A

tive ~t.c sur C ° telles que

et

si et

Des relations

et

il résulte l’existence d’un et d’un seul

tel que où En utilisant la construc-

tion de Me + 1 comme sous-catégorie de C ’ ° engendrée par o’ y~‘( M~ ),

un raisonnement analogue à celui fait dans la démonstration du théorème 6
..,

prouve, par récurrence transfinie, que la restriction de G à M ~ est l’iden-
tité et que l’on a

ce qui est impossible. Donc ~ 1 = ci&#x3E; 2 et le foncteur somme de Lim" et èz,

Lime est injectif.
-~

- Toutes les hypothèses du théo. 12 étant vérifiées relativement à M et à

( C . , 11 , ~), ce théorème affirme que M ° est une sous-catégorie pleine de

C* Ceci achève la démonstration.

C. COMPLETION LIBRE.

Soit 3~ la sous-catégorie de J (voir nO 2 ) formée des classes
~ ~

F mod r, où F est un foncteur à ~ - limites projectives et à ~ - limites induc-
tives.

T H E O R E ME 14. Si (C’, 11, J.L) est une p~~ - structure libre engendrée par
H ’ E ~ , alors C ’ * est un e -projection de H ’ .

o n n 
p 1

DEMONSTRATION. Le raisonnement est analogue à celui utilisé pour prou-
ver le théorème 8 . Il utilise les résultats suivants :

1~ ) ( C ’ , v , ~u, ) est la (g, ~ ) - complétion d’une sous-catégorie M °
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isomorphe à H * (théorème 13) et est

la sous-catégorie de C. ° engendrée par c-119(MX) (fin de la

démonstration du théorème 12).

2° ) Pour tout À  ~’ , toute unité E de M Â.+ 1 - M Â... est associée à
un et un seul 0 E C ’ . ~ . I ’ » tel que 1) C M ~ et que E =

Limy (D ou E = L~m~’ ~ . ~
-~

D E F IN IT I O N . Une projection de H’E~ est appelée (g,5)-
com létion libre de H ’ . Une ( J"’~, ~’~~ ) - pro ’ection de ( H ’ , v , ~t,c) E j=g5p ~ o

est appel ée une (g, ~ ) - complétion de (H., v , ~c.~ ) .

D’après les théorèmes 6 et 14 , si H ’ 6 ? est une 11 - catégorie, elle
admet une (g, ~ô )- complétion libre qui est aussi une catégorie, 11 étant

un univers contenant pj ( ~ ) .

TH EOREME 15. Tout f~B~/~~?~ admet une complétion
H 

0

( H ’ , P. ~ ) ayant les propriétés suivantes : "
-

1 ° ) H ’ * est une sous-catégorie de H.,’
N 

~ ~ 44 44
2° ) (H ’ , v , a) est une qgg- structure quasi-quotient d’une p~~ -

structure libre engendrée par H ’ .

DEMONSTRATION. Soit I A’ E~~~~.(H’,v, ) un (~~~,~’~u)-projecteur;
il en existe d’après le corollaire du théorème 12 . On sait [ 12 1 qu’il existe

-

une sous-catégorie Q ~( H ’ ) de la catégorie Q ( H ’ ) (notation de la démons-
tration du théorème 13) telle que le foncteur ( û 1 ( H ’ ) , ~ H . , H ’ ) soit à

9-limites projectives et à ~ - limites inductives. ( Q 1 ( H ’ ) est la  trans--~

complétion gauche de H ’)&#x3E; au sens de [ 12 ] ) . Choisissons une application

9 -limite projective v et une application limite inductive sur (f 1( H ’ )
telles que

si et si Soit

la ( 9 , ~~ ) - ~omplétion de dans D’après
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le théorème 12, on a de sorte qu’il existe

Puisque

il existe un et un seul F’ ~ ? 3 tel que F = F’. î’ . Etant donné que

~~fF~ est une injection, il en sera de même pour J’ = q Donc
/’f~’ est une catégorie isomorphe à ~ ’, et on peut trouverun (? ~ ?’ J)-
projecteur vérifiant la condition 1 .

-Soit (YC’,~,~),/~ un (~~~)-projecteur tel que ~~/)=~’. .

D’après le théorème 13, on peut supposer que /=CC’~,~’).Si~($)

(resp. /~($)) est défini, posons

Soit A la classe formée de tous les éléments a. ( ~ ) et a~( ~ ) ainsi

construits. Désignons par ~o la relation d’équivalence sur C engendrée

par la relation (C, V’ , C ) , où V’ est la classe des couples ( h , a ( h ))

tels que h E A . Puisque Qgg est un foncteur .- - engendrant pour ? et à

, ~ ~ .. 

*’ 

~ ~

jn - limites projectives, il existe une q ’ - structure quasi-quotient (H ’, v,~û.)
de ( C’ , V, 1-L) par p , en vertu du théorème 2 . Une démonstration analogue
à celle du théorème 10 prouve que ( H ’ , v , ~c,c ) est une (9’~, ~"~-pro-
j ection de ( H ’ , v , ~u, ) . ~ ~

REMARQUES. 1°) Tout élément de 5:~g est identique à son ( ~ , ~ ) - com-0

plétion. Si H ’ E~o et si (H ’, ;;, ~) est une ( ~ , ~ ) - complétion de (H . , 0 ,0),
les (9, g)-complétions libres de H ~~ sont les catégories équivalentes à H ’ .

2° )Le théorème 14 signifie que la ( 9, j ) - complétion libre
de H ’ ° résout le problème universel du plongement, à une équivalence près,
de H ’ dans une catégorie à 9 -limites projectives et à ~ - limites induc-
tives. Le théorème 15 peut encore s’exprimer en disant que la (9, g) - com-
plétion de ( H ’ , v , ~,c, ) est solution du problème universel du plongement
de H ’ dans une catégorie mqnie d’une application 9 -limite projective v
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A

et d’une application ~ - limite inductive j;" de sorte que le plongement
A A 

,

soit compatible avec ( v , v ) et avec (JL, I.L
30 ) Soit H ’ E ~o et (C., 11, JL) une ( ~ , complétion libre de

H ’ . Si 9 = 1 est la classe formée des catégories finies, une ( ~ , ~ )- com-
plétion .libre il. " de H * a été construite explicitement dans [ 18 ] . La

construction de [ 18 ] peut se déduire du deuxième procédé indiqué dans

le théorème 12 pour construire la ( ~ , ~ ) - complétion de H ’ dans (C ’, v , ~c.t ),
par une  abstraction &#x3E;&#x3E; analogue ’à celle qui a conduit du théorème 5 aux

A

théorèmes 7 et 9. H’ ° est un élément minimal de la classe ordonnée par

inclusion des parties K de C telles que H C K et que K ’ ° soit une (§ ,$)-
complétion libre de H ’ .

A
4~ ) Appliqué à partir de l’univers mo (en supposant qu’il existe

un univers contenant ? et admettant ? pour élément) , le théorème 15
p rouve que tout élément de ~’~~ o admet une (?)!~,?!! )-complétion appar-
tenant à ~~~ . Le théorème 6 montre que, si ~,l est un univers compris

entre ? et m 0 et si H * E j: 0 est une ~,l- catégorie, elle admet une

(? ,0 )-complétion libre qui est une 11-catégorie. On peut traduire
comme suit les résultats précédents en termes de  petites &#x3E;&#x3E; catégories
et « grandes » catégories :

Appelons « ensemble» un élément de et « classe» un élément
de m o. Si 9 et g sont des ensembles de petites catégories, toute petite
(resp. toute grande) catégorie peut être universellement plongée à une

équivalence près dans une petite (resp. une grande) catégorie H. ° à il-

limites projectives et à j - limites inductives (à savoir son ( ~ , ~ ) - com-
plétion libre); si H ° est une ? -catégorie (i.e. au sens de [ 12 ] , diffé-
rent de celui de [ 5 ] , si H ’ ° est « localement petite » ) , il en est de même

pour H ’ * lorsque l’un des ensembles 9 ou j est vide. De plus H ’ * peut
aussi être universellement plongée dans une petite (resp. une grande)
catégorie à 9-limites projectives et à ~ - limites inductives, en conser-
vant certaines limites choisies dans H ’ .

4. Adjonction de limites à une catégorie structurée.

Soit P = ( ~Îf , P , ~ ) un foncteur d’homomorphismes saturé à pro-
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duits fibrés finis et soit ~ s ~?)!,?6 ~ ) la restriction de P à la sous-
-1 - A

catégorie J{ = P (?) de ~ ; nous supposons ~ E m . La saturante deA. 
_ 

0

K dans H est notée Soit A l’ordinal associé à l’univers ? (i,e.
A = sup~ M ) et soit  A un ordinal de seconde espèce. S i S ~ ~o

11~I E JIt 
r 0

o

et si M ~ P ( S ) engendre une P - sous-structure s de S , nous poserons

s = S 1 M.

D E F I N I TI ON . On dit que P est 1 - r- - engendrant pour m si P est ~.- -

engendrant pour m et si la condition ( D~ ) suivante est vérifiée : .’
D Soient S E ~o et ( s~ )~  ~ une suite trans finie de typeO 

w

de P-sous-structures de S telle que P ( s~ ) ~ P( sç ,)E mo si ~ ~’ . Il

existe une P - sous-structure s de S pour laquelle P ( s ) = U P ( s ) .
f! 

E X E M P L E . Un foncteur dénombrablement ~.-- engendrant pour ? [1] est
co- --engendrant. Un foncteur ,...-- étalant est ~- r..- engendrant pour m

pour tout ordinal de seconde espèce ~  A ; il en est de même pour les

foncteurs Pii, et P~ .
Soit ~( p ) la catégorie des foncteurs p - structurés ( l. ] dont les

- ...

éléments sont représentés par des triplets F = ( C ’ , f , C ’ ) tels que

1- ) f E Y, ( C ’ , a ( f )) et ( C ’ , /.3 ( f )) sont des catégories p -

structurées ;

Soit p’ le foncteur canonique de ~ ( p ) vers ? qui associe F à F .

Nous reprenons les notations des § 1 et 3 . Soient 9 et j deux
parties de 5. telles que 9 é;n 0 et 1 ~~. Soient ~~~~ ( p ) la catégorie
produit fibré de ( p’~~, p’) ayant pour éléments les triplets

- - ~ 

vérifiant les conditions

La classe des unités de

où

est identifiée à la classe des éléments
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et

Soit 3:gl(P) la sous-catégorie pleine de 3’ ’~~ ayant pour unités les
f C B s, V, /i) dans lesquels f C ’, ~ , /~ ) 6 ? ~ ; c’ est une catégorie pro-
duit fibré de Cp~~. La surjection F -+P"(F) définit un foncteur ~ ~~
de y’"~~~ vers 5, dont la restriction à 9:41(p) est notée p 99(p) .
Soit q 9(p) = p3:.pgg(p) le foncteur projection de 5~gl(p ) vers )!!.Nous
définissons de même à partir de l’univers ? les catégories ? ~~P~ et

~~fP~ les foncteurs 6~P/ct P~fP).
Soit kgg l’ordinal borne supérieure des ordinaux I tels que

A. THEOREME DE COMPLETION STRUCTUREE.

T H E O R E M E 1 G . S’il existe un ordinal initial ré~ulier ~ tel que ~.~~  ~ A
et tel que P soit ~- .- - engendrant pour m, alors Qgg ( P ) est r- - en en-

drant pour (m, X ,~ ~~(p))s X étant la classe des Q~~ ( P ) - monomorphismes
de la forme

avec

DEMONSTRATION. Supposons M == fC ’, ~, ~ ,/~) E~~~(Pj . Pour toute
sous-catégorie B ’ de C ’ , B E f0 1 désignons par o-y~‘( B ) la classe cons-
truite comme suit : Soit 0-vg(B ) la classe associée à B relativement à

( C’ , v , ) ~ ? ~ dans la démonstration du théorème 12 ; nous savons que
~s’~‘( B ) ~~ . Comme P est .-- - engendrant pour M, il existe une P -

sous-structure sB E ~o de s engendrée par 0- vl"( B) . Posons

N

- Supposons M C C et M 6M . Pour tout ordinal k ~ , nous définissons
par récurrence transfinie une sous-catégorie M~ de C’ » et une P - sous-

structure s~ de s de la manière suivante :

1° ) M i est la sous-catégorie de C ’ engendrée par p ( s t ) , où

2°) Supposons trouvées deux suites transfinies ( M~ )~ ~ ~ et
( s~ )~ ~ ~ de sous-catégories de C ’ ° et de P - sous-structures
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de s telles que

Soit . Comme ? est un univers et

que on a

d’où

Désignons par M&#x3E; la sous-catégorie de C° * engendrée par

P ( s ~), oü s~ est la P - sous-structure

de s.

- Soit if. ° la sous-catégorie de C ’ ° réunion des sous-catégories At~, pour
B ~. Alors M 6!)t! , car ~A. Par définition d’un foncteur ~ - .-.~-

engendrant, la suite transfinie ( s ~) ~~ ~ de P - sous-structures de s déter-
mine une P - sous-structure s de s telle que

Des relations A~CP~~~CA~.~ pour tout k ~, il vient Mc P(.~) M,
c’est-à-dire M P(9). Un raisonnement analogue à celui fait dans la

démonstration du théorème 12 prouve que M est stable pour 11 et pour /~,

i.e. que M == cr ’~ ~ 1 car par hypothèse ~ est un ordinal initial régulier
et 7 ~ pour tout 7*6~ U ~}. Donc M - ° définit une Qgg - sous- structure

A A A A

(AI*,~,~) de fC’,~,~).-Par ailleurs, fA~’,~~ est une sous-caté-

gorie P-structurée de fC’,~~ (th. 13 -II [ 14 ] ), Le. une P J. P’- sous-
structure de fC’,~~. La catégorie ? ~fP~ s’identifiant à la catégorie

produit fibré Pcr . P’V 0~, on en déduit (th. 9, chap. IV, C.S.)que

(Î *, 9, ~ , ~) est une Q~P~-sous-structure de fCB~,~,/i). C’est
évidemment la ( 6 ~P),X,K)-sous-structure de fC’,~,~,~) engen-
drée par M, en désignant par K la saturante de 5:gg(p) dans ~99(P).
Ceci montre que 6 ~ f P ~ est un foncteur --engendrant pour (~F,X,X),
et par suite pour (~R, X, 09(p», car Q~fP) est un foncteur d’homo-
morphismes saturé..

COROLLAIRE 1. Si P est ~))! -~ro~M~ e~ ~-r"e72~cy2~r~72~ pour m,
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OM ~ est un ordinal f~M/ï~f tel que ~~~ A. les foncteurs p~fp~ et
~~~~ t , ~~~ admettent des ~0~.
DEMONSTRATION. Puisque P est à produits et à produits fibrés
finis, il est à ? - limites projectives. Sa restriction p à P (MI) est un

foncteur à ~i0 -limites projectives, car P est un foncteur d’homomorphis-
mes saturé. Il s’ensuit (th. 1- 3 [ 1 ]) que p, est aussi un foncteur à m -.M ~
limites projectives. Par ailleurs, d’après la proposi. 23, pgg est un fonc-
teur à limites projectives. Comme 09(p) est une catégorie produit
fibré de (P", pgg), c’est une catégorie à X.- limites projectives, et les

foncteurs pgg(p) et (9:"I(p), t , 09(P» sont des foncteurs à e 0 -limites
projectives. Les conditions du critère 1 d’existence d’un foncteur adjoint
sont donc vérifiées relativement à ces deux derniers foncteurs, de sorte

qu’ils admettent des adjoints. a

COROLLAIRE 2. Si P ~ ~ ? - produits et engendrant pour m,
où  A , alors Pl’ admet un adjoint.

En effet, supposons 9 et J vides; alors Ï gg(p) s’identifie à

Ï(p) et pgg(p) à P.0r, dans la démonstration du théorème 16, le fait

que ~ soit un ordinal régulier n’a été utilisé que pour montrer que AI ’ * est

stable pour 11 et pour /i, ce qui sera vrai ici pour toute soub-catégorie
de C Donc le corollaire 2 résulte du corollaire 1. *

COROLLAIRE 3. Soit ~ le foncteur de ?~~ vers ?f~ associant
C f, C’ ~ ~ « C ~~ /, C ~, u». Si P est à m 0 - pro~~
et ~- ~-- engendrant pour m, où est un ordinal r~M/ï~f et où ;~~l~A,
tout ~’, s) ~J~~ engendre une pgg - structure libre (H.. 9, V,
~//C ~MC ~~C H 0 " .
DEMONSTRATION. P est un foncteur à ~Ro -limites projectives,- Pg:. p p
= P-~P~ est » - engendrant pour ( m, X,.f,~ (P»(théorème 16). Donc le
critère 1 affirme que pgg admet un adjoint. Soit ( û, /) un (5: li(P), p -11 ) -

- A A A

projecteur tel que a(/) = f~’, s), et soit û = (H g, ~, /~) Dési -

gnons par S -’- le groupofde des couples (H x ~/’) associé à H.. On
sait (th. 2 - II [ 14 1) que (S s. x s ) est une catégorie ~- structurée,
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où s 0 est la p - sous-structure de s définie par H 0 * . De plus, par défi-
nition d’une catégorie p - structurée, il existe

tel que

Ceci signifie

Comme S «4- est un grouporde connexe, il est à 9-limites projectives et à

~- limites inductives et, en choisissant deux applic~tions ~ - limite projec-
tive v’ et ~ - limite inductive J-L’ sur S ~ , on a

Par définition d’un (? ~~, ~ ~)-projecteur, il existe un et un seul

tel que d’où où La

restriction de ~f/~=[/3,a] à H ~ étant l’identité, la restriction de p ( J )
à H ~ sera aus si injective. Par suite H - peut être identifié à

D E F INITI ON . Une (m, X , ~~~ ( p )) - sous-structute de û E ~~~ ( P ) engen-
drée par M est appelée (~ , ) - ~ com p létion de M dans û . Une ( ~~~ ( p), 5:"J(P»-
p ro 1 ’ecti ~ de u E ~’~~ ( p ) est appelée ( ~ , ) - complétion structurée de u .

Nous désignons ar v le foncteur canonique de ~’~~ ( ) vers9:"g
associant ( e’, p ( f ), e ) à (e’, f, e )E 5:"49(p).
0-

T H E O R E M E 17 . Supposons que P soit à m - produits et ~- r- - en~endrant
pour m, où ~ est un ordinal régulier tel que i~.~~  ~  A , et que p admette

une s ection maximale z ( 4 ~ 1 ] ) . Tout H ’ 1: j= 0 engendre une pgg ( )
structure libre û telle que v ( û ) soit une ( ~ ~ ~ ) - complétion libre de H ’ .

Si u’ est une ( ~, ~ ) - complétion structurée de u, alors v( u’ ) est une

(~, ~)-complétion de v(u).
DEMONSTRATION. Soit K’,EJ:o et s = z(K). Alors

D’après la proposition et .
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= Z (K » * K ’ ) est une p - sous-structure de z (s) X z (s) en vertu du lemme

3 (appendice) . Si K ’ = ( K , K j , on a

Comme p est un foncteur d’homomorphismes saturé et résolvant, il s’ensuit

que ~KBzf/(~ est une catégorie p-structurée.-Supposons H-e5, et

soit (( C . , ’/.1 , IL), J) un (?~,~)-projecteur tel que 1 6?.~’ ° (il en

existe d’après le théorème 13). En vertu du corollaire 1 du théorème 16,
il existe un (y~~~~~~-projecteur f~/~ où

et

Les relations

et

assurent l’existence d’un et d’un seul

tel que où Puisque

et

il existe un et un seul

tel que où Soit on a

et

Il en résulte car est un (

projecteur. Par ailleurs, on a 1 d’où

et

Par définition d’une section maximale, il existe un ~6~/y~.K..? tel

que ~f~~==~ ce qui entrafne
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et On obtient

et par suite 
G. - - F = G, 

car (à, j’) est un ( 5:’g ( p ), p’g ( p » - proj ecteur.et par suite G.F==GB car fM,/~ estunfy~~~~~~-pfojecteur.
Ainsi

Ceci prouve que ~ est l’inverse de ~’ dans J~, i.e. que f~’,~,~) est
aussi une pgg -structure libre engendrée par H ’.
-Supposons M=(~B~~,/~)~?’~~ . D’après le théorème 15, il

existe un (9~,?’~)-projecteur ;6~.~M)/ ,. soit

En vertu du corollaire 1 du théorème 16, il existe un (?~~,?’~~-
projecteur 1" e?’~~.~ posons /~r)=(~’~~) et 7"=~r7").
Puisque j fi ~?~.?’~.~~M~ il existe un et un seul M 65:gg tel que
~ ~ ~ 

0

A - î = /". D’autre part, z étant une section maximale de p, il existe un

b ~j?~~.K.~tel que p  é &#x3E; = 11; on a

et

On en déduit

et, ~" étant un (09(p), 5"gl(p»- projecteur, il existe un et un seul N ·
tel que

d’où
si

S1

Les égalités

entraînent N’ . M = ~ ( J ) . Il existe aussi un h s E 2r~).H.~ tel que

p ( h s ) = H , de sorte que l’ on trouve

et Il s’ensuit
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et, v étant fidèle,

~

Etant donné que J" est un projecteur, on a donc

Par suite

et M est l’inverse de N’ dans ~ ~. Ceci si g nifie q ue J" est aussi un

(~~. 5~’Il ) - projecteur..
COROLLAIRE. Avec les hypothèses du théorème 1 ~, tout (H’, s) E ~( p)o
engendre une p ^ ~~ - structure libre û telle que v ( û ) soit une ( ~, ) - com-
plétion libre de H..

En effet, ceci résulte du théorème 17 , appliqué à l’ élément

où Ç25 est l’application vide. a

EXEMPLES. 1° ) Si p est le foncteur e projection vers ? de la catégorie
Î des applications continues relatives à l’univers ? , les conditions du
théorème 17 sont remplies, car e est --étalant à section maximale. Par

suite : Soit (H., T) une catégorie topologique, 11 une application 9- limite

projective partielle et J.L une application 1- limite inductive partielle sur
H *; si ~*,~,/~) est la (9, j)- complétion de fj~’,~,~), il existe un

foncteur continu injectif F de (H *, T) vers une catégorie topologique

f~’.T~, compatible avec (~,~) et (ii, solution du problème uni-

versel du plongement de ~*,TB~,/~) dans une catégorie topologique
munie de deux applications 9- limite projective et 1- limite inductive. En
effet, ~ ’ , T, ~ , /~ ) est la (9, complétion topologique de f ~ ’, 7B ~ ,~)
et ~~F) est une injection, en vertu du théorème 13.

2° ) Le théorème 16 et ses corollaires s’appliquent lorsque p
est l’un des foncteurs pn, pn’ ou p5 projection vers ? de la catégorie )l
des homomorphismes entre classes multiplicatives, nt des néofoncteurs,
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? des foncteurs, car ces foncteurs sont ~ - ~-- engendrants pour ? pour tout
ordinal ~ de seconde espèce tel que ~  A .

TH E O R E M E 18. Soit T(’ une sous-catégorie de Y stable par produits dans
et vérifiant la condition (or’) relativement à (m L p) (chap. Ill, C.S.). Le
théorème 16 et ses corollaires sont aussi vrais si on remplace partout j= (p )
par sa sous - catégorie pleine ~ 1 ( p ) ayant pour unités les catégories

p(~’, ~)-(resp. p((~’, ~’), ~)-) structurées.
En effet, les démonstrations données plus haut s’appliquent sans

changement, en utilisant les résultats suivants :

1~ ) ~ ~ ( p ) est stable par produits dans 5:(p) (th. 1- II [14]);

2o)Si ( C ’ , s ) E J 1( ~b )o , si e est une p - sous-structure de s et

si p ( s ) déf init une sous-catégorie C. ° de C ’ , on a

A A

et ( C ’ , s ) est une p 1 - 0 sous-structure de ( C ’ , s ) , en dési-

gnant par é ? la restriction de p’ à ~ 1( p ) (II [14])..
B. ADJONCTION DE LIMITES A UNE CATEGORIE ORDONNEE.

Soit co le foncteur canonique vers m de la catégorie n des appli-
cations ordonnées relative à l’univers ? , , et 0’ la sous-catégorie de .0.

formée des applications ordonnées strictes [ 15 J . Le f oncteur co est »-

étalant et 0’ est stable par produits et vérifie la condition (cr) relative-

ment à ( ~ ~ , p ) . Ainsi Q est ~-,... - engendrant pour m pour tout ordinal

~  A . D’après le théorème 16 (resp. 18 ) le problème (c universel) de l’ad-

jonction de 9 - limites projectives et de j - limites inductives à une catégorie
w- structurée (resp. catégorie ordonnée) admet une solution.

1r1 N

Soient ~ et ~’ deux parties de m telles que ~ E ‘mo et ~’ e: m .
En fait S et ~, interviendrait seulement par les ordinaux

et

D E F I NI TI ON . On appelle classe ao-.30-’- inductive (resp. 2-2~-sous-inductive)
une classe ordonnée (M,  ) telle qu’une partie A (resp. A majorée dans

x

( M ,  )) de M admette un agrégat U A (resp. un sous-agrégat U A si
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A  x E M ~ lorsque l’ordinal A est inférieur à À 2 et une intersection n A

si A  À fI .
A A Evidemment une classe ? 2’ - (resp. f f.1 - sous-)inductive est aussi
f f.1 - (resp.ff.’ - sous- ) inductive si, pour tout L E 2 et tout L’ e f.1, il

existe L e 2 et L’ e fI’ tels que L C L et i, C L’ .
Soit f.~I) (resp. !l$ (f. f.1)) la sous-catégorie de n formée des

vérifiant les conditions :
- x

1~ ) Si A C M , 7~,£ et s’ il existe U 1 (resp. U A ) dans ( M ,  ) ,
alors où

2~ ) Si A C M (resp. A  x E M), 1 si A  k 2, et s’il existe r1 A

dans ( M ,  ) , on a ~(r’1 A ) ~ ~1 ~( A ) .

Soit (resp. ~s( ~ ~’ )) la catégorie des applications ~ ~’ - induc-
tives (resp. ~ sous- inductives), 1 i. e. la sous-catégorie pleine de (f f’ )
(resp. de 0.5’ (f f’» ayant pour unités les classes E~’-inductiv~s (resp.
~ ~’ - sous-inductives) . Soit cv ( ~ ~’ ) (resp. cvs ( ~ ~’ )) la restriction de Co

A A
à cette sous-catégorie de n. Désignons par 91
et cvs ( ~ ~’ ) les catégories et foncteurs définis de même à partir de l’uni-

vers ? , ces foncteurs étant des restrictions de ~==(?,~,0).
THEOREME I9 . Cv(~~’) et Cvs(~~’) sont des foncteurs ~-,-·engen-
drants pour m, pour tout ordinal régulier ~ tel que sup ( À-~ ~.~, )  ~  A .

A A

DEMONSTRATION. Soit y l’ isomorphisme canonique de fl sur la sous-

catégorie pleine ~T due qui associe à ( M ,  ) la catégorie des couplesCd 
......

définissant ( ~1,  ) . Soit f (resp. ~’ ) la classe des catégories triviales

L ° telles qu’il existe L E 2 (resp. e 2’ vérifiant L C L . Si ( lN ,  ) est
A -

une classe ? ?’ - inductive, C ’ = y ( M ,  ) est une catégorie àS -produits
et à f’ - sommes (chap. IV, C.S. ) . Comme tout inversible de C ’ * est une

unité, il existe une seule application ~ - limite projective v et une seule

application S* -limite inductive u sur C’ , de sorte que l’on a

La surjection
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~ 
A ol. oL 1

définie un isomorphisme r’ de ~ ( ~~·) sur la sous-catégorie pleine ?
de ~ ~ ~· ayant pour unités les ( C ’ , v , p,~. ) E ~ ~ ~· tels que C ’ ~ ~ Soit
S~~’ la restriction de 6~E’à~ w . D’après le théorème 12, Q ~’
est /--engendrant pour ?; une démonstration analo g ue prouve ue ~ ~ est
f))!~ X, ~~ ~~)- engendrant,P~~~(X~= classe des (C’, c , C~.F.où C’est
pleine dans C ’ ° et F ~ ~y .Donc c~( ~ ~.~ ) est r- engendrant pour m. - Soit
~ un ordinal régulier tel que

et

il en existe, par exemple l’ordinal initial d’indice sup ( ~~ , i‘~, ) ~- I .
Soient u = ( M ,  ) E ~ ( ~ ~’ )o et, pour tout u ~ _ ( M ~,  ) une

W(22’)-sous-structure de u vérifiant M C M , 1 si ~  ~’  ~ . On mon-
tre (comme dans le théorème 3 - 4 [1 ]) que ( M ~ ,  ) est une sous-classe

~ ~’ - inductive de ( M ,  )., i.e. une classe ordonnée par la relation d’ordre

induite par (M,  ) sur M~C M, telle que pour A~C M~, on ait uA Â, £ M;...
si A ~ E Àf et t~’~ A ~ E M ~ si A ~  Àf" où UA~. et ~1 A ~ sont calculés
dans ( M ,  ) . Posons M = U M~.. Soit A C M et 7k,£. Pour tout

.. 
~’ ~ 

....

a ~~, il existe À  ~ tel que a ~A~ . Puisque la suite transfinie
a 

- a

~ ~’a )a E A ~ °~ ~a E ~ ~ est de type A  ~.~  ~ et que ~ est régulier, on a

Il s’ensuit

d’où

car M~ est une sous-classe ~ ~’ - inductive de ( M,  ) . On voit de même
que, si A  ~.~~ , on a r1 A E M . Par suite ( M ,  ) est une sous-classe

~ ~’ - inductive de ( M ,  ) et, a fortiori, une ~ ( f 2.’ ) - sous-structure de
( M ,  ) . Ainsi 

* cv ( ~ ~’A) est ~ - r- - engendrant pour m.

- Supposons ( M ,  ) 6y(ËE’)~.Les )- sous-structures de ( M ,  )o

sont les sous-classes 2-2’ - sous-inductives de ( M, ~ ) , c’est-à-dire les

sous-classes ordonnées ( M’ ,  ) telles que
A
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Soit K C M. Désignons par K~ (resp. par K2.’) la classe des couples

(A, x), où

et

Soit g (resp. g’ ) la surjection associant à ( A , x ) e K~ (resp. E K~, )
x

l’élément U A (resp. nA). Posons

x

on trouve K C ~ T ( K ) , car x = Lj 1 x 1 pour tout x ~K. P our que la sous-

classe ordonnée ( K ,  ) de ( M ,  ) soit une sous-classe ~ ~’ - sous-induc-
w

tive de ( M,  ) , il faut et il suf fit que K = T ( K ) . - Supposons K e i0.
Les relations

et

en trament, ? étant un univers,
et

Soit ~ un ordinal régulier tel que sup ( ~.~ , ~.~, )  ~  A . Soit 1 ~ ~ ~
et supposons définie une partie K~ de M pour tout ~  ~ , de sorte que

et

Posons on a

et si

Par récurrence transfinie, nous obtenons ainsi une suite transfinie (K ~)~ ~
w 

N

de parties de lVI . Soit K = U K À. Etant donné que M 0 est un univers
X ~ 0 -

admettant A pour ordinal associé, que ~  A et que K À E m 0 pour tout
w - w

~ ~ , on a K E io. Montrons que la sous-classe ordonnée ( K,  ) de

( M , ~C ) est une sous-classe sous-inductive de ( M ,  ) , Le. que
............

r ( K) = K . En effet, soit ( A , x ) E K~ (resp. E K~, ) . Comme plus haut,
on voit qu’ il existe un ordinal À A  ~ tel que A C K À ; il existe aussi

A

À x  ~ tel que x E K À ; soit ~ = sup ( ~A , ~.x ) ; des relations À -f-1  ~
x 

x

et ( A , x ) E ( K ~)~ (resp. ~ K X)2, ), on déduit

d’où
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Ainsi ~K,) est une sous-classe 2- 2’ - sous-inductive de CM,).-!! est

évident que KCK~ si (K’,) est une sous-classe ££’- sous-inductive
de (M,) et si KCK’.Donc fK,) est la sous-structure de
(AI,) engendrée par K et, puisque K 6~ , le foncteur ~~(EË’)est
~--engendrant pour M. -Un raisonnement analogue à celui conduit ci-dessus

prouve que, si ~AI~,) est une sous-structure de (AI, ) pour
tout ~~, ( ~ A~,) est aussi une ce’5(22’)-sous-structure de

X ~ ~
fM,), de sorte que ~~(E~’) est ~-y2013engendrant pour ?. *
COROLLAIRE 1. Soit U En ; alors u ~~e~z/Me~y~Ë’~n~-Cfe~. une
ry~~~- ~~f?f0~~,nf0~’~-. o~~~r?~0~~~~0~’~-~
projection dont u est une sous-classe ordonnée (resp. 0~072~2~ ~~y~c-
tion canonique appartenant à 0.( 0 ~, ) OM ~ n~~0~’)).
DEMONSTRATION. Les foncteurs ~(SS’) et cd~(~~’) sont des foncteurs

d’homomorphismes saturés à ? -limites projectives. Posons -X = -T (2 2- )

(resp. = y~(ËË’)); le foncteur (~.t L ,K) étant à noyaux et le foncteur

(D, L , K) à ? -produits, le théorème 19 montre que les conditions du

critère 1 sont vérifiées relativement à (H~X) et à X)
(resp. et à (~~(~E’)~ X», de sorte que ces foncteurs admettent des

adjoints.-Soit M=fAI,)en et soit /==~AI,),/ u) un (K.H) pro-
jecteur. Si on munit ? de la relation d’ordre C : 

-

M’  M si, et seulement si, M’ C M,

on trouve
A A

On définit une bijection f de M sur M 1 C ma en associant à tout x E M

la classe x&#x3E; des minorants de x dans u , et on a
"

Puisque f ( M ) e M 0 , le théorème 19 assure l’existence d’un g e X0. k y
tel que a, ( ~ ) soitla~(~~’)(resp.~~(~~’)-)sous-structurede(~ ,C)
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engendrée par f ( M ~ . Il en résulte

de sorte qu’il existe un f" £ K tel que /". /==/’. Comme cv ( f’ ) est une

injection, CtJ( j) sera aussi une injection, car w ( f" ) . ~ ( j ) = tv ( f’ ) . Soient

et

dans ( M ,  ) ; les relations

entraînent x~ ~ y ~’ , ~ étant inversible, d’ où x  y dans ( M ,  ) . Donc j
définit un isomorphisme de u sur la sous-classe ordonnée ( j ( M ),  ) de

A - A

( M,  ) . Il s’ensuit que la classe ordonnée obtenue à partir de ( M,  ) en

identifiant / ( M ) à M est une (K, H)-projection de u , dont ( M ,  ) est

une sous-classe ordonnée. - Supposons de plus 2 = 0 . Si A est une partie

(resp. partie majorée) de M telle que A  Àf’ et s’il existe x = n A dans

( M ,  ) , on trouve 
- -

et par suite

Un raisonnement analogue au précédent prouve donc que u est isomorphe
à une sous-classe ordonnée dans 0.( 0~’ )(resp.D.$ (0~’») de la (J(, n(0~’))-
(resp. ( ~ , ~ s ( ~ , ~’ ) - ) proj ection. de u..

COROLLAIRE 2. Soit P = cv(~~’) (resp. = Cc~s(~~’)). Si (C., ) est

une catégor ie p - structurée et si r est une relation d’équivalence sur C,
il existe une catégorie p - structurée quasi-quotient de (C., ) par r. La

catégorie 5:’gg ( ) est une catégorie à ~~~ ( ) - projections, si 9 C 50,p 
- 

g p ) 0

1 c j= 0 et p~ ( ~ ti 9),E mg.
D E M O N S T R A T I O N . Soit S l’ ordinal initial régulier d’indice

où X jj = 1 sup w 9 ~~ Î ; on a Xjj  ~  A et, d’après le théorème 19~ , P estgg 1. egog ~ ~ ()d
~ - ,.-- engendrant pour m. Le théorème 16 affirme donc que Q ~ ( P ) est
~.-- engendrant pour M, et son corollaire 1 que ~’~~ ( p ) est une catégorie
à ~~~ ( ) - ro’ections car X ~ ~~ ( P ) ~.Si ~ _ ~ _ , le foncteur ~~ (P)
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s’identifie au foncteur Q proj ection canonique vers m de ~fP~de sorte
que ce foncteur est r.. - engendrant pour ~lÎ ; étant aussi un foncteur d’homo-

morphismes saturé à m o -limites projectives (prop. 1- 3 [ 1 J ) , Q vérifie

les conditions du théorème 2 ; par suite sa restriction à ~ ( p ) est à struc-
tures quasi-quotient, a

R E M A R Q U E S. lo)Si Ë=0,~la catégorie ~ S ( ~ ~’ ) est isomorphe à une

sous-catégorie pleine de 3~" , où é’ est la classe des catégories obte-

nues en ajoutant un élément initial aux catégories triviales L 0 telles que

L C L’ E ~’ . Par suite on peut aussi démontrer que cv s ( ~ ~’ ) est ~- ~--

engendrant pour ? par un raisonnement analogue à celui utilisé dans la
première partie de la démonstration du théorème 19 .

2° ) Soit H ’ * la catégorie de couples associée à (M,  ) E ~o .
Soit ( H , w . v , A A ) 1 f élément de 3~’ , correspondant à la

~ ~ ~

proj 1 ection ( M ,  ) de ( M ,  ) . Si ( C’ , v , ) est une ( ~ , ~’)- complétion
A A

de ( H ’ , ~ ,~ ) , il existe un foncteur de C ’ * vers H ° compatible avec (v , v )
A A

et avec (~,/~). Mai s H ’ ° n’ est pas isomorphe à C ’ , car C * ne définit
w !11

pas un ordre sur la classe de ses unités. En fait, H ’ ° n’est pas une (2,f.’)-
complétion libre de C ’ , comme on voit facilement lorsque 2 = 0, d’après
la cons truction de la complétion ~’ - proj ective libre canonique de C ’ don-

née au théorème 10 .

Appelons catégorie 2 inductive (resp. catégorie ~ ~’ - sous-induc-
tive) une catégorie p ( ~’ , o~ ( p )) - structurée, où p = cv ( ~ ~’ ) (re sp.
= cv s ( ~ ~’ )) et h’ = a ( p ) n ~’ . Du corollaire 2 du théorème 19 et du

théorème 18, il résulte qu’il existe une solution pour le problème  universel»

de l’adjonction à une catégorie SS’-inductive (resp. ~ ~’ - sous-inductive)
de 9- limites projectives et de j-limites inductives, avec conservation de
certaines limites données. En particulier, si ~ = ~’ (resp. f = 0), et si
~, est la classe des parties finies de l’ensemble des entiers, une appli-
cation 2 29 - sous-inductive est une application f - sous-inductive (resp.

sous-préinductive) et une catégorie 22-’-inductive (resp. 0~’ - sous-in-
ductive) est une catégorie f - inductive (resp. sous-préinductive) [ 1 ] . Ainsi

le corollaire 2 du théorème 19 généralise le théorème 4 - 5 [ 1 ] .
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C. ADJONCTION DE LIMITES A DES L~,TEGURIES MULTIPLES. -

Soit p~ n 1 le foncteur projection vers ? de la catégorie ?" n ~
des foncteurs n - uples ~ 14 J . Soit Y ~ n ~ le foncteur de n 1 vers

A ~r

associé de même à l’univers m .
THEOREME 20. P ~ n ~ est un foncteur ~ - ,~- - en~endrant pour m. pour tout

ordinal de seconde espèce  A .

DEMONSTRATION. Soit ( C = . )i  n une catégorie n - uple telle que C E m!~ " JL JL ~

et soit B C C. Désignons par o- B la sous-catégorie de C = engen-
drée par B , pour tout i ~ n . Posons

Si B 6~ on a o-~ n ~ ( B ) E ~l( puisque P est .-- engendrant pour m.o 0 J

Supposons

et

Par récurrence, nous construisons une suite croissante de sous-classes Ki
de C telle que

et

pour tout entier j. Posons K == ~ K.. Etant donné que ? est un uni-
~ 1 

~ 

~ 1 
0

vers, on a K Montrons que K définit une sous-catégorie y2 - uple de

(C ~).~ , c’est-à-dire (th. 5-11 [ 14 ]) une sous-catégorie de C ’ pour

tout i ~. ~2. En effet, soient

et

1
Il existe un entier j . tel que x E K, 1 et y e K 1 ’. Puisque o-i( K j ) 

T 
est la

. J J ’ J

sous-catégorie de C 1 engendrée par K ~ , on trouve

et

A~ 1

Par suite K i est une sous-catégorie de C = pour tout i ~ n . Il est évi-
A ‘i" ..L

dent que ( K t )i ~ n est la sous-catégorie n - uple de ( C t )i ~ n engen-

drée par K , de sorte que ~’ ~ ~ est ,--- engendrant pour m. 
,..~ 

n
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- Soit ~  A un ordinal de seconde espèce. Pour tout ~. ~ , supposons
.L , ~ ~ r ]

donnée une sous-catégorie -n-uple ( C ~ t ) . t n de ("~ ’)~ ~ 0 ’l ’ de1B I~n n I~n 0

manière que l’on ait

si

Posons Si

et

il existe un ordinal À ~ tel que x E CÀ et y E c,. Par conséquent

et

A 1 ~ 8 .J... 8

Ceci prouve que ( C = )i ~ n est une sous-catégorie n - uple de ( C ’) 841’ .w n ,~ n

On en déduit que P n 1 est’ - engendrant pour a
.

COROLLAIRE 1. Soient (C =)i~ n une catégorie n-uple et r une rela-

tion d’équivalence sur C; il existe une catégorie n - uple quasi-quotient
.J...

de ( C : )i n par r.

A

En effet, Pl ’ 1 est un foncteur d’homomorphismes saturé à m 0 -
limites proj ectives 5: et ,--engendrant pour ~9; d’ après le théorè me 2 , ~b ~ n ~
est donc ... 

9:
est donc a structures quasi-quotient. ~

COROLLAIRE 2. La catégorie ~’~~( ~ n ~ ) est à ~~~( ~ n~ )- projections,Cr Cr
où

En effet, ce corollaire résulte du corollaire 1 du théorème 16, dont

les hypothèses sont vérifiées, en vertu du théorème 20 , en prenant par
M 

_

exemple pour ~ l’ ordinal régulier ~ 
d’ indice ( l.e sup 9 ug 1)+ 1 . ~

Soit 9:’ 9 [ n 1. la classe ayant pour éléments les familles

vérifiant

et ; i

Soit 5:49 [ n 10la sous-classe de Ï’59[ n 1. formée des e tels que pi(e) ~?~
pour tout i ~. n. Soit 5:tgg [ n 1 la sous-catégorie de la catégorie produit
( 5:’49)" dont les éléments sont les familles fF.).~ telles que
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si

1BTous identifions 5’ll[n]0à la classe des unités de 5:’49[n] . Soit 5191ni
la sous-catégorie pleine de ~ E n ] ayant ~ [ n ] o pour classe de ses

unités. Désignons par ~ [ n ] le foncteur de ~~~ [ n ] vers ? associant

;~ ( F . ) à (F.).. Soient ~’~~[n], ~~~[nJ et 8~[~) les catégories t 
&#x3E; à  t t n 

Soient if’ 1 n 1 , if 1 n 1 et A Q 1 n J ies g
et foncteur définis de même à partir de l’univers ? . On définit un fonc-.
teur [ni de ~~ [ n ] vers en associant (( C1 I ) . , F, ( C1 i ) . ) à

p[n] _  n - t  n

T H E O R E M E 21. L e foncteur Q~~ [ n ] est --engendrant pour M. La caté-

gorie ~’~~ [ n ] est une catégorie à ~"’~ [ n ] - pro ’ections et p ~~ admet un

adjoint. 
[ n]

ad joint.

D E M O N S T R A T I O N . Soit À l’ ordinal régulier d’ indice

Supposons e=’C~~~.,~.)~.~~~y~[y2] . Pour toute sous-catégoriet t t n 0

n - uple fB ~).~ n de ( C~= ’).~ , Y désignons par 0"-i(M) la sous-classe
1 ~ n ’~~ y,~ 

’ 
~. "

de C obtenue en appliquant à B l’opérateur o- relatif à (C = , v . , /.~, .)E ~
(construit à la fin de la démonstration du théorème 12), et ce pour tout

i 1 n . Soit

Si BEi, on a &#x26;- ,( B) E ‘~ d’après le théorème 1? , et par suiteo t 0
-

1’01

Supposons K C C et K 6))L . Par récurrence transfinie, nous construisons
o 1’01

une sous-classe K À de C pour tout ordinal À  ~ comme suit :

lo)~~’) est la P~~~-sous-structure de (C n engen-
drae par K(qui existe d’après le théorème 20);

2- K’ ’) * i n est la ~Lsous-structure de fC’~B.~ engen-1B t~ n 
. , J 

t~ n

drée par



151

Du théorème 20 , il résulte que l’ on a K ~ ~ mo pour tout À À . Posons
K ~ ~ ~K ~ ; alors K E ~o , car o est un univers et Z  A . Puisque K ~,
À À f) 0 -

définit une sous-catégorie de C -t- 
. 

pour tout À À et tout i ~ n , la classe

K définit une sous-catégorie n - uple de (C n - . Montrons que K est
,~ n

stable pour v ~ et pour Ili En effet, soit i  n ; si 1&#x3E; est un foncteur de

I ’ E ~ (resp. e ~) vers C J tel que 1&#x3E; ( 1 ) C K , en utilisant comme d an s

la démonstration du théorème 5 le fait que est régulier, on voit qu’il
existe un ordinal ~.  tel que ~ ( I j C K À; il en résulte

Donc K est stable pour v, (resp. pour/~.) et définit une ~~ [72]-sous-
structure ~’ = fK~’,~~~’.),~ ., de e. Il est évident que e’ est la Q ~M-
sous-structure de e engendrée par K; ainsi,’ Q 1 ~ [~] est /2013 -engendrant

pour ?.-Puisque ~~ et P-1n] sont des foncteurs à limites projec-
tives,(? J[72],6,?~M)està ? -produits. Les conditions du critère 1

d’existence de foncteurs adjoints sont ainsi remplies relativement à

un adjoint. Ygl[f2l) a et à ~ ~ par conséquent ces deux foncteurs admettent

un ,.. 
[n]

un adjoint. N

Soit 7T le foncteur de 5:1-1 vers 51--ll tel que

et

Soit N l’ensemble des entiers positifs, A la sous-catégorie du grouporde
( N x N ) ~ associé à N formée des couples ( i , j ) tels que i  j . Nous

définissons un fondeur 77 de A vers ? tel que

~ ( n , n ) ~ ~ ~’’‘~ et 77~72+7~=7~ + 1 pour tout n E N .
Soit ~[6)] la catégorie limite projective de ce foncteur. Ses unités s’iden-

tifient aux suites ( C~’ _ ) i E N telles que :
1° ) C = E 9:,Pour tout i E N ;

et pour i EN, i EN; ,.

3~ ) Axiome de permutabilité : Si les composés

et
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sont définis, ils sont égaux, pour tout i 6 N, / E N .

Les morphismes de j= [6&#x3E;] s’identifient aux triplets

tels que

et

pour tout

DE FINITION. Une unité (resp. un morphisme) de ~[ll)] est appelé une

catégorie ú)- uple (resp. appelé un foncteur c~- uple) .

. 

Soit p ~ ‘‘’J le foncteur proj ection de ~ ~ ~’J vers M as sociant C à
-~. i 5~ "’

( C )~ E N . Soient 1 et g deux parties de 5:, telles que p~ ( ~ u 1 ) E ~ÎÏo . *
Comme P lus haut, définissons la sous-catégorie ~’~~ [a)] de ( ~’~~ )N obte-
nue comme suit : ses unités sont les familles e = (C i~=, t~~, ~-~i)i EN telles
que

et

les morphismes étant les ( F t .) . t ~N tels que

et

pour tout i E N , j E N . Soit ? ~~ [ c~~] sa sous-catégorie pleine ayant pour
unités les e tels que p= ~.‘’ f e ) ~? J pour tout i E N . Désignons par q~~ [ c~ ]
et p~~ les foncteurs canoniques de 9~14[cil vers ? et vers ~ , par

[ -1 "- "

Q~~ [ c~· ] et P’l 
~] 

les foncteurs de vers ? obtenus de même à

partir de te* 1 -1
THEOREME 22. Le théorème 20 , ses corollaires et le théorème 21 sont

encore vrais si l’on remplace dans leurs énoncés n par co .

En effet, les démonstrations sont analogues, i ~ n devenant i E N ,

ce qui conduit à poser

dans la démonstration du théorème 20 (resp. théorème 21 ) . ~
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DE FINITION. ~o~ S=~6N ~~.=-~~. Une ~~[S].y~[S]~-~o-
iection de e ~~~[8] sera appelée complétion n - uple (resp. co - uple)
de e.

APPLICATIONS.

10 ) Construction de foncteurs types : Soit f C ’ , ~ fi-) e ~jJ et

soit DIC. = (?t~. -’~ e. ) la catégorie double des transformations naturelles

entre foncteurs de C ° vers C*. Alors K c * définit un élément

(appendice II , proposition 2, C.S. ) . Toute partie K de -’Qc » admet, en

vertu des théorèmes 16 et 20, une ( ~ , ~ ) - complétion structurée

dans e (à savoir la Q~~ ( P ) - sous-structure de e engendrée par K ), et

K est construite par la méthode exposée dans la démonstration du théo-

rème 16 . Supposons vérifiées les conditions suivantes : K admet pour

seul élément la transformation naturelle définie par le triplet ( Y , y , C ’ ) ;

~  A est un ordinal de seconde espèce, 1 est la classe des catégories
triviales l’ telles que I  ~ et 1 est la classe des catégories J ’ 

* telles

que J  ~ et que J ’ 
* définisse un bon ordre sur la classe de ses unités.

On montre alors que la catégorie K ~ --- ( K m C ’ ) , contient la catégorie
des foncteurs de type ( ~’ , y , ~ ) (appendice II , C.S.) ; mais elle ne lui est

pas identique, la construction des foncteurs types ne faisant pas intervenir

les transformations naturelles proj ection canonique d’un produit parallèle
de foncteurs naturalisés sur ses facteurs. Les éléments de la catégorie
des triangles de K M de sommet C ’ * peuvent être appelés transformations
naturelles canoniques entre foncteurs types. En particulier, lorsque c. = m

et ( Y, y ) = ( p , y ), où 1) est le foncteur «partie &#x3E;&#x3E; et y sa naturalisation

canonique (C.S., app. II), on généralise ainsi les résultats de [ 8 ] .

20 ) Soit C ’ 6 ? et soit ( C ’ , F ~’ un couple w -dominant une espèce
de structures (C.S., chap. II), où w = (~ , w, f~ ’ ) est un foncteur fidèle.

Soit q = ( ~ ’ , q , G ~ ) un foncteur admettant un foncteur adjoint injectif q’ .

Alors (C., q’ . F) est un couple w . q - dominant une espèce de structures,
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«plongement universel &#x3E;&#x3E; de ( C ’ , F ) dans une espèce de structures w. q-

dominée. Ce procédé s’applique lorsque w est l’un des foncteurs qui ad-

mettent des adjoints d’après les résultats de cette partie II. Par exemple,
si w = p j et q = p 99, on plonge ainsi universellement une espèce de

morphismes (C., F) (chap. II, C.S.) en une espèce de structures ~~ -
dominée ( C ’ , F ), dite espèce de morphismes ( ~ , ~ )- complétée, de sorte

que F ( e ) soit une complétion libre de F ( e ) pour tout e e C 0 « .
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APPENDICE

Nous allons indiquer divers lemmes implicitement utilisés aans le
texte précédent ou liés aux questions étudiées ci-dessus. Nous en dédui-
rons aussi quelques généralisations de résultats de [ 1 ] .

1. I mage réc i proque de sous-structures.

Dans ce § , nous désignons par p un foncteur (m, p , H -) d’homo-~
morphismes saturé, à produits fibrés finis. Si f E H, nous posons f = p ( f ).
L E M M E 1. 1 ° ) Si p est à 1 ~ - produits fibrés et si s i est une p - sous-
structure de S 6 Hg pour tout i E 1, il existe une p - sous-structure (~ s ide S telle que 

o 

;£1 J

2°) Si f E H et si s est une p - sous-structure de /3( f ), il existe

un ( ~~ , p ) - sous-morphisme f · E s . H de f tel que, en posant a ( f’ ) =-1 
~ -1 -1

= f ~ s ~, on ait p( f (s)) = f (p(s))· °

DEMONSTRATION. Soit hi EH et f3 (h .) = s pour tout i El. Si(p(hi), v.) ...1
est un produit fibré naturalisé dans il existe un produit fibré naturalisé
( hi, vi )i E 1 dans H ’ ° tel que p ( vi ) = vi , si p est un foncteur d’homomor-

phismes saturé à 1 ~ - produits fibrés; de plus (démonstration de la propo -
sition 4 ) , on a vt é P r- lorsque

pour et

En appliquant ce résultat au cas où h; = S 4"B s i , on obtient ~ s . , puis-
qu’il existe un produit fibré naturalisé 

1 
p 

, 
s E 1 s

-On construit de même ( s) en prenant h 1 = /3r/~ ~ et ~ = f, étant
donné qu’il existe un produit fibré naturalisé 

p

tel que

COROLLAIRE 1. Supposons p à !/}-~o~!’~ librés, fi 6~ et 8(fi) = s
pour tout i é 1. S’il ~,-~ ~ é H. * tel que ar/J~~ et si S’,- S, il existe0 1 

p p



156

une p - sous-structure s’ de S sur la classe

En effet, avec les notations du lemme, on a

COROLLAIRE 2. Soit h EH et f = (N, h c , M) une restriction de p(h).
Si M et N engendrent des p - sous-structures s’ et s de a(h) et ~( h)
respectivement, il existe un ( ~L, p )- sous-morphisme h’ es H , s’ de h .

En effet, d’après le lemme, il existe un p - sous-morphisme g E s . H
-1

de h tel que a, ( g ) - h ( s ) . Comme f ( M ) C N , on a

d’où

Ainsi l’élément cherché est

Supposons que H 
° admette un élément final a tel que p ( a ) -

- { ~ ~ . Si si E H~ , il existe /.6~./7.~. et, p étant à produits fibrés

finis, il existe un produit fibré naturalisé (( f 1, v 1), ( f 2 , v 2 )) dans p
tel que p ( vi ) soit la projection canonique d~ p ( s 1 ) X ~ ( s 2 ) sur p ( s i ) ;
l’élément (( v i, v 2 ) , a. ( v 1 )) est donc un produit naturalisé dans p , de

sorte que p est à produits finis. D’après le corollaire de la proposition 1,
il s’ensuit que p est aussi résolvant à droite.

Comme dans [ 1 ] , nO 3 , nous désignons par :

%’ ( p ) la sous-catégorie pleine de la catégorie produit fibré p V pfl,
ayant pour unités les couples ( C ’ , s ) tels que

et que ( ( C ’ J , s ) soit un graphe p - structuré [ 1 ~ ] .

?I’~~ la sous-catégorie pleine de 1 ’ ( p ) ayant pour unités les

graphes multiplicatifs fortement p-structurés (i.e. les couples (C ., s) EX’( p)
pour lesquels il existe k E s . ~I , s * s, où s * s,-s X s et où p ( k ) est

la loi de composition de C ’ ) .

)( (p) (resp. 5f(p» la catégorie des homomorphismes entre classes
multiplicatives p - structurées (resp. fortement p - structurées) .

la sous-catégorie de ~( ( p ) formée des néofoncteurs p -

structurés ; ses unités sont les graphes multiplicatifs p - structurés, i.e.
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les triplets (C*,~,~~ tels que, K étant la loi de composition de C ’ ,

on ait :

a ) ( C ’ , s ) E ~’ ( p )o et il existe k e s.H.s’ vérifiant p ( k ) =

b) I1 existe ~~.s.H..s’ tel que ~f~J=fC~~,C’~C’),où
p i désigne la i - ème proj ection canonique de C X C sur C .

REMARQUE. La condition b ( ajoutée dans [1] à la définition de graphe

multiplicatif p - structuré introduite dans [ 15 ] ) est nécessaire pour la vali-

dité de la proposition 5 - 3 [1] (et par suite du théorème 2 - 4 [1]). Fn

effet, cette proposition repose sur le fait que la surjection [ /3, a] définit

un néofoncteur p - structuré de ( C*, s, s’) vers le groupolde p - structuré

(( C~ X C~ ) 1 , so X so ) , où so ,._ s . Or cette propriété n’ est plus vraie si

(’CB s, s’ ) vérifie seulement la condition a . Par suite, il faut aussi suppo-

ser dans [16] (théorème 1- I et proposition 7 - I ) que, si fCB7BT~est

un graphe multiplicatif prétopologique, alors T’ est.une topologie plus fine

que la topologie induite par T X T sur C ’ * C ’ .

P RO P OSITION 1. Supposons que ( C’, s, s’ ) 6?I(~ véri fie l’axiome b .
Soit 9 une p - sous-structure de s et C = p ( s ) . Il existe s’,- s’ telle que

(C n(p) 0 . 
p

DEMONSTRATION. Soit k E s.H, s’ tel que ~~~=~C,/,C’~C’). On a

D’ après le corollaire 1 du lemme 1 appliqué à la famille ( v ~, v 2 , k ) , il
.

existe k E s . H tel que

et

Donc (théorème 4-II [15]) ( C ’ , s, s’ ) est une sous-classe multiplicative

p - structurée de ( C ’ , s , s’ ) . ~

COROLLAIRE 1. St et si 1 on a

’où

En effet, la classe multiplicative p - structurée ( C ’ , s, s * s ), où

s * s_ s X s , vérifie l’axiome b, de sorte que l’on construit un
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à l’aide de la proposition 1 . Les relations

et

entraînent d’ où

COROLLAIRE 2. Soit CC’,~~6?I’f~~. ~ï C* ° est z/~~OM~-~r~~e

multiplicatif de C * et si Sr- s et p ( 9 ) = C, alors il existe un sous-

p
~r~~c ~M/~/ïc~~’/~-~~~c~r~ fCB~.~~ ~ fCB~,~~.~’ de plus
fC’~; ’E ~i, (p )0 1 on a rC’~~ 6~~~.

En effet, d’après la proposition 1, il existe

où

En vertu du théorème 8-II[15],f[C’],~ est un sous-graphe p- struc-
turé de ([C*],~. Donc (~’, 9, 9") ~31’~~. La deuxième affirmation
se démontre comme dans le corollaire 1..

Supposons que ? soit un univers et que p soit la restriction d’un

foncteur d’homomorphismes saturé à produits fibrés finis P=f?t!,_P,’~’)
-1 - A.

à H = P (m). soit f la saturante de ? dans m. Si 0 ou
3l* , nous notons P7~ et PD les foncteurs projections canoniques de O~P~
vers m et vers ~’. Soit Xc la classe des P~-monomorphismes y tels que

pgr/~p-. .
PROPOSITION 2. ~M~o~072~ ;’ 6Xp), où C R, 5i’ ou ~’ ~~. =3Ï~;
alors P~C/~ 6~P~~. , en désignant par P’ le I-ncteur canonique de

C(P) vers S = ~’ " (resp. =?I~ On a P)().X~x, = x5i,.
DEMONSTRATION. Puisque P est un foncteur d’homomorphismes saturé,

PU en est aussi un, et il suffit de prouver l’affirmation lorsque P~fy~ ~~.
Supposons donc

et

Soit É * la sous-classe multiplicative de C 
* définie par C.-Si !3==3l, t

on a ( C ’ , s ) ~ ~ ( P ), d’ après le corollaire 1 de la proposition 1 . Comme
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A ~ J- ...

(C*, 9) 
A 

et ( C 1, s ) sont deux P - sous-structures de ( C ’ , s ) sur la

classe C, elles sont égales; il s’ensuit

et

- Considérons le cas où j est un néofoncteur; alors C définit un sous-

graphe multiplicatif C* ° de C’.-Si 0=K’, le couple ( ~ C ’ ~ , s ) est un
graphe P - structuré (théorème 8 - II [ 15 ] ) ; ainsi ê = ( C ’ , s ) E ~’ ( P )

A . A ~ j_ ~2013

est une ~Rt - sous-structure de (C *, s) . On en déduit C ’ = C 1 et i E(P ,)
. 

Jl c

Si de plus ( C ’ , s ) E ~’ ( P ) , on a ê é n,( P) d’après le corollaire 2 de

la proposition 1 , d’où j 6X~, .-Si Û = fi’ , on a de même ( C ’ , s ) E ,r, (P),
et par suite

et

- Soit C = Il’ et posons

En vertu du corollaire 2 de la proposition 1, il existe une Pr ~nt - sous-struc-
ture ê = ( ~ ’, 9, 9’ ) de e’ " telle que ~’2013~. 1Jn raisonnement analogue

, , , 
P

au précédent entraîne

et

A 
r-

LE MME 2. Si S E Ho et si s est une ( Pi , H )- sous-structure de S engen-LEMME 2. ~ï ~ 6~ 
° 
~~ï ~ e~~M~~fP. ,H~-~OM~-~~MC~re~ ~ e~~-

drée par M , alors s est une P - sous-structure de S engendrée par M .

DEMONSTRATION. P étant saturé, il revient au même (prop. ?-2 [1 ]) de

montrer que, si s est une ("P H ) - sous-structure de S engendrée par
~ ~

M C P ( S) et si M E ~1C , s est une P - sous-structure de S engendrée par
-0 -1 "., A

M , en désignant par H la saturante P (~1) de H dans H *. En effet, soit

et

D’après le lemme 1 , il existe une P - sous-structure s = s r1 s’ de S telle

que

et

Des relations
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et

~- ~
on déduit sr-9, par définition d’une ( P c r, H )- sous-structure engendrée,
d’ où s = s et sr.._s’ . Ceci achève la démonstration. a

P

PROPOSITION 3. Si P est r- engendrant pour ~, il est (m, 0)- résolvant
f[7], dé f ini tion 1 - 3 ~ pour ~ _ ~’ , ~’ , ~i’ ou 5i -

M

DEMONSTRATION. Supposons fC’.~eK’fP~ et M C C, M E ~ . Il
- A 

0

existe a E s . H , s tels que

et

_ N

Si M --- M U~x(N~) v~(M), on a 11~I Em o car m 0 est un univers. Par hypo-
thèse, 11~1 engendre une ( P tf-~ H ) - sous-structure s de s qui, d’ après le
lemme 2 , est une P - sous-structure de s engendrée par M . Comme

et

le corollaire 2 du lemme 1 assure l’existence de

tels que ~’)=a’ t et ~’) =/?’ . Ainsi (YA~~,a’),~ est un graphe
p - structuré et l’on a ~AI’~~cK~P~ . Evidemment (A, 9) est la

fXv,X~P~-sous-structurc de fC’,~~ engendrée par M , de sorte que
P est ( M!,K’)-résolvant, d’après la proposition 2-2 [ 1 ] . .-Supposons de

plus

Du corollaire 2 de la proposition 1 , il résulte

où ,

Ainsi ê est la fX7~,O~P~-sous-structure de e engendrée par M , pour

et si

et

on a (~B~ e 5i(P)0et K = P(~ ~~ Y en désignant par S la P - sous-
structure de S engendrée par A (corollaire 1 de la proposition 1 ) . Par

suite f~’,~; est la (X5i,5i(P»-sous-structure de f/(’~~ engendrée
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par A . a

P RO P O SITION 4. Si P est dénombrablement engendrant pour m, alors Pj{
est (JIB X~ , ~. ( ~ )) - engendrant, 1 en désignant par X~ la classe des

tels que j’ E Pt 1 " où et

DEMONS’TRATION. Soit et On a
A

k E s.H.s’, OÙ

K étant la loi de composition de C’ . Puisque P est r - engendrant pour
? et que

il existe, comme il est dit dans le lemme 2, des P - sous-structures s’l et

s 1 de s’ et s respectivement engendrées par M ’ * M ’ " et par M , et appar-
,.., 

A

tenant à la saturante H de H dans H ’. Le corollaire 2 du lemme 1 assure
w N

l’existence d’un k 1 E s H , s i tel que P ( k 1 ) E ‘~( soit une restriction de

P ( k ). Pour tout entier i  n , supposons défini un ( ‘~( ~, P ) - sous-morphisme
w N

k i E s i . H , s i 1 de k , 1 tel que P ( k 1 ) et que k i, soit un P - sous-mor-

phisme de k~ pour tout i’ ~ i . Définissons par récurrence kn comme suit :

Soient p 1 et p 2 les projections canoniques de C X C sur C et posons

On a M n 0 et l’ applic ation K n = ( M n , Kc , M . * M .) E m admet P (k n -1 )
pour restriction. Il existe des P - sous-structures sn et sn de s’ et s~ ~ ~

engendrées par Mn * Mg et par Mn respectivement, et par suite un P - sous-n 
. 

n

morphisme k E s . H , s’ de k tel que P(k n) soit une restriction de

P ( k ) et admette Kn , et ’a fortiori P ( kn,l ) , pour restrictions. -Comme P
est dénombrablement engendrant pour il , il existe s’r- s’et s r--s telles

P P

que

et

~1 A

Les relations K ( P ( si )) C P ( si ) pour tout i E N entrainant K ( .B1’ ) C B1, il 19 i

existe
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avec

A · A A

Montrons que l’on a M’=M’.~ M’ . En effet, soit (y,x) 6~/ on a (y,x) ~P~’.)
pour un certain entier i ; il en résulte

et

"" "" "" A

d’où ( y, x ) E M ’ * M ’ . Inversement, si ( y’, x’ ) E M ’ * M ’ , il existe un

entier n tel que

et

A A A A

c’est-à-dire (~,~; eAi~A~C ~~~)C M’. Ceci prouve que AI’~M’=Af,
de sorte que Pf~ est la loi de composition de la sous-classe multipli-
cative M 8 de C 8 . On obtient donc

et ê est une P~y-sous-structure de e.
- Supposons que ; =~C’,~,~~ soit une P’Yl- sous-structure de f C B s, s’)
vérifiant

- ~ w ~ w

Soit k l’élément de s . H , s~’ appliqué par P sur ( C , K t , C ’ * C ’ ) . Comme

s 1 et s i sont les P.-sous-structures de s et s’ engendrées respective-,
iv .., wr

ment par M C C et par M ’ * M ’ C C . * C. , on trouve

Supposons prouvé pour tout i  n : .’

Alors on trouve

et
, de sorte que

Par récurrence, on en déduit
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et

. "

Par suite S r-s et s’ r=.-5’ . Ceci prouve que ( C’ , s, s’ ) est la (Xn ,~P~-P P 

~ 

"’

sous-structure de ( C ’ , s , s’ ) engendrée par M. Le foncteur d’homomor-
.. "

phismes P~ étant saturé, àfl est ( ‘Î U, X~ , ~. ( p )) - Pngendrant, en vertu

de la proposition 2 - 2 [ 1 ] , ce qu’il fallait démontrer..

REMARQUE. Les propositions 4 et 3 admettent la proposition 4 - 3 [ 1 J

pour cas particulier. Il en résulte le résultat suivant (dans l’énoncé du-

quel nnus reprenons les notations du no 3 [ 1 ] ) , qui généralise le théorè-

anne 1-3[1] .

COROLLAIRE. Supposons que m soit un univers, que P soit (res p. soito 
A -

dénombrablement) --engendrant pour M et à ~o- produits et que H E ~ÎIo.
Soit ~‘ ( p ) une sous-catégorie pleine de 11(p telle que 5i(p) C D( p),
n =1= C) et ~ ~ ~ (resp. de ~.I( p )). Si e E ~.I( p )0 et si r est une relation

~ «

sur p~ ( e ), il exis te une ( ~‘ ( p ), p’cn ) - structure quasi-quotient de e par r.
En effet, la démonstration est analogue à celle du théorème 1- 3

[.1 ] , le foncteur P étant (?,0)-résolvant d’ après la proposition 3 (resp.
d’après le théorème 1- 5 [ 1 ] si 0=X ou si ~ ( p ) ~ Ù~ ( p ) , et le fonc-

.. 

u"
teur P~ est tj, Xn Il p )) - engendrant en vertu de la proposition 4). a
LE M M E 3. Soit q = ( ~, q , K ’ ) un foncteur fidèle admettant une section

- 

. r
maximale z (n° 4 [ 1 D; alors z ( ‘~Î( ) C q .
DEMONSTRATION. Soit f E ~ÎI= et j = z(,). Supposons

et

On a z ( q( k )) = j . z ( s ) . Par définition d’une section maximale, il existe

h E z ( s ) . K , s tel que q ( h ) = q ( s ) . Comme q est fidèle, on trouve

k = z ( q( k )) , h . Les relations

et

entraînent que i est un q - monomorphisme. a

PROPOSITION 5. Supposons que p admette une section maximale z. Soit

~~j le foncteur canonique de Df~~ vers rn, où Il =KB )19 ou 5it et
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ou et

A lors pjj admet une section maximale.

DEMONSTRATION. Soit C. Ej{ ; posons
et

où K est la loi de composition de C* . D’après la proposition 1 -4 [ 1 ] ,

~3 ( j ) = s X s et, en vertu du lemme 3 , j tE P r-. Donc ( C ’ , s ) tE fi ( p) 0 .
Si de plus on suppose C’ E ~.~ , où 11 = n. (resp. _ ~ , ‘~g , ~ ou 5’), on
obtient

et

de sorte que l’on a ( C ’ , s ) E ~’ ( p ) (resp. el)~~. Ainsi on définit un
~ 

w~

foncteur section Z1( de P’lJ en posant

si

- Soit e = ( C ’ , s , s’ ) E ‘l.~ ( p )o . P ar définition de z , il existe

et

tels que p ( h ) = C et p ( h’ ) = C ’ * C ’ . P ar suite, il existe aussi
- -. ....

tel que

~ ~ 
~,

Ceci montre que zll est une section maximale de p~ . s

R E M A R Q u E . La proposition 5 généralise la proposition 2 - 4 [ 1 ] .

2. Relation structurée engendrée par une relation.

Soit m’ la catégorie des homomorphismes entre relations d’équi-
valence dont les éléments sont les triplets h = ( r’, h , r), où r et r’ sont

des relations d’équivalence sur M et M’ respectivement et où h = (M’, h , M)E‘~
est une application compatible avec ( r’ , r) . Soit ~o le foncteur canonique
de ,Ir vers ?, qui as socie h à h . Dire que r est une relation d’équiva-
lence compatible (resp. bicompatible) sur C ° , où C ’ E n (resp. E nt )o 0

signifie que l’on a

L E M M E 4. Soient C ’ E j{’ 
0 

et r = ( C, A , C ) une relation compatible avec



165

les applications source a et but 8 de C 8. La relation d’équivalence ?

compatible sur C’ 8 engendrée par r est bicompatible sur C 8.

D EM O N ST R AT I ON . La relation d’ équivalence engendrée par r est évi-

demment compatible avec a, et ~C3 , de sorte que nous pouvons supposer
directement que r est une relation d’ équivalence. Soit ro la relation d’équi-
valence induite par r sur C 

8 

et soit ra la surj ection canonique de C 80 0

sur C~ /ro . En désignant par S ~ le grouporde des couples associé à

C~ /r~ , on trouve

puisque r est compatible avec o~ et ~3 , le néofoncteur F est aussi compa-
tible avec r. Soit J le pfl-épimorphisme canonique de C’ 

° 

sur la classe

multiplicative C ’ /r quotient de C * par r; on sait que j est une pn-
quasi-surjection définissant C’/r comme pn - structure quasi-quotient de
C * par r ; il s’ensuit qu’il existe un et un seul F’ E lil tel que F’ . J - F.

Supposons

On a d’ où i et

P ar définition de F , l’ égalité F ( a, ( f )) = F ( a, ( j’ j) entraine a ( f) , cx ( j’ )

mod r et, a fortiori, oc ( j) ,.,, o~ ( f’ ) mod r. On montre de même que l’on a

/3 ( f ) , f3 ( f’ ) mod r. Donc r est bicompatible sur C ’ . ~

Nous désignerons par N l’ensemble des entiers positifs.

P RO P OSITION 6. Soit C’ E ~(,o et r = ( C, A, C ) une relation. La relation
- 

0

d’équivalence (resp. d’équivalence compatible sur C *) engendrée par r

peut être construite par récurrence.

D E M O N S T R A T ION . Soit S-L = ( S, K1~~ le groupoide des couples associé

à C. L a relation symétrique engendrée par r est ( C , B , C ) , où

B = A u A -1, en désignant par A "1 la classe des inverses des éléments

de A dans S ~ . La relation d’équivalence engendrée par r est la relation
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( C, e (A ), C ), où e (A ) 1 désigne le sous-groupoi’de de S-1- engendré par
B .Définissons Bn par récurrence pour tout entier n en posant :

et

On obtient par récurrence

-Soit P ’ _ ( P , K" ) la classe multiplicative produit Si

posons

Construisons par récurrence pour tout entier n la partie An de C X C à
l’aide des égalités :

et

Soit A == U ~ . Montrons que la relation r compatible sur C » engendrée
~ 

n -e N r’ - " 

,

par r est y = (C, A, C). En effet, on a r ’ C r et l’ est une relation d’équi-

valence, car c’est la réunion d’une famille de relations d’équivalence
croissantes. Il suffit donc de prouver que ~’ est compatible sur C ’. Or,

si l’on a

et

il existe un entier i tel que

et par suite

Ainsi e= îl. a

COROLLAIRE. Si C * est un graphe multiplicatif et r’ = (C, A’, C) une

relation, la relation d’équivalence bicompatible r sur C * engendrée par
r’ peut être construite par récurrence.

En effet, la relation compatible avec a, et f3 engendrée par r’ est

la relation r = ( C, A , C ), où
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Du lemme 4, on déduit que r est la relation compatible sur C’ 
* engendrée

par r , relation qui a été construite par récurrence dans la démonstration

précédente. a

Soit p = ( ~, p , H ’ ) un foncteur d’homomorphismes saturé à pro-
duits fibrés finis. Soit X une partie de p r- contenant H 0 » .
D E F IN IT IO N . On appelle relation ( p , X)-structurée un couple ( s , r ) tel

que s E H~ , que r soit une relation d’équivalence ( p ( s ) , A , p ( s )) et

qu’il existe ; E s X s . X vérifiant p ( a, ( j )) = A .

Soit m’ ( p) ’la sous-catégorie pleine de la catégorie produit fibrée

p ~/ p ayant pour unités les relations ( p, X )- structurées. On définit un

ordre sur m’ ( p ) 0 en posant
( s’, r’ )  ( s, r) si, et seulement si, s’ = s et r’ C,r.

Soit s E H~, p ( s ) = C et ( C, A , C ) une relation r. S’il existe un plus

petit élément ( s, r) dans la sous-classe ordonnée de ( ~’( ~6 )o ,  ) formée
des éléments ( s, r’ ) tels que r C r’ , on appelle î la relation ( p , X ) -
structurée engendrée par r sur s.

Soit p(p) le foncteur de m’ (p) vers ? associant à ( h , ( r", p (h), r’))
l’application

et

Soit Y la classe des Î E ~’( p ) tels que
et

Dire que r est la relation ( p , X ) - structurée engendrée par r = ( C , A , C )
sur s EH. 

* signifie que ( s, r) est une ( Y, m’ ( p ))- sous-structure de
( s , ( C , C X C , C )) engendrée par A (relativement au foncteur p ( p )) .

LEMME $ . Si ma est un univers et si p’ = ( M, p t , X ’ ) est un foncteur à

m . produits fibrés, p ( p ) est ( ‘~, Y, 9ÎI’( p )) - engendrant.
DEMONSTRATION. Soient ~6~’,C=~(~~ctACCXC. Désignons

par J la classe des j e s X s . X tels que A C P ( a ( j )) et ( s, r’ ) e r(p) 0a
où r’ = ( C, p ( a ( j )), C ) . D’après la proposition 11- I , on a j 6~! de
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sorte qu’il existe un produit fibré s’ de ( j )j f ~ dans X ’ . Il s’ ensuit que

( s, r), où r = ( C, p ( s’ ), C ), est la relation ( p , X ) - structurée engendrée

par ( C, A, C) sur s, ce qui achève la démonstration, d’après la remarque

précédant le lemme. m

EXEMPLE. Soit X la sous-classe de ~C’~ formée des néofoncteurs (C ’, L .C ’ )
tels que C ’ ° soit un sous-graphe multiplicatif stable de C ’ . Soit C ’ e 0
et r une relation sur C. Pour que (C., r) soit une relation ( p~,, X )-
structurée, il faut et il suffit que r soit une relation d’équivalence bicom-

patible sur C ’ . Toute relation r sur C engendre une relation (pll, , X) -
structurée sur C ’ , à savoir la relation bicompatible sur C ’ * engendrée

par r.

PROPOSITION 7. Supposons que p’ = ( ~, p c , X ’ ) soit un foncteur dénom-
brabl ement engendrant pour m. Si s E H ~ , sz C = p ( s ) et si r = ( C , A , C )

est une relation, on peut construire par récurrence la relation ( p , X ) - struc-

turée engendrée par r sur s .

DEMONSTRATION. Nous désignons par S ~ = ( S, K ) le groupoide des

couples associé à C . On sait [ 14 J que ( S , s X s ) ~ est un groupoide

p - structuré, de sorte qu’il existe k e s X s . H vérifiant les conditions

et

De plus il existe v j e s X s . H , cr, où i = 1 et 2, Îéls que

en notant p i les projections canoniques de S X S sur S . Puisque p’ est

~-- engendrant pour m, il existe une ( X, H ) - sous-structure s’ 1 de s X s
engendrée par

D’après le corollaire 1 du lemme 1, il existe aussi une p - sous-structure ~ x
-1 

, 
-1 

, .

de a- telle que o-1 = v i ( s’I ) ~1 v 2 ( s ~ ) . Supposons définies, pour tout

entier i  n, des ~b - sous-structures si et o-. 8 de s X s et o- respective-
ment, de sorte que
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et

Soit s’ la ( X, H ) - sous-structure de s X s engendrée par

où

et soit on a

d’où

et

Ainsi nous avons construit par récurrence une suite croissante ( s’ ) n n EN
de p - sous-structures de s X s . Comme p’ est dénombrablement engendrant

pour m, il exi ste s’ tels que

Montrons que est une relation d’équivalence. En effet, on a

car

Si il existe un entier n tel que

on en déduit

Donc ( s , r ) est une relation ( p , X ) - structurée. - Soit ( s , r" ) une relation

( p , X) - structurée, où r C r" = ( C , A", C ),o alors A" = p ( s" ) et ~~_~X~/
de plus A" définit un sous-groupoide de S ~ contenant A . On a p ( s I )C A ".
Si l’ on a prouvé que p ( sn ~1 ) C A" , on obtient

Il s’ensuit sn ~s~’ et, par récurrence, s ~s" . Ceci prouve que r est la
p p

relation ( p , X )- structurée engendrée par r sur s..

COROLLAIRE. Supposons que p soit dénombrabl ement engendrant pour
. Si ( C ’ , s ) E ~.I ( p )o, 1 toute relation r sur C engendre une relation
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f~~yq~-~~cfMf~ sur fC’,~~ que ,on peut construire par récurrence,

Y étant la classe des monomorphismes i tels que p ( j ) E p.~ (nota-
tions ~ 1 ) si îJ 4 h et Y~ = X~ .

En effet, si H = K’, Il@ , 3Î’ ou 9l (resp. = 3l, resp. si ~(p) ~ ~(p)),
la démonstration de la proposition 3 (resp. proposition 4 , resp. du théo-

rème 1- 5 [ 1 ] ) montrent que ( ~ , p ~ c , yi ) est dénombrablement engen-

drant ; le corollaire résulte de la proposition 7.· ~

E X E M P L E . Soit C’6?r et r = ( C, A , C ) une relation. D’ après l’ exemple
donné plus haut, la proposition 7 permet de construire par récurrence la

relation bicompatible je sur C ’ » engendrée par r . Remarquons que la con -

struction est différente de celle indiquée dans la proposition 6.Reprenons
les notations de la démonstration de la proposition 7, pour p = ~7 et

s = C ’ . Si r est compatible avec CL et /3, alors p ( s i ) est formée de tous

les couples

tels que

pour tout j E n et n E N . Les propositions 37 et 52, chapitre III , C.S. ,

signifient que, sous les hypothèses de ces propositions, r est la relation

d’équivalence engendrée par ( C, p ( s i ), C) .
Soit le] un graphe et L ’ * la catégorie libre des chemins propres

de [ C ] ; nous identifions C à une partie de L. Soit r = ( L , A, L j une

relation ayant les propriétés suivantes : -.

, est la diagonale de C;
on a et cx (

et alors

40 ) Les conditions et 1

assurent l’existence d’un ac E C tel que 1 et ~ (

PROPOSITION 8. Supposons les hypothèses précédentes vérifiées et soit

î la relation d’équivalence bicompatible sur L * engendrée par r. Pour tout
m E L , la classe m modie contient un chemin y ( m ) de longueur minimale

(dit irréductible). Il existe une bijection de L / f sur y ( L ) et C s’iden-

tifie à une partie de L /r.
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DEMONSTRATION. Les symboles i , j et n représenteront des entiers

positifs. Si m E L , nous notons 1( m) la longueur de m , i. e. l’ entier n

tel que m E Cn . Soit A’ la classe formée des couples ( m 1, m 2 ) E L X L
de la forme

et

D’après la condition 1 , on a

si

si

Soit B = A’ U A’-1 U ~L .I1 résulte de la proposition 37, chap. III , C.S.,

que t est la relation d’ équivalence engendrée par ( L , B , L ); autrement

dit, on a m , m’ mod r si, et seulement si, il existe ( m i )i ~ n tels que
’ 1 I~ n

et pour tout i  n .

-Supposons m = ( xn ,..., x 1) E L et l ( m ) ~ n . Construisons par récurrence

un chemin y ( m ) de la façon suivante :

1~ ) Soit y 0 ( m ) = m . S’ il n’ existe aucun couple ( m , m’ ) E A’ ,

posons yl ( m ) = m ; en particulier yl( m ) 
= m lorsque m E C . 

.

2° ) Sinon, soit i le plus petit entier tel que (( x i ~ 1, x i ) , x= ) E A ;
posons

Par hypothèse sur A , le chemin YI( m) est bien défini et l’on a

3° ) Supposons défini ’Y 1 ,( m ) pour tout j  i ~ n et posons

On a /(~.f~i~7.~~~ l’ égalité ayant lieu s eulement s i y i ( m ) =

=7~/~~’
40) Puisque ( yi( m ))i ~ n est une suite de chemins de longueur

décroissante il exis’te un plus petit j  n tel que y~ ( "7» m )) = y-r( m ) .décroissante, il existe un plus petit ;72 tel que Y,(-Y,1(m» = 7-jr~ ’
Nous noterons y ( m ) le chemin -yi-(m ). Ainsi on obtient un chemin y ( m )
tel que
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et

de sorte que y : m -· y ( m ) est une rétraction de L sur y ( L ) . Des rela-

tions

pour tout

on déduit m ,~,, y (m)mod t. Si de plus m’ e L et y ( m’ ) = y ( m ) , on a

m’ , m mod r, car; est une relation d’ équivalence et

- Supposons ( m 1, m 2 ) E A’ , où m i ~ ~’ . y= . g et i = 1 et 2. Montrons que

l’on a y ( m 1) = y ( m 2 ).. Il suffit de prouver l’existence d’entiers i’ et

i" tels que y~,( m 1) = yi "( m 2 ) , cette égalité entraînant y ( m ~) = y( m2 )
par construction de y . En effet, par définition, on a

et

Il existe un plus petit j ~ 0 tel que y . ( m = ) = ~./.7~. Si ’Y ( ~) e L ~ .
on obtient

Supposons y(~) ~ L~; il existe x E C-.. L~ tel que 7~=~.~ où
~~6yfL;.Alors

et

Deux cas se présentent :

1° ) Si (( x’ , x ~ , y ) ~ A pour tout y E C , 1 on a

2° ) S’ il exi ste (( x’ , x ), xl) E A , on a

et la propriété 4 assure l’existence de ( x" , x 1, ac ) E A et

(y2 .x, âc) EA. I1 s’ensuit ’V ( 2) , A = mi , oùY . X 1 xE. s ensuIt / E 
m = ~ . x . ~ 1 

= 

1 ou

et si Si on a

et Supposons ~ &#x3E; Alors

on obtient
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b) Si l ( y (g)) = 1 , on a ~1 éL~ et, d’ aprè s a,7(~)==7~).
Supposons cette égalité déjà prouvée dès que l( y( g ))  n
et soit l ( y ( g )) = n . Comme ( m i, y72~ ) 6 A’ et que

on en déduit ~772~)= 7(772~), d’où y(m 1) =~772~)=
- y( m 2 ) . Par récurrence, le résultat est ainsi prouvé.

En conclusion, y ( m ~ ) = y ( m 2 ) lorsque ~772~772~)6~’, et par suite

lorsque ( m 1, m 2 ) E B .
- Supposons m , m’ mod r; il existe ( mi )i  n tels que m = m 1, m’ = mn

II~n n

et (mi’ mi+l) E B.. Il en résulte y(mi) = y(mi+1) pour tout i  n, d’où

i.e. y est compatible avec f. De plus l ( y( m )) _ l (m’ ), l’égalité ayant
lieu seulement si l ( y ( m’ )) = .l ( m’ ), c’est-à-dire si m’ = y ( m’ ) = y ( m ) .
Donc y ( m ) est l’unique élément de mmodf tel que l ( y ( m )) ~ l ( m’ )

pour tout m’ E m mod r . Nous appelons y ( m ) le chemin irréductible (rela-
A

tivement à r) associé à m mod e. On construit une bijection y de L le sur

y ( L) en associant y ( m ) à m mod f. Cette bijection définit un isomor-

phisme de L / r sur la catégorie -y ( L )j- telle que

si, et seulement si,

-Soit m E y ( L ) et m’ E y ( L ) . Comme m = y ( m ) et m’ = y ( m’ ) , on a

m , m’ mod f si, et seulement si, m = m’ . Etant donné que C C y ( L ) ,

l’application f -. f mod f, où f E C, est une bijection de C sur une partie
A

C de L le. a

C O R O L L A I R E . La conclusion de la proposition 8 est valable si [ C 1 =

= ( G~J et si e est la relation bicompatible rA", sur L.:= L [ G~~’ consi-
dérée dans la démonstration du théorème 8 -Il.

D E M O N S T R A T I O N . Reprenons les notations de la première partie de la

démonstration du théorème f3 - II . - Si ’At = 1 et iv. = 2 , on a
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de sorte que la relation r2 sur L [ G 2 ] vérifie évidemment les propriétés
1, 2 , 3 et 4; ainsi la proposition 8 s’applique dans ce cas. En particulier,

.

[ G 2 J s’identifie à un sous-graphe de [ M 2 J et H * à une sous-catégorie
de M2 - L EG2J’/r2 ; l’égalité

où et

entraïne hl= b 2 et k 1 = k 2 *- Soit k un ordinal de la forme ~, = ~." + 1 .

Supposons construite, pour tout e  ~., une catégorie M e de façon que,
si ~=~+~:

a) Mi soit la catégorie quotient de L [ Ge 1 * par e- et que [G~]
s’identifie à un sous-graphe de [Mi] ; ~

si où et alors et

c) si fï,~’).~~A~, pour tout i E a(~), où b ~&#x26;’ .A~ , on
ait b e H é *
Soient [G,J, rX et M~ les éléments définis dans le théorème 8 - n. Posons

et où

p

en désignant par D ~ la classe des couples (( h . ( i , ~ ’ ) , ~ ’ ) , h . ’n ( i ))
.. - -

tels que ( 11~I ~, , ~ , a. ( ~ )’ ) soit la transformation naturelle définie par le
- -

triplet ( ~ , T , ê ) et que ac ( h ) = ~ ( i ) . Un simple calcul montre que A

possède les propriétés 1 , 2 , 3 et 4. Comme ex est aussi la relation ie bi-

compatible sur L * engendrée par r , les conclusions de la proposition 8

s’appliquent à cette relation. Il s’ensuit que les conditions a , b et c sont

encore satisfaites pour de sorte que, par récurrence transfinie, le
A

corollaire est vrai pour tout À ~ ~ ..

EXEMPLE. Soit ( G ] un graphe, [C] un symétrisé de ~ G ] (nO 4 { 1 ] ) et

L. * la catégorie libre L [ C ] .. Soit r la relation (L , A , L ), où A est la

classe des couples

et

tels que f E G - [ G] . . Cette relation vérifie les propriétés 1 , 2 , 3 et 4.

De plus L */rB où î est la relation bicompatible sur L ’ * engendrée par r,
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est le groupoide libre I- [ G J ’ ° associé à [ G J (i. e. la q - structure libre

engendrée par [ G J , en notant q le foncteur fidèle de ? vers la caté-

gorie ~ des morphismes entre graphes qui associe [s J au groupoide S ’),

d’après le théorème 9, chapitre III , C.S. (voir aussi [ 1 no 4). Par suite

la proposition 8 montre comment est construit un élément de F [ GJ ’ .

3. Lemmes relatifs au théorème 12 - II .

Les notations sont celles des § 1 et 3, II .

L E M M E G. Soit ( C ’ , c~ 9 tel que Lim 
y soit injeCti f. Soit M ’ uneLEMME 6. soit 0 tel que Limv soit injectif. Soit M * une

sous-catégorie de C ’ ° vérifiant la condition : .’

(A) Si ~ = (C’,~, I’) E~.~ et si Lim’’~ EM, on a a ~(1)~M

et ( M ’ , ~ , f ’ ) ~~~~ ( 8 M ’ , y ( ~ j , I ’ ) pour limite projective
naturalisée.

A A A

Alors M. ° est une sous-catégorie pleine de M ’ , en notant (À °, v ~ la

complétion 9 projectives de M dars (C., V ).

D E M O N S T R A T IO N . Bien que la condition ( A ) soit plus faible que la con-

dition Lim’’ ~ ~ M du théorème 5 - II , la démonstration du théorème 5 - II

(dont nous reprenons les notations) peut être utilisée sans modification

pour prouver l’égalité N ~ = M ~ ; il en résulte aussi que M ’ - M ~ est une

sous-catégorie pleine de M 2 . Soit ~.  À et supposons montré

pour tout

Soit où

1° ) Si k est de seconde espèce, il existe e  X tel que ~’ ~ ~
et f E me l’hypothèse de récurrence entraîne f e M ~, .

2° ) Supposons ~. = ~.’ -f- 1 . On sait que /s~~.77z.772’~N~.Comme
a(/~6AL on a (démonstration du théorème 5 - II) m’ E C~’ * et f ~ M ~ . ~ ’. ~ ’ .o ’ ~- À 0

Montrons M~,.A~.~1~C MA’ . M ~ . En effet, soit m;EA~.M~ et /3(~z ) ~AI~,;
alors m 1 = limy ~ , où IF est définie par le triplet (~ , ~t, ê ). Puisque
Lim 4Y E Mx, et que Limv est injectif, il existe f  ~ tel que ~3 ( ~ ) C M ,
de sorte que
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pour tout i E a(IF). Mais, par construction de M ~ , il s’ensuit

d’où

- D’ aprè s la démonstration du théorème 5 - II , on a ~~.AI~C~~~~~w et,

par définition de N~, il existe mi E A ~ tels que ~=772~.....772~. Il

s’ensuit m2 . ml E M ~, . M~ , car

et, par récurrence finie, m E M ~, . Donc

et

3° ) Par récurrence transfinie, on obtient ( M~ , )~ . MÀ. M; C met
pour tout ~’ ~ ~,  ~.. - ~n particulier, Mo . M . M~ C M ; autrement dit, M °

est une sous-catégorie pleine de M ’ . ~

LEMME 7. Soient (C’, 1~, l.(,) ~9~ $ ~C’ .~.~ ~ 1&#x3E;’ E C’ .J .~. Si
est une transformation naturelle définie par le triplet (1&#x3E;, T , E’ ), où E’ =

~ Lim~ ~’, il existe ’II’ tel que limy ~ = lim~’‘ ~’ .
~ ~

DEMONSTRATION. Posons l’= Cx(~ ) et J ’= (x(~’ ) . Si j E J~ , , le
~ 0

triplet «D, 7ï,(D où ’T’~( i ) = T ( i ) . s~ ( ~’ ) pour tout i E I~ , définit1 1
une transformation naturelle BII.; soit T’ (j ) = limy ~~ . Si k E j’ . J . j , ~on1 l ’

obtient

pour tout i E l~ , et par suite T’ ( j’ ) . ~’ ( k ) = T’ ( j ) . Ainsi le triplet

( E , T’ , ~’ ) , où E est le foncteur constant sur E :~ Limy ~ , définit une

transformation naturelle IF’ et il existe h = lim~’‘ ~’ . Comme

pour tout j E j~, il s’ensuit pi (~ ) . h = ~"(~i) pour tout i e 1 ~ ’ c’est-à-

dire h - limy ~ . ~

COROLLAIRE. Re prenons , toutes les hypothèses du th éorème 12 - II et Ies

notations de sa démonstration. Alors M ~, (resp. Alors 1Btf’",) vérifie la
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condition A du lemme 6 relativement à (C., v ) (resp. à ( C * , ~6*~ pour
tout B= B’+2  X.’.

DEMONSTRATION. M ddinitune sous-catégorie pleine M i de M;. 
° 

d’après
le théorème 5 -II . Si &#x26;’ 6C* .~.~ on a Lim ~ ~’ ~ M par hypothèse et

Lim ~ ~’ ~ M 2 , car le foncteur Z somme de Limv et de Lim ~‘est inj ec-
~ ~ 

..

tif; donc, en vertu du théorème 11- II , M 2’ est une sous-catégorie pleine
A’" A

de M 2 . - Soit ~. = À.’ + 1  À* . Supposons prouvé que Mg.+ 1 et M ~ + 1 sont
des sous-catégories pleines de M j~~ pour tout ~6 ~.’ . Montrons que Mf.!
vérifie la conditi on A relativement à ~C’,~). En effet, soit 1&#x3E;::: (C ., 1&#x3E; , 1. ,
un foncteur et E = Limy ~ E M~w . Comme Z est injectif, il existe un ~ ~.’

tel que E E M ~ +1- M , de sorte que l’ on a
et

M~ + 1 étant stable pour v . Soit 9 une transformation naturelle définie

par le triplet (1&#x3E;,"", E’ ) tel le que J3 (’1’ ) C 0 M À’ . Posons h = l im y ~~ . Il
" -

nous faut montrer que hEM)!. Plusieurs cas se présentent :
1° ) S’il exi ste ~’ + 1 ~ ~.’ tel que ~’ et E’ " E M ~ , + i , alors

~ (~Y ) C p M~ , + i puisque M’~ , ,~ ~ est une sous-catégorie pleine de M XI
‘

d’après l’hypothèse de récurrence. M~ , + 1 étant stable pour v , il en

résulte h e M~ ’ + 1 C M~~ . En particulier tel est le cas lorsque X’ est de

seconde espèce.

2° ) Dans le cas contraire, on a ’AI = ’A!’ + 1 et E’ E M À! - M ~, . En
vertu du théorème 5 - II appliqué à ( C’ * , /.~, * ) , on trouve

et

DeplusE’CAl~, ~~ entraîne E=Lz77z~’où/~(~’)CA~ ..
a ) Si E" 6M~ p, alors M ~, étant pleine dans M~, on obtient

pour tout i ~/~ et tout i e a( (D~ )0 Comme M ~ est stable pour v, lao 0 
’"

transformation naturelle ~F. définie par «D,,r.,01(i» est telle que 7-#(i)=i 1

=~"~.~AI~. D’après le lemme 7, on a ~=L~~~B où IF’ est
1 A. 

-~ 
’
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définie par le triplet ( E, 7-1 , (D). Donc, M ~, étant stable pour J.L, on en

conclut h é M À’ .
b ) Supposons prouvé heM À’ lorsque E’ 

° 

E M ~, ~ , et ~’  ~ ; soit
E’ E M ~, ~ . Avec les mêmes notations que dans a, on trouve

d’après l’hypothèse de récurrence, la source de qi i étant le foncteur cons-
i A

tant sur $’f/~~M~ ~ où § ’  ~. On en déduit b K L im ’ 9 ’ ’E M
~ 

, " -~

car M~t est stable pour /~.

c)Par récurrence transfinie sur on obtient b e M dans tous

les cas.

- Ainsi E est une limite projective de (B if ~ ,1&#x3E; , 1 Autrement dit, M Xt
vérifie la condition A du lemme 6 . Ce lemme affirme que M Ñ est une sous-

catégorie pleine de M’~. A fortiori, M~,. et A~_~ sont des sous-caté-x

gories pleines de M"~* lorsque  k .

-En utilisant le résultat précédent, une démonstration analogue prouve que

M’~ vérifie la condition A relativement à ("C* fi *), de sorte que M’( est

une sous-catégorie pleine de if ~. On en conclut, par récurrence transfinie
sur À, que il Ñ est pleine dans AT~ et M’~ pleine dans M pour tout
ordinal ~,== ~,1+1  kl. m
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*) Cet article nous a été sign alé p ar l’auteur lors de la correction des

épreuves du présent travail. Bien que le problème abordé soit le même que
celui considéré dans les §1 et 3 de II , les méthodes et les résultats dif-

fèrent complètement. En effet, dans [20] le but est d’obtenir un théorème

de plongement à une équivalence près d’une catégorie H’ 
* 

telle que H :5. A
dans une catégorie C’ à limites telle que C ~ A; pour cela les limites
sont ajoutées « une à une). . lei le principal résultat est le théorèm e 13 de

plongement, à un isomorphisme près d’une catégorie H’ 
° 

munie d’appliea-
tion s limite p artiellcs l~ et /~ et telle qu e H A dans un e catégotie C’

munie d’applications limite (totales) prolongeant V et il et telle que C
Le seul résultat commun semble être le théorème 14 (auxiliaire dans les

deux articles), encore que les conditions sur les ordinaux n’y soient pas
les mêmes.


