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SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES
ET DE FONCTEURS ADJOINTS

par Charles EHRESMANN

INTRODUCTION

Les «problémes universels», qui interviennent dans tous les domaines des
Mathématiques (construction de structures algébriques libres, complétion d'un es-
pace uniforme, ete...), peuvent se formuler dans le cadre de la théorie des caté
gories a 1*aide de la notion de p- structure libre, ol p est un foncteur. Il est donc
important d*avoir des critéres «maniables» d'existence et de construction de p-
structures libres.

De tels critéres sont connus : Le théoréme de Freyd [ 4] assure I'existence
d'un foncteur adjoint de p si p est a limites projectives et si les catégories sont
«assez petites»; le critére de Lawvere (plus général [7]) prouve qu'il existe une
p - structure libre lorsqu'il existe une p- structure semi-libre (définie comme une
p - structure libre, mais sans la propriété d'unieité) et cettains noyaux; les propo-
sitions d'existence de projections de [ 1] dont 1'idée est reprise et systématisée
dans le présent travail.

Dans la partie I, nous supposons que p est la restriction a H d'un foneteur
P. Le théoréme 1 lie la notion de p - structure libre a celle de morphisme (P, X, H)-
engendré de but une (H, P )- structure semi-libre. Les morphismes engendrés sont
étudiés dans les §1 et 2; en chaoisissant judicieusement la classe X, des con-
ditions faciles a vérifier entrainent 1'existence de morphismes engendrés, et par
suite de p- structures libres. Les théorémes de Freyd et de Lawvere sont ainsi
«relativisés» et plusieurs critéres d'existence d'adjoints sont indiqués. Comme
application, nous généralisons les théorémes d'existence de structures quasi~
quotient et de limites inductives de [ 1] et, dans le §4, nous étudions le probléme
de la quasi-cohomologie a valeurs dans une catégorie dominée.
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I C. EHRESMANN

La partie II, qui contient les principaux résultats de 1'article, est consa-
ctée a la complétion des catégoties, probléme abordé réeemment par de nombreux
auteurs. Ici nous utilisons le théoréme d'existence de structures libres, le point
délicat étant de prouver que certains foncteurs sont « engendrants» (th. 5,12, 16).
Le §1 contient la (longue) démonstration du théoréme de complétion projective
(th. 6 dont le th. 5 est un auxiliaire) : Plongement universel, 2 un isomorphisme
prés, d'une catégorie H dans une catégorie admettant H pour sous-catégotie pleine,
munie d'une application 9-limite projective univoque, et appartenant au méme uni-
vers. Par «abstraction» de cette démonstration, nous construisons par récurrence
transfinie une complétion projective canonique de H (th. 7). Le théoréme 8 montre
que cette complétion est aussi une « complétion projective libre», i.e. une solution
du probléme universel du plongement, a une équivalence prés, de H dans une caté
gotie a limites projectives (c'est ce dernier probléme qui avait été considéré aupa-
ravant). La construction se simplifie lorsqu'on veut seulement ajouter des produits
(th. 9) et montre qu'il n'existe généralement pas de complétion projective libre qui
sait une sous-catégorie de la catégorie des transformations naturelles entre fone-
teurs de H* vers une catégorie d'applieations (une solution de cette forme a été
cherchée par différents auteurs). Le théoréme 10 résoud le probléme de la com-
plétion projective avec conservation de certaines limites : Etant donnée une appli-
cation limite projective partielle ¥ sur H, il existe une structure quasi-quotient
de la complétion projective de H admettant H pour sous-catégorie et munie d'une
application limite projective prolongeant V.

Des résultats analogues relatifs a la complétion de catégories (adjonction
a la fois de J-limites projectives et de ﬂ-limites inductives) sont obtenus dans
le § 3 . La complétion «structurée» des catégoties structurées fait 1'objet du §4,
avec application aux catégories ordonnées et multiples. Par exemple la complé
tion des catégories doubles intervient dans la construction des foncteurs types[8] .
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_.CONVENTIONS. La terminologie est celle du livre «Catégories et structures»,
Dunod, désigné par C.S.. En particulier : si C* est une eatégotie, & et [3 sont
ses applications source et but, C, la classe de ses unités, C:, le groupoide de
ses invetrsibles, C* sa duale. m désigne une catégorie pleine d'applieations, T,
J' et F les catégories des homomorphismes entre classes multiplicatives, des
néofoncteurs et des foncteurs associées, PYs DY €t bF leurs foncteurs projection
vers W; Pour une catégorie pleine d'applieations M telle que Me ﬁ( , nous notons
‘}1,3’(' ’?’PN’P.T(' et Pg: les catégories et foncteurs correspondants. « Univers»
signifie classe de classes (ici «classe» et «ensemble» sont synonymes) WO véri-
fiant les conditions d'un univers au sens de Grothendieck, i 1'exclusion de 1'axio-
me:Si xEM et M 631(0, alors x ef)Ro.
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2 C. EHRESMANN

I. EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES.

1. Morphismes engendres.

Si P=(K*,P, H*) est un foncteur, désignons par P" la classe
de toutes les P - injections, par P'.’_ la classe des P - monomorphismes; on
a P:-C Rg(H'), en notant Rg(H‘) la classe des monomorphismes de
H*. Si (j;. j;); ¢ €st un produit fibré naturalisé dans H* (C.S. déf. 9,
chap. IV) tel que (P(j;), P(j})); ¢ soit un produit fibré naturalisé dans
K*, nous dirons que (j;, ji); ¢y €st un produit fibré naturalisé dans P .On
définit de méme un produit naturalisé dans P. Nous dirons que P est un
foncteur a 1- produits (tesp. A I -produits fibrés) si toute famille (e!.),. el
ol e, €H: pour tout i €] (resp. toute famille (7,); ;> 7;€ €.Hpour tout

i € 1), admet un produit (tesp. un produit fibré) naturalisé dans P.

A. NOYAUX.

Soient H* une catégorie, b et bh' deux éléments de H de méme
source et de méme but. Si X CH, on dira que j‘ €X est un X-noyau de
(h,b') dans H*'sion a b,;:: b',j- et si les conditions j € X et bh.j=
=bh'.j assurent l'existence d'un et d'un seul f€H tel que j= 7"./. Si
X =H, un H-noyau de (b, b’) est un noyau de (b, b’) dans H* au sens
de [2], aussi appelé égalisateur de (h,5h') dans [3] ou « difference
kernel» dans [4] .

Soit p=(K* 0. H *) un foncteur et X une sous-classe de H.

DEFINITION. Si h €H et b' € B(bh).H.a(h), on dira que j est un X-
noyau de (b, bh') dans p si:
1)j estun X-noyaude (b, b') dans H*;
2)p(j) estun noyaude (p(h), p(h')) dans K*.
S'il existe un X -noyau de (b, b') dans p pour tout couple (b, h’) tel que
a(h)=a(h') et B(h)=[B(b"),
on dira que p est un foncteur & X-noyaux (resp. a noyaux si X = H),
En particulier, si p est le foncteur injectif canonique (K*,¢,H"*),
alors j est un X-noyau de (b, 4’) dans p si, et seulement si, j est un
(H,X,K*)-noyau de (b, 5') ausens de[1], od X C Rg(K')-
PROPOSITION 1. Soit h €H, a(b)==s et h* €B(b).H.s. Si H* est

36



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 3

une catégorie & produits fibrés finis et s'il existe un produit naturalisé

((m,7"'),s X s) dans H*, alors (b, b’) admet un noyau dans H*.

DEMONSTRATION. Il existe un produit fibré naturalisé ((b, k), (b', k"))

dans H* et un produit fibré naturalisé

([s.sl,v) (LR, k'Y, 0Y)
dans H°. Montrons que v est le noyau cherché. En effet, posons d = [s,s]
et g=[k,k"].Onam.g.v'=7md,v =v=m.dv=T".g.v" et
bov=hb,m.g.v'=b.k.v'=b' k. vV=h.T.g.v=b".v.
Puisque g est un monomorphisme, il en est de méme pour v. -
Si, par ailleurs, nous supposons j €s.H tel que h.j=5h"'.j, il existe
j' € H vérifiant
k.j'=j=k".j",
car ((b, k), (h',k’)) est un produit fibré naturalisé. Les relations
g =Lk k1. =Lk kit 1=, j 1= duj
assurent 1'existence d'un et d'un seul j” € H tel que
v.j" =7 et v, " =i,
car ((d, v ),(g,v')) est un produit fibré naturalisé. Il s'ensuit que V est
un noyau de (b, h') dansH"'. m
COROLLAIRE. Si p est un foncteur a produits finis et a produits fibrés
finis, alors p est & noyaux. Si § est une classe de classes telle que I'on
ait { 1,2} €4, et que p soit un foncteur a g-produits, p est a noyaux si,
et seulement si, p est a §-produits fibrés, ou encore si, et seulement si,
p est al'-limites projectives, pour toute catégorie 1* telle que 1 €4 et
1; €d.
DEMONSTRATION. La premiére affirmation résulte directement de la pro-
position 1.-Réciproquement : Soit (b;); ¢; une famille d'éléments de H

de méme but s et supposons qu'il existe un produit naturalisé ((p,) S)

iel’
de (a(bh;));q; dans H*. Si I={1,2} etsin estun noyau de

(b1‘p1'b2'P2) dans H*,
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4 C. EHRESMANN

alors a(n) est un produit fibré de (bl' b, ) dans H*. S'il existe un pro-

duit s! dans H* ainsi qu'un produit fibré naturalisé

(([ S]‘-GI: v')’(l'rilbi' v» dans H-,

od [s ]ieI est le morphisme diagonal de sI, alors (b, D;jov); ey €St un
produit fibré naturalisé. De plus, on sait[ 4] que, si H* est une catégorie
a4 noyaux et g-ptoduits, H* est 3 ]°'-limites projectives. En effet, soit
F=(H*,F,I*) un foncteur, o [ Eg; soit ((pi),.”(;,S) un produit
naturalisé de (F(i)); ;. et, pour tout f €I, désignons par n; un noyau
de (”p(/)' F(/).pa(“); alors F admet pour limite projective un produit
fibré de (n/)/” dans H*. -Cette construction montre que p est aussi d

I*-limites projectives si p est a noyaux et 3 4-produits. m

PROPOSITION 2. Si j € H est tel que bh.j=h"'.j, que p(j) soit un noyau
de (p(h),p(h')) dans I‘< et que j 617’_, alors j est un noyau de (b, b')
dans p. Si j' est un noyau de (b, b') dans H*, si p(j') eRg(K‘) et si
p est fidéle, on a j' €p:«_, et par suite j’.p;-C p;_.
DEMONSTRATION. Montrons la premiére affirmation. Soit & € H tel que
b.k=h' k. Comme p(j) estun noyaude (p{h),p(h’)) dans K*, lare-
lation

p(h).p(k)=p(b').p(k)
assure l'existence d'un f € K tel que p(k)=p(j).f. Puisque j est une
P - injection, il existe un et un seul &’ € H tel que

=j.k" et p(k')={.

Par suite, j estun noyaude (b, b') dans H*® .-Supposons que j' soit
un noyau de (b, »') dansH *,et soit k& € B(j').H tel que p(k)=p(j').f.
Les relations a(b.k)=a(h'. k), [(h.k)=LB(bh'.k)et

p(b.k)=p(h).p(i').f=p(h').p(j").[f=p(b'.k)

entrafnent h.k = h' .k, si p est fidele. Par suite il existe un et un seul
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SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 5

k' € H tel que k = j' k'. Il s'ensuit
p(i') p (R )=p(k)=p(j).f,
d'od p(k')={, si p(j') est un monomorphisme. Donc j’ est un p - mono-

morphisme . &

COROLLAIRE 1. §i p est a pi’"-noyaux, p est @ noyaux. Si p est fidéle

-
et a noyaux, p est a p; -noyaux.

COROLLAIRE 2. Si p est a p:—-noyaux et a §-produits, on 4 est une
classe de classes . admettant { 1,2} pour élément, p est & §- produits
fibrés, et par suite al*-limites projectives, si | € et I; ed.

Supposons que J soit une catégorie pleine d'applications et p =
=(M,p, H*) un foncteur. Nous désignons par M la classe des injec-
tions, ;ar Mt la classe des injections canoniques (M, (¢, M'), par p:—la
classe des (M, p)-injections. Soit h €H et b’ € B(h).H.a(h). Pour
que j soit un (M!, p)-noyau de (b, h’) au sens de la déf. G, chap.III,
C.S., il faut et il suffit que j soit un p:—-- noyau de (b, b’') dans p. Si p
est un foncteur d'homomorphismes saturé (C.S., déf. 20, chap. II), il est
résolvant A droite (i.e. 2 pr- noyaux) (C.S., déf. 8, chap. III) si, et seule-
ment si, p est a p :_- noyaux, donc (corollaire 1, prop. 2) si, et seulement
si, il est & noyaux. Soit M une catégorie pleine d'applications contenant
M. Un couple (f.f'), ou [ et f' sont deux applications de M ¢ mo dans
M’ emo, admet pour noyau dans M I'injection (M,.,N), od N est la

classe des x € M tels que f(x) = f'(x). 1l s'ensuit que M est a noyaux. -

Comme (M, ¢, N) est aussi un noyau de (f, f*) dans f)ﬁ, le foncteur (3?(,1 ,m)
est A noyaux. Supposons que p soit une restriction d'un foncteur P =
= (m,i, il'). De la proposition 2 résulte que, si p est a p;—- noyaux et
si X est une partie de P:contenant tout p:—- noyau, H* est une catégorie
3 (X,H*)-noyaux; ceci généralise la proposition 1-2 [ 1] relative au cas

ol p estrésolvant & droite .

Supposons que mo soit un univers. Nous désignons toujours par :
1) 7 1'application mo-produit canonique dans M telle que (C.S.
chap. IV)
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6 C. EHRESMANN
K ((Ml')iel) = ((P,), el iICII M,-) ’
ol pr est lai-e&me projection canonique du produit cartésien II M; sur

iel
M';'.

2) v l'application MM o~ Produit fibré naturalisé telle que (C.S. chap.
V)

v((Iie) =v)ier V 1)
o V f; est la classe des
iel
(x;);e1€ T alf,) tels que [y(x;) =/ x;) pour tout 1,7 €l,

et ol vy est la restriction & ivlli de la i - éme projection canonique de
€

II ).
iel (1)

Le corollaire de la proposition 1 entraine que, si p est un foncteur
d'homomorphismes saturé 77 - compatible, il est v- compatible si, et seule-
ment si, il est résolvant A droite. Dans ce cas, il est 2 I* -limites projec-

tives, pour toute catégorie [* telle que I emo.

B. EJECTEURS STRICTS ET COEJECTEURS.

Soit C* une catégorie. Nous désignons par < la relation de pré-
ordre sur C définie par (C.S. déf. 21, chap. I )

g<'g' si, et seulement si, il existe h € C tel que g = g’.b.

Si ACe.C, ob e €C;, on dit (C.S. déf. 21, chap. 1) que § estun C*-
minimum de A si ¢ €A etsi §< g pour tout g € A,et un C*-maximum de
A si g €A etsi g<g pourtout g €A.

DEFINITION. Soient Y et Z deux parties de C. On dira que g estun
éjecteur (resp. un coéjecteur) relativement a (Z,Y,C*) si g €Y et si,

pour tout g € 3(&).Z, on a
g<g (resp. g<g).
On appelle projecteur (tesp. coprojecteur) relativement & (Z,Y, é‘) un

éjecteur (resp. un coéjecteur) relativement & (Z, Y, é*), ot C* estla

catégorie duale de c:.
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SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 7

Ainsi £ est un projecteur (resp. un coprojecteur) relativement 2
(z,Y, C‘) si, et seulement si, § €Y et si, pour tout g €Z,a(g), il
existe

b €C tel que g=h.§ (tesp. que g=bh.g),
Lorsque Y = Z, un éjecteur (resp. un coéjecteur)s relativement a (Y, Y,C ‘)
est simplement un C* -maximum (resp. un c -minimum) de B8(§).Y.
EXEMPLES. Si C est une sous-classe de C nous notons R (C C)
(resp. R (C, c- )) la classe des éléments C-réguliers 3 gauche (resp C-
réguliers A droite ) dans C‘ , i.e.(C.S. déf. 17, chap.I)des g € C tels
que h=5h' si h€C, h'€C et g.b=g.bh' (resp. et h.g=h"'.g). Soit
C* une sous-catégorie pleine de C*. Alors £ est un éjecteur relativement
a (C.C;,RS(C‘, C).C;, C‘) si, et seulement si, g est un (C', C)-
éjecteur (C.S. déf. 15*, chap. III). Pour que g € C soit un projecteur rela-
tivement 3 (C(;.C. C,.R (C, C‘), C‘), il faut et il suffit que g soit un
(C, C‘)-projecteur. Si de plus C' définit une sous-catégorie pleine de
C*, alors g est un projecteur relativement a

(Ct+.C.C;.R(C.C, C*), C*)

si, et seulement si, g est un (C', C, C‘)-projecteu.r au sens de la défi-
nition 5-2[17.

Il est souvent utile de préciser les définitions précédentes comme
suit :

DEFINITION. Soient Y et Z deux parties de C. On dira que g est un
éjecteur strict (tesp. éjecteur costrict) telativement 3 (Z, Y, C‘) si g
est un C‘-maximum (resp. un C‘ - minimum) de la classe des éjecteurs
relativement & (Z, Y, C‘) de but B(g). On dira que & est un coéjecteur
strict (tesp. coéjecteur costrict) si g est un C* -minimum (resp. un C:-
maximum)de la classe des coéjecteurs relativement d (Z, Y, C'), de but
B(g). Si § est un &jecteur strict (tesp. un coéjecteur strict, resp. un éjec-
teur costrict, resp. un coéjecteur costrict) relativement 3 (Z, Y, C*), on

dira que g est un projecteur strict (tesp. un coprojecteur strict, resp. un
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8 C. EHRESMANN

projecteur costrict, tesp. un coprojecteur costrict) telativement a (Z, Y,C )

Lorsque Y est formée de monomorphismes de C', la classe des
éjecteurs stricts (resp. éjecteurs costricts) relativement & (Z,Y, C‘) de
but e est la classe YN g“C,y , ol g est un éjecteur strict (resp. costrict)
relativementa (Z, Y, C ).

De nombteux problémes reviennent i chercher des éjecteurs, co-
éjecteurs, projecteurs ou coprojecteurs stricts ou costricts, i.e. des élé-
ments «optimaux» en un certain sens. De tels problémes peuvent étre appe-
lés problémes «universels», en généralisant un peu la définition de ([2]

et C.S., appendice II).

EXEMPLE. SoitAZ c e.C, ol e € C; Si (1, vi)icz est un produit fibré
naturalisé dans C*, alors v =1i.v, est un coéjecteur costrict relative-
ment & (Z, C C ). Si Z est formé de monomorphxsmes et si v,€e. R (C )
est un coéjecteur costrict relativement 3 (Z, C C ), alors a(v ) est un

produit fibré de (1):' «Z dans C .
C. MORPHISMES ENGENDRES.

Soient C* une catégorie, C* une sous-catégorie pleine de C* et
vcc.
DEFINITION. On appelle (C *, Y, C)-coéjecteur (resp.-coéjecteur strict)un
coéjecteur (resp. coéjecteur strict) relativement a2 (Y .C;. Y, C‘).

D'aprés le § B, § estun (C*,Y,C)- coéjecteur si, et seulement
si, § €Y et si g < g pour tout g G,B(g) Y. C C'estun(C Y, C) co-
éjecteur strict si g < g' pour tout(C‘ Y,C)- coé)ecteur g'.Siece€ Cc‘, et
si e.Y, Co =@, tout g €e,Y estun (C‘, Y, C)-coéjecteur et s'il existe
un C* -minimum de e.Y, cet élément estun (C*, Y, C)-coéjecteur strict.

Si YCR (C ) et si § et g' sont deux (C", Y, C)- coéjecteuts
stricts, de méme but onagé€g, C7‘, .S Y'CY, un (C‘, Y, C)-coéjec-
teur g tel que g €Y’ est un (C , Y', C)-coéjecteur; mais g €Y' peut
étre un (C', Y, C)- coéjecteur strict sans étre un (C‘, Y’, C)-coéjecteur
strict. Un (C’. Y,C)-coéjecteur g tel que a(g) € C estun (C “Y.C;.C)-

coéjecteur strict.
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SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 9

Si g estun (é‘, Y, C)- coéjecteur et si g’ e‘:'a.(g).&. alors g.g’
est un (&', Y, C)-coéjecteur lorsque g.g’ €Y. Si de plus g est un
(& *, Y, C)-coéjecteur strict, g.g' est un (&', Y, C)-coéjecteur strict
et on a g<g.g'€<g, d'od g=g.g'.g"; si g eRg(&'), cette égalité
entraine que g’ admet un inverse 2 droite.

Soit ;l_ =S5.Y. C" et soit Z la classe des(C Y, C)-coéjec-
teurs de but S Si A +@,si A i< A CA,;. et s'il existe un produit
fibré naturalisé (g‘”g)g¢A dans C* tel que g;=¢g. v, € Y pout i=1
ou 2, alors 31 est évndemment un (C Y, C)-coéjecteut, g2 un (C Y,C)-
coéjecteur strict.

Soit P = (K", P H ) un /oncteur H* une sous-catégorie pleine de
H* et X une partie de H. Soit C* la catégorie ayant pour éléments les
triplets

(f.b, f') telsque b €H, f€K, f €K et {=P(h).[",
la loi de composition étant
(Cf by f ) (f B D> (f by b )

si, et seulementsi, f),={ et a(h )= B(h). ldentifions les unités de C-
aux couples (s, f) tels que s EH; et f€P(s).K. Soit Y (resp. C ) la

classe des
(f, b, ") €C tels que b €X (tesp. b €H).
Pour que (/, 7", ;’) soit un (6‘ *, Y, C)-coéjecteut, il faut et il suffit que
I'on ait
jex, [=P(i).f"
et que, si j 6,3(7:).X.H8 et f=P(j).f", il existe b € H vérifiant
i=ib et [ =P(h).f
Pour que (f, j‘, /") soit un (é'.Y, C )-coéjecteur strict, il faut et il suffit

que, de plus, pour tout (é‘, Y, C)-coéjecteur (f,7', ") tel que ,3(]") =
= ,B(ih'),il existe b’ € H vérifiant

f=ib et fr=P(h).f".
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10 C. EHRESMANN

DEFINITION. Si (f, i‘, /:') est un (&', Y, C)- coéjecteur (tesp. - coéjec-
teur strict), 7: estdit (P, X, H ) -distingué pour (tesp. dit (P, X, H)-
engendré par) (f, ;’). Soit f € K, on dira que ]1‘ est (P, X,H)- distingué
pour (tesp. -engendré par) [ s'il existe /" tel que 7" soit (P, X, H)-
distingué pour (resp. - engendré par) ( f, /").

EXEMPLES.

1) Soit P le foncteur constant de H* surla catégorie { @}° admet-
tant un seul élément, @ . Pour que 7 soit (P X,H)- dxstmgué pour (resp.
-engendré par) @, il faut et il suffit que 1 soit un (H X, H)-coéjec-
teur (resp.-coéjecteur stnct)

2) Supposons que l'on ait P(X)CR (K ). Pour que] soit (P,X,H)-
distingué pour f €K, il faut et il sufﬁt que 1'on a1t 7 €X, < P(]) et
que, pour f 68(1) X.H; tel que f<P(j), on ait -<] Pour que j soit
(P,X, H)- engendré par f, il faut et il suffit que j soit un H *-minimum
de la classe des éléments (P, X, H)- distingués pour f.Dans ce cas, si j‘
est (P, X, H)-distingué pour f.k et si /<‘P(7“), alors f‘ est(P, X,H)-
distingué pour f.

3) Si XCP , un élément ; est (P,X.H;, H)-engendré par f
si, et seulement si, ] estun (X,H)- sous-morphlsme de ﬂ(;) engendré
par f ausensde{1].

4)j est (P, Rg(I:I‘), I})-engendré pat [ €K si, et seulement si,

a(j) est une «sous-structure de S3(j) engendrée» par f au sens de[3].

PROPOSITION 3. Si i‘ est (P,X.H;, H)-distingué pour (f,f'), il est
(P,X.H;, H)-engendré par (f,f'). Supposons que ]: soit (P, X,H)-
distingué pour (resp. - engendré par) (f, ') et que j soit tel que i‘.i € X
et f'<'P(j); alors ;] est (P, X, H)-distingué pour (resp. - engendré
par) f.

En effet, la premiére affirmation est évidente.-Si g = ({, j‘, f') est
un (é'. Y, C)- coéjecteur (resp. - coéjecteur strict) et si g’ = ([".7,/") E&,

nous avons vu que

g.g'= (/. 7':7'./')

X%



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 11

est un (&‘, Y, C)- coéjecteur (resp.-coéjecteur strict), donc 7".]' est
(P, X,H)- distingué pour (resp.-engendré par) (f, f").®
DEFINITION. On dira que X est V-stable dans H* si X est une sous-
classe stable dans H* et si les conditions
je€X, j'e€X, b €H et jh=7p"
entrafnent » € X. On dira que X est §-V-stable pour (P, H) si X .X JHCX,
si § est une classe de classes et si les conditions
Ied, j; €X.H; et B(j;)=e pourtout i€l

assurent l'existence d'un produit fibré naturalisé (f,,j);,; dans P tel
que j} €X.Si X est {{ 1,21}-V-stable pour (P, H), on dit aussi. que X
estV - stable pour (P,H).

Soit VH* la catégorie des triangles de H*, i.e. la sous-catégorie
de B l:1 * formée des quatuors

(e.f'.[.bh) tels que e elflé

(C.S., p. 85, exemple 4, ot [T] doit étre remplacé par Bf) . Si X est sta-
ble dans [} , alors X est V- stable dans I‘-‘I * si, et seulement si, la classe
de

(e, /' /,b)€eVH* telsque f[€X,["€X et h €X

définit une sous-catégorie pleine de V He.

EXEMPLES. Rg(l‘-‘l‘) est V-stable dans ;I et, si P est a g-produits
fibrés, §- V- stable pour (P, H).

PROPOSITION 4. Soit X = P'—; alors X est V-stable dans fI et, si P
est & - produits fibrés, 3-V-stable pour (P, H).

DEMONSTRATION. X est V-stable, car c'est une sous-catégorie de He
(C.S. prop. 1, chap. III) vérifiant la condition supplémentaire voulue (C.S.
théo.1, chap. III).Supposons donnée une famille (ji)i ¢ d'éléments de H

vérifiant les conditions : on a
s€Hy et j,€s.X pourtout i €I-{i};

il existe un produit fibré naturalisé (f,, 13); 1 dans H* tel que
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12 C. EHRESMANN

(P(j { ). P(§})),; ¢ soit un produit fibré naturalisé dans K*. Nous allons
montrer que l'on a j'TeP", d'od résultera la proposition. En effet, soit
beB(ip.H tel que P(h)=P(j}).f. Etant donné que j, €P”, les
égalités
P(jz.b)=P(j).P(j}).f pourtout i €I-{7}

entrafnent qu'il existe un et un seul 5, € H tel que

jpeh=ggby, et P(b)=P(ji).f;
posons de plush = by. Tl s'ensuit, (7, 73); ¢y étant un produit fibré natu-
ralisé dans H'* , qu'il existe un et un seul 5’ € H tel que

fgeb' =hy et jr b’ =by=b.

Comme (P(i‘). P(j;))‘” est un produit fibré naturalisé dans K*, les

relati ons
P(§3).P(b')=P(b)=P(j).f,

pour tout { €], assurent que I'on a P(h') = f. - Supposons aussi

h=inh" et P(b")={.
On a, pour tout i €I-{7} iy ep”,

Fyedyo ™ =jgefyeb” =jr b =j b, et P(ji.b")=P(j3).f=P(h;),
d'od j3.h" = b,. Par suite b’ = h", car
jjeb" =h;=j%.h' pourtour i€l

Ainsi b' est 'unique élément de H tel que

ipht=hb et P(bh')={,

de sorte que jI € P .w
Dans la suite de ce paragraphe, C* désignera toujours la catégorie
associée plus haut & P et le mot coéjecteur (resp. coéjecteur strict) signi-

fiera ( C *, Y, C)- coéjecteur (zesp. - coéjecteur strict).

PROPOSITION §. Soient S eﬁ;, €S X.H [=P(j).f etf' €alfj).X.
Supposons que i.]:' €X,que X . H (resp. X) soit V - stable pour (P, H)
(resp. (P,H) et que, si s eﬁ; et f'IeP(s).K.a.([), il existe j'€sW X .H;
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SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 13

tel que L, <P(f')). Si j‘ est (P, X, H)-distingué pour f', ] est
(P,X,H)- dzstmgue’ pour f. Si ; est(P X,H)- engena’re’ par /', si X
est V-stable dans H* et si j €R (H ), alors j. ] est (P, X,H)-engen-
dré par f.
DEMONSTRATION. Posons g=(f,j,f') €Y. Soit ' = (/',j",f") un
coéjecteur. On a
i=i.j'eX.XCX e g=g.8'=(f7, ") €Y.
Supposons
LEB()X.H, et g.=(f,j,.f)€Y.C;.

Puisque X.H; (resp. Puisque X)est V- stable pour {P,H) , il existe un
produit fibré naturalisé ((j, v), (jl.' vl)) dans P tel que v € X.H; (resp.
€ X). L'égalité

P(i).dy=1=P(i).f*
assure l'existence d'un f', € K tel que

P(v).f\=f, e P(v).fy=/f.

Il s'ensuit gy = (A ,w,f'l) €Y, Ct‘, (tesp. € Y et, par hypothése, il existe
un

8" = (fy i fy) €B(g).Y.Cs
on a g\ =g'.g" €Y.C;) de sorte que, &' étant un coéjecteur, il existe

k €C tel que g' = gj.k, ol i =1 (resp. = 2), par suite

-

§=g.8'=g.g; k.
Comme
g.g\ =(f.j.v.f)=(ljv.)=g,..k,

od k'=(f,,v.,f}), on obtient g—-gl.k k (resp. §=g,.k".g". k).
Donc £ est un coéjecteur, i.e. ] est (P, X, H)-distingué pour (/, /"
-Nous supposons de plus que g soit un coéjecteur strict, que j €R (H )
et que X soit V-stable dans H' Soit g" =(f,7".f" )un coé)ecteur de
but B(g). Puisque a(g) €C, il existe k=(f", b, " )§C tel que g"

= g.k. Etant donné que X est V-stable dans H *, les relations

X7



14 C. EHRESMANN

i"=j.b, j"€EX etjeX

entrainent b €X, et k €Y. Montrons que k est un coéjecteur. En effet,
soit g, e,B(k).C.Co‘. Onag.g, e,B(g‘").?:.c; et, g” étant un coéjec-
teur, il existe g € C tel que g" =g.g,.g;. Les égalités

g.8,-81=&"=g.k
ont pour conséquence g,.g} = k, car, j étant un monomorphisme, g eRg(a‘).
Ceci montre que k est un coéjecteur. g’ étant un coéjecteur strict, on en
déduit l'existence d'un k'’ € C tel que &' =k .k’, d'ol
E§=g.8'=g.k.k"=g".k".
Par conséquent § est un coéjecteur strict, i.e. i est (P, X, H)- engendré
par f. m
PROPOSITION 6. Supposons que 1" soit (P, X, H)-distingué pour ({,f")
(resp. -engendré par (f, [") et X .H soit V. stable pour (P,H)). Soit
j"€X et j€X (resp. j €X.H;) tels que j=7j.j' et [=P(j).[" oz
fr=P(i').f". Sij eRg(H‘) et jiX.H,CX, alors ,:‘, est(P,X,H)-
distingué pour (resp. - engendré par) ({', [") .
DEMONSTRATION. Par hypothése g =(/, j‘, [") est un coéjecteur,
g=(f.j. ")€Y et g =(f",j'./")ea(g).Y.
Montrons que §' est un coéjecteur. En effet, soit g’ € B(§').Y. Cos
on a g.g' €Y.C; et, ¢ étant un coéjecteur, il existe k €C tel que g =
=g.g'.k. Puisque j est un monomorphisme, g est un monomorphisme de
é“, de sorte que 1'on déduit g' =g’k de g.g'=g=g.g'.k. Donc g’
est un coéjecteur.
-Nous supposons de plus que £ soit un coéjecteur strict, X.H soit V-

stable pour (P, H) et que j €X.H;, c'est-a-dire g € Y.Co‘. Soit
gy= (17 1D €BIE).Y
un coéjecteur. Montrons que
§,= 8.8, = (1.7 ID€BE).Y

est un coéjecteur. En effet, soit
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gy =(f.iy I7) €B(E,).Y.C..
X.H; étant V -stable pour (P, H), il existe un produit fibré naturalisé
((j.v).,(j,, v,)) dans P tel que v €X.H ;. Les relations
P(j).f'=1=P(j).fy
assurent l'existence d'un /, tel que
fr=P(v).f et f= P(v,).f,.
Il s'ensuit b, = ([, v,. [,) €C, gy =(['v.[,) €B().Y.C} et
g.8\=(fj.v.f)= g4k,
§'; étant un coéjecteur, il existe k' tel que & =g'.k’, d'od
,=g.8'\=g.8y. k' =gk k"
Ainsi g, est un coéjecteur. Comme ¢ est un coéjecteur strict, il existe
k'y € C tel que g =g .k .1l en résulte
g.8'=£=g.8y.k,

et par suite g' =g’ .k

\» car g ERg(C‘). Donc g' est un coéjecteur

strict. B

PROPOSITION 7. Soit P’ =(12',P',K') un foncteur fidéle (resp. fonc-
teur et soit P(X)C R,(K*)); soit j€X.Si[= p(,’)‘./' etsif est
(P'.P,X, H)- distingué pour (P'(f), P'([*'))  alors j est (P,X,H)-
distingué pour (f, f'). Supposons P(X)C P'F,- si j‘ est (P,X,H)-
distingué pour f, il est (P'.P, X, H)-distingué pour P'(f),; de plus 7"
est (P'. P, X,H)-engendré par (P'(f),P'([')) si, et seulement si,
j‘ est(P,X, H)-engendré par (f,{')et [ = P(;).f',

DEMONSTRATION. Soient C' la catégorie, C' et Y' les sous-classes
de C'. associées a P’',P pour définir les morphismes (P’ .P, X, H)-

distingués. L'application
(7. f" )= (P'(f).j, P'(['))
définit un foncteur g de é‘ vers é‘" tel que g(Y)CY' et g(C)CC'.
Soit
g=(1..f")€C.
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Supposons que g(g) soit un (é' *, Y', C')-coéjecteur et soit
g=(f. i, [")=pB(§).C.C;.
Comme ¢(g) G,B(q(é)).&'.C;‘, il existe
E=(P'(f"),bh,P'(f')) €C' tel que q(g)=q(g).k,
c'est-a-dire on a
i=i.b et PU(f")=P'(P(b).f").
Il s'ensuit (resp. Si P(j) G'Rg(K‘), les égalités
P(j).f"=[=P(j).f"=P(j).P(b).f'
entrafnent) [" = P(h).f', d'od g =([".h,[') €C et §=g.g'. Ainsi §
est un coéjecteur, i.e. j est (P, X, H)-distingué pour (f, f').
-Nous supposons P(X)CP' .SijeX, [€B(P(j).K,
k=(P'({),j.,m)eY" et B(j)=pB(j)
il existe un et un seul f' € K tel que
=P (j).f' et P'(f')=m,
de sorte que 1'on obtient
=q(g), od g=(fj. [')€Y.
Si £ est un coéjecteur et si k € B(q(g)).Y'.Ci', on a k=gq(g), o
g €B(§).Y.C;, et il existe g' €C tel que §=g.g'; par suite g(§) =
=k.q(g'), et qg(g) est un(&", Y’, C')- coéjecteut. - Supposons de plus
que § soit un coéjecteur strict. Soit & un (&' *, Y’, C')- coéjecteur de but
B(q(g); alots k=gq(g'), on &' €B(g). c'. Dtaprés ce qui précéde, g’
est un coé]ecteut, de sorte qu'il existe g” €C tel que g=g'.g"; ilen
résulte q(g)-k q(g"). Ainsi g(g) est un (C" Y’, C')- coéjecteur
strict. -Enfin soit ¢(g) un (C". Y’, C')- coéjecteur strict; ¢ est un co-
&jecteur.(f, 7, f'). Soit
=(f, ', f")eB(E).Y

un coéjecteur. Comme q(g;) est un (é", Y', C’) - coéjecteur, il existe

k= (P'([")h, P([') €C' tel que  q(£)= q(g]).ky-
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Puisque P’ est fidéle et que P'(f")=P'(P(h).[') (resp. Puisque
f=itbe P(j)fm=[=P(i).f =P(j').P(b).L
P(X)c Rg(K‘)), on trouve f” =P(h).f'.1l s'ensuit g =(f", b, f')eC’

et g = 81-8;" Ceci prouve que g est un coéjecteur strict. ®

2. Foncteurs engendrants.
Dans tout ce paragraphe, mo désigne un univers , sauf dans B, 2).

DEFINITION. Nous appellerons mo- classe une classe A telle qu'il existe
une bijection de A sur un élément de mo.

Soient P =(K*,P,H*) un foncteur, H* une sous-catégorie pleine
de H* et X une partie c{; H. Soient C* la catégorie, C et Y les parties
de &, associées 2 P dans §1-C. Coéjecteur signifie encore (C , Y, C)-
coéjecteur.

DEFINITION. Si § ef}‘;, nous désignons par S, X/I}‘ la classe quotient‘
de §.X par la relation d'équivalence : j ., j’ si, et seulement si, 1 €7 ‘H :
On dira que H* est m -petite pour X si S. X/H‘ est une m -classe
pour tout S € H .

EXEMPLES.

1) ;1 * est localement petite [ 4] (ou «2 sous-objets mo-petits») si
elle fst mo-petite pour Rg(i}‘) et si §'.H.S emo lorsque § ef{; et
S'€H,.

) 2) Soient § €H et [€P(S).K;ona e=(S,f) €C¢;. Pour que
C* soit mo-petite pour e.Y, il faut et il suffit que les conditions suivan-
tes soient vérifiées :

a) soit M la classe des j €5.X tels que f< P(j); alots M/ﬁ,;,
est une ?Ro- classe;

b) pour tout j € S, X, soit M la classe des [’ tels que f=P(j).f’;
alors M /P(H )* est une m - classe

Si H* est m -petxte pour § . X la condition a est satisfaite. Si
P(X)CR(K"),

la classe Mi a au plus un élément, de sorte que b est vérifiée. b est aussi

54



18 C. EHRESMANN

remplie lorsque P(s),K.a(f) est une mo- classe pour tout s € a(X).

A. EXISTENCE DE MORPHISMES ENGENDRES.

DEFINITION. Soit K'C K; on dira que P est (K', X, H)- engendrant si,
pour tout S 61‘18 et tout f €P(S).K', il existe un morphisme (P,X HH) -
engendré par { de but S.

Soient § 61}; et f€P(S).K. Désignons par .1—1 la classe des
couples (j,f') tels que j€S.X.H_ et f=P(j).]", c'est-a-dire tels
que (f,7,f) €(S,f).Y.C,.Sii=(f,f")€l,, posons j;=j et f;=/".
De méme soit -I-; la classe des couples (j’, f") tels que j' €S.X soit
(P, X,H)- distingué pour (/, f") et soit

jpu=j" et [t =[" pour tout i'=(j', ") €l
PROPOSITION 8. Posons n=1 (resp. n=2). Supposons que I, soit
une partie de I telle que, pour tout (j; f;) €1, il existe h €H,, ol
(i;b.P(B)EY) €L,
Sil'onaj€X,v,€H, j,.v;=] pour tout i €L, et si(P(j,), P(v,); ¢,
est un produit fibré natur alisé dans K*, alors j est (P,X,H)- distingué

pour (resp. - engendré par) f.

DEMONSTRATION. Soit ¢ =(f; /‘) EI”; on a g‘.—-(/ T /’.) €Y. Soient
A et A les classes des g, tels que i €l et i EI respectivement. Si
g; eA", 11 existe par hypothése

€= (11 b P(B)E[)) €C, tel que g;.gi€ A,

i.e. on a A CA C‘ Comme (P(]‘) P(v, ))iel est un produit fibré

naturalisé dans K* et que = P(] ). / , il existe un et un seul /" €K
tel que

f3=P(vy).f" pour tout i €1,
d'od wiz(/:.,v'.,f")eC et
énzg‘.wiz(f,ji.vi,f')GY,
si i €1 . Lorsque i~57;, on a g(..gizgi, €A et les relations

a

E =gy wp=g8 wi<yy
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montrent que 1'élément £, (resp. £,) € Y est un coéjecteur (tesp. coéjec-
teur strict. Par suite, 7 = j;.v; est (P, X, H)-distingué pour (f, f*) (resp.
(P,X,H)-engendté par (f, ")) .®
REMARQUE. Consxdérons les conditions, ol ]‘ €es.X, i CIn, ] €X:
a) Il existe v; EH tels que 71‘”1—7 et que (P(]‘) P(v, ))itl
soit un produit fibré naturalisé dans K*
b)(j;vy) e €Stun produit fibré naturalisé dans P et j =j,.v;.

. ~ o o .
b entrainea. Si X C F, les conditions a et b sont équivalentes.

COROLLAIRE 1. Supposons que C* soit X - petite pour (S,f).Y.C;
(resp. pour (S,f).Y), que X.XCX et que X soit mo-v-stable pour
(P,H) (resp. (P,H)). S'il existe j €S.X tel que [<P(j), il existe un
morphisme (P, X,H)-distingué pour (resp. - engendré par) [, de but S .
DEMONSTRATION. Soit u une bijection de (S,/).Y.C;/(‘I,} (tesp.
de A,‘,/C,;,, ol A2 est la classe des coéjecteurs de but (S, f)) sur un
élément |, (resp. J,)de mo. Pour tout m €], ol n =1 ou 2, choisis-
sons un
g, =i 1) €utm).

L'application m =+ (j_,f!) est une bijection de ], sur une partie I  de
I_ vérifiant la condition de la proposition 8. D'aprés la WO-V- stabilité de

X, il exlste un produit fibré naturalisé (]‘ i)iel , ol n =] (tesp.= 2);
soit 7 =j,.v;. Si I =@, J€S.X est(P X, H) distingué pour f; si
I 4+ @, la proposition 8 affirme que ]1 est (P, X, H)-distingué pour/
(resp pour f. Il s'ensuit I, + @ et, d'aprés la méme proposition, 72est
(P, X, H)-engendré par /.)l

COROLLAIRE 2. Si les trois conditions a, b, c ou a, b’, ¢ suivantes sont
vérifiées, P est (K', X, H)- engendrant :

a)H* est M, -petite pour X.H; et P(X)C R, (K*) (resp. et
P(s).K.e /P(Hgy)*est une M -classe sie €a(K’') et s €H}).

b) X .H; est mo-V~stable pour (P, H).

b')On a X.X.H;CX et K'=K.a(K'). Si j‘GS.X.H; pour
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tout i €I, on § EI}; et | Emo. il existe un produit fibré naturalisé
(74 vy)i ¢ dans P tel que j, v, €X.
c)Si SEH et f€P(S).K", il existe j €S.X.H} oa [<P(j).

DEMONSTRATION. Soit § 61:15 et f€P(S).K'. La condition a entrafne
que C* est mo-petite pour (S,f).Y. C(; d'aprés I'exemple 2. Le corollai-
re 1permet de construireun j qui est (P, X, H)- distingué pour (f, f*). Si
b, c sont vérifiées, on a a.(j-) € H, donc j‘ est (P, X.Ho‘, H)- engendré

par f.-Sia,b' et c sont satisfaites, on a
f=P(i).f', od [f'€K.,a(f)CK.,a(K')=K’,

de sorte qu'il existe j ea(]:).X.H; tel que /' < P(j). En vertu de la
proposition 3, j.j est(P, X.H;, H)-distingué pour {.m
COROLLAIRE 3. Si les trois conditions a,b,c ou a,b', ¢ suivantes sont
vérifiées, P est (K',X, H)- engendrant :

a)H* est N -petite pour X "H, et on a P(X N H)C R (K*)
(resp. et, si s €H; et s’ €EH;, la classe P(s').K.P(s)/P-‘(H&)*est une
m°~classe). Y estV -stable pour (P,H), oa Y=X.H; (resp. = X et
K'=K.a(K')). .

b)X.X.H;CX; XNH est M -V-stable pour (P, H) et K’ est
V- stable dans K*; (on pose Py = (K*,P.,H"*)).

b')X.XCX et K'=K.a(K'). Si j,€s.X.H pour tout i €I,
ol s€H; et Iemo, il existe un produit fibré naturalisé (j,, v;); o1 dans
P tel que j,.v, €X. .

c)Si SEH; et [ €P(S).K', il existe j €S.X.H, tel que
[<P(j)et P(j)eK".

DEMONSTRATION. Soit § el}; et f€P(S).K'. 1l existe j €S.X.H;
tel que /< P(j)€K’'; soit s=a(j) et f=P(j).f'. Puisque K' est
V-stable dans K*, on a f' €K'. La condition a entraine que &‘ est mo-
;:etite pout (s,f').Y.C o (exemple 2). Le corollaire 1 assure qu'il existe
j €s.X quiest(P,X,H)-distingué pour (f’, /" ). D'apres la proposition
5, ,; est (P, X, H)-distingué pour f.-Si a,b,c sont vérifiées, on a
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a(j‘) €H, donc j.j‘ est (P,X.H;,H)-engendré par f. -Si a,b',c sont
remplies, on a f" €K.a(f')CK’, de sorte qu'il existe j' €a(j).X.H
tel que /" < P(j'). En vertu de la proposition 3, (i.;).i'est (P,X.Hé,H)-
engendré par f. m

EXEMPLES.

1) Supposons P(X)C Rg(K *). L'application (j,, f;)=j; est une
bijection de la classe I, sur la classe B des j€S.X.H; tels que
f<P(j). Par suite, si BCBC B.I}‘ et si (j,v; ))eB est un produxt
fibré naturalisé dans P tel que j-=j.v appartienne 3 X, alors 7 est

(P, X, H)- distingué pour f.
2) Supposons H = H et H C X ; la condition ¢ du corollaire 3 est

i

alors vérifiée (on peut prendre S pour j); par suite, en appliquant le corol-
laire 2 au cas ol X = Rg(l:I *), on obtient le résultat suivant[4 ] : Si H-
est localement petite, si P est a mo-produits fibrés et si e, .K.e 1 € Wo
pour tout e, € K(‘,, }e foncteur P est (K, Rg(H *), H)- engendrant.

Soit F=(H*,F,D"*) un foncteur et (P.F,t, G) un triplet défi-
nissant une ttansform;tion naturelle telle que t(D;)C K'C K. Considé-
rons les conditions :

1)Si j€X.H, et g € B(j).H, il existe un produit fibré natura-
lisé ((j, v), (g,v")) dans P tel que v' €X.On a XCRg(F‘I‘).

2y Si S EHa et f€ P(S).K', il existe j € S.X.H; tel que
[<P(f).

PROPOSITION 9. Supposons que X vérifie 1 et 2, que P(X)C K' et K’
soit V-stable dans K* (resp. que K' = K.a(K’')) et X.X.H;C X. Si,
pour e €D, il existe T(e) €F(e).X qui soit(P, X.H;, H)-distingué
pour t(e), il existe un triplet (F, T, F') définissant une transformation

naturelle.

DEMONSTRATION. Soit k €D, a(k)=-¢e’' et B(k)=e. Posons
F(k)=h, T(e')=j" e T(e)=j.

Montrons qu'il existe b’ tel que

(b, j.i'. b') €OH".
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En effet, par hypothése, il existe un produit fibré naturalisé ((7, v), (b,v'))
dans P tel que v' € X. Puisque j est (P, X, H)- distingué pour t(e),
il existe f € K tel que t(e)=P(j).f. Les relations
P(i).f.G(k)=t(e).G(k)=P(h).t(e")
assurent l'existence d'un f* € K vérifiant
f.G(k)=P(v).f' et t(e')=P(v').f".
Par hypothése t(e') €K' car P(v') €K'; on a f' €K', et K' est V-
stable (tesp. f' € K.a.(K’')€ K'). En vertu de la condition 2, il existe
jy€a(v').X.H; tel que f'<P(j,).
Ona v'.j, €X.X.H;CX.H} et
t(e')=P(v').f"<P(v').P(j,).
Etant donné que j' est (P, X, H)-distingué pour t(e’), il existe g 61:1
tel que j' =v'.j,.g. En posant b’ = v.j,.g, on obtient
jobt =g =hov g g = b
d'od q(k)=(h,j. j*,b') €DH".
-Enfin si (k', k) €D *x D", les éléments
q,=q(k' k) et gq,=gq(k') H q(k)
construits par la méthode précédente sont deux quatuors de la forme
(F(k'-k).T(,B(k')).i‘,b;'). oh i=1,2.

Par hypothése, T(S(k’)) est un monomorphisme; il s'ensuit by =bhy, et
par conséquent g, = ¢, . Ceci prouve que l'application k =+ g(k) définit
la transformation naturelle de F' vers F cherchée, F' étant le foncteur

défini par £+ h'. ®

COROLLAIRE.Supposons que X .H} (au lieu de X ) vérifie la condition 1
et que, pour tout ¢ €D, il existe T(e) € F( e).X qui soit (P,X.H;.H)-
engendré par t(e). Alors il existe un foncteur F’ tel que (F, T, F')dé.
finisse une transformation naturelle. Si X = Pi,_' on appelle F'un W(K,P,H)-

sous-foncteur de F engendré par G.

56



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 23

En effet, les hypothéses sur K’ et la condition 2 sont inutiles si
a(v') € H,car ladémonstration précédcnte s'applique alors sans change-
ment, en prenant K' =K et j, = a (v'), la relation X.X.H;CX n'ayant

été utilisée que pour affirmer que I'on a v'.j, €X.m

B. CAS PARTICULIERS.

1) Images.
Supposons que P soit le foncteur identique d'une catégorie H°.

Soient H* une sous-catégorie pleine de H* et X une partie de H.
Dire que j est (H , X, H)-distingué pour g€S. H sxgmfxe que

] €5.X et qu'il existe b €H vérifiant les condltlons rg=1i. b et , si
j€S. X H; et g=7j.b, il existe k €H tel que ]—] k et b—-k b. Pour
que ] soit (H X, H)-engendré par g, il faut et il suffit que 1 remphsse
les conditions précédentes et que, de plus, si ]' €S.X est (H ,X,H)-
distingué pour g et si g = j" .b', il existe k' € H tel que

i=i" k" et b =k.b.

En particulier, j‘ estune (X.H, H H) image de g (C.S., déf. 30
chap. IIT, od I'on suppose de plus X, H CR (H )) si, et seulement si,
1‘ est (H*, X. H;, H)-engendré par g. Rappelons (prop. 5-2[11, voir
aussi § 3) qu'un critere pour l'existence de (H, H ) -projecteurs demande
qu'il existe des (X.H}, H *, H)-images . La proposition 8 donne les cri-

téres suivants pour l'existence de telles images de g € H.

PROPOSITION 10. Soit I la classe des i=(j;h;) tels que j, €X .H;
et j,.h;=g. Soit | une partie de Tve'rifiant les conditions :

a)l % @; pourtout (j,h) €l, il existe k 61:1,‘, tel que
(j.k k7 b)el;

b) il existe un produit fibré naturalisé (4 vi)ieq dans H* tel
que ] = 7i'vi €X.H,
Alors ] est une (X . H H H) image de g.

COROLLAIRE 1. Si les conditions suivantes a’,b',c' ou a',b" sont véri-

57



24 C. EHRESMANN
fiées, g admet une(X.H;,H‘, H)- image :

a')H* est mo-petite pour XNH et XnHCRg(H‘) (resp. et
s'.H.s/H,';, est une mo-classe si s€H, et s'€H}).

6')X.XCX et, si j,€s.X.H, pour tout i €1, ox s €H, et
1 Emo, il existe un produit fibré naturaltsé (i3 v;); ¢ dans H- tel que
ji‘vi €X.La classe X est\-stable pour (H ,H).

b") X .H est V-stable,et XN H est WO—V- stable. pour (H‘,H);

iel

il existe j €X.H; tel que g=j.g".
c')Si g=j.g etjeXU{B(g)l.,onag =j.g" on j€X. H;.
COROLLAIRE 2. S§i H est?ﬂ - petite pour X C R (H ) et si (H 0, X"0)
est un foncteur a m produzts fibrés ( par exemple si H* est localement
pet:te et a m - proa’uzts fibrés et si X =R (H ), tout g € X H a une
(X, H H)- image.
‘En particulier, soit H* une sous-catégorie pleine de - telle que
1)HCH et H* est m - petite pour H (resp. est localement petite);
2) (H ‘L . H ) est un foncteur al -prodults fibrés;
)S1g€H H onag—] g.oﬁ;éH H; (resp €R (H ).H})
D'apres le corollaire 1,tout g € H; H admet une (H H; H H) (tesp.
une (Rg(H ).Ho,H , H) -) image. (La condition 1 est par exemple
vérifiée si H emo).

Soit p=(K*,p,H*) un foncteur et K'® une sous-catégorie de
K* formée de monomo;hismes. Soit X la classe des (K’, p)- injections
(C.S., déf. 1, chap. Ill). Soit g €H. Pour que j soit une (K’,p,H)-
image de g (C.S., déf. 30, chap. III), il faut et il suffit que j soit une
(X, H*, H)- image de g. Puisque X est formée de monomorphismes (C.S.,
prop. 1, chap. II), la proposition 7 affitme que j est une (K', p, H )-image
de g si, et seulement si, j est (p, X, H)- engendré par p(g) . Supposons
K'=R (K ). Si p esta m - produits fibrés, on déduit de la proposition
4 que p‘ est m V. stable pour (p, H). Par suite le cotollan’e 2 de la
ptoposition 10 entraine que, si H* est mo-pente pour p ; etsip esta
mo-produits fibrés, ot mo est un univers, tout g € H admet une (K',p ,H) ~
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image.

Considérons le cas o K* est la catégorie pleine d'applications M
associée a I'univers mo, c'est-a-dire p = (_m,-p_, H*). Pour tout b €H,
désignons par b la surjection définissant I'application p(h) . Pour que
g € H admette une (mi,p ,H ) -image j, il faut et il suffit que j soit
(p,pi’-,H)-engendré par p(g). On a p(g)=f.g, o 5_6?“7 et [=
=(p(S) ¢, ,3(_g_)). S = fB(g); par conséquent j est une (M, p, H)-
image de g si, et seulement si, j est(p, p:—, H)- engendré par f .
PROPOSITION 11. Soit p =(M,p ,H*) un foncteur; alors H* est mo-
petite pour p'—. Si p esta mo-prgduits fibrés, tout élément de H admet
une (mi,p,H)- image.

DEMONSTRATION. Soit § €H et A= S.p;—. Soit r la relation d'équi-
valence sur A telle que A/r=A/H,} . Si jaj'modr, on a ﬁ(i)-’-‘
= B(j '). Inversement, si

jEA, j'€EA et ,B(j)z,B(j'),

I'application x-o; 1' '(x) ol x € a(] '), est une bijection ftelle que

p(i).f=p(i"). En vertu du thé oré me 1*, chap. IIl, C.S., il existe
geH, telque j.g=j" et plg)={f;

donc j ., j' modr. Ainsi 'application jmodr- B(j ) définit une bijec-

tion de A/r sur une partie A’ de fp(p(S)). Puisque mo est un univers ,

on a ?(p(S)) emo, d'o A’ emo. Ceci prouve que H* est mo-petite

[ . e
pour p; . La proposition en résulte.®
2) Sous-structures engendrées.

Supposons que M et M soient deux catégories pleines d'applica-
tions telles que WC . Désignons par m la saturante de T dans M et par
MY la classe M¢ 7’( dont les éléments sont donc les (M, M) eNMt tels
que M soit une 5!1 - classe appartenant 3 f)ﬂ

Soit P = ()ll P, H ) un foncteur et H une sous-catégorie pleine
de 1:‘1 telle que P(H)C M. Posons p= (m,_lzl.,H ). Soit X une sous-

classe de la classe des P - monomorphismes P;— ; donc X C Rg(I-‘I *).
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Soit S 6;10‘ et MC-P(S). Rappelons [1] que s est une (X, H)-
sous-structure de S engendrée par M s'il existe un H*-minimum j dela
classe des j €S.X.H; tels que MC B(j),etsis= a(j‘); autrement dit,
s'il existe un j‘ES.X.s qui soit (P, X.I-;:;,H)-engendré par (P(S), .. M).

Des propositions 5 et G, il résulte que, si X est V-stable dans
He et X.H; V -stable pour (P,H) et s'il existe j €S.X.H tel que MC,B(_]; ),
les (X, H)- sous-structures de § engendrées par M sont les (X, H)-
sous-structures de a(j) engendrées par j “(M). D'aprés la proposition
8, si la classe A des jES.X.H; tels q:e MC B(j ) n'est pas vide et

s'il existe un produit fibré naturalisé (j, v,.)]. c4 dans P tel que
ACACA.H,‘, et que j.v; €EX.H,,

alors a(vi) est une ( X, H)- sous- structure de S engendrée par M.
La notion de foncteur (MY, X, H )-engendrant a été définie dans

[1] sous le nom de foncteur ~-engendrant pour (M, X, H) , si [:10 C X.

-1
DEFINITION. P est ,-engendrant pour M s'il est (?ﬂ“, P.’_, P (M-
s . i =
engendrant [1]. Une (PL , H)- sous-structure de S € Hc‘, engendrée par
MC P(S) est appelée P - sous-structure de S engendrée par M, notée S/ M.

Sauf indication contraire, nous ne supposons pas que mo ni mo sont

des univers. Soient S €H;: et f€P(S). M. M ;ona [=k.f", ob

[P =B )] alfIeM, et k=(B(f).c.B(f))eNV.
Pour que ]:GS X soit (P, X, H)-distingué pour f, il faut et il suffit qu'il
soit (P,X,H)- dxstmgué pour k. Donc si P est (Dﬂ , X, H ) - engendrant,
P est aussi (m m ,X,H)-engendrant ou, ce qui est équivalent, (m m ,X,H)-

engendrant.

PROPOSITION 12. P est (MY, X, H)- engendrant si les conditions a et b
(resp. a et b') sont ue’ri/ie’ef /

a)Si SeH;, M €N et MCP(S), il existe j€S.X.H; tel
que MCB(j ).

b)Ona X.X.HyCX; si j,€S.X.H; pour tout i €I, on 15911
et Se H;, il existe un produzt fibré naturalzse (74 vi);ep dans P tel que

ji‘vi € X . Enfin mo est un univers.
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b')On a X.XCX; si j,e€s.X.H; pour tout i €1, oz 1 €M

et s €H;, il existe un produit fibré naturalisé (j; v;); dans P tel

iel
que j,.v; €X. De plus, X estV - stable pour (P,H), mo est un univers.
DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 11, H* est ﬁlo-petite pour

1

P/, donc pour XC Pi’_(tesp.H ‘est mo-petite pour XNHC p’.’-). Soient
SeH,, M Emo et MC P(S). D'aprés les corollaires de la proposition 8,
il existe une (X, H )- sous-structute s de S engendrée par M, construite

comme suit : Si a et b (resp. b') sont vérifiées, soit A la classe des
j€S.X.H; tels que MCﬁ(]’ )

(resp. soit j, € S.X.H, tel que MC B (; 4) et soit A la classe des
j€ a'(fl) X. H‘ tels que j 11(M) c ,3(] )) Il existe une 37( -classe (resp.
une M o-Classe) A telle que ACACA. H,’ , un produit fzbré naturalisé
(]v) es dans P etun j’ €0.(v)XH'telque;l(M)Cﬁ(])(tesp

que | I(III(M))Cﬁ(I')) 0\‘1]—] v Alorsonas"'a(y) ]

COROLLAIRE. Si P est & N -produits fibrés, il est - engendrant pour
M si, et seulement si, la condition a de la proposition 12 est remplie, en
prenant H = él (M) et X = P:, et en supposant que mo est un univers.

En effet, P; 7 est )R - V- stable pour (P, I}) d'aprés la proposition
4 et le corollaire résulte de la proposition 12. ®

Soit , "'(H F D*) un foncteur et G un %(m m) -sous -
foncteur de P .F. Consxdérons les hypothéses suivantes :

A) P est fidele, a produits fibrés finis et ~- engendrant pour M.

B) X* est une sous-catégorie de f‘l * vérifiant les conditions 1 et 2,
proposition 9, avec K’ = MY | le foncteur (M.Pe,X*) esta mo-produits

fibrés et Wo est un univers.

PROPOSITION 13. Si I'hbypothése A (resp. B) est vérifide, il existe un
%(f)]f",p,-pl(m))-sous-/oncteur F' de F engendré par G (resp. de F tel que
F'(e) soit une (X, H)-sous-structure de F(e) engendrée par G(e) pour
ee€D;) (C.S., chap. Ill, déf. 37).

DEMONSTRATION. Si la condition B est satisfaite, P est (WU,X,H)-
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engendrant en vertu de la proposition 12, par suite les hypothéses de la
proposition 9 sont vérifiées; et l'existence de F' découle de cette propo-
sition. - Supposons que A soit remplie et monttons que les conditions de la
proposition 9 sont vérifiées, en posant H = F;l(?l'(), K’ =3ﬁ.3ﬁ0 et X =
= P{— +  En vertu du corollaire de la prop:sition 12, la condition 2 de

la proposition 9 est remplie. De plus, on a

K.a(K')=K', X.X.H,CP; .P, .H;CX.
Montrons que la condition 1 de la proposition 9 est satisfaite. En effet, soit
jEX.H, et g e,B(j).I-{. 11 existe un produit fibré naturalisé ((j,v), (g.v'))
dans P,etla démonstrationde la proposition 4 prouve que v’ € P‘.'—.La pro-

position 13 s'en déduit. m

3. Existence de structures libres engendrées.

A. PROJECTEURS STRICTS.

Soient H une catégorie, H* et H* deux sous-catégories pleines
de H‘ telles que HC H. Rappelons [ 1] que _g estun (H, H H )- pro-
jecteur si g €H H et si, pour tout b €H H a(g), il existe un et un
seul k €H tel que k.g = bh(exemple -B)

DEFINITION. On dira que g estun (H, H H )- pro;ecteur smct si g est
un prolecteur strict relativement (H H H Rd(H H H*), H ).

g€ H est un (H,H,H *)-projecteur strict lorsque g est un (H,H,H')-
projecteur et que, pour tout ( H, H, H')-projecteur g€ H .a(g), il existe
un k' €H tel que k'.g=g’'.

11 est évident que les notions de (H, H, H *) -projecteur, de (H, H, H Y-
pro;ecteur strict et de (H, H ) -projecteur sont identiques. Si 8 est un
(H, H H )-projecteur tel que ,B(g) €H, alors g est un (H, H*)-projec-
teur. Si g et g’ sont deux(H H H* ) - projecteurs stricts de méme source
appartenant & R (H H ),onag €H' .£.

EXEMPLE. On voit facilement que les projecteurs construits dans [1],

théoréme 3-6 et 4- 7 sont en réalité des projecteurs stricts.

Soit P =(K*,P,H*) un foncteur et p = (K*,P, ,H*) une res-
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triction de P aux sous-catégories pleines H* et K* de H* et K* res-

pectivement. Soit H* la catégorie associée au couple de foncteurs
(P, (K*,¢,K*))

par la construction de la proposition 36, chapitre I, C.S. (voir aussi C.S.,

appendice 1). Soit 3 la classe des couples
(s, k) tels que s el;{;, et &k eP(.;).i(.

Les éléments de ;I sont les couples (1:1, b),on b € ;1, les couples (f(,g).
ol g €f(, et les couples (2 ,(s, le)), od (s,k) €X; la loi de composi-
tion est telle que 1'application b » (H h) (resp I'application g - (K gl
définisse un isomorphisme de H- (resp. de K ) sur une sous-catégotie

pleine de H* et que I'on ait
(3,(s.k).(K.g)=(3.(s.k.g)) si a(k)=p(g),
(H,b).(Z . (s, k) =(Z ,(B(h),P(b).k) si afb)=s.

CONVENTION. Si AC I}. nous notons A’ la classe des couples (fl,b)e H
tels que b € A, en particulier H' est la classe des couples (}‘1, bh), ou

b € H. Pour simplifier, nous désignerons par (s, k> le couple

(E,(s,k))é[;.

DEFINITION. On dira que ($,g) est un (H,P)- pro]ecteur (resp. un
(H, P)- projecteur strict) si <s g> est un (H', H' H*) - projecteur
(tesp. -projecteur strict). On dira que § est une P - structure libre engen-
drée par o(g) s'il existe un (I}, P )- projecteur strict (§, g).

Si, pour tout e 612 o il existe une P - structure libre g( e)engendrée
par e, l;application e g(e) se prolonge en un foncteur g de K- vers
H qui est un foncteur adjoint A gauche [ 6 ] (nous dirons seulement adjoint)
de P. Pour que (§, g) soit un (H, p)-projecteur, il faut et il suffit que

($,g) soitun(H,P)-projecteur tel que § € H et g €K.

EXEMPLE. Supposons s ef} et XCR (H ). Désignons par C (resp.
par C*) la sous-catégone de la catégone VH (voir 1-C) formée des

quatuors (s,j',7,h) eDH tels que j et j' appartiennent 3 X (resp.
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a X.H)- Soit V'P le foncteur de C* vers V K* restriction de He . Pour
que (jB, (P(s),P(j),f,f') soit un (C,V'P)-projecteur (resp.-projec-
teur strict), il faut et il suffit que j soit (P, X, H)- distingué pour (resp.
- engendré par) (f, f').

Soient § EI:}; et g eP(.;).f(. Pour que ($, g) soitun (H,P)-
projecteur, il faut et il suffit que, si s €EH, et k €P(s).l‘<.a.(g), il
existe un et un seul h €s.H,$§ tel que k=P(h).g. De plus ($,g)
est un (H,P)- projecteur strict si, et seulement si, pour tout (H,P)-
projecteur (s',g’'), il existeun b’ €s' ,H.§ tel que g'=P(h’').g.

Nous désignons par P une restriction (K * yPu, A" ) de P, o K‘

est une sous-catégorie pleine de K *, par X une partie de H.

DEFINITION. Nous dirons que P verz/ze N(X, P s), ou s €H et NCIfI‘
si pour tout couple (b b ), ou b EA, H s et b* €B(h). H s, il existe
n tel que n €R (H H afn)).N, b.n=b".n, X.nCX et que P(n)
soit un noyau de (P(bh),P(h')) dans K*. (Donc P(s) €K).

Lotsque p estd noyaux n etsi X.nCX.f, oh f€H, (resp. Si
x.xcxcRg(fwet si p estd X M H-noyaux), Pvérifie N(X.H}, p s )
pourseH(‘,:N. .

Soit e EK;; notons | la classe H;'.H.(K,e) des éléments
(s, k) tels que

SEH, et k ep(s).k.e ;

pour tout i €] nous poserons i = <si;ki> . Considérons les hypothéses:
P )'Il existe un produit naturalisé ((pi)”,,S) dans P de (si)iel’
ol I"H" H (K e), et soit g—[k lier
P' ) Il existe (S g> € H tel que, pour tout i €], il existe p;€H
vérifiant la relation (H, pi)- (s, g> = (S,-: k,-) =1.
Naturellement P entraine P’,.
THEOREME 1. Soit e €K . Si e vérifie P_ et si (5,g) estun (H,P)-
projecteur tel que e a(g) ona §= P(j‘) g, on j‘ est (P,;I,H)-
distingué pour g et ] €S. H . Supposons que e vérifie P, que P vérifie
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N(X,F,S"), oz N=H; (resp. =£Ié), qu'il existe jaeS.Rg(I:I').s' qui
soit (P, X, H)-distingué pour | § et que § = P(j‘).g (resp. - engendré par
(£.g)); alors -

($,8) €R (A" H.H");

de plus (S, g) est un (H P)- pro;ecteur st H® CA(respA et un (H,P)-
projecteur strict si X = H et A DH et si e vérifie P el
DEMONSTRATION. Supposons que e vérifie P et que ($,g) soit un
(H, P)- projecteur tel que e = a(g). Si i = <Si’ki> €1, il existe

bi esl..H.s" tel que P(bi).g= k
Par suite il existe i‘::‘[bi]iel et, puisque (P(p;); ¢ P(S5)) est un
produit naturalisé dans K*, on a (C.S., prop. 9, chap. IV):

P(j)=[P(bi)]i¢1. d'on P(]).g=[ P(b,-)-g]ie1=[k,-]ie1=§-
Monttons que jA est (P, P‘I, H)- distingué pour ( £, g). En effet, soit
jES.H.H, et §=P(j).k.

Comme ($, g) estun (H, P)- projecteur et que <s, k>‘ el,ons=a(j),
[

il existe un et un seul
hes.H.3 telque k=P(h).g.
Il s'ensuit, pour tout i = <si’ki> €l
P(p;.ib).g=P(p).P(j) k=P(p).d=h;=P(h).g.
Ces égalités entrainent P,--i-b = bi’ puisque <§,g> €Rd(H'o‘ ,1'-.1‘,, ;I').
Il en résulte j=j.h, car j=[h;]; 4, ce qui prouve la premiére partie.
- Supposons que e vérifie P et que ; €S.R (H ) soit(P,X,H )-

distingué pourg et § = P(;) (resp.- engendré par (g g)); soit § = a(])
Supposons que P vérifie N(X, P, §), pour N = Ho (tesp. = H‘;). Soient

bes,H.3, h'es.H.5, s€A, et P(h).g=P(h').g.
Il existe n ERg(I;',;I.a(n)).N tel que

bh.n=5b"'n, ]".n eX
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et que P(n ) soit un noyau de (P(h), P(h')) dans K *. 11 s'ensuit g EE,
g<P(n) et g=P(j)l.g<P(j.n).

Comme ] n €X.H; (resp. 7 n est (P, X H) distingué pour g d'aprés
la proposition 3), 11 existe n’ €H tel que]—] n, n Utlllsant] €R (H)
on trouve § =n.,n' et, puisque n eRg(H' a(n) H a(n)), on voxt que
n EH‘ . Donc b”b' et <s,g> eRd(A .H,H ).-Par ailleurs, avec

les notations deP »» On a pour tout i = (s.., k'.> el
bi=pi‘iesi‘H'§ et P(bi).gzP(pi).P(j).g=P(pi).§=k...

Ainsi ($, g) estun (H,P )- pro;ecteur si H CA,

-Nous supposons de plus que A D H‘ X = H et que e vénﬂe P,. Alors
($,g) estun(H, P)- projecteur et (s g> ERd(H H ). Soit (s , g')
un (H, P )-projecteur tel que a(g’)=e. D'aprés le début de la démons-
tration, il existe un j' €S H .s' qui est (P, H. H)-distingué pour g et tel
que §=P(j').g'. Lorsque ]" est (P, H, H)- engendré par (£, g),on en
déduit

i=i'h et g =P(h).g.
Il en résulte que (§,g) estun (H, P )- projecteur strict. B

COROLLAIRE 1. Soit e €K_. Si e vérifie P, et s'il existe une p - struc-
ture libre § engendrée par e, il existe un ye S. R (H ).§ qui est
(P, H H;, H)- engendré par g. Soit N= Hys si e verz/ze P, si Puvéri-
fie N(X. Hy, b ,$) etsxjeS Rg(H ).5 est(P,X. Hy, H)- distingué

pour g, alors S est une p - structure libre engendrée par e.

DEMONSTRATION. Soit (§, g) un (H, p)-projecteur. Alors ($, g) est un
(H, P)- projecteur tel que § € H.-Si e vérifie P, ,reprenons les notations
de la démonstration du théoréme 1; il existe j-eS H.$ tel que j‘ soit
(P,H,H)-distingué pour g et que g = P(;) g,é. savoir j —[b ]'”
Or i= ($,g)€l, d'on hy=$, par suite p-r i —ba—— 3, de sorte que;
est inversible a droite, et a fortiori 7 €R (H ).-La deuxiéme affirmation
du corollaire se déduit du théoréme 1, en prenant pour P et pour X respec-

tivement » et X.H;, dans 1'énoncé de ce théoréme.®
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COROLLAIRE2.S0it X une partie de Rg(H' ) telle que P soit (K.K;,X,H)-
engendrant et vérifie la condition N(X.H;, p ,s) pour tout s €H;. Si
tout e € K wvérifie la condition P',, alors p admet un foncteur adjoint.

En effet, ce corollaire résulte immédiatement du corollaire 1.

COROLLAIRE 3. Soit e 6125. Supposons que :

1)H* vérifie la condition 2 (H) : Si s' €H; et k' €P(s').K.e,
il existe b' €s'.H.H; et k" €K tels que k' = P(h').k";

2) e vérifie la condition P' et P la condition N(X, P,$);

3) il existe 7€S R (H ).$ qui soit (P, X, H)- engendré par§.
Alors § est une P - structure libre engendrée par e.
DEMONSTRATION. Soit g = P(i‘).g. D'aprés le tpéoréme 1, (S.g) est
un (H, P )- projecteur et

($,g) €R (H', H").

Soient s' 6;1; et k' 6P(s’).1‘<.e. La condition 1 assure qu'il existe

s", k") €l et b' €s'.H.s" tels que P(h') .k" =k'. Par suite il
existe b” €s"” H.S tel que P(bh").g= k", d'od

P(bl .b").g - P(bl).k" - k"

Donc ($, g) estun (;I, P )- projecteur. m
COROLLAIRE 4. Supposons que e 6.12(; vérifie la condition P, : soit M la
classe des b GS.I:I.S tels que P(h).§=§ et b €X.p, pour yn i€l
Supposons qu'il existe un jeX $§ ayant les propriétés : j € R (H ),
]=b j pour tout b €M, P(]) est un noyau de P(M) dans K et P

vérifie H (X, P ,$). Alors on a g=P(]).g, et ($,g) estun(H,P)-
projecteur, si H; C A.

P

DEMONSTRATION. D'aprés le théoréme 1, il suffit de montrer que j est
(P, X, H)-distingué pourg En effet, puisque P(;) est un noyau de P (M)
dans K° ,ona g= P(7) gSOLtIGS X.H: ,g=P(j).g". Comme e véri-
fie P, , il existe pl.ea(y).H.S tel que P(pi).g?:g', d'on

g=P(i).P(p).&> jup; €M,

et j=j.p;f<]
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Puisque P(pl..j‘).g = g', il s'ensuit que 7: est (P, X, H)-distingué pour
g. Donc (§, g) estun(H, P)- projecteur. ®

Du corollaire 1 il résulte que, si e vérifie P ,sie eK' et sip
est A4 noyaux, il existe une p structure libre § engendree par e si, et seu-
lement si, il existe ]eS H § qui soit (P,R (H LH). H ,H)- engendré
par ¢. Dans ce cas, j est aussi (P, H. H; H) engendré par g.

B. CRITERES D'EXISTENCE DE FONCTEURS ADJOINTS.

Supposons que mo soit un univers, que "ﬂ C DR et que m eﬁl
soient M € M les catégories pleines d' apphcatxons correspondantes m
la saturante de M dans fM. Soit Q= M, 0 ,K‘) un foncteur fidele tel
que O(K)C n, lorsqu'il en existe un. Des 52 et 3, on déduit :

CRITERE 1. Si les conditions suivantes sont vérifiées, p admet un adjoint
p'(resp. p' ;5 est une P - structure libre engendrée par e € K;.si $§=p'(e)):

1)Q.P est(MY, X, H)- engendrant; X C R (H*), P(X)C Q]

2)P esta ?ﬁo- produits et, pour tout M e?ﬂo, on a Hy Ef)flo, ou
Hy est la classe des s €H; tels que Q . P(s) =M;

3) P vérifie N(X.H;. P,s),ou s €H, P=p (resp. = P).

En effet, puisque Q(I‘<.K(‘,)C m.mo et que Q. P est (:ﬁl.mo, X,H)-
engendrant, P est (4K' K;, X, H)-engendrant d'aprés la proposition 7-1.
Soit e €K ; alors H* vérifie 3.(H) (cor. 3, th. 1); I'application

(s.g) +(s.0(g)

est une iniection de H)* .H.(K,e) dans I' = MUm (Hy X M.M.0ce)).
€
[+]

Comme m Em et que mo est un univers, on trouve [’ eWﬁ Donc I est
une m - classe et, P étant 2 ﬁ( - produits, e vérifie la condition P . Le
critére 1 résulte alors des corollaires 2 et 3 du théoréme 1. w

COROLLAIRE. Supposons P = (M, P, H*) et H = P(‘Tﬂ)e'm Si P est

a m - produits, résolvant & droite et - engendrant pour M, alors p admet

un ad;oznt.

CRITERE 2. Si les conditions suivantes sont vérifiées, p a un adjoint :
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1)P esta 311 produzts /zbres

2) Pour tout SeH Mem et MCQ.P(S),il existejeS X.H;
tel que MC B(j*), o2 j'=Q. P(J)etx-(Q P) nP(Q );

3)P estam produzts etH ém

"4) P est /zdele et Q est compatzble avec les noyaux.

En effet, on a P(X)C Qi et X.XCX. Les conditions 1 et 2
entrafnent que Q.P est (mu, X, H)-engendrant d*' aprés la proposition 12.
Si n est un noyau de (b, b') dans P, et par suite dans Q P,onané€eX
(proposition 2). Si a(n)==s et B(n) €H_, il exnste un ] €s.X. H qu1
est (P, X, H)-distingué pour Q.P(s) eton a ] EH ,car Q. P(]) em
Donc n. ]GX H;, de sorte que P vérifie HO(X.HO.P,_,B(n))‘Amsx le

critére 2 est ramené au critére 1.m

CRITERE 3. Si les conditions suivantes sont vérifiées, P admet un ad-
joint :

1)P est & X-noyaux et &l sbroduits; H;CX.XCXCR (H ):

2)H‘ estﬁ( o- Detite pour X et e’ .K eém , st e eK et e €K';

3)X est’T( -V-stable pour (P, H)

4) Pour tout e €K(‘,, il existe une sous-catégorie H: de He telle
que H; e?ﬁo et que H vérifie la condition % (H ) ( corollaire 3 du théo-
réeme 1) .

En effet, soit e € ko et H=H,.La classe I/I;",;, est isomorphe &

I'c U (HXe'.Iz.e)Effﬂo
e'e€P (Hc;)
de sorte que e vérifie P . Puisque P est a X -noyaux, il vérifie ;Ié(X,P,s)
pour tout s €(H,);. Le corollaire 2 de la proposition 8 appliqué au cas
H = H prouve que P est (K, X, H)- engendrant. Les hypothéses du corol-
laire 3 du théoréme 1 sont donc vérifiées, et ce corollaire affirme qu'il
existe une P - structure libre engendrée par e. Il s'ensuit que P admet un

adjoint.m

CRITERE 4. Si la condition 4 du critére 3 est vérifiée ainsi que les con-

ditions 1 et 2 suivantes, P admet un adjoint :
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1) P est un foncteur a noyaux et a SH - produits;

2)e .K e em pour tout e EK et tout e’ eK et S .H.S e‘)flo
si § € H ..

o -

En effet, soit e € K; et H=H_. On voit comme dans le critére 3

queevérifiePerelativementé H.Siselrlt; etgeP(s).I‘(.e,il existe
hes.H.H, et g'€K telsque P(h).g'=

La relation i= <a(b) g'> €] assure l'existence de b; ea(h). 1} A)
tel que g"=P(p;).§&. On en déduit P(h.p,).§ =g, de sorte que e
vérifie P! relativement 2 H.P étant 4 noyaux et 3 W prodults, il est 3

3110- limites projectives. Par suite la classe M des b €S, H S tels que

P(h).§ = £ a un noyau. Le critére résulte du coro. 4 (pour X = H = H). =

CAS PARTICULIERS

1)Si on prend pour X dans le critére 3 la classe Rg(ltl‘), on
retrouve le théoréme d'existence d'adjoint dd & Freyd [5]:5i P est a
Df(o- limites projectives, si H* est localement petite et si, pour tout e 612(;,
il existe une petite catégorie H vérifiant la condition 3 (H ) (corol-
laire 3 du théoréme 1), alors P admet un adjoint. Le critére 4 a été montré

directement dans [ 7], dans le cas ot X = H = H (voir aussi[91]).

2) Supposons que P soit le foncteur injection canonique vers K*
d'une sous-catégorie pleine H* de K*. De la proposition 7 et, du corol-

laire 1 du théoréme 1résultent les propositions 5-2, 6-2[ 1] et corollaires.

REMARQUES.

1) Le corollaire 1 d'une part et d'autre part les corollaires 3 et 4
du théoréme 1 sont de nature différente, et a fortiori les critéres d'exis-
tence d'adjoints qui s'en déduisent (corollaire 2 du théoréme 1, critéres 1
et 2 d'une part; corollaire 3 du théoréme 1, critéres 3 et 4 et théoréme de
de Freyd d'autre part). Alors que dans les corollaires 3 et 4 du théoréme 1
la conclusion porte sur le foncteur P, dans le corollaire 2 le foncteur P
intervient seulement en tant qu'auxilliaire (i.e. on peut choisit P de la

maniére la plusintéressante). En particulier supposer qu'il existe un pro-
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duit de (s.);

i‘ie
demander 1'existence de certains produits dans p,; en effet, nous verrons

; dans P est une condition beaucoup plus faible que de

plus loin que tout foncteur peut &tre étendu en un foncteur a produits. Ainsi
le corollaire 2 permet de montrer l'existence de foncteurs adjoints pour des
foncteurs qui ne sont pas a produits, ce qui n'est pas le cas pour les cri-
téres 3 et 4 (et le théoréme de Freyd).

2) Supposons que p soit de la forme (K*,.,H"*), ot H* est
une sous-catégorie pleine de K*, et qu'il existe un foncteur d'homomor-
phismes g = (m,q »K*) tel que K; soit la classe des structures d'une
espéce de strucn;es (m,y ,K;, K') définie par un foncteur typique F
[8], H; étant la classe des structures relative & un sous-foncteur typique
F' de F. On pourra alors choisir pour P le foncteur (K*,(,H* ), en
désignant par K* et H* les catégories d'homomorphismes relatives aux
espéces de structures définies par les foncteurs typiques F et F' respec-
tivement prolongeant F et F’ 3 ['univers ﬁ(o . Par exemple, sip=(,¢, ¥y,
on prendra pour P le foncteur (ﬁ' ) ,?) associé a M .Lecritére 1 prouve
que JU est une catégorie & ¥ - projections (C.S. th.9, chap. INT).

3) Supposons que Q' = Q.P soit ~-engendrant pour i et que, si
M e)ﬁ 0’ il existe un cardinal a(;) (ot ;= cardinal de M) inférieur au
cardmal sup R, ot R e o et tel que:

a) Soit § EH M coQ’ (S) et M' < M si s est la Q’- sous-struc-
ture de S engendrée par M', on a Q' (s) < a(M)

b ) Soit m‘ la classe des M! €ﬁ( tels que M' < a(M) si M' em'
on a HM._<_a(M) ou HM.*'Q (M') D H
Soit e €K et M QO(e),; notons H_ une réduite (C.S. chap. V) deH *
en posant H= Q (M, m.m ). Q,'y est un foncteur d'hypermorphismes
saturé, Q' est ()H.e, X,He)-engendrant, ol X = Q'i’_, et P remplit
la condition 4 du critére 3. Donc (critére 3 et prop. 11) si P esta X-

noyaux et 3 fﬁlo-produits, il admet un adjoint.
C. APPLICATIONS.

THEOREME 2. Soit ¢;=(3R, G ,H*) un foncteur et soit H"* une sous-caté-
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gorie plfine de H* telle que H E:ﬁlo et §(H)CM. Supposons que §
soit a mo-produits et H° & noyaux, que XC é:— et X.nC X.H,;
pour tout noyau n dans H* et que § soii (MY, X, H )- engendrant. Alors :
1) Si K* est une catégorie telle que K émo et si mo et ?flo sont
des univers, H* est une catégorie a K * - limites inductives.
2)S8i s €H; et si r est une relation d'équivalence sur §(s), il

existe une q- structure quasi-quotient de s par r, og q = (M, §¢,H*).

DEMONSTRATION. Soit K* 63: Désignons par N* la catégorie longi-
tudinale des transformations naturelles R (H K *) entre foncteurs de

K* vers H". Soit P le foncteur de H* vers N associant 4 b le foncteur
de K* vers B H'* constant sur hB . Nous posons P(b) = b

-Soits; e;l‘ pour tout { €I, ol I €ﬁ'( . Par hypothése, il existe un pro-
xel‘s) de (s; )xcl

comme la limite projective du foncteur o de I° vers H*® défini par :

duit naturalisé ((p ) dans H*.On peut aussi définir §

i+s;, en désignant par I° la catégorie telle que I7 =1I. Par suite il
résulte de la proposition duale de la proposition 2 (C.S. appendice II) que
S est la limite projective de (N P o ,1°), c'est-a-dire que § est un pro-

duit de (s, )zel
morphe 2 N (H", K*)™ | formée des

dans P.- Désignons par N* la sous-catégorie de N iso-

y 61‘\‘1 tels que Y(K)COH".

On a P(H) C N. De la méme proposition on déduit que p = ( N*,P (,H"*)
est un foncteur 3 noyaux, de sorte que P vérifie H;(X.H:;—, p.s)
pour tout s €H;.-Supposons S €H: et ¥ €S.N.N;; soit (M,T,G),
ot M =4(S), le triplet définissant la transformation naturelle H g.¥ .Pour
tout e €K, on a 7(e) MM _, dod M’ = eLiK;,B(T(e))ejﬁo. Par
hypothése, il existe un j€S. é:— qui est (4, X.H;, H )- engendré par
(M,¢,M). On montre facilement que j est alors (P, X .H;, H )- engendré
par ¥. Donc P est (N.N;, X, H)-engendrant.-Si (0] EN; et si I estla
classe des (s,V) tels que s €EH et ¥ es.N.D, on définit une bijec-

tion (5, %)+ (s.(¥(e)), g
que O vérifie Pg. Ainsi les hypothéses du corollaxre 1 du théoréme 1 sont

) de I sur 1'5311 ,carHe’R 1l s'ensuit
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remplies, et p admet un adjoint. Ceci signifie que H* est & K* -limites
inductives. -Ladémonstration du théoréme 2-2 [1] s'étend immédiatement
pour démontrer la deuxiéme affirmation.-Rappelons que, d'aprés le théo-
réme 3-2[1], si F=(H*,F,K*) €J, alors F admet pour limite induc-
tive s une g- structure quas—i:quotient de S= 3 F(i), lorsque g est

- ieKg
fidéle, & savoir : si j désigne 1'application canoniqt?e de

E= 3 g¢.F(i)

ieK’®

o
dans ¢q(S), alors s est une g- structure quasi-quotient de S par la rela-
tion d'équivalence engendrée par j(E,A,E), oi A est la classe des

(x,q.F(k)(x)) telsque xe€q.F(i) et k€K.i,
i. e. par la relation d'équivalence image par j de la relation r telle que
Limgq.,F=E/r.®
-

Le théoréme 3-2[1] suggere de généraliser comme suit la notion
de limite inductive : Soit g = (DT( ,q,H") un foncteur fidéle. Soit I* une

catégorie, (IJO une application de I dans H; et ¢ un foncteur de I* vers

M el que
q(fpo(i)) = ¢(i) pourtour i€l;.
Supposons qu'il existe une somme 21 ® (i)=S dans H* et soit j
iel®
I'application canonique de

E= 3 o(i)

iel’

dans ¢(S§ ), soit r la relation d'équival:nce sur E telle que Lim9=E/r.
DEFINITION. Avec les notations précédentes et s'il existe Tme q- struc-
ture quasi-quotient § de S par j(r), on appellera § une g-limite induc-
tive de (¢,P ).

En particulier, si ® est la restriction 2 I; d'un foncteur ® =
=(H*,0,I*) tel que ¢.® = ¢ (ces conditions déterminent alors ® d'une
maniéreﬁunique puisque g est fidéle), il résulte du théoréme 3-2[1] que

§ est une limite inductive de ® si, et seulement si, § est une q- limite
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inductive de (CP,(DO). Du théoréme 2, on déduit :

COROLLAIRE. Si les conditions du théoréme 2 sont vérifides, si ¢ =
=N, ¢,1*) est un foncteur, oz I° 63"0.et si fI)o est une application de
I da;s H; telle que _q_(I)O(i) = @(1) pour tout i €1, il existe une
q- limite inductive de (¢, ®_), en supposant q fidéle.
Produits tensoriels :

Soit ¢ = (M, g, H*) un foncteur fidéle, I emo et X(q) la classe

des triplets f= (s, f, (sl.),.”) vérifiant les conditions :

1 /=(q(s). |, iIEIIq(s'.)) €M, seH;,s; €H;;
2)Soili_i €l et J=1-1{i}. P(lur tout u'-'—‘(xj)].e] €]_I;I] q(s].),
il existe un [* €s.H.s7 tel que q(f*) soit l'application x7-/(x;); ¢t
de q(s;—) dans ¢q(s).
On définit une catégorie T(gq), si 31(0 est un univers, telle que
T(q)=HuUHUS(q)
et que H* et H +I' soient des sous-catégories pleines, en posant :
(sifi(s)ier)(8i)ier=(s. [ Il alg;). algy);ep)
si (S'/'(Si)x‘el) €X(q) et g; Esi.H;
g (s, fi(s));ep)=(Blg) aleg)fils);iep)
si(s,[i(s;);ep) €3(q) et g€H.,s.
THEOREME 3. Si les conditions du théoréme 2 sont vérifiées et si q(n)
est une injection pour tout noyau n dans H*, alors T(q) est une caté-
gorie a H- projections, lorsque § est fidéle.
DEMONSTRATION. Soit T(§) la catégorie associée au foncteur § et a

1. Le foncteur § se prolonge en un foncteur Q de T(4) vers M en posant
Qls, fi(s);ep = (q(S),L» il;II G(s;) et Q((8);¢1)= iIcII 4(g).

-Montrons que, si EEN eH; pour tout A €A o A eﬁ'(o et si ((P}\)}\eA' S)
est un produit naturalisé de (s2\))nen dans 4 , alors c'est aussi un pro-

duit naturalisé dans T( §). En effet, soit
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7)\'—'(5)\, fail(sPiep) €3(4§) pourtout AE€EA.

On a
=1 ‘?(5)\)'[_7\' iIeI §(s) nen el
Soit -l‘—€1 et ]"'I-—{T} i = =(x, )IGJ ’I;I]q(s ), désignons par f)\

I'élément de s . H. s associé a /)\ par définition de la catégorie T(§).
Posons
“=07#1pep€S . Hosh

Comme §([*) est I'application :

x5 (/ (i) e A =(IN*)ie)ner =/(x);41)
de zi(s-;v) dans §(S), on trouve

[=(S.f(s});ep) €2(4) et [y=py.T.

Ainsi § est un produit de (sy)y,p dans T(4).-Soit » un noyau de
(b,b') dans H*,on b €H, a(h)=s et b' € 3(h).H.s. Parhypothése
q(n) est un monomorphisme. Montrons que n est aussi un noyau de (b, bh')
dans T(gq). En effet, soit

T=(s,fi(s);ep) €2(q) telque b.f=h'.T.

. T - T II . Tu

Soit i €I, J=I1~{i} et u=(x, )]e] xqu(si.). Les éléments b.f

et b'.?”, ol ;’—u est 1'élément associé a /'par définition, ont pour projec-
tion 1'application
xzo b (f(5); )= b'(f(x);,;) de d(sy) dans d(B(h));

puisque § est fidéle, ils sont égaux. Par suite il existe un et un seul

g
k% € '.H.si— tel que /":n.k“,oﬁ s'=a(n);
on a -k_"(x;) = 1’1(/(xt.)’.€,). 11 s'ensuit

k=(4(s'), a7, ilglq(s,.))em et k=(s", k(s;);¢)€T(q);
de plus k est l'unique élément de T(gq) tel que n.k= /. Il en résulte
que n est un noyau de (b, b’) dans T(gq).~ Une démonstration analogue

prouve que X C Q t'_ . LLes hypothéses du critére 1 sont donc vérifiées pour
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P=(T@),c,H*) et p=(T(q),¢,H").
Par suite T(gq) est une catégorie A H - projections. m

DEFINITION. Avec les notations du théoréme 3, une (H, T( g))- projec-

tion de (si)i e] €St appelée un g- produit tensoriel de (si),. el

EXEMPLES.

1) Soit H* la catégorie des homomorphismes entre modules sur un
anneau A (unitaire ou non) relative 2 M, et soit g son foncteur projection
canonique vers M. Alors (M ). iel admet le produit tensoriel ®I M, (usuel)
pour g-produit tensoriel. e

2) Si g est I'un des foncteurs projection canonique vers M de la
catégorie J des applications continues, (! des applications ordonnées,
F des foncteurs, JI' des néofoncteurs ou de I'une des sous-catégories de

Q) formées des applications sous-préinductives, f- sous-inductives [ 1] ou

f-inductives [ 1], alors il existe des g-produits tensoriels .

REMARQUE. Soient (C*, D) une catégorie gq-dominée, e €H;, s € C; et
D le foncteur de C* vers H*® tel que Ds(k) =D(k,s). La notion de
produit tensoriel considérée dans [5] (o (C*, D) est une catégorie addi-
tive) se généralise en appelant D -produit tensoriel de (e, s) une D -
structure libre engendrée par e. On peut «relativiser» la définition donnée
plus haut, de sorte que les deux notions soient identiques lorsque C* a un
générateur. Les g-produits tensoriels «relativisés» seront étudiés dans
[10], ot sera indiquée une construction du g-produit tensoriel comme

structure quasi-quotient d'une somme.

3. Quasi-cohomologie.

A)p-IDEAUX.

Soxt p=(M, p H*) un foncteur fidéle, ot M est une catégorie
pleine d'apphcanons 81 k €H et si p(k) est compatible avec une rela-
tion r sur p(a(k)), on dira que k est compatible avec r.

PROPOSITION 14. Soit H* une catégorie et r une application de H dans

la classe des relations vérifiant les conditions :
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1) r(h) est une relation sur p(B(h)) pour tout b €H;

2)Soit (h,bh')€H*w+H*; si keH.B(bh) est compatible avec
r(bh), alors k est aussi compatible avec r(bh .b').
La classe 1 formée des k.b tels que (k,h) €EH*'xH"* et k compatible
avec r(h) est un idéal de H*.

En effet, soit k.h €I . Si f €H.B(k), on voit que f.k est com-
patible avec r(h), de sorte que f.k.h €I , d'od H.I CI_ . Soit ' €a(h).H.
Puisque k£ est compatible avec r(h), il est compatible avec r(h. f')

d'aprés la condition 2, donc
k.(b.fr)el e I .HCI.
Ceci montre que I est un idéalde H* .m

DEFINITION. On appelle p-idéal un idéal | de H* vérifiant la condition
suivante : Pour tout 5 epi’—, il existe une relation r sur p( (b)) telle

que I'on ait :
k.bh €] si, et seulement si, k € H.B(h) est compatible avec r.

Il peut y avoir plusieurs relations r ayant la propriété indiquée dans
cette définition; nous supposerons que l'une de ces relations a été choisie,

et nous la noterons r( b ).On pose encore k& = p(k), si k €H.

PROPOSITION t8. Supposons que fmo soit un univers et p un foncteur a
mo-produits fibrés. Si | est un p-idéal, I'application b+ r(b) de pi’—
dans la classe des relations se prolonge en une application r définie sur
H, et | estl'idéal I, associé a r dans la proposition 14.
DEMONSTRATION. D'aprés la proposition 11, tout / €H admet des (NE, p, H)-
1mages choisissons-en une notée / En parncuher, si b €p , choisis~
sons b = bh. Montrons que l'apphcanon refsr( /) vérifie les conditions
de la proposition 14. En effet, r(/) est une relation sur p(ﬁ(/)) Soit
(f.') eH*xH* et k € H.B(f) compatible avec r(/) On a k. /e] par

définition. Puisque

[=1dy oma [ =ff

il en résulte qu'il existe
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-\ -
g€H telque (f.f')=/.g.
On en déduit
A -
ko(ff')=Fk.f.g€].gC]
et, par hypothése, k est compatible avec r(f.f'), ce qu'il fallait démon-

trer. -Soit [ 1'idéal associé a 1'application ‘r.Si k.f €l , alors k est

compatible avec r(f), et 1'on trouve

k.fe] e k.f=k.f.f €].f,C].
Inversement, si j € J, la relation j.a(j) €] entraine que ;j est compa-

tible avec r(a(j)), c'est-a-dire j € I,. Ceci prouve que | =1 _.m

EXEMPLES.

1) Supposons p = pg . Soit h=(C*,1,G*).b' €F, ot b’ 63:7 .
Désignons par r(h) la relation 6= (C, AG' C) telle que AG soit la
classe des couples (g, a(g)), od g € G. D'aprés le théoréme 3-1[1]
on a k.h €]q si, et seulement si, & €F.C* est compatible avec G-
Ainsi Jq est un pg-idéal. L'application r correspondante (prop. 15) de
¥ dans la classe des relations est obtenue en posant :

r(C*,®,C*)=(C,4,C)
oA est formée des (k, a(k)), ot k=®(f).....®(f,), f;€C.

2) Soit F(p) la catégorie des foncteurs p -structurés. Soit ]p

I'idéal de F(p) formé (no 8[1]1) parles b=(C", b, G*) € F(p) tels que
=(C-, ;, G*)€]Jg. Si pg est le foncteur projection canonique de
F(p) ver; M, 1'idéal ]p est un p‘g-idéal, cara b € ff'(p) est associée la

relation r( b ) définie dans 1'exemple 1.

PROPOSITION 16. Soit | un p-idéal et b eS.pL’_.s, ou s €H: et
S €H;. Les conditions suivantes sont équivalentes, oa f désigne la
relation d'équivalence engendrée par r(h) :

1)$ est une (p, ] )- structure quotient de S par s (C.S. déf. 34,
chap. II1);

2) § est une p - structure quotient faible de S par 7 (déf. 2-1[11]);
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3)$ est une p - structure quasi-quotient de S par r(bh) et p($§) =
= p(S)/r, 02 r est la relation p- compatible engendrée par 7.

En effet, soit p' la catégorie servant i définir les p - structures
quasi-quotient (n°® 1[1]). (k,7) estun (H, p")- projecteur, o k € R (H*),
si, et seulement si,onak’'=g.k lorsque k' € H.S est compatible avec
r(h), c'est-a-dire si, et seulement si,k’=g.klorsque 2.h € J. Dans ce
cas, pour que (k) =35 soit une p - structure quotient faible de s par 7,
il faut et il suffit que p( k) soit une surjection canonique (prop. S-1[11]),
donc que (k, h) soit une (p, ] )- suite exacte courte. m

La proposition 16 montre que l'étude des suites exactes courtes
relatives 3 un p- idéal se raméne A I'étude des structures quotient d'une

structure par une relation d'équivalence.

PROPOSITION 17. Soit | un p-idéal et b epi'-. Pour que (k, b) soit
une (Rd(H‘), px.r—,H *,] ) - suite exacte courte (C.S. déf. 32, chap. Ill),il
faut et il suffit que [(k) soit une p- structure quasi-quotient de a(k)

par r(b) ., la p-quasi-surjection correspondante étant k.
DEMONSTRATION. Soit (k, h) une (R (HY), p:_,z *, ] )- suite exacte
courte. On a k.bh €], ainsi k € Rd(H *) est compatible avec r(h) et, si
k' € H.B(h) est compatible avec r(h), il existe un et un seul g €H tel
que g.k = k'. Ainsi [B(k) estune p- structure quasi-quotient de a (k)
par r(h). - Inversement, supposons que k soit une p- quasi-surjection
définissant [(k) comme p- structure quasi- quotient de a(k) par r(b).
Puisque %k =(k, 7), o 7 est la relation d'équivalence engendrée par
r(h), estun (H,p")- projecteur (not. n°1[1]), ona k.h €] et

keRy(H, p7), d'od & €R (H*).
Par ailleurs la condition k'.h €] entraine (k', 7) €p”, de sorte qu'il
existe

g €H tel que R'=g.k.

Ceci montre que (k, bh) est une (Rd(H'), pir_,H *,] ) - suite exacte .-®

DEFINITION. Soit J un idéal de H*; si(k, b) est une (R (H*),p; H*, ])-
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suite exacte courte on dira que (&, b) est une | - suite quasi-exacte courte

ouque [(k) est une ] -structure quasi-quotient de [(h) par a(h) .

B) FONCTEUR DE QUASI- COHOMOLOGIE.

Nous supposerons donnés dans la suite :

1) Un foncteur fidele p = (M, p, H*), un p- idéal | et une sous-
catégorie X* de p:_ -

2) Une catégorie K*, un idéal I de K* et une sous-catégorie K'*
de K-.

3)Un foncteur D de K'*X K* vers H* tel que p.D soit une
restriction de Homp . .

Nous désignons par Kck+,1) 1a catégorie des morphismes entre
complexes de (K, I) (voir [11]), par € (K*, ) la catégorie K*x K(K +D)*,
par C", Z” et B” respectivement les foncteurs n- cochaines, n- cocycles
et n- cobords de (K*, I), qui sont [11] des foncteurs de €(K*, I) vers
M, pour tout entier n > 0. Soit

C=C(k:, 1)=K xK(K*, )* .
On définit un foncteur, noté C”, de €' vers H* en posant :
C™"(k',(E', T, E))=D(k',T(n))
si k€K' e (E',T,E)eK(K', I).
DEFINITION. On appelle foncteur de quasi- cobomologie d'ordre n pour
(X, ],D, I) un foncteur H" de €' vers H* vérifiant les conditions sui-
vantes, ol O € @'o :

1) Il existe des triplets définissant des transformations naturelles
(C", b, Z") et (C", b’, B") tels que h(0 ) et h'(c) soient (p, X,H )-
engendrés respectivement par (C”(o ),c, Z"(0)) et par (C"(0),.,B" (o).

2) Il existe un triplet définissant une transformation naturelle
(ﬁ", m',_Z-") tel que m'(0) soit une p-quasi-surjection définissant
H"(o) comme ] - structure quasi-quotient de Z"( o) par B"(o).

On dira que p est X-propre (resp. est propre) pour la quasi-cohomologie
si, lorsque ], D et | vérifient les conditions 1, 2,3, il existe un fonc-

teur de quasi-cohomologie d'ordre n pour (X, J, D, 1) (resp. pour
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(p:—, J.D, 1)) pour tout entier n> 0 .
PROPOSITION 18. Si -I-;:' est un foncteur de quasi-cobomologie d'ordre n
pour (X,],D,1), o i =1 ou 2, il existe une équivalence naturelle de
H" vers H".
DEMONSTRATION. Soient (E", bi,EQ‘) et (E”,b',.,-é:‘) les triplets inter-
venant dans la définition du foncteur .i'{-:‘ Soit o € @:'o. On a
h(0) €C™(0).X.Z%(c) et hi(o)eC™ (o). X.BXo);

hi(o) et by(o) étant (p,X,H)-engendrés par (C™o), 0, Z"(0))et
(C*(c),1,B"(0)) respectivement, il existe

Y'(0) €By(0).H; B(0) et Y (3)€EZG(0).Hy . Z(0)
tels que

b,(0).¥(0)=h () et by(a).y(c)=hy(o).

Comme B”?(c)CZ"(co), on a B"(U)C,B(b’.(cf)), et par suite, par défi-

nition d'un morphisme (p, X, H )- engendré , il existe

m (o) €Z7(0). H .BM(0) telque b,(0).my(c)=h}(c).
Les relations

hy(0).y(o).m (0)=hb,(0).m (0)=b'\(0)=h)(0).y'(0)=

=h,(0)m,(0).y'(0)
entrainent
g=(y(o),m,(0),m(c),y'(0)) €OH",

car b, (o) eRg(H‘). Par définition de ;I-:.'(O'), il existe une ] - suite
quasi-exacte courte (m}(0),m, (o)) telle que ,B(m;.(O'))=H:’(O'). La
proposition 44, chap. III, C.S., affirme que, en posant M*=[1JH*, il existe
une (Rd(M'),Rg(M'),M',D(H‘,'],H))-suite exacte courte (g',q)

telle que
¢ =(y"(0),my(c),m'(0),y(c)) ED(H*;H, Hj )-

Comme -Z—”’. et -Z-’; sont deux %(mi,p)-sous-foncteurs de C", le triplet

(-Z-’; ,')’..Z—'i) définit une équivalence naturelle. Les foncteurs E’; et
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ﬁ;’ sont équivalents, car ce sont deux W(Rd(H‘), H *)-foncteurs quotient
de E'{ En effet, pour tout z € '.€' .0, on trouve :
HY (). y"(0).m'(0) = HY(u).my(0).y (0)=
=mly (o). Zh(u).y (o) =
=my (o). y (07).Z%u) =
= y"(c").m' (o). Z"u) =
=y"(o').H(0).m'\ (),
d'on
H%(u).y"(o)=y"(c').Hi(T).
Ceci montre que (_1-;’; " ,E';) est un triplet définissant une équivalence
naturelle. w
PROPOSITION 19. Soit H" un foncteur de quasi-cobomologie d'ordre n
pour (p;—, J.D,1), Z" et B" les foncteurs correspondants. Pour que H"
soit un foncteur de cobomologie [11] pour (H, ]J,D,1), il faut et il suffit
que, pour tout T € (S’O, on ait
p(Z"(o)=2Z"c) et p(H™(o)=Z"(0)/7,
ou t est la relation d'équivalence p - compatible engendrée par la relation
r(m) associée au p - monomorphisme m EE"(O’).[):_ .E"(U) canonique -
En effet, ces conditions sont nécessaires. Si elles sont vérifiées
H"™(o) estune(p, ])- structure quotient de Z"(0’) par B”(0) d'aprés la
proposition 16 . m
Soient mo C ﬁ(o deux univers tels que mo eﬁlo; désignons par
M oee M les catégories pleines d'applications correspondantes. Soit P =
"(ﬁl P ,H*) un foncteur d'homomorphismes résolvant a droite et ';r-
compatzble Supposons que p =(M,P.,H"*) soit une restriction de P
telle que H = P(m) efm Soit ‘U(p) I'une des sous-catégories de la
catégorie ?(p) des foncteurs p - structurés :3:([7), f}:g(p), &p) ou

©'(p) considérées dans le n° 3 [1]; le foncteur projection canonique

de U(p) vers M est noté [;fu. Soit Xqq la sous-catégorie de F(p) formée
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A .
des pq- monomorphismes

h=(C",h.G*) e(py); telsque hep; (voirno 3[11]).

THEOREME 4. Si P est ~-engendrant pour N, alors p est propre pour la
quasi-cobomologie; si P est (M, U)-résolvant (déf. 1-3 [11]), pq est

Xqy - propre pour la quasi-cobomologie.

DEMONST RATION. Supposons que P soit ~-engendrant pour M. Soient
J.D.I vérifiant les conditions 1,2, 3, p. 46. D'aprés la proposition 13,
il existe des N(M%p,H)-sous-foncteurs Z” et B" de C" engendrés par

Z" et B” respec ., car p est ~-engendrant pour M (prop. 12). Soit
o 6(5:'0, S=7Z"(c) et s=B"(o);

désignons par m le p-monomorphisme canonique m eS.pil—.s. Le théo-
réme 2 (ou le th. 1-2[1]) implique qu'il existe une p - quasi-surjection m’
définissant une p- structure quasi-quotient s’ de S par r(m). D' aprés la pro-
position 17, (m',m) est une (Rd(H‘), Rg(H‘), H*, ] )-suite exacte
courte. Comme B" est aussi un .%(Rg(H‘),H')-sous-foncteur de Z7,
on sait (cor. prop. 49*, chap. III, C.S.) qu'il existe un %(Rd(H *),H*)-
foncteur quotient H™ de Z” tel que H”(o ) = s'. Ainsi H" est un foncteur
de quasi-cohomologie pour (Pt.’_, J.D,1), de sorte que p est propre pour
la quasi-cohomologie. - Supposons que P soit (NN, U)-résolvant (déf. 1-3
[1]) et soit 7 un [;tu idéal. La démonstration de la proposition 13 montre
que Xqq vérifie la condition B de la proposition 13 relanvement a p‘u Soit
b € Xq|. D'aprés le théoréme 1-3 [11], il existe une p‘u structure quasi-
quotient de ﬁ(b) par la relation r(b) associée au p=u idéal ] c'est-a-
dire il existe une ] suite quasi-exacte courte (k b) Il en résulte qu'une
démonstration analogue a celle qui précéde montre que p‘u est Xq|-propre

pour la quasi-cohomologie.m

COROLLAIRE 1. Si P est ~-étalant, il existe un foncteur de cobomologie
pour (H,],D,1) quel que soit le p-idéal |; de plus j;fu est propre pour
la quasi-cobomologie.

En effet, dans la démonstration précédente, on peut choisir § et s
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tels que p(S)=Z"(o), p(s)=B"(o)et m €p, sen vertudu corollaire
du théorame 2-2[11], on peut prendre pour H” (0 )une p - structure quotient
faible de S par r(m), & savoir la p - structure quotient de S par la relation
d'équivalence p - compatible engendrée par r(m) . Ceci signifie (prop. 16)
que -[-7"(0”) est une ( p, J)- structure quotient de § par s, de sorte que
H" est,d' aprés la proposition 19, un foncteur de cohomologie pour (H,],D,I).
D'aprés le théoréme 4, [;‘U est Xq(- propre pour la quasi-cohomologie. Mais

Xq = ([;‘u )i'-, car p est ~-étalant. Le corollaire en résulte. m

COROLLAIRE 2. Si P est un foncteur d’homomorphismes saturé dénombra-
blement engendrant pour M (déf. 1-5 [11), alors p est propre pour la
quasi-cobomologie et 1;1[ est Xq(- propre pour la quasi-cobomologie.

En effet, d'aprés le théoréme 1-5[1], P est (M, U)-résolvant,

de sorte que le corollaire 2 se déduit immédiatement du théoréme 4.

EXEMPLES.

1)Si p=pg ou pg, il existe un foncteur de cohomologie pour
(H,J,D,1) pour tout p-idéal | et 1;11 est propre pour la‘quasi-cohomo-
logie , p étant ~-étalant. Si p = pg- ou pyp, alorts p et pq; sont propres
pour la quasi - cohomologie.

2)Si p = py(, ox H est I'une des catégories gos 4fs ou 4/ Yo s
[11), p est propre pour la quasi-cohomologie et pq| est Xq(- propre pour la
quasi-cohomologie, car P est dénombrablement engendrant pour M, en
vertu des théorémes 3-S5 et 4-5[11].

Il. ADJONCTION DE LIMITES A UNE CATEGORIE.

A

Dans toute cette partie, nous désignons par mo et par mo deux
A A A
univers,fmo C'mo.mo 63]’(0, par M et M les catégories pleines d'applica-

tions correspondantes, par J et 9" les catégories des foncteurs associées.

1. Adjonction de limites projectives.
Soient C* et I* deux catégories. Nous notons R(C*,[*)T la
catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de I* vers C°*

dont nous identifions la classe des unités a la classe des foncteurs de I°
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vers C*; de plus la sous-catégorie de NeC*, I1*YD formée des transfor-
mations naturelles qui sont des foncteurs de I* vers la catégorie latérale
BC *, constants sur une unité de HC *, est notée E . '.; elle est isomorphe
aC-.

Soit ® = (C*,®,1*) un foncteur. Si P admet une limite projective
e, et si p, est, pour t:ut i €1, la projection canonique de e vers D(i),
le (N(C*, 1HM, - P)-éjecteur correspondant 3 cette limite est la trans-
formation naturelle définie par le triplet (®,7,é), ot é est le foncteur de
I* vers C* constant sur e et od T(i)=p, pour tout i €l;.

Nous supposons donnée une classe 4 de catégories telle que ic 30
et que la catégorie «vide» n'appartienne pas a § (restriction supprimée a
la fin du § 2).

Si C* est une catégorie, nous appellerons application §- limite pro-
jective partielle sur C* une application vV qui associe, a certains foncteurs
® de I* €Y vers C* admettant une limite projective, un (R(C*, *)™ E'I.)-
éjecteur v(®). Si une telle application v est choisie, nous désignons par
Lim¥ ® €C; la limite projective de ® déterminée par la source de (D)

par p:.'(d)) sa projection canonique vers ® (7). Si
¥edmN(C*,I*) et am(¢)e2~",
I'unique élément b € C tel que
(D) EDl; =V,

ol h‘ est 1'élément de E‘I. déterminé par b, est désigné par lim¥ ¥. Si
aucune confusion n'est possible, les exposants v seront supprimés.

Si C* est une catégorie a §-limites projectives, nous appellerons
application §- limite projective sur C* une application §- limite projective
partielle v sur C* telle que v (®) soit défini pour tout foncteur @ =
=(C-,®,I*), ot I*'€94. Le foncteur vers C* de la catégorie somme des
catégori:s ReC 1P, on I €d, déterminé canoniquement par V, est
noté Lim” , et dit foncteur limite projective associé a v .

Soit 19 1a classe des tiplets ((C*,¥),F,(C*,v)) tels que

1)F=(C*,F,C*) €5, -
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20) vV et Vv sont des applications - limite projective partielles sur
C* et sur & respectivement; si ® €C* F.4 et si v(®) est défini,
;/(F.(I)) est défini et

v(r.0)=HF.v(®).

3;,51 est une - catégorie pour la loi de composition

((C'*,v'),F.(C*,v')).((C*,v),F,(C*,v))=((C'"*,v),F'F,(C*,v))
si, et seulement si, (C'*, V') = (é“, 13).

Nous identifions la classe de ses unités i la classe des couples (C*,v ),
o C* 63: et v est une application §-limite projective partielle sur C*
Soit ?4 la sous-catégorie pleine de .‘f‘g ayant pour unités les couples
(C*,v) tels que v soit une application §- limite projective (par tout définie)

sur C* .

Soit pg

le foncteur de ?g vers F défini par la surjection
((C*,¥),F.(C*,u)+(C*,F,C)
Soient q'g et qg les foncteurs projection canonique vers M de 3;,5] et de

respectivement. Soient P, Q° et Q' les foncteurs de f?g vers 9:, de
?g vers M et de ?'g vers M définis de méme 2 partir de l'univers fﬂo.

PROPOSITION 20. 3;,}] est une catégorie a mo-produits; pg et (cf'g, L, ?g)
sont des foncteurs z‘zmo-limites projectives. Q° est un foncteur ~ - engendrant
pour )ﬁ .

DEMONSTRATION. Soit | €Jl_ et supposons

(C.',v.) e?'g pour tout j €],

Désignons par C* la catégorie H C , par F, le foncteur projection cano-
nique de C* vers C Soit @ —(C (I) 1) €F.9. On sait que ® admet
une limite pro;ecuve si, et seulement si, F .® en admet une pour tout
j €], dans ce cas, (Lim” IF .0). jej estune lmute projective Lim¥ ® de
®, dont la i-é&me projection canomque est (p; 7(F D)), ie]” Seit v(d)le

(R(c-, 1)L, c-1y. -éjecteur correspondant; on a

V(@) =[V(F;.®)] .,
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dans la catégorie latérale des transformations naturelles ne. L'applica-
tion ® » v(P) si, et seulement si, vj(d)) est défini pour tout j €] est
une application §- limite projective partielle ¥ sur C*. Il est évident que

(C*,v) est un produit de (( Cj" v,.)) dans 3;;9 . Donc q'g est un fonc-

iel

teur 3 mo-ptoduits.-Si de plus (C,:, vi) €§° pour tout j € ], on a
(c',vy e,

de sorte que (?;g Ly ffg) et pg sont des foncteurs 2 fmo-produits.

-Nous supposons

F=((C 1, F(CuneP e F=qC,0,p.(cvyed

posons F =pg(ﬁ') et F'= pg(i‘") et notons N* le noyau de ( F, F') dans
F. Soit D=(N*,0,1')€F.4; le foncteur ' =(C*,®,I*) admet une

limite projective. C:mme F.®' = F',®', on trouve
Br.ved)=v(Fr.0)=wr .0)=Br vcor)
d'od
LimY®' eN et p;’(fb') €N pourtout i€l

Si Wel(N,I') et am(‘P)GI.\;'I', on a de méme BF.‘I":BF'.‘I",
od V' = (Hc:,w,1'). 1l s'ensuit lim* ¥ €N, car

F (lim* W) = lin® HF.9') = F'(1in® V).
Par suite I'application qui associe 3 ® la transformation naturelle
(BN, v, 1)
est une application - limite projective sur N *, notée V'. On a
m=((CH ), (N, v eP.
(

foncteurs (?'g,z ,.7!‘4) et pg sont & noyaux. D'aprés la proposition 1, ces

Ainsi m est un noyau de ( F, F’) dans .‘fg, dans 3"'5 et dans p° .Donc les
foncteurs sont aussi a mo-limites projectives, puisque nous avons montré
plus haut qu'ils sont & mo-produits.

A

-Enfin, montrons que Q° est ~-engendrant pour M. En effet, supposons

(C',v)eff'i, MCC e M%¢Q.
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Disons qu'une sous-catégotie H*® de C* est stable pour v si les condi-

tions
d=(C",0,1'YeF.§ e O(I)cH
entrainent p:’((b) €H pour tout i €1 ,et si l'on a lim*¥ €H lorsque
v=Hc v, 159, a®w)eC I e Y(hcoH.
Dans ce cas, H* est une catégorie 2 §- limites projectives. La sous-caté-
gorie H* de C* intersection des sous-catégories H* de C* stables pour
V et contenant M est évidemment stable pour ¥ . C'est donc une catégorie
a §- limites projectives, admettant pour application §- limite projective I'ap-
plication ¥ telle que v (®) = (BA*,¥(®),1°), od
b=(c:,0.1, si O=(H <1>1)eff§
Par suite (H v) 63‘4 Pour que (K*,¥') soit une Qg~sous-structute de
(C*,v), il faut et il suffit que la sous-catégorie K* soit stable pour v .
On en déduit que (1:1 :, ;!) est la Qg- sous-structure de (C*, ¥ ) engendrée
par M.m
COROLLAIRE. Tout élément de ‘J"g admet une (3‘4 3’9 f?'g) projection.

DEMONSTRATION. Soit e = (C*,¥) eFd ec u= 3_-4 F9 . Alors U est

une m - classe et, g:g étant une catégorie a ﬁl prodmts (prop. 20), e

vérifie la condition P relativement au foncteur P ={( 3:' Y(3-1).Soit
F=((C°,v),F,(C°,v))-[ Fb]bcu .

La classe F(C) engendte une Qg- sous-structure (N°, ;l') de ((E' :, ;J);

d'aprés la proposition 20; 1'élément ((é' , ;J),L (N ,;/' )) est un mor-

phisme (P, ?g,ffg)-engendré par F. Ainsi les conditions du théorame 1

sont vérifiées, de sorte que (N°, ;/') est une (?g,gg,?'g)-projection de

(C*',v).nm

A. THEOREME DE COMPLETION PROJECTIVE RELATIVE.

DEFINITION. Soient (C*, V) ef’fg° et MC C. La 0 sous-structure (M*, v)
de (C*, V) engendrée par M (prop. 20 ) est appelée complétion §- projective
de M dans (C*, V).
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REMARQUE. Cette définition précise la notion de complétion gauche consi-
dérée dans [ 12].

Dans la suite de ce §, nous désignons par 51.( et par §: les satu-
rantes respectivement de J dans M et de ¥ dans ff On sait que m
un univers; un élément de W est dit Lune W - classe. Nous supposons que
4 est une partie de 3" telle que § em Le symbole I* représentera tou-
jours un élément de g Nous notons U un univers tel que UC .me; une U-
catégorie [ 2 ] est une catégorie H* telle que e'.H.e soit une U-classe

pour tout couple (e’, e) d'unités de H*

THEOREME 5. Supposons Qem o (C* v)e?g et MCC Soit (M v)
la complétion §- projective de M dans (C*,v). Si M em o' On @ M e?f(

Si M* est une sous-catégorie de C*, si Lim® est injectif et si Lim¥® é M
quel que soit ® €C* 5.4, alors M* est pleine dans 1;1’; si de plus M
est une U- catégorie et si pg:(ﬂ)c U, la catégorie M* est aussi une U-

catégorie.

DEMONSTRATION. Si V est une classe, nous notons V son cardinal.Si
A est un ordinal, nous désignons par X le cardinal A ,ot (A, <) estun
ensemble bien ordonné de type A [13]. Inversement, si n est un cardinal,
soit 7 l'ordinal borne supérieure (dans la classe ordonnée des ordinaux) de
la classe des ordinaux A tels que _:):<n; en particulier, si V est une
classe, nous posons V=2,0h n="V. A un ordinal X est aussi associé
[13] I'ordinal initial wy d'indice A, tel que Z)\ soit 1'aleph d'indice A .
Dire que N o ©St un univers entraine que 'ordinal A, borne supérieure de
la classe des ordinaux {;, o V Emo, est inaccessible au sens de Tarski

[13]; il s'ensuit w) = A. Remarquons que 1'on a aussi

A= ol J
s V-

-Si I1'€Y,ona Iem , et par suite T<A . Comme § Emo, on a

v= U 1eM,, dod ITgU<A.
I cg

L'ordinal w) étant régulier[13], on en déduit

89



56 C. EHRESMANN

Ag'z Isu T<SU<A et A+ 1<A.
‘e
L'ordinal initial wy , ; est régulier, car son indice est de premiére espéce
[13],etona a’)\g+1<‘;A = A ; nous poserons A= C‘)Kg+1"
-Supposons (C*,V) € 9:0. Soit Lim le foncteur §-limite projective Lim"
associé 4 V. Pour toute sous-catégorie B* de C*, nous construisons une
sous-classe c¥(B) de C de la fagon suivante :
Soit Sé' la classe des foncteurs ® € C* ffl tels que ®(I)C B.
Soit 71" la classe de tous les éléments p;‘(‘b) tels que ® € 8}3. et

B
i€ I(; . Soit AIB. la classe des transformations naturelles

P eN(C*,I') telles que a@(¥)eB+!' e W(I)cOB:.
On pose

o"(B)zBU(Il.Je md "ulin® (AL')).

g

On définit une bijection gz de o¥(B) sur une partie de

N=BuU IUg((Ix B.J.1) ucoB:.M.1)
‘e

en posant
gB(m)=m si m€B;
gB(m)=(i.(B.<D,I))€I><B.3f(.1 siméB,simEWBP et si
I'on a choisi i €1 et ® 63[;.

tels que m = p (®);

gB(m')z(DB‘,‘I’,I) €OB* .ﬁ(.l si gB(m') n'est pas encore
défini et si l'on a choisi

y eAg tel que m*' = lim V¥ .
Si B e’ﬁo, les relations B ef)'flo, I Emo et d 63‘]’(0 entrainent
B.M.1=B.M.1eN, 0B M.ael, e Nel,
car ﬁo est un univers. Il s'ensuit

gB(a“(B)) eﬁ'flo et OY(B) eﬁ(o.

-Soit MC C. Pour tout ordinal A< A, nous définissons par récurrence
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transfinie une sous-catégorie M) de C* comme suit :

1o) M est la sous-catégorie de C* engendrée par M;

20)Si A= A"+ 1, alors M, est la sous-catégorie de C* engendrée
par o¥(My);

30 ) Si A est de seconde espéce (i.e. n'a pas de prédécesseur), on
pose M)‘— U M§ On a évidemment M, . C M, si £'< ¢
M)\ est une sous-catégone de C*. Nous allons montrer que Mj = M ol
(M , V) est la complétion g- projective de M dans (C*,v). En effet,
on a M}C 1;1, car toute sous-catégorie de C* stable pour v et contenant
M doit évidemment contenir M? . D'aprés la proposition 20, il nous suffit
de montrer que M3 est stable pour v .En effet, soit ® € C* T el que
®(1)C M5 . Pour tout k €1, il existe §k< A tel que (k&) EM . Puisque
T<AX et que X est un ordinal initial régulier, la limite £ de la suite trans-
finie (£,); ¢ de type T vérifie la relation £< >\, de sorte que l'on a

D(k) GME pour tout k €], Par suite @ € 8&5 et, par construction, on a
pi(CI))GMQ,_H.CM‘)\ pour tout i €l;.
Soit ‘PEBC'.?}'.Q une transformation naturelle de é vers ® telle que

W(])C OM%, o é est le foncteur constant sur e € C..De méme on trouve
un ordinal £' tel que

£2&<h e W(HCOM.
Il s'ensuit ¥ eAg, ol B = Mg' 410 €€ qui entraine

LimW € Mgy , C M3

Donc M3 est stable pour v, d'on Ma\— M.
-Supposons M G’T(O, on a M, G)T( » car Pq est ~- engendrant pour M
[1]. Supposons prouvé que M, em pour tout £ < A, ol Ag X.Si A=
=N + 1, alors M€ mo, car M,\ est la sous-catégorie de C* engendrée

par O'V(M)\.), qui appartient 3 mo d'aprés le début de la démonstration.

Si A est de seconde espéce, on a My = U M, , dou
e<n €

7 —
ng%)\M§<A,
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car A est régulier, ,,Mf < A pour tout £< A et AX $\< A . Par définition
de A, il existe V €‘mo tel que ﬁ;ﬁ V; autrement dit, il existe une bijec-
tion de M, sur une partie de V; ainsion a My e?ﬂo . Par récurrence trans-
finie, on en déduit M3 eﬁo . Par conséquent, il existe un isomorphisme G
de M* sur une catégorie S°*¢€ ?o .

-Dans la fin de cette démonstration, nous supposons que M* est une sous-
catégorie (quelconque) de C* (donc M = M,), que les relations Lim¥ ® =
= Lim” ® entrainent ® = ®' et que Lim* ® £M pour tout ® € 31{”\ Exa-
minons la forme des éléments de M, pour un ordinal A= N + I < A. Soit

A4 la classe des éléments lim ¥ € M, tels que

weIUQA[{’.N’ lim‘l’,éMN et oa(lim¥)eMy,
‘e

et soit A';\ la classe des composés m,, . ... .m, tels que
mleA}\U(M)\); si 15.j_<_ﬂ,‘
on a A%, A} C A" . Soit By la classe des m' € M, tels que
m’ e(,.ggwllﬂox)u(Mk)é et m' £My = (My),.
Si m'=p, (D) €By, ona a(m')=Lim® et, par hypothése, a(m') £M.

Si I'on avait a(m') € My =M, il existerait £ <A' tel que
a(m')= Lim ® et @'ES{M. ;
£
Il s'ensuivrait ® = ®' et m' €My CMy, ce qui est impossible. Donc

m' € By entraine a.(m'),éMN ou m' =a(m') €My . Soit Ny la classe

des composés m".m .m' tels que
m'€B,y, m €A% et m" €My u(Mx);.
Montrons que 1'on a My = N5 . On a évidemment
o¥( My JU(My); TNy CM,y.
Il nous suffit donc de prouver que N, est stable dans C*. Pour cela,

montrons d'abord que I'on a
(AL = (M2)g) My C AR Y My,

En effet, soient
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m=m, ....om, €AYN=(My); et m"ea(m).My.
On peut se ramener au cas ol

m, = lim¥ €Ay, avec ¥V eAIIW'N .

~
Soit (®, T, a(m,)) le triplet définissant la transformation naturelle ¥. Si
T' désigne la surjection
i+ 7T(i).m" € Ms, pour tout i GI‘;,
le triplet (®, 7', a(m")) définit la transformation naturelle
— - I*
Y =¥ mMmn" eAMN
eton a
myom" = limP* € Ay U My,.
Il s'ensuit, par récurrence,
m.m" = (m, o om, ).(mz.m") GA'xUM)\. .

Pour montrer que N est stable, supposons

f=m".m.m' €Ny et f[= " am.m eN;\.ﬁ(f).
Les seuls cas possibles sont les suivants :

10 ) Soit m" € My, ; nous avons vu que m = B(m"), par définition

de By .

a) Si m E(M;')c;, on a

ff=(m".m") . m.m' €Ny,
car m" .m" € Moy o My, CTMy,;
b) Si m eA)\-:(M)\)é, en utilisant le résultat précédent, on

trouve
mom” €A’y My, CAQU My C M)\..A')\;
par suite m.m".m EM)\..A;\.A;\C M)\,.A;‘ et
;.f= m" (m.m".m" .m).m' €N,

20 ) Supposons m" /:[M)\., c'est-a-dire m" e(M)\)é ~(My,) 11

o
s'ensuit a(m') EMy—M,,.
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a)Si m'=a(m'), on a a(m )£My, dod m=a(m) par
définition de A’y et 7: a(m) par construction de Ny
ainsi /.'./'—'fEN)\.
b) Supposons r'n"=p’.((I>))éMN. Si me(My),, on a aussi
m' €(My);, d'od
fE(My), et /~.f= /~€N)\.
Sinon, m admet une décomposition m_.....m, €A’ dans

laquelle
m, = 1im V¥ € (Lim @).A)\.M)\. .
Puisque Lim estinjectif, on en déduit ® = a™ (V) et
m.m, = p(®).lim¥ =T(i) €My,
en notant (®,7,é) le triplet définissant la transformation
naturelle V.
1)Si m €A - (My);, on a
;;l.&'.mﬂ GA'.M)‘,CM‘}\'.A%’ et 7;.;n".m €M)\,0A')\-
donc f.f = m" (m.m'.m).m EN,.

2)Si m = a(m), 2 partir des relations

-~

. - -~ -~ "
" ' ”.m .m—(m".m'.mn).(mn_l.... .ml)éM)\:.A)\,

- -~ ” -~
g=m".m.m'.m".m=m

on trouve encore

f.f=g.m" €Ny.
Nous avons donc montré que, dans tous les cas, on a f.f €Nj), ce qui
assure que N est stable dans C*, et a fortiori définit une sous-catégorie
de C*; autrement dit, My = N5 .- En particulier, soit A =2. Si m =

=limV¥ €A,,ona
B(m) = Lim BO(Y) £M,
de sorte que A', = A, U(M,);.Soit f EN, = M, ; de la définition de N,

etde A, il résulte

2 ’

f=m.m', ol m'632 et mEAZUMU(Mz)c‘..

9%



SUR L'EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES 61

Si a(f) €M;, cette relation entraine

m'=a(m'), dou /eA2 UM;
si deplus B(f) €M, on obtient f € M. Donc M* est une sous-catégorie
pleine de M .

-Pour tout ordinal £ £ A\, soit B'f la classe des composés m' = My e omy

tels que
B(m') €M, m} eri et 1<£, <&, <...<& 28,
les ordinaux f}. étant de premiére espéce. Si m = lim ¥ €,B(m').A§+1
etsi m', = pi((I)), les égalités
Lim fP(¥) = B(m) = a(m\)= Lim ®
entrainent ® = S (V¥), d'odx

’ —— s ’ . ’
ml.m—‘r(z)er et m .m-(m"

.m'z).‘r(i) €M§' ,
en désignant par (®, T, ¢é) le triplet définissant la transformation naturelle
Y. Ainsi By .A5+1C Mg . Soit A< X. Supposons montré que, pout tout
£<N, on ait M;.Mg=M.By et soit {e€M;.My. Si A\ est de seconde
espéce, il existe £ < A tel que
€M My CM.By CM.BY.
Soit A= A' + 1. Nous avons vu que l'on a f=m".m.m"' € Ny . Plusieurs
cas se présentent :
10)Si m” €My .M, on a m€(My); car B(m) €M entraine
B(m) *Lim ®. 1l en résulte
[=m".m'e€M.B\C M.B').
20) Soit m"” €My et a(m")£M, ona m” € M.B')' par hypothése.
a)Si m e(M;\)(;, on trouve
[=m".m" €(M.B'y).BC M.BY ;
b) Soit m = My e oy €AY et mq}é(M)\)é. D'aprés ce qui
précéde

m".mq GM.B')\'.A)\'+1C M.M)\'C M.B')\I

95



62 C. EHRESMANN

et, de méme,
(m".mq).mq_1 €M.B%.AyCM.B%;
il s'ensuit, par récurrence, m”.m € M.B'),, de sorte que
f=(m".m). m €(M.B'N).B';\C M.B%.
Par récurrence transfinie, on obtient
M, .M=M;. M35 = M'B'i°
Soit] £& LA N et m' =m! ... .m' GBX'(Mf)é' Il existe £'< £ et
P e 8&5' tels que a(m') = Lim ®. On en conclut
m'ler._H., m'eB'f et B')\.(Mé-);,CB'f.
Cette relation entraine
M, M (My),CM. B (My)CM B;\—-M My,
et par suite M;.M.(Mx)é = MC".M)\. En particulier,
M, MM CM, . M.(M, ), .M;CM;. M, . M;CM.
Ainsi M* est une sous-catégorie pleine de M
-Supposons de plus que M* soit une U- catégorie, 1'univers U contenant

1:3:(9) désignons par ‘U 'univers obtenu par saturation de U dans fﬂ, i.e.
/3(31( .U). Soit E €EM;.Si E'€M;,ona

E.M.E'=E.M. E'e‘u

Supposons montré que, pour tout £ <A, ona E, M.E' €‘U si E' G(ME)

od A< \ . Soit E’ €(M,);. Si X est de seconde espéce, il existe £ < M
tel que E’ er , ce qui entraine E . M E’ 61.1 Soit A=N'+1, E' EMa— My,
et f€E . M.E’'; nous avons prouvé que l'on a E. M.E'=E, My . E' et

f=hb.m,... .m'l) €M.B .

Comme a.(m'x) = E’' /éMN, il existe un et un seul ® € 85”)\' tel que E' =

=Lim® etona
my=p,(D) €(My);.My, avec ice€l;.

11 s'ensuit
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1= bo(mt e omly) €E.M.B% . 0(i) CE. My .B(i).
En assoc;iant A /6E.1{4.E' le couple (f',i) €E.My .®(i)XI, on

définit une bijection de E .M .E’ sur une partie de

u=( U E.My.00i))x1I.
iel’

Puisque E.MN.Q(i) el pour tout { el; et que I(;CI €U,onaU 611,
car U estun univers, et par suite E 1;1 .E' € U. Par récurrence transfinie,
on en déduit que E.M.E' est une U-classe pour tout E’ EA‘A‘; et E€M;.
- Soit alors E' € 1610 . Supposons montré que, pour tout £ < A,od 1<A < X,
on a
E".M.E' €U si E"€(M,);.
Soit E" €(Mj);. Si A est de seconde espece, il existe £ <A tel que
E" €M, de sorte que E".M.E" €U. Soit A= N +1;o0na,siE" *M,
E" =Lim®', oa ® € SL'N )
Si /eE”.ICi.E', alors f: lim¥, ot ¥ est la transformation naturelle
définie par le triplet (P*, 'r'.é") tel que
T'(i)= pi(d)')./ pour tout i €l;.
L'application
[+ (0, (@) f);gp» o2 [EE".M.E',
°

est une bijection de E".M.E' sur une partie de U’ = 'H @'(i).A“l.E'.

Etant'donné que ®'(i) € My, ona U’ €U, car fels
d (i).M.E' e‘fl et I efl;
a fortiori E 161 .E'€e ﬁ . Par récurrence transfinie, il en résulte
E".M.E' e‘fl si E’' 61\‘48 et E” 61\:1;,
ce qui signifie que M* est une U- catégorie. La démonstration du théoréme

est ainsi achevée. m

COROLLAIRE. Qg est ~-engendrant pour . Les foncteurs pg et (3‘"4 F !])

admettent des adjoints.
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En effet, la premiére partie résulte de la premiére affirmation du
théoréme 5 la deuxiéme du critére 1, les foncteurs pg et (ﬂ:'g,t F g)étant
a fmo- limites projectives, les foncteurs Pg et (g:'g,t , ? g) a fﬂo-produits,
en vertu de la proposition 20 .
REMARQUE. Si (C*,V) € ?go et si (1(4 ‘, ;/) est la complétion §- projective
de M dans (C*,v), alors (1{4 :, 1:) est aussi la complétion g-projective
de M dans (1;1‘,;/).
DEFINITION. Une (ffg, f;‘-'g)-projection de (H*, u) 63{ est appelée com-
plétion §- projective de (H*, u).

En particulier, F est isomorphe 2 la sous-catégorie pleine de ¥

ayant pour unités les couples (H*, @), od @ est la surjection vide.On a

g

(K*,),E. (H* gD TS .5
si, etseulementsi,(K',v)E?go et (K‘,E,H‘)Eff.

g

aux complétions §- projectives de (H*, ).

Par suite, les p” - structures libres engendrées par H* € 3"0 sont identiques

B. pg -STRUCTURES LIBRES.

THEOREME 6. Soit §C 3:0 et 969']‘(0. Tout H'G?O engendre une pg-
structure libre ( H :, ;J) ayant les propriétés suivantes :

1) v est injectif et H* est une sous-catégorie pleine de H *;

2)S8i pg_(ﬂ) est contenu dans l'univers U et si H* est une U-

catégorie, H* est une - catégorie.

DEMONSTRATION. D'aprés le corollaire du théoréme 5, H* engendre une
pg- structure libre (C*,v).

-Soit K* 63:0; soit K la catégorie obtenue en adjoignant 3 K* un élé-
ment initial 0. Nous désignerons par @(K*) la sous-catégorie pleine de

m(m,(K.’_)*)m, ol (K+)* est la duale de K_;_, ayant pour unités les

foncteurs F de (K+)* vers M tels que F(0) soit un atome (i.e. ait un

seul élément). Soit 7. l'isomorphisme canonique (App. 1, C.S.) de K*

sur une sous-catégorie pleine de @(K*) qui associea e € K; le foncteur

Mk-(e) de K_t vers M défini par
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UK‘(e)(e')‘—‘ e.K+.e' si e’ €(K+);
77K-(e)(/)=(i-K+-a(f):/:€-K+-IB(f)).
od f(k)=Fk.f pour k ee.K+.,3(f).

En particulier, on a 1, .(e)(0)= {(e,0)}. Puisque M est une catégorie
a §- limites projectives, §7&(?R,(K+)"‘)mI est une catégorie A 4- limites
projectives et le foncteur 7). est compatible avec les 4- limites projec-
tives. Nous allons définir sur @(K*) une application §- limite projective
v%(. comme suit : Soit Lim le foncteur §-limite projective usuel sur N :
si
F=(N,E11)e¥.,

la classe Lim F est donc formée des (Si)iel' € ‘H[ F(i) tels que

o iel’

o
F(k)(s‘.)= s pour tout kei'l. 1,

Soit ® =(Q(K*),®,I*) un foncteur. Pour tout e € ( Ky I'application
k-+>®(k)(e) définit un foncteur (I)e de I* vers M. Désignons par l((De)

la classe des couples

(z,9), od zelLim®;
évidemment /(P ) est aussi une limite projective de @ . Le foncteur

(R, k% )T, ®,1°)
admet pour limite projective l'unique foncteur Lim ® de K_;'f vers M tel
que
Lim®(e)= l((I)e) pour tout e e(K+)¢;.
Comme (Po(e') =®(e’')(0) est un atome pour tout e’ €K;, la classe
Lim ®(0) est un atome de la forme {(z,®)}. Par suite Lim ® est aussi
une limite projective de ®. Pour tout i €l;, la projection canoniquede
Lim ® vers ®(i) est la transformation naturelle 7(i) définie par le tri-
plet (®(i), Ty Lim®), ou T;(e) est l'application
((z’.)'.clt;,(l))-»zl. de Lim®(e) dans ®D(i)(e).
g

Nous désignons par ¥V .(®) la transformation naturelle définie par le triplet

99



66 C. EHRESMANN

(‘I),AT,E), ot E est le foncteur de I+ vers K* constant sur E = Lim ® .
(]

L'application ® - ng,((I)) est une application §-limite projective Vi
sur @(K*). Puisque Jﬂo € mo, ona MM, K’_"*) efmo, d'ot
s .=(Cf(1<-),vg,<.) ¥

Si Lim X'®=Lim K'®', la relation I(®,)=1(®}) entraine & =o',
par construction. De plus Lim ® n'appartient pas & 7 .(K). D'aprés le
théoreme 5, la complétion § - projective (E',;) de 7p.(K) dans S%(.
est telle que K emo et que 7p.(K)* soit une sous-catégorie pleine de
K*. Comme Q0 est un foncteur d'homomorphisme s saturé, il existe

s @Ry z- 3 4 &

i= (@K, %) ,u (K, vy eF 5,
g

est une sous-catégorie pleine de ('(K*) et que la restriction de z a K

Puisque K Emo et que p°(#).7Ty. est injectif, on peut supposer que K*

est -'IZK. .
-Soit H* 63"0 et soit ((C*,v),]) un (ffg,pg)-projecteur. Les relations
(@ (H ), AP e (@) 0 e
assurent I'existence d'un et d'un seul G’ € 3;4 tel que
oGy = (@cH ) H).
Il s'ensuit que | est un foncteur injectif, de sorte que J(H)* est une

sous-catégorie M* de C* isomorphe & H*. Soit ® = (C*,®,I') €T et
E=LimY®. Si l'on avait E €M, on aurait pg(&')(E) €H et I'égalité

Lin((G).0)= (G )(E) en
entrafnerait, en posant ®' = pg(ﬁ—l. é').@,
Lim H (@ (H), 0", 1*) €7 ,.(H),

ce qui est impossible par définition de vg . . Par conséquent E £M.

H
-D'aprés la construction d'une pg-structure libre (th. 1), (C*,V) estla
complétion §-projective de M dans un élément de f#i, produit d'éléments

de 3"0. La remarque précédant le théoréme affirme que (C*,V) est aussi

la complétion g-projective de M dans (C*,v). Ainsi, en reprenant les
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notations du début de la démonstration du théoréme 5, C = )\L<’ y M, .-
Montrons que Lim” est injectif. En effet, supposons qu'il existe

(Dm €C* .3:.17‘”, o m=1 et 2,
tels que
Lim" @, = Lim”(l)2 =E et ‘I>1=|= o,
Soit A le plus petit des ordinaux A' < X tels que
D (1)U, (1,)C My
nous pouvons supposer que c'est @2 qui vérifie

02,585“.5 quel que soit £<A.

On sait (démonstration du théoréme 5) que >\<‘$\.. Désignons par A une
classe de la forme C,U{ E'}, od E’ £C, et par a I'application de A
dans C telle que
a(E')=FE et a(e)=e si e#E'.

La catégorie a*(C*) induite de C* par a (chap. IV, C.S.) admet pour
éléments -les triplets ((e', e), f) €A2 X C tels que f€a(e').C.a(e).
Soit C* la catégorie obtenue & partir de a*(C*) en identifiant C* a la
sous catégorie pleine de a*(C*) formée des ((B(f), a(f)), /). o f€C,
et en identifiant ((E',E'),E ) 24 E'. On a ((E',E),E)€E’. C‘ LE, de
sorte que C' est un élargissement (chap. V, C.S.) de C*. Il en résulte
que le foncteur ( c ,0,C*) est a §-limites pro;ecnves En particulier, E
et E' sont tous deux des limites projectives de (I> pour m=1 et2-

Choxslssons sur C* une application §- limite projective v telle que
p;’(‘b)=p:(¢) si ,3(4_>)C'C et ‘I>=(C',<I>,I')4=(I>2, od i €1,
. v —_ E' o 5 -— ‘. .
Lim (1)2 = E' si (1)2 =(C ,92,12).
Les relations
(&.1;)6?{ et (é.,l,c.).jeg

assurent l'existence d'un et d'un seul
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G=((C1),6.(C vy P
tel que G.]:(&‘,L,C').], ol G=pg(&). Soit Gf la restriction de
G a M} pour tout £ < A. Etant donné que ] est injectif, Gl.:(&." M.
Soit £ < A et supposons prouvé que Ggr =(C*,¢ +Mz1) pour tout £¢E.

10)Si £ est de seconde espéce, Gf ”—'(C',L,Mé), car Mf =
U

= R Mf' .
20)Soit £=£'+1.Si ®' € 51’"'5', on a
o =|=<I>2 , G<I>' chCI)' ?'
et,par construction de v, pour tout i €1 »
G(py(®")) = p; ¥(6.0')= b; Yec, ‘I" I')=p}(®").
Si Ve AIIM. , estla transformation naturelle définie par le tri-
plet (®',7,¢é), lim” ¥V est I'unique b €C tel que
p;’(d)').b =7(i) €My, pour tout i €l
les relations
T(i)=G(T(i) = G(p¥(®").b)=pY(®).G(b)

pour tout i 61’ entrainent G(h) = b. Ainsi la restriction de G

ao (Mg.) est I'identité. Comme Uy(Mg') engendre la sous-
catégorie Mg de C* et de C‘, on en conclut G§ = (C ,t ,Mg).

Par récurrence transfinie. on obtient Gy = (C yls M)\) d'on
58, = 12, =2,
et
G(Lin*® )= Lin®(G.®,) = Lin®(C*, @, ,1.)
pour m = ] et 2. Mais on a d'une part
Lim¥(C*, @, 13)=E et Lim"(C",®,,I;)=E
par définition de l‘/. d'autre part

G(Lim"<I>1) = G(Lim"q>2).
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Ces relations étant incompatibles, on obtient une contradiction. Donc ® 1 =
=®, et Lim” est injectif.

-Comme v vérifie les hypothéses du théoréme 5, M* est une sous-caté-
gorie pleine de C*. Si de plus pst(g) est contenu dans l'univers 1 et si
H* est une U-catégorie, la catégorie M* est une U- catégorie et, d'apres

le théoréme 5, C* est une U- catégorie. m

COROLLAIRE. Si pg(g) est contenu dans l'univers U, soit ?g (resp.
3"11) la sous-catégorie pleine de 3‘4 (resp. de ) ayant pour unités les
(H*,v) 63"0 (resp. les H* ego) tels que H* soit une ‘U-cate’gorie.Le
foncteur pgu = (fﬁu, g_gt s ?% ) admet un adjoint.

En effet, la p° - structure libre engendrée par H* €ff<u appartient 3
?% d'aprés le théoréme G, et par suite est aussi une p‘U-structuxe libre

engendrée par H* . ®

2 . Construction de complétions projectives.

A. pg- STRUCTURES LIBRES.

THEOREME 7. Soit H* eff'o; on peut construire explicitement par récur-

rence transfinie une p° - structure libre engendrée par H".

DEMONSTRATION. La construction que nous allons donner est suggérée
par la démonstration du théoréme 5. Posons Mi:H‘ . Soit 5\ 1'ordinal
initial wy 4., o0 Ag= sup T. Soit I<ASA et supposons définie une
catégorie laf pour tout £<' A, de sorte que /:45. soit une sous-catégoriede
Mg si £' < £ . Pour tout foncteur Y, notons Y * le couple (_Y.' K) tel que
Y=(B(Y),Y,N*), ot N*=(a(Y), K). On peut supposer Y* & H.

10) S:pposons A=\ +I. Soient K4 la classe des o , et Hy la

classe des (7,® "), tels que
a(@)=1, ®=(My,d,I')eF.§ et iels.
Soit H'y la classe formée des ¥ tels que

W= (Bt W 1) €Mz, 1) e aT(W) eI

A

403



70 C. EHRESMANN

Soit [ Go] =(Gy, By, ay) le graphe défini comme suit :
Gy = Myy U Ky U Hy WHY ;
as(b)=a(h) et PBa(h)=p(h) dans My, si b €My ;
an(®)=®'=fy(0), si BreKy;
ar(i, @)= et—ﬁx(i,?‘)-=?(i), si (i,0°) €Hy,
a)(¥:)=e et ,B)‘(“!L‘)zg', si ¥ eH) etsile triplet
définissant (B3, ¥, a(¥)") est (@, 7,é), od O=(M3 B, 1.

Soit L[ Gy ]* la catégorie libre des chemins associée [ G ] (chap. II,
C.S.) et soit r4 =(L[ Gy1,D5, L[ Gy]) la relation telle que Dy soit la

classe des couples suivants, od ¥ = (BM” ,‘_I_‘,I') :
(((i,©),%),7(i)), si ¥*€H)yetsila transformation naturelle¥
est définie par le triplet (®, 7, &), od ® =(Mi.,g,a(g)-) ;
((b*,b),b".h) si b €My, h* €My, et (h',h) €My x M ;
((.5), %) si Vrery, VeHy be&iw.w'zwm(z )
(&' ‘I’l) ‘I‘") eH')\ X H's si, pour i €1, il existe i’ el et
by ey avee BV (1) =W (i), (h,.(i7, 0, )P = ‘I'(z)

Comme deux unités de L [G)\] * ne sont pas équivalentes pour la relation
d'équivalence ) bicompatible sur L [ G5 ]* engendrée parry, il existe une
catégorie quotient strict de L[ Gy1* par 73 ,notée Ic{;\ . D'apres le corol.
laire,proposition 8 (appendice),on voit que G s'identifie 4 une sous-classe
de 1‘\;1)‘ et 1;1)\. 4 une sous-catégorie de &1)\ . De plus tout élément g e[:{;\—G)\
est déterminé par la donnée du seul chemin propre de G, appartenanta
g et qui est irréductible (i.e. de longueur inférieure A celle de tout chemin
équivalent). Ce chemin irréductible est de 1'une des formes suivantes, ol

seul b appartient 2 1&)\' :

a) (b, (1,@°)) €Myy X Hy; (b f, rees [,) € Myy X (HY )"
bY(f, .. /)eH P (f g /1.(1 o ) € (H )" X Hy,
EXhfyrees [, (1,@7)) eM,‘,xH'){’x Hy.
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2)Si M est de seconde espéce M)‘a e U Mg‘ admet une umqne
structure de catégorie M)\ telle que M, £ soit une sous-catégorie de M)‘
pour tout £ <A,
- Ainsi par récurrence transfinie, nous obtenons une catégorie Mi, qui
admet H*® pour sous-catégorie. La construction de fni implique évidem-
ment que };13\5 'mo . Nous poserons He= 1:{5\ .
-Montrons que H* esta {-limites projectives. En effet, soit ® €H" T
Une démonstration analogue A celle du théoréme 5 prouve qu'il existe un
plus petit ordinal A< A tel que O(I1)C M)\ Montrons que ®° eM)‘_'_l est
une limite projective de @, la projection canonique vers (D(z) étant (i, D),
pour tout i €] o Pour cela, soit ¥ une transformation naturelle défini;— par
un triplet (®,7,é). On voit comme dans le théoréme 5 qu'il existe un
ordinal £ < X tel que ALE& et que ¥(I)C D 1&5 Par construction,
';I’_ TEMg g, et

(i,@*).¥*=7(i) pourtout i€l .
Soient g €H et g €H tels que
(i,0°).g=(i,b*).g’ pourtout i€l;.
11 nous faut montrer qu'alors g = g'. La démonstration se fait en deux
étapes :
10 ) Supposons g €1\‘A>"+1 et g’ 51;1;\_*_‘. Il existe deux chemins

irréductibles (g, ,..., g,) et (g}.,.... g) caractérisant g et g’ respec-

tivement, et on a
((it?‘))g" 2000y g,_)m((i: 9.)’5;‘| se00y g'x)WIOd ;)'

pour tout i €. Comme ?'%&1)\, on a nécessairement g €H'\ et g’ ,€H) ,
d'ot
£, =(i,®").g, €My et 3. =(i,®).g", €My,
Puisque 1;1)‘ H C A‘d)\U HY , on peut se ramener au cas ol
(£pr Bpogrooer 81) € (&higpogoees 8Y)

sont tous deux irréductibles. Il s'ensuit
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n=n', g’.=g} pour 1Zj<n et £ =g ..
Comme g, et g/, sont de la forme 111 et 11’_' * (prop. 8, app.), 1'égalité
(i, ). V=(i,0*).¥'* pour tout i €l
entraine ¥ *=¥'*. Par suite g, = g, et g = g'.
20) Soit A+ 1< £ £ X. Supposons montré que f = {' lorsque
(i,®*).f=(i,®*).f" pour tout iE€l;
et qu'il existe £'< £ tel que /61{45. et f' elﬁf.; supposons g € M,
et g' Eh"ig .
a)Si £ est de seconde espéce, il existe £' € £ tel que g Mg
et g GM{ v, de sorte que l'on a g = g’, d'aprés I'hypothése
de récurrence.
b) Soit £ = £*+1; désignons par (8,0 51) et (ghe .. 8Y)
les chemins irréductibles caractérisant g et g'. On a
((i:?'),gn 2000,y gl) ~ ((i. ?.)’g;l! 2000, g‘l)mOd F)\'
1)Si g, et g;l. EHE - 1;15 v, les deux chemins sont irréduc-
tibles, et g = g'.
2) Si gner.. Mg,,g;l.e M§- UH;, on se raméne au cas ol
((i, @ ), 8, &) € (i, 9').g;1.. Bty reees 5'1)
sont irréductibles, de sorte que 1'on obtient n'=n+1, g;-=gj,
1£j<n et (i, (I) )=(i,®*).g!.. Cette demiére égalité
a pour conséquence & = o (en vertu de I'hypothése de
récurrence si g, EM:f )). Ainsi g=g'.

3)Si g, €M§-UH§ et g, eMé.,UHf, on peut supposer que
((i,?‘).gn,gn_l...., 51) et ((t,?').g”.,gn._l,..., gi)
sont irréductibles et équivalents; il s'ensuit n = n’,
g;=¢; pour 1Zj<n et (i.?').g,,=(i.?‘)-g;,.
c'est-a-dire, par hypothése, g = g;.. Donc g =g'.

Par récurrence transfinie, il en résulte que g = g’ lorsque g €H, g’ €H et
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(i,®*).g=(i,®*).g" pour tout iel;.
Ceci montre que @ * est la limite projective de & .
- Soit v l'applica-t_ion 9- limite projective sur H* telle que
pﬁ'(I}'QI')=(i (D‘) pour tout i €1;.
Supposons (C*, V) ej:g et F=(C*,F,H*) e€¥. Nous allons étendre F
en un foncteur F' de H* vers C* A cette hn, posons F' = F et soit
AL . Supposons défini un f oncteur F =(C-, F Mg-') pour tout £< A,

de sorte que Fg' soit une restriction de F'f si £'<£.Si A estde secon-

de espéce, il existe un unique foncteur F;\ de M)\ vers C* admettant F'

¢
pour restnctxon pour tout £< A . Examinons lecas ot A= N +1. Sxfb € Ky

et‘I' GH)\ posons

b= Fy.(My, ®,1°) et @-:E&.(BM&,?_,I-),
si I'sa(®)'=a(¥)".

Soit F' : k » F'\( k) la surjection de G5 dans C telle que

F'y(b)=F'5(h) si b €My,
FiA(®) = Lin® (°) et Fy(i,®) = p}(®°) si (i,@°) €Hy,
FL (W)= lim" ¥ si V- eHy.
La surjection F’ E'y définit un homomorphisme F'y du graphe [ G)\] vers le
graphe [ C*] sous-jacent a la catégorie C*. Soit F)\ L(C- F)\ [ G\D)

le foncteur de L [ Gy]* vers C* correspondant. Ce foncteur est compati-

ble avec ry , car:

a)Si (((i, fD'),‘I") T(i)) €Dy, on a

Fo((i, @), % )= Fy (i, @) Fy (W)= pY (@) lim" ¥+ = F(7(i));
b)Si ((b',h),h'.h) €Dy, 00t (b'+h) EM)‘.*M)\,, on trouve
Fo(b h)=Fou(h').Fo(h)=Fa(h'.h)=Fo(h'.h);
c)Si ((¥*,5), %) €Dy,od b=V (resp. b €My ). alors
pf(é-)—.F'X('vT.'v;) = p;’(é-).FTX(_W_'-) pour tout i € a(¥)
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(resp.Fo(W+, b)=lim* ¥+ . Fy(h)=lim" ¥+ = Fy (V"))

Il est a fortiori compatible avec f)‘ étant donné que 7y est la relation
d'équivalence bicompatible sur a(F)\) engendrée par ry . Comme M;\ est
une catégone quouent de L[ Gy]* par 7, il existe un et un seul F;\ eF
tel que F' = F "), en notant r, le 0 - épimorphisme de L[ Gy1"
M)\ Evidemment F’)\(b) = F)\(b) si ce dernier est défini. Par récurrence
transfinie, on construit de cette maniére un foncteur F' = F)» de H vers
C* tel que

Fr=((Cv),F' (o) eP et F.(fi*,  H)=F
- Supposons que 1'on ait

Fr=(c vy, Br (i, o) e, Fr=pdiEn),

et que F” admette F pour restriction 3 H*. Soit A < X et supposons prou-
vé que F" et F' ont la méme restriction 3 1;15 pour tout & < A . Montrons
qu'ils ont aussi la méme restriction a M}. . En effet, ceci est évident si A
est de seconde espéce. Soit A=AN+1;0na F'(b)=F"(h) si b €My, .

Supposons
Breky, I'=a(®) et @=(H",0,1%.
Puisque ®(1)CMy, ona F'.® = F".®, et par suite, pour tout i €I,
Fr(i,®)= F"(p}(®)) = pY(F".®) = F'(i,8"),
F”(?')’—‘F'(?‘)- |

Si ¥ * € H'), on obtient de mémeBF".‘I’:HF'.‘I‘, on ¥ =(BI:1',‘I’, a(¥):),

et
Fr(@-) = F"(lim"‘l’) = lim"(BF".‘I’) = lim*(HF W)= Fr (¥ ).
Par conséquent F' et F" ont méme restriction F;" a Gy, de sorte que
(C*,F",My) .7\ =L(C*, F",[ G;]) = Fy=Fy .7,

Comme r)\ est une pg: surjection, on en conclut que F' et F'' admettent

F)\ pour restriction a M;\ -Par récurrence transfinie, on obtient F' = F*',
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Ceci signifie que (1} . ;J) est une Pg - structure libre engendréepar H*'.m

B. COMPLETION PROJECTIVE LIBRE.

Soit 5z~ la catégorie quotient de F par la relation d'équivalence 7 :
F o, F' si, et seulement si, il existe une équivalence naturelle
de F sur F’.

Nous identifions ‘fo a la classe des unités de 3:~ . Deux catégories sont
isomorphes dans §~ si, et seulement si, elles sont équivalentes. En pat-
ticulier, toute catégorie est isomorphe dans 3:0‘ A chacun de ses élargis-
sements. Si F ., F' et si F est compatible avec les §- limites projectives,
F' est aussi compatible avec les §- limites projectives. Soit 3"~ la sous-
catégorie de §~ formée des classes F mod r, ot F est un foncteur 3 §-

limites projectives.

THEOREME 8. Supposons g E”f(o, H: 63:0 et soit (C*, V) une pg-struc-
ture libre engendrée par H*. Alors C* estune (?i ) 3’; )- projection de
H-.

DEMONSTRATION. D'aprés le théoréme 6 , nous pouvons supposer que le
(ffg,pg)-projecteut ((C*,v),]) est de la forme J=(C*,(,H"*), ot H"*
est une sous-catégorie pleine de C*. Soit F=(K*,F,H"*) un foncteur
tel que K' soit une catégorie a J-limites projective:. Choisissons une

application §- limite projective V' sur K*. Les relations
(K*,v") e?{ et FeK' F.H
assurent ]'existence d'un et d'un seul

Fr=((K",v"),F" (c,vy) e P

tel que F'.(C*,(,H*)=F, od F'—"—'pg

.. ~

aF'.J=F,ou

(IE"). Dans la catégorie ¥ ,on
~

~

F'=F' modr, J=(C',.,H')Ymodr et F =F modr.
Supposons que I'on ait aussi

-~ ~

F".J=F, ob F"e?i.

4109
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Il reste & montrer que I'*:" = E' . En effet, soit F” € I;" . Nous savons (théo-
réme G) que C* est la complétion - projective de M = H dans (C*,V)
et que, en reprenant les notations de la démonstration du théoréme 5, on
a C= U M)\ Pour tout ordinal )\< ?\, so1ent F)\ et F% les restric-
tions de F' et de F" a M)\ Comme F" ] F' ], il existe une équiva-
lence 1—'1 définie par le triplet (F',Y ¢ FY. Soit 1< A< A et supposons

obtenue, pour tout £ < A\, une équivalence 1—'§ définie par le triplet
L] ’
(F§ ,')’5 ’Ff ),
de sorte que I-'f admette I-‘g' pour restriction si £'< £ . Si A est de
seconde espéce, il existe une équivalence I“;\ admettant Ff pour restric-
tion pour tout £ < A. Soit A= N +1. Soit E €(M,); et posons
YNE) =7, (E) s'il existe £ < \ tel que E €M, ;

sinon, il existe un et un seul ® € S{W.N tel que E = Lim¥ ®, car Lim¥ est
injectif d'aprés le théoréme 6; comme F' et F” sont compatibles avec
les limites projectives, F'(E) et F"(E) sont des limites projectives de
F'.® et de F".D respectivement, et F”(p;' (®)) est la projection cano-
nique p;.(F".(D) de F"(E) sur F".®(i) pour tout i €1;. Puisque
®(1)C My, le triplet (F".®, ¢, F' . ®), od

P(i)=yYn(D(i)) pourtout icl;,

définit une équivalence; deux foncteurs équivalents ayant des limites pro-

jectives isomorphes, il existe un et un seul
b €F"(E). Ky .F'(E) telque py(F".®).bh= P(i).p%(F" . ®)
pour tout i €1;; posons Y »(E)=h. Montrons que le triplet (F, ,Y A F'y)

définit une équivalence I-")\ . Pour cela, soit m € O’V(MN )~ My .
10 ) Si m=pr(®),ona:

PCatm)= (F(p} C ),y 5 (®(i)), Y7 (E), F'(p} (D)) €CK*;

20 Soit m = lim* ¥, o ¥ EA&'}\. est la transformation naturelle

définie par le triplet (®,T, é),; posons
E=Lim"® et ['y(m)=(FE"(lim*¥),¥y\(E),y(e), F'(lim*¥)).
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On a b' = F'(lim*¥) = lin® (HF'.¥) et F"(lin*¥) est
I'unique A" € K tel que
p"i(F".(I)).b" = F"(T(i)) pourtout i€l;.
Le’s égalités
PUF".®).b". ¥ (e)

1}

FalT(i)).Ya(e)=Yau(®(i) . Fy(T(i))=
P(i).p} (F'.®).b" = py(F".®).Y\(E).b’

I

pour tout ieI(; entrainent h".¥y (e)= Yo(E).b", d'on
I_')\(m)e[jK'.

Ainsi la surjection
m+D'y(m) si meMy,
E»'y;\(E)B si E €(My);
maTy(m) si mea?(My)=-My

définit une équivalence I_'.)\= (BC' ,F;\, L;\), ol L;\ est le sous-graphe

multiplicatif de C* engendré par 0”.(-M)\_.), prolongeant r)\. . Puisque M;\
est la sous-catégorie de C* engendrée par L, et que les néofoncteurs
source et but de I'équivalence r.)\ sont les restrictions & L): des foncteurs
F')\ et F,, il en résulte que le triplet (F;\,’y)‘,F’;‘) définit une équiva-
lence r)\ prolongeant 1"7\' .

-Par récurrence transfinie, on construit ainsi une équivalence I“;\ deF'“)\=

= F' sur F";\= F”. Donc F' ., F" modr et F' = F*.m

COROLLAIRE. §i pg(g) est contenu dans U, soit 3:~(‘U) la sous-catégorie
pleine de F., ayant pour unités les U -catégories et soit ?i(“):

= .ch (‘U) f'\ffg. Alors ?«, (‘U) est une catégorie a .‘TE (lll)-projections.

En effet, si H* 63"0 est une ‘U-catégorie, une pg-structure libre
(C*,v) engendrée par H* est telle que C* soit une U- catégorie, en vertu

du théoréme G . Le corollaire résulte donc du théoréme 8. m
DEFINITION. Une (35 , ff~ )-projection de H* eff'o est appelée com-
plétion §- projective libre de H* .

D'aprés le théoréme 8, si (C*,V) est une pg-structure libre en-
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gendrée par H* € 3‘.0, les complétions §- projectives libres de H* sont les

catégories équivalentes 3 C* .

THEOREME 9 . Supposons que u 65{(0 soit un univers et que § soit la
classe de toutes les catégories triviales 1* telles que 1 € . Soit H* € 3:0
on peut construire explicitement une complétion §-projective libre N* de
H* sans utiliser de récurrence transfinie. Pour que N* soit isomorphe a
une sous-catégorie de Q(H*) (démonstration du théoréme 6), il faut et
il suffit que, si h €H et b' € B(h).H, il existe k €H et k' €H.a(k)
tels que h.k % b'.k'.

g

par H* construite dans la démonstration du théoréme 7, dont nous repre-

DEMONSTRATION. Soit ([‘1‘,;/) la (g:g, p°)- structure libre engendrée
nons les notations. Toutes les catégories [*€J étant triviales (i.e. telles
que [ = I(;), un élément €K,y ou V' €eH" est entidrement déterminé
par ® ou ¥, car . estla l‘;i de compos-i_;:ion triviale sur a(®) ou a(¥V);
nous.—pouvc;ns donc écrire ® ou ¥ au lieu de ®* ou ¥*. Soit N* la sous-
catégorie pleine de ;1 . aci;nettar.;t (1;12 ); pou; class: de ses unités. Soit
EeH;~H;. Par construction, on a E = ® et, d'aprés la démonstration

du théoréme 7,
E=Lin®®, ot O®=(H,®,I')eF e I=a(d).

Puisque I* est triviale, E est donc un produit II ®(i).SiEc¢€ /sz - H(;,
on a ®(i) € H pour tout i €. Soit A< A et supposons montré que, pour
PDier ol e € H .

pour tout ] €] €U.Si \ estde seconde espéce, toute unité de M)\ appar-

tout £ < A, toute unité de A“lE - A‘1 est un produit de (e ).

tient A un Mg-' , et par suite a la méme propriété. Si A= N'+1 et E eM )\-M)\. ,

alors
E=.HI<D(1'), ol <I>(i)el&)\. pour tout i €l;.
ie

Par hypothése de récurrence, il existe J; € U tel que
O(i)= I e, on eleH:.
(=1 TeH;

Puisque U est un univers,
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J= 3 J; €U, doa Jred,
iel
en désignant par |* la catégorie triviale sur J. D'aprés l'associativité
du produit, E est un produit de la famille « = (e;:)(i".) e Si ?’ désigne
la surjection
(i, j)~ e;: de | dans H,
onaE' =0 61:42 , et E' est aussi un produit de u dans H*. Par consé-
quent, E’ e-;t isomorphe & E dans He.
-Par récurrence transfinie, on en déduit que toute unité de H* est iso-
morphe 3 une unité de N° dans H*. Donc H est un élargissement de N°*,
et a fortiori H* est une catégorie équivalente & N*. D'aprés le théoréme
8 , H* admet pour (?{ , 3:-\, ) - projection toute catégorie équivalente a H: ,
de sorte que N* est une complétion §- projective libre de H* .
-D'aprés la démonstration du théoréme 5, H* est une sous-catégorie pleine
de [}', eton a H';.I\‘42 = Hc;‘i:]'(@z)é' Soit f €N.
a)Si B(f) €H, alors [ €M, ;
b)Si B(f)=® £H,ona [= limi"l’, en désignant par ¥ la trans-
formation r;turelle définie par le triplet (®,7,é), o ® =
=(H",®,a(®)") et
T(i)=(i,®).f pourtour iea(d).

Or T(i)€M,, car 7T(i)€®(i).H.(M,) CHy.H.(M,);.

Il s'ensuit f=¥ €M,.
Ceci montre que N* est la sous-catégorie pleine de M, admettant (M),
pour classe de ses unités. Autrement dit, pour construire N°*, il suffit de
construire 1;12 et [;13

-D'aprés la démonstration du théoréme G dont nous reprenons les notations,

il existe

P =«@ca),v]).Toh vy ¥

tel que

"71-1'=F-(i1',t yH*), ol I-|=Pg(f-|)
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Pour qu'une sous-catégorie de @(H*) soit une (gi ,?N)- projection de
H*, il faut et il suffit que la restriction [ de " 3 N* soitun fgncteur
injectif. La restriction de " & H* est injective et, puisque Lim”H"' est
injectif, la restriction de [ a N, est aussi injective. Soient

h,€H, h, €H et ,B(bl)zi,ﬁ(bz):e.
Désignons par ® un foncteur de I°* €4 vers H* tel que {1,2}=1 et

@(i):a.(b,.)=e‘. pour =1 et 2.

Dans N*, ona bh,.(1,®)%5h,.(2,D). Calculons la transformation natu-
relle
y , = . / = Db, .. ; =
j I“(bl.(y,g)) T)H.(b]) p’('r)H ®), od j=1ou2,
qui est définie par le triplet (nH.(e),'rj, Lim my. . ®). Si e’ €H,, I'ap-
plication 'r,.(e') est 1'application
((k,-)i”,@)»bj./ej.oﬁ ®=n,..0, de (iEIICD(i).H.e') x{®}
dans e.H.e’'.
On a ‘PI# ‘P2 si, et seulement si, il existe k, €H et k, €H tels que
alk,)=oa(k,) et bl.kl# hyokys
de sorte que cette condition est nécessaire pour que [ soit injectif. - In-
versement supposons cette condition vérifiée pour tout couple (bh,,h,) €
€HXH tel que S(h,)=/f(h,), et montrons que [ est injectif. En
effet, d'aprés la démonstration du théoréme 7, tout élément de H;.N est
de la forme b,.(i, ®), ot h; €H, et, d'aprés ce qui précede, la restriction
de " & H}.N est injective. Soient
f,e€N et [, €N telsque D''(f)=T"'(f,).
On a ,3(/1) = ﬁ(/2 ) =® et, comme nous avons vu dans la premiére partie
de la démonstration,
=Y = J; v J g [ . ' .
/i E’j lim ‘I”, ol ‘I’] (OH ,_‘I:].,I ),
pour j =1 et 2, est la transformation naturelle définie par un triplet

((I),T,., é) tel que 'r'].(I)C H;.N. Les relations
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limBU Wy =T (7 )= imBT .0,
entrainent 0 I-‘.‘I"1=B r‘.‘I"z; puisque la restriction de [ a4 H;.N est
injective, on en déduit V', = ¥, , et par conséquent f, = f, . Donc I est
injectif. ®
PROPOSITION 21. Soit F' la sous-catégorie de F formée des foncteurs
a §- limites projectives. Pour que H* effo admette une (F',F )- projection,
il faut et il suffit que H* soit une catégorie a §- limites projectives et que
I'onait F€¥' si Fe¥F . F.H".
DEMONSTRATION. Soit H* € ffo; selon le théoréme 6, il existe un (3"5, pg)-
projecteur ((C*,v),]J) tel que J=(C*,.,H"). Supposons qu'il existe
un (F ,SI)-projecteur J'=(K*,]', H*). Puisque | 63", il existe un et
un seul F' €' tel que F'.J’' = J. Par ailleurs, soit x une application
d-limite projective sur K*. Les relations
(K*,u1) P e J' ek F.H:
assurent |'existence d'un et d'un seul I:" €(K-*, /J,).ffg.(C *, V) tel que
J'=F.], on F=p(F)
Il en résulte
F.F'.]'=F.J=)" e F' . .F.,J=F.]'=].
Comme ]’ estun (%, ?)-projecteur, la premiére relation entraine F.F’=
= K*. D'aprés le théor¢me 8 , | = | mod r estun (?i ,?N ) - projecteur;
donc de 1'égalité
G.]J=], ot G=(F .F)modr,

il suit que F'.F est équivalent au foncteur identique de C*. Ceci montre
que les catégories K* et C° sont équivalentes, i.e. K* est aussi une
complétion - projective libre de H*. Posons H = F'(K). Puisque K* et
il‘ sont des catégories isomorphes, " = (;1' ,t,H*) est un (F',F)-
projecteur et C* est un élargissement de H*. Deux cas se présentent :

1o ) Pour que H = H , il faut et il suffit que 1'on ait
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H eF e F . FH=F .H
(condition qui n'est généralement pas satisfaite).
20 ) Supposons H # i‘! Comme .H* est une sous-catégorie pleine
PP g P
de C*; on a Hé#Ho‘. et il existe E €H;~H;. Soit C* un
élargissement de C* tel que éo = C‘;Q{E' }, ou E'£C, et
qu'il existe g eE'.é,'y .E (il a été construit au cours de la

démonstration du théoréme 6). On trouve
G=(C*,.,C)eF, dox G =G.(C*,i,H)eF.

Il existe une équivalence définie par un triplet (G", T, G’),

dans lequel 7 est la surjection
T(E)=g et T(e)=e si Ede€H;.
Les foncteurs G’ et G” ayant méme restriction & H*,on obtient
G"eF e G".]"=G'.]J".

Comme G"(E)=E'#E =G'(E), 1'élément |” ne peut pas

étre un (F', F)- projecteur.
On obtient donc une impossibilité dans les 2 cas. Ceci achéve la démons-
tration. Remarquons que ce résultat n'est pas en contradiction avec les
criteres d'existence d'adjoint, car le foncteur (F,.,F) est bien a mo-

limites projectives, mais la restriction de Pq 2 3:' n'est pas un foncteur

~ -engendrant pour N.m

REMARQUES. 10) Si les conditions du théoréme 9 sont vérifiées et si H*
est 3 U-produits, N* n'est généralement pas un élargissement de H*, de
sorte que H* n'est pas sa propre complétion §- projective libre.

20 ) La proposition 21 montre que le probléme universel du
plongement d'une catégorie H* dans une catégorie a §-limites projectives
n'admet généralement pas de solution (contrairement 3 ce qui est affirmé
dans [17]). Ainsi les résultats des théorémes 6 et 8 sont «les meilleurs
possibles». En d'autres termes, le théoréme & signifie que le probléme
universel du plongement & une équivalence prés (et non A un isomorphisme

prés) d'une catégorie H* dans une catégorie & §- limites projectives admet
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pour solution une complétion d- projective libre de H*. Certains auteurs
ont cherché a résoudre ce probléme universel en associant & H* une sous-
catégorie de @(H*); ainsi que le prouve le théoreme 9, il n'existe pas
toujours une solution de cette forme. Si § est la classe des catégories
triviales ayant un nombre fini d‘éléments, la catégorie Virt H* définie
dans [ 9] est isomorphe 2 la sous-catégorie pleine de Q") ayant F(H);
pour classe de ses unités (notations du théoréme 9 ). Méme si la condition
du théoréme 9 est vérifiée, de sorte que ['(N)* soit une solution du pro-
bleéme universel en question, I'(N)* peut ne pas étre une sous-catégorie
pleine de ((H*); par suite Virt H* n'est pas une solution du probléme
universel voulu. C'est pourquoi est introduite dans [ 9] la notion de «fonc-
teur compatible avec les produits virtuels» (i.e. un foncteur s'étendant aux
catégories Virt associées 4 sa soutce et & son but), afin d'obtenir un
probléme universel dont Virt H* soit une solution.

30) Avec les hypothéses du théoréme 9 , la complétion §- projec-
tive libre N* de H* est isomotphe i la «complétion libre canonique» de
H* construite directement dans [18]. D'aprés la remarque précédente,
cette «complétion libre canonique» est donc solution du probléme universel
du plongement, & une équivalence prés, de H* dans une catégorie i pro-

duits.

THEOREME 10. Supposons (H*, pu) E?;g. Il existe ume complétion g-
projective (H*, 1) de (H*, 1), et elle posséde les propriétés suivantes :
1°) H* est isomorphe & une sous-catégorie de H*;

g

2°)(H*, |L) est une q°- structure quasi-quotient d'une pg-structure

libre engendrée par H*.
DEMONSTRATION. D'aprés le corollaire du théoréme 5, (H*, ) admet
une ( 3;9’ ff’g)-projection, i.e. une complétion §- projective. Soit ]" un
(3;5 , ff"g)-proiecteut de source (H*,u). Soit Q(H*) la catégorie cons -
truite dans la démonstration du théoréme 6 dont nous reprenons les nota -
tions; soit v, 'application 9- limite projective sur Q(H*) telle que

V(D)= u(H*,®,1°) si ®=(Q(H"),0.1"), si ®(I)CH

etsi u(H*,®,1"*) est défini,

147
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Vp((i)) = VEL .((i>) autrement.

La sous-catégorie 7, .(H)' admet une complétion §- projective (i( :, ;)
dans (Q(H"), vp) et, comme Ke ﬁlo (théoréme 5), il existe une bijection
G etun

G=((R* %), Gy (H ) eF.
Par définition de f', il existe un et un seul G’ 63"4 tel que &’.]" =G.
Cgette égalité entraine que pg

P (j')(H) * est une catégorie isomorphe 3 H"*.

(]") est injectif, puisque pg(&) I'est. Ainsi

-Soit (C*,V) une p°-structure libre engendrée par H*; nous pouvons

supposer (théorame 6 ) que le (?4, pg)- projecteur correspondant est
((C*,v),(C*,c,H")).
Sid=(H",®,I') €T etsi u(®) est défini, posons
® :(c-,g,z-) et a(®)=lin"(HC,u(®),1°).

Soit A la classe des éléments a(®d) tels que w(®P) soit défini. Soit o
la relation d'équivalence sur C* engendrée par la relation (C,V,C),

dans laquelle V est la classe des couples
(a(®),a(a(®)), ox a(d)eA.

Puisque le foncteur qg vérifie les conditions du théoréme 2, il existe une
- structure quasi-quotient (I; *,&) de (C*,v) par p. Soit
b=((H",),D.(C"v) e

la qg-quasi-surjection associée. Posons

J=(H B, Do Hmy et J=p(]).
Nous allons montrer que f est un (ffg,ff'g%projecteur. En effet, si ® =
= (H',?,I') €F etsi u(®) est défini, on a, pour tout i €l;,

Pé"(@) = pf(@).a(d)) et D(a(®)) el?;,
d'od

T(p¥(®) =D(p}($)).D(a(®) = D(p}(d)) = pfi(].0).

Ceci signifie que i appartient 3 .‘f’g. Supposons
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Fesv) F.(Hu)eFd e F=p(F)
4

Puisque (C*,V) est une p°- structure libre engendrée par H*, il existe

un et un seul
ﬁ':((S' v'), F' J{C*, V))eg.ﬂ tel que F'.(C*,. ,H*)=F,

ol F'"‘pg(F) Si®=(H" <I> I1')Y €F etsi u(d) est défini, des rela-
tions F', fI) F.® et

pY'(F.®)= F(pl(®) = F'(pl(®) = F'(p}(®)).F'(a(®))
=pY (F'.®).F'(a(®))=p¥ (F.0).F'(a(®)),

pour tout i 616, on déduit F'(a(®d)) é‘So‘, de sorte que F' est compatible
avec p©. Par définition d'une qg—structure quasi-quotient, il existe un et
un seul F" effrg tel que i’"f) = I:“', ce qui entraine f’".f: F. Si ﬁ';’f:
= i“. on a
F1.D €(S*,2"), H.(co vy et pg(i:» D).(C*,¢ ., H*)=F
Par construction de F', il s'ensuit F".D F'.' on en conclut F" = F"
ce qui achéve la démonstration. Tout (H*,u) 63"'9 est évidemment sa
propre complétion. m
Jusqu'ici, nous avons supposé que § ne contient pasla catégorie

vide @°. En réalité, les résultats de ce § sont encore vrais si I'ony
supprime I'bypothése @°£9. En effet, toutes les démonstrations précéden-
tes sont valables lorsque [*=( * € g , & condition d'adopter les conventions
suivantes : Soit H*® une catégorie; ;:1'@. désigne une catégorie isomorphe
A H*, dont l'élémeniisomorphe 4 b €H est noté 5 Soit R(H*, @)D la

R

catégorie admettant H pour sous-catégorie pleine, ayant une unité

@H = (H‘,@ 7¢.) 63)
et dont les autres éléments sont les triplets

Y, =(3.¢,¢é), ot e€H;

°7
et dont la loi de composition est telle que
BMY )=y
‘pe[:ljl;=‘l’e. siheH,e'=a(h), e =5(h).

149
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(Cette catégorie est la catégorie H*({@'}) associée 2 H° au début du
chapitre IV, C.S.). Nousdirons que 0 est une limite projective de Q)H si
‘I’o estun (N(H*,¢")T, ‘I-’l ‘¢.)-éje<':teur, i.e. si 0 estun élément final
de H*; dans ce cas, ‘I‘o (qui est entiérement déterminé par 0) est la limite
projective naturalisée associée. Avec ces conventions, il résulte par

exemple du théoréme 10 :

COROLLAIRE. Supposons @ e€fcC ?o et § E‘jf(o. Si H* Effo admet un
élément final 0 et si | est une application §-limite projective partielle
sur H* telle que pu(@y) ="¥,, il existe une complétion §- pro;ectwe
(H R) de (H*, u) dans laquelle H* est une sous-catégorie de H*' et
0 un élément final de H‘

CAS PARTICULIER. Supposons dans le corollaire précédent que § soit
la classe de toutes les catégories triviales correspondant a 1'univers U Eiﬁ o
et que 4(Py) soit seul défini. Reprenons les notations des démonstrations
des théorémes 9 et 10, ce dernier étant appliqué au cas ol l'on choisit
pour (C*,¥v) la complétion g- projective libre ([:I ., ;/) canonique de H*.
p est la relation associée a4 une sous-catégorie propre de N°; par suite
D(N)* est une sous-catégorie H* de l‘-; admettant l.-l' pour élargisse-
;ent. En identifiant H* & une sous-catégorie de H: , on obtient une caté-
gorie a §- limites projectives dont 0 est un élément final. Cette catégorie

est construite directement dans [ 18].
3. Adjonction de limites inductives et limites projectives.

Nous reprenons les notations du § 1 et nous désignons par June
partie de ff‘o, par §* la classe des catégories | * duales des catégories
J*€J. Le dual d'un foncteur ® est noté O*.

Soit H* une catégorie. Nous appelons application 9- limite induc -
tive (resp. inductive partielle) sur H* une application 1 qui associe A
tout (resp. A certains) foncteur @ de | 'ef] vers H*un (;1' 'I., N(H ", ]‘)m)-
projecteur u(®); alors Lim*® désigne la limite inductive de ® (resp.
L;:n"‘ est le foncteur ﬂ-li;ite inductive de ]E, NR(H*, ] )P vers H*)

correspondant et s;‘(fb) désigne l'injection canonique de ®(j) vers
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Ltm"‘l) pour tout j € J 5. Si ‘I’ est une transformation naturelle définie par

le triplet (é, 7,D), od é GH I , I'unique é&lément b tel que
b.s;.‘(d)) =7(j), pourtout je€J;,

est noté lim"*W¥. Si J* est la catégorie vide, les conventions sont celles
introduites*é la fin du § 2. Pour que i soit une application §- limite in-
ductive (resp. inductive partielle) sur H*, il faut et il suffit que l'appli-
cation u*: ®*s e (u(®)*) si u(P) est défini, soit une application § *-
limite projective (resp. projective partielle) sur la duale H* de H*, od
€ est l'isomorphisme de (BH')* vers HH* tel que e(f',b',b,[)=
=(f, b, b [).

t 33" (resp. 3?) la catégorie isomorphe a ffr'g* (tesp. & ?5*)
ayant pour éléments les triplets I:" = ((& ., ;L) y,F,.(C*, 1)) tels que

((C*, %), F,(C*, pny) e FI* (resp. € FI*).

Soient gp et 5q les foncteurs projections canoniques de 33: vers F et M
respectivement, J Q le foncteur associé de méme 3 ﬁ(o . Soit 3§~ la sous-
catégorie de 3‘; formée des classes F mod r, od F est un foncteur 3 §-

limites inductives. De tout résultat des § 1-2 , nous déduisons par dualité

un résultat analogue concernant les limites inductives. En particulier :

THEOREME 11. Soit § Ef).f(o. Alors EIQ est un foncteur a ﬁ(o-limites pro-
jectives et ~-engendrant pour WM. Tout H* 63"0 admet une ﬂp-structure
libre (I} ., /:L) telle que H* soit une sous-catégorie pleine de H *, que /.jl,
soit injectif et que H* soit une - catégorie si pg:(ﬂ)c U et si H* est
une - catégorie; de plus H* est une (sff~ ) 3’; )-projection de H*. La

catégorie 5.‘}" est une catégorie a 5.‘;- rojections.
g 4 7

DEFINITION. Si (C*,u) 65? et si MCC, la fIQ- sous-structure de
(é *, i) engendrée par M est appelée complétion §-inductive de M dans
(C*,p). Une (gff 3: ) -projection de H* 63: est dite complettonf]
inductive libre de H* Une (sff 53-") projection de (H*, u) egff'
appelée complétion §- inductive de (H*, ).

Soient § et § deux parties de 3:0. Désignons par g.gg la catégorie
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formée des triplets ﬁ':({&',';/,;i),f,(C‘,v,/.L)) tels que
(G v)F(CvneFd e (Crp)F.(CopyedF,
munie de la loi de composition
(W', Fwi).(w', Fw) (w,_:F Fw)

si, et seulement si, w1= w'. Nous identifions la classe des unités de
?‘gﬁ 4 la classe des triplets (C*,v,u) tels que ¥ et 4 soient respec-
tivement une application §- limite projective partielle et une application g-

limite inductive partielle sur C* € ff Soit F sla sous-catégorie pleine de
g:.gﬂ ayant pour unités les (C*, v, ) tels que (C*, V) E?g et (C » M) EST
Soit p* Qg le foncteur de ?,Qf] vers F associant (C ,F,C*) a F, et soit
pgg sa restriction a 3.‘55 . Posons B

M=vg. o Y=pg.09.

Soient g"‘gg et ?95 les catégories associées de méme 3 l'univers mo, les

foncteurs canoniques de ffgﬂ vers M et F étant respectivement Qgg et
pY.

PROPOSITION 22. Pgs et (3:'45 L, 3:95) sont des foncteurs a m - limites

projectives. Qgg est un foncteur ~-engendrant pour M.
DEMONSTRATION. Supposons K Emo et
E,e =(C,;,vk,p,k) eff;gs pour tout k& €K.

D'aprés la proposition 20 et sa duale, il existe des produits (C*,V) et

g

(C*, 1) de(ck’vk)kck et de (Ci’“k)ktk dans p’ etdanssp'

respectivement, les projections canoniques étant

((Cpvydd g (CHYY et ((Cprity)od a(CHLaY,
si (C,p D C*) est la projection canonique de la catégorie produit C*=
= kP C‘ sur Ci Comme 3;,93 est un produit fibré de (p'g Sp'), il en
résulte que (C*,v,u) est un produit de (E )ch dans g.ﬂﬂ’ la k- éme
projection étant (Ep.byg (C*,v,u)).Sideplus E, € 3:03 pour tout k €K,
on trouve (C*,V ,/./.)E 3"05, de sorte que (F*%J,,, ?gﬂ) est un foncteur a

mo - produits.
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- Soient

F=((Cr, v i) F.(Ct,v,pn) €5

F=Cov, ) F.(c v, u)edd,
Si N est le noyau de (pgg(lz‘), pgs(.’:"')) dans F, la proposition 20 et sa
duale montrent qu'il existe une qg— sous-structute (N*,v') de (C*,v) et
une 5q-sous-sttucture (N*,i*') de (C*,1). 1l s'ensuit que (N*,v', u')
est un noyau de (i?‘ l:") dans pgﬂ Donc (prop. 1), pgg et (g.gg,L ,3"45)
sont des foncteuts & W - limites projectives.
-Soient (C*,v,u) € ?Q et MC C. L'intersection H des sous-caté-
goties H* de C* stables pour ¥ et pour i et telles que MC H a les
mémes propriétés; par suite 1:1 * détermine une Q°J - sous-structure ( H ’,;J,;L)
de (C*,v,u), qui est évidemment la ng]_ sous-structure de (C*,V, L)

engendrée par M. m
COROLLAIRE. Tout H* € 3:'95 admet une (?gﬂ, 3:95’ ff'gg)-projection.

En effet, la démonstration est analogue A celle du corollaire de la
proposition 20 . m

- A9 oo 9

DEFINITION. Si (C*, v, u) €F9 et si MCC, la Q°J - sous-structure de
(C*,v, 1) engendrée par M est appelée (3, §) - complétion de M dans
(C*,v,u).

Nous supposons désormais que 4 et 4 sont des parties de 3‘-0

telles que § emoet 9 G:’Tlo.
A. CONSTRUCTION D'UNE (9, §)- COMPLETION.

THEOREME 12. Soit (C-, v, u) e?‘gﬂ et désignons par (M v ,u.) la
(9.9)- complétion de MC C dans (C*,V, ). Si Mem or ona M em

Si M* est une sous-catégorie de C*, si le foncteur Z est injectif et
si Lim¥® £ M (resp. Lim* ® £M) pour tout ® € M g4 (resp. 6131 . f?" 9)
alors M* est une sous-.cate'gorie pleine de M *; ici Z désigne le foncteur

vers C*, somme de Lim¥ et de Lim".
-

DEMONSTRATION. Soient A¢ et Ag les ordinaux tels que
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A= supgT et ?\s—]sup ]

On a Ag<A et >\5<A od A désigne l'ordinal inaccessible associé a
'univers 31'(0 (démonstration du théoreme 5). Notons N I'ordinal initial
régulier d'indice (sup()\g, }\5 )+1) ona N<A .
-Supposons MC C et soit /ﬁl la sous-catégorie de C* engendrée par M.
Soit 1< A< A' et supposons définie, pour tout ordinal £ < A, une sous-
catégorie M é de C*. Nous définissons alors une sous-catégorie 1:1)\ de
C* comme suit :

10) Si A est de seconde espéce, 1;17\= ‘< U 1;45 .

20 ) Soit A= N'+1; soit (M'3 )\, V,) la complétion g- projective de

M” dans (C*,v); alors M)\ est la sous-catégorie telle que

(M.}‘ , ,u.)\) soit la complétion §-inductive de M')\ dans (C*, ).
Par récurrence transfinie, nous obtenons ainsi une sous-catégorie 1;13\. de
C*. Montrons que 1\‘45‘. est stable pour v et . En effet, si
®=(C*,0,1')eF.4,
on voit comme dans la démonstration du théoréme 5 qu'il existe un £ € A
tel que ®(71)C Mg puisque Mf +4 est stable pour ¥, on a
le ®€M§+1CMf +1°

De méme, si ¥ est la transformation naturelle définie par un triplet (&, T,é),

od e €C,, il existe un £ < N tel que ¥(I)C DA‘dé', et par suite

lim” ¥ €My 4 CMy

Donc M).' est stable pour V et, par un raisonnement analogue, on voit qu'il
est stable pour 1. On en conclut que MN définit une Qgg sous-structure
(M3, v, #) de (C*,¥, ).

- Soit (M v',,u) la (4, ﬂ) complénon de M dans (C*,v,u). De I'af-
firmation précédente, on déduit M c M)\. Par ailleurs, on a M . C M. Suppo-
sons montré que Mé'CM pour tout £< A, od 1<AZL NS Alors M)\C M,
si A est de seconde espéce. Si A=N+1, on a M'3\C M, car M’ estla

plus petite sous-catégorie de C* stable pour ¥ et contenant My C M, et
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que M- est stable pour ¥ ; de méme MXC M, puisque 1:’1;\ est la plus
petite sous-catégorie de C* stable pour u et contenant M . Ainsi, par
récurrence transfinie, on obtient M N C-M .D'od
Mjy=M et (M, V', u')=(M},V,0).
—Supposons M em On a M E?ﬂ Soit A< N et supposons prouvée la
relauon ME efm pou.t tout §< >\.~ 81 A est de seconde espéce, il s'ensuit
M;\efm , car A< N <A et que mo est un univers admettant A pour ordi-
nal associé. Si A= A'+1, alors M) € W en vertu du théoréme 5, et M)'em
d'aprés le théordme 11. Par récurrence transfinie, on trouve Me m 0
- Supposons vérifiées les conditions de la deuxiéme affirmation du théoréme.
On a I‘M =M. Soit 1< AL N et supposons montré que M*® est une sous-
catégoue pleine de M & pour tout £<A.
10)Si A est de seconde espéce etsi feM; M;\ M;, il existe un

£ < A tel que feMo°M§ .M;C M, de sorte que M* est pleine

dans M)\

20) Soit A= N +1., M)\ définit la complétion §- projective de M)g.dans
(C*,v) et l'on montre (voir démonstration dans 1'appendice,corol.
laire du lemme 7) que la condition A du lemme 6 (appendice) est
vérifiée. Ce lemme affirme que M)»' est pleinedans M)\ et ( dua-
lement ) que M)\ est pleine dans M)\ Comme M *est pleinedans
MN par hypothése de récurrence, elle est a fortiori pleine dans
M. .

On voit donc, par récurrence transfinie, que M* est pleine dans M3} = M".
-Nous allons maintenant donner une autre construction de M- qui nous
sera utile pour la démonstration des théorémes suivants. Pour cela, définis-
sons au préalable I'opérateur o¥* qui associe a toute sous-catégorie B*

de C* la partie o ¥# (B) telle que
oVi(B)=oc¥(B)uo,(B),

ot oY(B) est la classe associée 3 B relativement 3 (C*,V) dans la

démonstration du théoréme 5 et ol O (B) est la classe 0# ( B) associée
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%
d'une maniére analogue 3 B relativement & (C*, u*) €?§ Nous définis-
sons par récurrence transfinie une suite transfinie ( M.)\))& % de sous-
catégories de C* en posant :
lo) M
20) M = U , si A est de seconde espéce;
M e ealMe

30) M)\— sous-catégorie de C*® engendrée par O"”"(M)\. ),
A=N+1.
On obtient ainsi une sous-catégorie Ii’i. de C*. Un raisonnement sem-
blable 3 celui utilisé pour prouver le théoréme 5 montre que ;4)‘. est une
sous-catégorie de C* stable pour ¥ et pour 4, et par suite M C MN In-
versement, il est évident que M € M et que, si Mf c M on a aussi Mg +1C

c M d'od, par récurrence tra.nsfmxe, M;\. C M. Donc M*= MN .

COROLLAIRE. ngI est un foncteur ~~ engendrant pour M. Les foncteurs
pgﬂ et ( 3;,95 N 3‘45 ) admettent des adjoints.
En effet, la démonstration est analogue & celle du corollaire du

théoréme S. m

B. 5% STRUCTURES LIBRES.

THEOREME 13. Tout H* effo engendre une pgg-structure libre (C*, v, 1)
ayant les propriétés suivantes :
H'* est une sous-catégorie pleine de C* et le foncteur somme

de Lim® et de Lim* estinjectif.
-

DEMONSTRATION. Soit ((C*,v,u),J) un (ffgs, pgs)-projecteut. Il en
existe d'aprés le corollaire du théoréme 12. Soit @(H*) la catégorie
n (m,H’i YT o Hj est la catégorie obtenue en ajoutant & H* un élé-

ment initial 0, et soit 7) g+ le foncteur canonique
(QH), 0, Q(HY.my. €F
de H* vers Q(H*) (nous reprenons les notations de la démonstration du

théoréme 6 ). Puisque M est une catégorie a mo-limites projectives et a

mo-limites inductives, a(H') est une catégorie 3 4- limites projectives

(2 suivre)



