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SUR L’EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES

ET DE FONCTEURS ADJOINTS

par Charles EHRESMANN

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

~·ca,~.e~uC.i.c~. ~ ù ~.e.p.,a~c~n..Q.n,~ Q~ mafft~aÜe6-,
U.tvt·~2.ene.i.~’,c~..u~ Kanama,

1a 1il *han1 ~~ .m.id-~.m.e~c.i..ca." , 6.,Q aGmà~11n,
a pfac-e (n.ec~.and~.e~.e, ~~ !aJtnad.a-e.6-) ~a·r ~",a¡ruJ

194,à, papo ( c~p.’~.t’ic~, ’ 9 6 6 ) .

INTRODUCTION

Les « problèmes universels», qui interviennent dans tous les domaines des

Mathématiques (construction de structures algébriques libres, complétion d’un es-
pace uniforme, etc...), peuvent se formuler dans le cadre de la théorie des caté-
gories à l’aide de la notion de p- structure libre, où p est un foncteur. Il est donc

important d’avoir des critères « maniables» d’existence et de construction de p-
structures libres.

De tels critères sont connus : Le théorème de Freyd [ 41 assure l’existence
d’un foncteur adjoint de p si p est à limites projectives et si les catégories sont
« assez petites » ; le critère de Lawvere (plus général [7] ) prouve qu’il existe une
p - structure libre lorsqu’il existe une p - structurée semi-libre (définie comme une

p - structure libre, mais sans la propriété d’unicité) et certains noyaux; les propo-
sitions d’existence de projections de ~ 1~ dont l’idée est reprise et systématisée
dans le présent travail.

Dans la partie I, nous supposons que p est la restriction à H d’un foncteur
P . Le théorème 1 lie la notion de p - structure libre à celle de morphisme (P , X , H).
engendré de but une ( H , P ) - structure semi-libre. L e s morp hi sme s engendr és sont
étudiés dans les § 1 et 2; en choisissant judicieusement la classe X, des con-

ditions faciles à vérifier entraînent l’existence de morphismes engendrés, et par
suite de p - structures libres. Les théorèmes de Freyd et de Lawvere sont ainsi

« relativisés » et plusieurs critères d’existence d’adjoints sont indiqués. Comme
application, nous généralisons les théorèmes d’existence de structures quasi-
quotient et de limites inductives de [ 1] et, dans le § 4 , nous étudions le problème
de la quasi-cohomologie à valeurs dans une catégorie dominée.



34

L a partie II, qui contient les principaux résultats de l’article, est consa-
crée à la complétion des catégories, problème abordé récemment par de nombreux
auteurs. Ici nous utilisons le théorème d’existence de structures libres, le point
délicat étant de prouver que certains foncteurs sont « engendrants » (th. 5 , 12 , 1~ ) .
L e § 1 contient la (longue) démonstration du théorème de comp 1 étion projective
(th. 6 dont le th. 5 est un auxiliaire) : Plongement universel, à un isomorphisme
près, d’une catégorie H dans une catégorie admettant H pour sous-catégorie pleine,
munie d’une application 9- limite projective univoque, et appartenant au même uni-
vers. Par « abstraction » de cette démonstration, nous construisons p ar récurrence
transfinie une complétion projective canonique de H (th. 7). Le théorème 8 montre

que cette complétion est aussi une « complétion projective libre», i.e. une solution

du problème universel du plongement, à une équivalence près, de H dans une caté-
gorie à limites projectives (c’est ce dernier problème qui avait été considéré aupa-
ravant). La construction se simplifie lorsqu’on veut seulement ajouter des produits
(th. 9) et montre qu’il n’existe généralement pas de complétion projective libre qui
soit une sous-catégorie de la catégorie des transformations naturelles entre fonc-
teurs de H* vers une catégorie d’applications (une solution de cette forme a été
cherchée par différents auteurs). Le théorème 10 résoud le problème de la com-

plétion projective avec conservation de certaines limites : Etant donnée une appli-
cation limite projective partielle 1~ sur H, il existe une structure quasi-quotient
de la complétion projective de H admettant H pour sous-catégorie et munie d’une
application limite projective prolongeant V .

Des résultats analogues relatifs à la complétion de catégories (adjonction
à la fois de 3-limites projectives et de ~- limites inductives) sont obtenus dans
le § 3 . La complétion « structurée» des catégories structurées fait l’objet du ~ 4,
avec application aux catégories ordonnées et multiples. Par exemple la complé-
tion des catégories doubles intervient dans la construction des foncteurs types [8] .
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TABLE DES MATIERES

.CONVENTIONS. La terminologie est celle du livre «Catégories et structures»,

Dunod, désigné par C.S.. En particulier : si C* est une catégorie, a et /3 sont
ses applications source et but, Ci la classe de ses unités, C~ le groupoîde de
ses inversibles, C* sa duale. ? désigne une catégorie pleine d’applications, 1q,
nt et ~ les catégories des homomorphismes entre classes multiplicatives, des
néofoncteurs et des foncteurs associées, M, pll, et p~ leurs foncteurs projection
vers m. Pour une catégorie pleine d’applieations ~ telle que MC t, nous notons
· A A

,~. ,~(’ , ~ , P~ , P~, et P j les catégories et foncteurs correspondants. « Univers »

signifie classe de classes (ici « classe » et « ensemble » sont synony mes) m o véri-
fiant les conditions d’un univers au sens de Grothendieck, à l’exclusion de l’axio-
me : Si x E 1VI et M 6 ? , al or s x E ~o .

o o
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I. EXISTENCE DE STRUCTURES LIBRES.

1. Morphismes engendrés.
Si P = ( K ’ , P , H ’ ) est un foncteur, désignons par P la classe

de toutes les P - injections, par P= la classe des P - monomorphismes; on
a P7C R ( H ’ ) , en notant R 9 (H la classe des monomorphismes de

, g g

H ’ . Si ( j=, ji )i E 1 est un produit fibré naturalisé dans H 
* ( C. S, déf. 9 ,

chap. IV) tel que ( P ( j i ), P ( j i ))i E 1 soit un produit fibré naturalisé dans

K’ , nous dirons que ( ji, ji )3 E 1 est un produit fibré naturalisé dans P .On
définit de même un produit naturalisé dans P . Nous dirons que P est un

foncteur à 1- produits (resp. à 1 - produits librés) si toute famille ( ei )= E 1, 1
où ~.6~’ pour tout i E 1 (resp. toute famille ( j i )~ ~ 1, j i E e.H pour tout
ï ~ 7~ admet un produit (resp. un produit fibré) naturalisé dans P.

A. NO YA UX.

Soient H ’ * une catégorie, h et h’ deux éléments de H de même
1

source et de même but. Si X C H , on dira que i E X est un X - noyau de
"" ...

( h , h’ ) dans H si on a b = h’ . j et si les conditions j e X et b =

b’ j assurent l’existence d’un et d’un seul f E H tel que ;=;./. Si
X = H , un H - noyau de ( h , h’ ) est un noyau de ( h , h’ ) dans H ’ ° au sens

de [ 2 ] , aussi appelé égalisateur de ( h , h’ ) dans [ 3 ] ou « difference

k ern e 1 » dans [ 4 ] .
Soit p = ( K ’ , p , H ’ ) un foncteur et X une sous-clas se de H .

DEFINITION. Si b E H et h’ E ~(h).H. ~(h), on dira que j est un X-

noyau de ( h , h’ ) dans p si :

1 ) j est un X - noyau de ( h , h’ ) dans H ’ ;

2 ) p ( j ) est un noyau de ( p ( h ), p ( h’ )) dans K ’ .

S’il existe un X - noyau de ( h , h’ ) dans p pour tout couple ( h , h’ ) tel que

on dira que p est un foncteur à X - noyaux (resp. à noyaux si X .- H ).
En particulier, si p est le foncteur inj ectif canonique ( K ’ , t , H . ) ,

alors j est un X - noyau de ( h, h’ j dans p si, et seulement si, ~ est un

( H, X , K ’ ) .-noyau de ( h , h’ ) au sens de [ 1 ] , où X C R g (K.).
PROPOSITION 1. Soit h EH, a(h) = s et h’ ef3(h).H.s. Si H. ° est



37

une catégorie à produits fibrés finis et s’il existe un produit naturalisé

(( ~, ~ ’ ), s X s ) dans H., alors ( h , h’ ) admet un noyau dans H ’ .

D E M O N S T R A T I O N . Il existe un produit fibre naturalisé (( h , k ) , ( h’ , k’ ))

dans H ’ * et un produit fibré naturalisé

dans ~f*. Montrons que v est le noyau cherché. En effet, posons d = [~,~]

et g * [ ~,~’ ] . On a 7T.g.v, * 77~.~.~ = ~ = ~’~~ = 7T’.g.v’ et

Puisque g est un monomorphisme, il en est de même pour v. -

Si, par ailleurs, nous supposons i t s . H tel que h . j = h’ . j , il existe

j’ E H vérifiant

car (( h , k ), ( h’ ,k’)) est un produit fibré naturalisé. Les relations

assurent l’existence d’un et d’un seul j" E H tel que

car (( d, v ), ( g, v’)) est un produit fibré naturalisé. Il s’ ensuit que v est

un noyau de ( h , h’ ) dansH...

COROLLAIRE. Si p est un foncteur à produits finis et à produits fibrés
finis, alors p est à noyaux. Si 9 est une classe de classes telle que l’on

ait j 1 1 , 2 ~ ~ g, et que p soit un foncteur à g. produits, p est à noyaux si,

et seulement si, p est à g. produits fibrés, ou encore si, et seulement si,

p est à 1. -limites projectives, pour toute catégorie 1 ° telle que 1 ~ g et

1. Eg.
o

D E M O N S T R A T I ON . La première affirmation résulte directement de la pro-

position 1 . - Réciproquement : Soit ( h; ); E I une famille d’ éléments de H

de même but s et supposons qu’ il existe un produit naturalisé (( p i )i E 1, S )
de ( cx ( h= ))= E 1 dans H *. Si 1 = 1 1, 2 ~ 1 et si n est un noyau de
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alors a ( n ) est un produit fibré de ( h 1, h 2 ) dans H ’ . S’il existe un pro-

duit si dans H ’ * ainsi qu’un produit fibré naturalisé

où ~ s ] . ~ j est le morphisme diagonal de sI , &#x3E; alors (~, pi . v ) f E 1 est un

produit fibré naturalisé. De plus, on sait ~ 4 ] que, si H * est une catégorie
à noyaux et à 9 - produits, H est à 1.- limites proj ectives. En effet, soit

F = ( H ’ , F , 1 ’ ) un foncteur, où 1 E ~ ; soit (( p ~ )= E 1. , S ) un produit
o

naturalisé de ( F ( i )) f f j . et, pour tout /~/, désignons par n, un noyau0

de ( p ~ ~ l ~, F ( f ) , p a~ f j ); alors F admet pour limite projective un produit
fibré de ( n~) f E I dans H ’ . - Cette construction montre que p est aussi à
1’- limites projectives si p est à noyaux et à 9 - produits. a

PRO POSITION 2. Si j E H est tel que h , j = h’ . j, que p( j ) soit un noyau
... 

,....

de ( p ( h ), p ( h’ )) dans K ’ ° et que j Ep"-- alors j est un noyau de (h , h’)
dans p . Si j’ est un noyau de ( h , h’ j dans H ’ , si p ( j’ ) E Rg ( K ’ ) et si

/2013 - r 

p est fidèle, on a j’ e p = , et par suite il pi C pi
DEMONSTRATION. Montrons la première affirmation. Soit k E H tel que

h . k = h’ . k . Comme p ( j ) est un noyau de ( p ( h ), p ( h’ )) dans K ’ , la re-

lation

assure l’ existence d’un f E K tel que p ( k ) = p ( j ) . f . Puisque j est une

P - injection, il existe un et un seul k’ E H tel que

Par suite , j est un noyau de ( h , h’ ) dans H ’ . -Supposons que j’ soit

un noyau de ( h , h’ ) dans H ’, et soit k E ~C3 ( j’ ) . H tel que p ( k ) =~f7~./.
Les relations a(h.k) = ~t.(h’.k), ~~.~~=/3~’.~~et

entrainent h . k = h’ . k, si p est fidèle. Par suite il existe un et un seul
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k’ E H tel que k = j’. k’. Il s’ensuit

d’où p (k’) = f , si p ( j’ ) est un monomorphisme. Donc j’ est un p - mono-

morphisme. N

C O R O L L A IR E 1. Si p est à pt - noyaux, p est à noyaux. Si p est fidèle
, 

r~
et à noyaux, p est à Pi-noyaux.
COROLLAIRE 2. Si p est à P’- ’noyaux et à produits, où ~ est une

classe de classes 1 admettant { I , 2 j 1 pour élément , p est à ~- produits
fibrés, et par suite à ¡...limites projectives , si 1 e 9 et 1 ¿ E 9 .

Supposons que X soit une catégorie pleine d’ applications et p ^

- ( ~ÏÏ , p , H ’ ) un foncteur. Nous désignons par ~ÏI= 
. 

la classe des injec-
- 

1’-

tions, par mL la classe des injections canoniques ( M , t , M’ ), par p i la
classe des ~ ~1C ~ , p ) - inj ections. Soit h E H et ~ ~~8~~.~.a~). Pour

que j soit un ( ~I ~ , p ) - noyau de ( h , h’ ) au sens de la déf. 6, chap. III ,

C.S., il faut et il suffit que j soit un p i - noyau de ( h , h’ ) dans p . Si p
est un foncteur d’homomorphismes saturé (C.S., déf. 20, chap. II), il est

résolvant à droite (i.e. à p - noyaux) (C.S., déf. 8, chap. 111) si, et seule-
ment si, p est à p i - noyaux, donc (corollaire 1, prop. 2 ) si, et seulement

si, il est à noyaux. Soit ~ une catégorie pleine d’ applications contenant
m. Un couple ( r, f’ ), où f et f’ sont deux applications de M E m 

o 
dans

M’ E ~ÎIo , Y admet pour noyau dans ? l’injection ( M , c , N ), où N est la

classe des x E M tels que f ( x ) = j’ ( x ). Il s’ ensuit que ? est à noyaux. -
Comme (M , c , N) est aus si un noyau de ( //’) dans ~ , 1 e foncteur (t, L , m )
est à noyaux. Supposons que p soit une restriction d’un foncteur P =

A A r-
= P, H.). De la proposition 2 résulte que, si p est à /? . -noyaux et
si X est une partie de P ~ contenant tout p ~ - noyau, H * est une catégorie
à ( X,H .) - noyaux; ceci généralise la proposition 1- 2 [ 1 ] relative au cas
où p est résolvant à droite .

Supposons que ~R 0 soit un univers. Nous désignons toujours par :
1 ) 7T l’application mo - produit canonique dans m telle que (C.S.

chap. IV)
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où p i ~ est la i - ème proj ection canonique du produit cartésien . Il M . sur
M :-. 

, 
iEl 1

s

2 ) v l’application mo - produit fibré naturalisé telle que (C.S. chap.
IV )

où V f, est la classe des
iEl

tels que pour tout

et où v,-- est la restriction à V fi de la ï - ème projection canonique de
fl a(f.). 

; ~ 1 1

,?,~.

Le corollaire de la proposition 1 entraîne que, si p est un foncteur

d’homomorphismes saturé 7T-compatible, il est v-compatible si, et seule-

ment si, il est résolvant à droite. Dans ce cas, il est à /’ -limites projec-

tives, pour toute catégorie 7’ * telle que 1 é m 0 .
B. E;ECTE~M STRICTS ET COEJECTEURS.

Soit c. ° une catégorie. Nous désignons par  la relation de pré-
ordre sur C définie par (C.S. déf. 21, chap. 1 )

g ~’ si, et seulement si, il existe b ~ C tel que g = gB~.

Si A C e. C, où e e C., on dit (C.S. déf. 21, chap. 1 ) que i est un C ’ -

minimum de A si k ~ A et si g  g pour tout g 6 A, et un C ’ -maximum de
A si î ~ A et si g  k pour tout g ~ A.

DEFINITION. Soient Y et Z deux parties de C. On dira que g est un

éjecteur (resp. un coéjecteur) relativement à ~Z,Y,C’) si g e Y et si,

pour tout g 6/3~).Z, on a

..

On appelle projecteur (resp. coprojecteur) relativement à (Z, Y. C’) un
....

éj ecteur (resp. un coéj ecteur) relativement à ( Z , Y , C * ) , où C * est la
..

catégorie duale de C ’ .
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Ainsi g est un projecteur (resp. un coprojecteur) relativement à

( Z , Y , C ’ ) si, et seulement si, g E Y et si, pour tout g 6Z.a~), il

existe

tel que (resp. que g = h . g ),

Lorsque Y = Z, un éjecteur (resp. un coéjecteur)g relativement à (’7,7.0’~

est simplement un -maximum (resp. un C ’ -minimum) de /3f~.Y.
EXEMPLES. Si C est une sous-classe de C, nous notons R (C*l C)

~ ~

(resp. R~C,C’)) la classe des éléments C-réguliers à gauche (resp. C-

réguliers à droite ) dans C’ , Le. (C.S. déf. 17, chap. I) des g 6 C tels
que b = h’ si b 6C, b’ e C et g b = ~.~’ (resp. et ~.~ = b’. g ) . Soit

C ° une sous-catégorie pleine de ~ . Alors g est un éjecteur relativement
à fC.C~,~ ~CBC~.C~C’) si, et seulement si, g cstun(CBC~-o go.. ~ 

0

éjecteur (C.S. déf. 15*, chap. III). Pour que g ~ C soit un projecteur rela-

tivement à ~C~.C,C~.~~C, C’), C’~, il faut et il suffit que g soit un

(C, C.) -projecteur. Si de plus C’ définit une sous-catégorie pleine de

C*, alors g est un projecteur relativement à

si, et seulement si, g est un ( C’, C, )-projecteur au sens de la défi-

nition 5 - 2 [ 1 ] .

Il est souvent utile de préciser les définitions précédentes comme

suit :

D E F I N I T I O N . Soient Y et Z deux parties de C . On dira que g est un
.A

éjecteur strict (resp. éjecteur costrict) relativement à (Z, Y, C’ ) si g
.A .A

est un ~ --maximum (resp. un C ’ - minimum) de la classe des é j ecteurs
w

relativement à ( Z , Y , C ’ ) de but /3f~. On dira que k est un coéjecteurs
.A .A

strict (resp. coéjecteurs costrict) si g est un c. -minimum (resp. un C’ -
.A

maximum)de la classe des coéjecteurs relativement à (Z, Y , C ’ ) , de but

/3f~. Si d est un éj ecteur strict (resp. un coéj ecteur strict, resp. un éjec-
.A

teur costrict, resp. un coéjecteur costrict) relativement à ( Z , Y, C*), on
dira que k est un projecteur strict (resp. un coprojecteur strict, resp. un
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projecteur costrict, resp. un coprojecteur costrict) relativement à (Z, Y, C ’ )

Lorsque Y est formée de monomorphismes de C., la classe des

éjecteurs stricts (resp. éjecteurs costricts) relativement à ( Z, Y, C’) de

but e est la classe Yn~.Cy , , où k est un éjecteur strict (resp. costrict)
relativement à ( Z, Y, C ’ ) .

De nombreux problèmes reviennent à chercher des éjecteurs, co-

éjecteurs, projecteurs ou coprojecteurs stricts ou costricts, i.e. des élé-

ments « optimaux) en un certain sens. De tels problèmes peuvent être appe-
lés problèmes «universels», en généralisant un peu la définition de ([2 ]

et C.S., appendice II) .

EXEMPLE. Soit Z C ?.C, où e E ~~. Si ~, ~)~Z est un produit fibré
naturalisé dans C ’, , alors t/ 

= ï. t~. est un coéjecteur costrict relative-

ment àCZ,C,C’).SiZ est formé de monomorphismes et si v 6e.~?(C’)
A A 

0 g

est un coéjecteur costrict relativement à (Z, C, C’), alors a(v est un

produit fibré de fï~’~7 dans C* 
°

C. MORPHISMES ENGENDRES.

Soient C ’ une catégorie, C * une sous-catégorie pleine de C ’ et

y C c.
DEFINITION. On appelle ~C’, Y, C)-co~/ec~f(resp.-co~/ecfCMf.~nc~un

coéjecteur (resp. coéjecteur strict) relativement à~Y.C’, Y,C’).
D’après le § B, k est un CCB Y, C) - coéjecteur si, et seulement

si, ê e y et si ~~ pour tout g 6/3~;.Y.C~. C’est unfCB Y, C~-co-
éjecteur strict si gg’ pour tout Y, C coéj ecteur ~B Si e ~C~ et

. 
0

si c.Y.C’=0,tout~6c.YestunCCBY,C~-coéjecteurets’il existe
un minimum de e. Y, cet élément est un ~CB Y, C)- coéjecteur strict.

Si YCR fC’) et si k et g’ sont deux CCBY, Cl-coéjecteurs
g 

A A

stricts, de même but, on a k ~~’.C~ . Si Y’C Y, &#x3E; unfC’, Y, C coéi ec-
teur g tel que g e Y’ est un ~C’, Y’, C~-coéjecteur; mais g e Y’ peut

être un (~*, Y, C). coéjecteur strict sans être un (ê., Y’, C) -coéjecteurs
strict. Un (Î*, Y,C)-coéiecteur g tel que a(g) ~ C est un ~C BY.C’,C~-
coéjecteur strict.



43

Si g est un ( C ’, Y, C ) . coéj ecteur et si g’ e a. ( ~. C, alors ~. ~ ’
est un (~’, Y, C) - coéjecteur lorsque g.g’ E Y. Si de plus g est un

fCB Y. C)-coéjecteur strict, g.g’ estunfC’,Y,C)-coé}ecteur strict

et on a ~~.g’~ d’où g==~.~~; si ~~jR~~C’), cette égalité
entraîne que g’ admet un inverse à droite.

Soit ~.==~.Y.C’ et soit laclassedes~C’.Y.C~-coéjec-
teurs de but S . Si A.=t= 0, si A.C~~C~..C~ et s’il existe un produit
fibré naturalisé ~g,~ ) ~~ dans c. ° tel que g~= g.t~ 9 e Y pour i = 1

gg ¡ . 
- g A

ou 2, alors g. est évidemment un Y,  C ~ * coéjecteur, g 2 un Y, C)-
coéjecteur strict.

Soit P=CKBP,~’) un foncteur,H ° une sous-catégorie pleine de

~ ’ ° et X une ~~~ïe ~ ~ . Soit C ’ ° la catégorie ayant pour éléments les

triplets

tels que

la loi de composition étant

si, et seulement si, f’ = 1 et a ( b 1) = ~6f~~. Identifions les unités de C 
*

aux couples ( s, f ) tels que s 6~~ et /6P~).K. Soit Y (resp. C ) la

classe des

tels que h EX (resp. h E H ).
~ - ~

Pour que ( f , j , f’ ) soit un (C ., Y, C ) - coéj ecteur, il faut et il suffit que

l’ on ait

A ·

et que, si j E ~ ( j ) . X . H~ et f = P ( j ) . ~’ , il existe h E H vérifiant

w d1 w

Pour que ( f , j , f’ ) soit un (C., Y, C ) - coéjecteur strict, il faut et il suffit
w .. 1

que, de plu s, pour tout ( ê., Y, C ) - coéj ecteur ( f , j’ , f" ) tel que ~C3 ( j ) =
- ..

= f3 (j’ ), il existe h’ 6 H vérifiant
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A A A

DEFINITION. Si (/, 7,/’) estun(C’,y,C~-coé)ecteur(resp.-coé)ec-
teur strict) t ; est dit ( P, X , ~ ~ -~~fï~M~ pour (resp. dit (P, X, H ) .

A A

engendré par) (f, Î). Soit f e K; on dira que 1 est fP,X,~)- ~~~~gMC
A A

pour (resp. -c~~~f~ par) f s’il existe f’ tel que i soit (P, X, HJ-
A

distingué pour (resp. - engendré par) f /’~.

EXEMPLES.

1) Soit P le foncteur constant de ~’ ° sur la catégorie {0!* 
° admet-

tant un seul élément, 0 . Pour que j soit ( P , X, ~f)-distingué pour (resp.
A A

-engendré par) 0, il faut et il suffit que 1 soitunf~’,X,~-coé)ec-

tcur(resp..coé}ecteur strict).

2 ) Supposons que l’on ait P (X) C R fK ’ ) . Pour que 1 soit fP,X,~-g A A

distingué pour f 6K, il faut et il suffit que l’on ait j ~X, / P(~ et

que, pour y 6/~y).X.~ tel que /P~/~, on ait ~;. Pour que 1 soit

( P , X, H)- engendré par f , il faut et il suffit que 1 soit un H’-minimum
de la classe des éléments ~P, X, ~- distingués pour /.Dans ce cas, si j
est ( P, X, H) -distingué pour/.~ etsi/P(;~,alors/ est (P, X, H)-

distingué pour f.

3)Si XC~~*, un élément î est fP,X.~,~-engendré par f

si, et seulement si, y est un ~X.~-sous-morphisme de 8 (j ) engendré
par f au sens de [ 1 ] .

4) i est (P, R 9 engendré par f E K si, et seulement si,

a( j) est une «sous-structure de 8(j) engendrées par f au sens de [3 ] .
A

PROPOSITION 3. Si j ~fP.X.~B~-~~~Mc~OMf (f, f’), il est

fP,X.~~~)-~g~~c par C/,/~. Supposons que 1 ~oïf(P, X,~)-

distingué ~OMf~~. -~~gc~f~~f) ~/’/~ et ~~ 7 soit tel que 7.7 6 X
A

et /~Pf7)/ ~of~ 7.7 est ~P,X,~)-~ï~~~M~ pour (resp. -engendré

par) f.
En effet, la première affirmation est évidente.- Si g = f/ 7 /~ est

un fC’, Y, C) - coéj ecteur (resp. -coéjecteur strict) et si g’ = ~/~7/~~C,
nous avons vu que
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- -

est un ( C’ , Y, C ) - coéj ecteur (resp... coéj ecteur strict), donc l , j est

( P , X , H ) - distingué pour (resp.-engendré par) ( ~, ~" ) . ~

DEFINITION. On dira que X est ~ - stable dans H ’ ° si X est une sous-

classe stable dans H’ ° et si les conditions

entrai‘nent h E X . On dira que X est 9 - V - stable pour ( P , H ) si X . X . H©yX,,
si 9 est une classe de classes et si les conditions

pour tout

assurent l’existence d’un produit fibré naturalisé ~/~/’)’~y dans P tel

que il EX. Si X est Ill, 2 ! ! - V - stable pour (P. H), on dit aussi que X

estV-~~~~OMfCP,~~.
Soit 17 ~ * la catégorie des triangles de ~f’, i.e. la sous-catégorie

de [1 ~ * formée des quatuors
tels que

(C.S. , p. 85 , exemple 4, où m doit être remplacé par [31). Si X est sta-
w 

r~ 
~

ble dans H ’ , alors X est 0 - stable dans H * si, et seulement si, la classe

dp

tels que ,

définit une sous-catégorie pleine de ’7 ~ - .

EXEMPLES. ~ 9( ~ * ) est ’7 - stable dans H. 
* 

et, si P est à 9 - produits
fibrés, 9 - V - stable pour ( P , H).
PROPOSITION 4. Soit X = P ; alors X c~f V.~fa~ dans H* c~ ~ P
est à 9 - produits fibrés, 9 - V - stable pour ( P, ~ ~.
DEMONSTRATION. X est V-stable, car c’est une sous-catégorie de Û. °

(C.S. prop. l , chap. ID) vérifiant la condition supplémentaire voulue (C.S.

théo. 1, chap. ln). Supposons donnée une famille f7’)’~y d’éléments de ~
vérifiant les conditions : on a

pour tout
A

il existe un produit fibré naturalisé (ii, ~_ )~ ~ ~ dans H ’ 
* tel que
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( P ~’ ~ ~~i, P ( f ~ ))~ ~ t soit un produit fibré naturalisé dans K ’ . Nous allons

montrer que l’on a y~~P , d’où résultera la proposition. En effet, soit
hf./3Ut),â tel que P ~’ h ~ ~ P ( )’ ) . f . Etant donné que i¡£P-, les
égalités

pour tout ~ 1

entraînent qu’il existe un et un seul h i ~ H tel que

et

posons de plus h = h~-. Il s’ensuit, f/~/~~ étant un produit fibré natu-
ralisé dans ~ * , qu’il existe un et un seul h’ E H tel que

et

Comme ~ P ~ 1 f ~ , P ( l~ ~)~ ~ ~ est un produit f ibré naturalisé dans K ’ , les

relati ons

pour tout i ~7, assurent que l’on a P (h’ ) ~ f.. Supposons aussi

et

On a, pour tout

et

d’où j~, h" = bil Par suite h’ ~ b», car

pour tout
A

, 
Ainsi bl est l’ unique élément de H tel que

et

de sorte que f ~. E P ~. r
w

Dans la suite de ce paragraphe, C * désignera toujours la catégorie
associée plus haut à P et le mot coéj ecteur (resp. co~j ecteur strict) signi-

..

fitera (C., Y, C). coéjecteur (resp. - coéjecteur strict) . 
-~ .

PROPOSITION 5. Soient S EH©, ) E S. X.H~, /= P(f)./’ et i. E a f )),X.
Supposons que j , j’ E X , que X . H ~ (resp. X ) soit V - stable pour ( P , H )

w 
°

(resp. (P , H ) et que, si s é H~ et f i EP ( s,) . K , cx ( f 3, il existe j’ E s»X ,H~
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tel que f i  P ( j’ j ) . Si j’ est ( P , X , H ) - distingué pour f ’ , j , j’ est

( P , X , H)- distingué pour f . Si j’ est ( P , X , H)- engendré par f ’ , si X
w w It

est B1-stable dans H * et si j e Rg ( H ’ ), alors j , j’ est ( P , X , H j - engen-
dré par f.

.K ...

DEMONSTRATION. Posons g = (f, j, f’) E Y. Soit g’ = ( f’, j’, f") un

coéj ecteur. On a

et

Supposons

et

Puisque X . H~ ~ f resp. Puisque X )est V - stable pour ~ P , H ) , il existe un

produit fibré naturalisé (( j , v ), ( j 1, v 1 )) dans P tel que v E X . H~ (resp.
E X ) . L’égalités

assure l’existence d’un ~i E K tel que
et

Il s’ensuit gi = (,’ , ~, f i) E Y. C~ (resp. E Y et, par hypothèse, il existe

un

on a g ~ = g’l. R" E Y . C~ ) de sorte que, g’ étant un coéjecteur, il existe

k E C tel que g’ = gi. k, où .i = 1 (resp. = 2 ); par suite

Comme

où ~=f/~t~/~. on obtient ~==~.~.~ (resp.g=~~.~’.~"~ ).

Donc à est un coéj ecteur, i. e. 1 est ( P, X, H ) - distingué pour ~/,/~ ).
-Nous supposons de plus que ~ soit un coéjecteur strict, que i E R 9 (H-)
et que X soit ’7 - stable dans H’ - Soit ku = f/.;"./") un coéjecteur de

but 8(î). Puisque a(g) E C, il existe ~=~/’~,/"~~C tel que g"=
= g. k. Etant donné que X est 7 - stable dans ~ - , les relations
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entraînent b EX, et k 67. Montrons que k est un coéjecteur. En effet,

soit ~ C~~~C.C~. On a ~.g~ ~/3~").C.C~ et,~ étant un coéjec-
teur, il existe ~" E C tel que g" = g.~.~. Les égalités

,II¡

ont pour conséquence g 1, g ï = k, car, i étant un monomorphisme, g ~Rg(C’’).
Ceci montre que k est un coéj ecteur. g’ étant un coéj ecteur strict, on en

déduit l’ egistence d’ un k’ e C tel que g’ = k . k’ , d’où

Par conséquent g est un coéjecteur strict, i.e. f est ( P , X , H ) - engendré

par f..

PROPOSITION 6. Su p posons que j soi t ( P , X , H ). distingué pour (f, f " )

(resp. - engendré par ( f , f ") et X . H~ soit V - stable pour ( P, H )). Soit
,..

il E X et l E X (resp. 1 E X . H~ ) tels que j = j , j’ et 1 = P (j ). f’, où
...

f’= P(~’).f". Si j ERg(H’) et j:X.H~C X, alors l’ est (P,X,H)-

distingué pour (res p. - engendré par) (!’, f " ) .

DEMONSTRATION. Par hypothèse g = ( f, j, f") est un coéjecteur,
et

Montrons que g’ est un coéj ecteur. En effet, soit g’ E ~ ( g’ ) . Y . C~ ;
on a g , g’ E Y. Ci et, ê étant un coéj ecteur, il existe k 6 C tel que k =

= g , g’ , k . Puisque j est un monomorphisme, g est un monomorphisme de
III

C ’ , de sorte que l’on déduit g’ = g’ , k de ~. ~’ = g = g . g’ . k . Donc g’ 1

est un coéj ecteur.
- Nous supposons de plus que à soit un coéj ecteur strict, X . H ~ soit V-

stable pour ( P , H) et que j E X . H~ , c’ est-à-dire g e Y . C~ . Soit

un coéjecteur. Montrons que

est un coéjecteur. En effet, soit
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x 0 H ~ étant ~/ - stable pour ( P , H ) , il existe un produit fibré naturalisé

~/.~~7« v 1)) dans P tel que v E X . H~ . Les relations

assurent l’existence d’un f 1 tel que

Il s’ ensuit et

à’1 étant un coéjecteur, il exi ste k’ tel que g i = g i , k’ , d’où

Ainsi g 1 est un coéjecteur. Comme ê est un coéjecteur strict, il existe
A

kt E C tel que ’ = g i , k i . Il en résulte

...

et par suite g’ = g i . k’l’ car g e R g ( C ’ ) . Donc g’ est un coéjecteur
strict..

...

PROP OSITION 7. Soit P’ = ( Pl, K .) un foncteur fidèle (resp. fonc-
- ...... A

teur et soit P(X) C Rg ( K ’ )) ; soi t j E X . Si f = P ( j ) , f ’ et si j est
g ...

( P’ , P , X , H)- distingué pour (P’(f), P’(f’»,alors j est ( P , X , H)~

distingué pour ( f , f ’ ). Supposons P ( X ) C P’r; si j est ( P , X , H ) -.
distingué pour f , il est ( P’ , P , X , H ) - d~stingué pour P’ ( f ) ; de plus j
est ( P’ . P , X , H ) - engendré par ( P’ ( f ), P’ ( f ’ )) si, et -seulement si,
......

j est ( P , X , H ) - engendré par ( f , f ’ ) et f = P ( j ) . f’ ,

DEMONSTRATION. Soient C’. la catégorie, C’ et Y’ les sous-classes
...

de C’ . associées à P’ . P pour définir les morphismes ( P’ . P , X, H) -

distingués. L’ application

définit un foncteur q de C’ ° vers ~’ * tel que q( Y j C Y’ et q( C ) C C’ .

Soit
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A

Supposons que q ( g j soit un (C’ ., Y’ , C’ ) - coéj ecteur et soit

Comme q(g) E~(q(g)),C’.Cô’, il egiste
tel que

c’ est-à-dire on a

et

Il s’ eàsuit (resp. Si P ( j ~ E~ Rg ( K ’ j , les égalités

..

entraînent) f " = P ( h ) . f ’ , d’ ou g’ = ( f " . h , f’) E C et ê = g . .t,’. Ain si ~
..

est un coéj ecteur, i.e. j est ( P , X , H ) - distingué pour ( f , f’ ) .

-Nous s uppos on s P ( X ) C P’ ~. Si j E X , f E ~3 ( P ( j )) . K , ,

et , 1

il existe un et un seul f ’ E K tel que

et

de sorte que l’on obtient

où

Si g est un coéjecteur et si k ~/3~~~.Y’.C~’, on a k = q(g), où

g ~/3~;.Y.C~, et il existe g’ E’ C tel que k = g.~’; par suite q(ê) =

=~.?~~ et q( g) estunfC", Y’, C’)- coéjecteur. -Supposons de plus
que g soit un coéjecteur strict. Soit î un fC", Y’, C’~- coéjecteur de but

~~~~/ alors ~=~~ où ~ ~/3f~.C’. D’après ce qui précède,~
est un coéjecteur, de sorte qu’il existe g 6C tel que k = ~B~"/ il en

résulte ~~=~.~~. Ainsi ~g) estunfC",yBC’~ coéjecteur
strict. -E nf in soit ~f~ un fC", y’,C~-coéjecteur strict; k est un co"

é)ecteur///./’~. Soit

un coéjecteur. Comme q( gi ) est un (C’., Y’ , C’ ) - coéjecteur, il existe

tel que
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Puisque P’ est fidèle et que P’ ( f ") = P’ ( P ( h ) . f ’ ) (resp. Puisque

PWCR fK’)), on trouve/~=P(~./’.II s’ensuit ~==f/B ~./~~C’
et g = g’ . .g . Ceci prouve que à est un coéjecteur strict..

2. Foncteurs engendrants.

Dans tout ce paragraphe, mo désigne un univers , sauf dans B, 2 ).
DEFINITION. Nous appellerons classe une classe A telle qu’il existe

une bijection de A sur un élément de ?.
Soient P = fK’,P,~’) un foncteur, H * une sous-catégorie pleine

de ~’ et X une partie de il. Soient C* * la catégorie, C et Y les parties
de C, associées à P dans § 1-C. Coéjecteur signifie encore Y. C) -
coéjecteur.

DEFINITION. Si S 6~~, nous désignons par ~.X/~y la classe quotient
de S. X par la relation d’équivalence /’ si, et seulement si, / ~/’ .~..
On dira que /7’ est ?!! -~cf~ pour X si ~.X/~y est une m - classe
pour tout S Lr
EXEMPLES.

1) ~’ ° est localement petite [4 ] (ou «à sous-objets ? -petits~) si
elle est m - petite pour R (~’) et si ~’.~.~ £ m lorsque S EH. et

~’ 6 ~ ’ .o
2) Soient ~6~ et f ~P~)./(; on a e = (S, f) ~C~. Pour que

C ’ ° soit ? - petite pour e . Y, il faut et il suffit que les conditions suivan-

tes soient vérifiées :

a) soit M la classe des i 6~.X tels que / P(/~/ alors M/~.
est une M. -classe;

b ) pour tout i ES X, soit Ai. la classe des / ’ tels que /= P f/~. / ’ /
alors A~/P~’)*estune)t! -classe.
Si H * est m - petite pour S . X, la condition a est satisfaite. Si

la classe M f a au plus un élément, de sorte que b est vérifiée. b est aussi
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remplie lorsque P ( s ) , K , o~ ( f ) est une M’, - clas se pour tout s e cx (X) .
A. EXISTENCE DE MORPHISMES ENGENDRES.

DE FINITION. Soit K’ C K; on dira que P est ( K’, X, H)- engendtant si,
"

pour tout S E H~ et tout f EP (S) . K’, il existe un morphisme (P , X . H© ,H j -
engendré par f de but S .

" -

Soient S E H~ et f E P ( S ) . K . Désignons par Il la classe des

couples ( j , f ’ ) tels que ;’~~.X.~ et f ~ P ( j ) . f ’ . c’est-à-dire tels

que ( f, j. f’) E(S. f). Y. C~. Si i ~ (j, f’) 6~, posons j~ = j et f~ ~ f’.
De même soit 1 2 la classe des couples ( j’ , f " ) tels que j’ E S . X soit

( P , X , H ) = distingué pour ( f , f " ) et soit

pour tout

PROPOSITION 8. Posons n = 1 (resp. n =~ 2 ) . Supposons que 1. soit
- -.

une partie de T. telle que, pour tout ( ji, fi~ E In, il existe h E H";,, où

w 11 w

Si l’on a j E X, v. 1 eH, Ii’ vi = j Pour tout i E In et siiP(j~), P(v=))~ eIw n

est un produit fibré natur alisé dans K., alors i est ( P , X , H ) - distingué

pour (resp. - engendré par) f.

DEMONSTRATION. Soit i = (jj, f~) e ~; on a gi ~ ( f, ji,,=) E Y. Soient, 9

An et An les classes des g, tels que i E ln et i ET. respectivement. Si
gi E An il existe par hypothèse

tel que

i.e. on a ~C~.Cy. Comme ~;~,P~))~~ est un produit fibré
naturalisé dans K ’ ° et que f = Pf/~)./~ il existe un et un seul f " E K
tel que

pour tout

d’ où

si i E 1 n . Lorsque i -6 1 n , on a ~_ , g: ~ gie E A n et les relations
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montrent que 1‘élément ~ i (resp. i 2 ) E Y est un coéjecteur (resp. coéjec-A 2

teur strict. P ar suite, 1 7 = jt . v~ est ( P , X , H ) - distingué pour ( f , f" ) (resp.

( P , X , H ) - engendré par ( f , f " ) ) . ~
w

R E M A R Q U E . Considérons les conditions, où j t E S . X , i E 1n , j E X :
w A

a) Il existe v. E H tels que j= , v~ = j et que ( P ( jt), P (v= )~ e t n
soit un produit fibré naturalisé dans K ’ ;

~o

b ) ( j =, vt ) f E 1 est un produit fibré naturalisé dans P et j = j f . vj -
b entraîne a . Si X C P~ , les conditions a et b sont équivalentes.
COROLLAIRE i. Supposons que ê. ° soit mo-petite pour (S, f).Y.C®
(resp. pour ( S, f ) . Y), que X . X C X et que X soit ~ÎIo-V- stable pour
( P , H ) (resp. ( P , H )) . S’il existe i E S . X tel que f ~ P ( j ~, il existe un

morphisme ( P , X , H ) - distinsué pour (resp. · engendré par) f , de but S .
..

DEMONSTRATION. Soit u une bijection de (S, f ~1. Y. C~/C~ (resp.
de A 2 /~~ , où A 2 est la classe des coéjecteurs de but (S, f » sur un

élément J 1 (resp. J 2 ) de mo. Pour tout m e Jn , où n = 1 ou 2, choisis-

sons un

L’ application m .. ( j ~ , f ~ ) est une bij ection de J fi sur une partie 1 n de
1 n vérifiant la condition de la proposition 8 . D’ après la X0- V - stabilité de
X , il existe un produit fibré naturalisé (ii, v= ) t E t , où n =’~ 1 (resp.= 2 ),.

.. -- n
soit j n = j i , v 1 .. Si Il = Q~ , j E S . X est ( P , X , H ). distingué pour f ; si

7Ï1 =1: C;Z¡, la proposition 8 af firme que 1 , est (P, X , H)- distingué pour f .

(resp. pour f . Il s’ ensuit /2 =+ ~ et, d’ après la même proposition, j 2 est
( P , X , H ) - engendré par f . ) ~

COROLLAIRE 2. Si les trois conditions a, b, c ou a, b’, c suivantes sont

vérifiées, P est ( K’ , X , H J- engendrant:
a) H ’ ° est ~o · petite pour X . H~ 

° et P(X)C Rg( K’ ) (resp. et
° o g

P(s).K.e ~P(H~,)*est une m - classe si e E a( K’) et s EH~).

pour
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tout i E 1, où S EH. et 1 e m 1 il existe un produit libré naturalisé

( j t, vt )~ e I dans P tel que j t , v~ E X .
c) Si S EH© et f EP(S).K’, il existe i ES.X.H~ où f  P(j).o 

A 

D

DEMONSTRATION. Soit S E H~ et f E P(S). K’ . La condition a entratne

que C ’ ° est petite pour ( S , f ) , Y , C ~ d’ après l’ exemple 2 . Le corollai-
re 1 permet de construire un 1 qui est ( P , X , H ) - distingué pour f f , f’). Si

..

b , c sont vérifiées, on a cx ( j j E H , donc est ( P , X . H ©, H)- engendré
par f . · Si a , b’ et c sont satisf aites, on a

où
...

de sorte qu’il existe i E a (j). X . H; tel que f ’  P ( j ). ~En vertu de la

proposition 3 , j , j est ( P , X . H ~, H ) - distingué pour f.u

COROLLAIRE 3 . Si 1 es trois conditions a , b , c ou a , b’ , c suivantes sont

vérifiées, P est ( K’ , X , H ) · engendrant :
a) H * est m . petite pour X il H , et on a P (X n H ) C R9(Ko g

(resp. et, si s E H~ et s’ E H~, la classe P ( s’ ) . K . P ( s )/P~(H,;,) *est une
X9- classe) . Y est ~l - stable pour ( P , H ), où Y z X . H~ (resp. = X et

K’ = K , a(K’». ,

b) X . X . H; C X; . X nH est m . V - stable pour (PH’ H ) et K’ est

’7-stable dans K ’ ; (on pose PH ~ ( K . , P c , H ’ ) ) .

b’) X.XC X et K’ = K.a(K’). Si j~~E s,X.H~ pour tout i ~1,

où s E H~ et 1 £ mo’ il existe un produit fibré naturalisé ( j~, vi)..’ dans
P tel que j ~ , vi E X -

c ) Si S E H~ et 1 e P ( S ) . K’ , il existe j E S . X . H~ tel que

f  P (j) et P(j) E K’.
...

DEMONSTRATION. Soit S EH~ et f EP(.S).K, . Il egiste j ES,X,H~
tel que f ~ P ( j ) E K’ ; soit s = o~ ( j ) et f = P ( j ) , f ’ . Puisque K’ est

7- stable dans K ’ , on a f ’ E K’ . La condition a entraîne que C ’ ° est m -
petite pour ( s, f ’).Y. C~ (exemple 2 ) . Le corollaire 1 assure qu’il existe
j E s . X qui est ( P , X , H)- distingué pour ( f ’, f "). D’après la proposition
5 , j , j est ( P , X , H ) - distingué pour f . - Si a , b , c sont vérifiées, on a
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- -

o~ ( j ) E H , donc j , j est ( P , X , H~, H ) - engendré par f . - Si a , b’_, c sont
~ 

’ 

~ 

o 
w

remplies, on a f " E K , a f ’ ) C K’ , de sorte qu’ il existe j’ e a ( j ) . X , Ho
i

tel que f "  P (j’) . En vertu de la proposition 3 , (j , j ) . j’ est (P,X. H ~ , H ) -
engendré par f . ~

EXEMPLES.

1 ) Supposons P (X ) C Rg( K’ ) . L’application ( j=, f=) -· ji est une
bij ection de la classe 11 sur la classe B des j E S , X . H ~ tels que

f  P ( j ) . Par suite, si B C B C B . H,~ et si ( j , vl )j ~ B est un produit
fibré naturalisé dans P tel que j = j , vj appartienne à X, alors j est

( P , X , H ) - distingué pour f .
.. -

2 ) Supposons H = H et H~ C X ; la condition c du corollaire 3 est
alors vérifiée (on peut prendre S pour j ) ; par suite, en appliquant le corol-

.. -

laire 2 au cas où X = Rg( H ’ ) , on obtient le résultat suivant [ 4 ] : Si H ’ 
°

est localement petite, si P est à mo - produits fibrés et si e 2 . K . e 1 E mo
pour tout e¡ E K ~ , w le foncteur P est (K , R 9(Û ), H ) - engendrant.

Soit F = ( H ’ , F , D ’ ) un foncteur et ( P . F, t, G ) un triplet défi -

nissant une transformation naturelle telle que t ( D ~ ) C K’ C K . Considé-
rons les conditions :

1 ) Si i e X . H~ et g E ~C3( j ) , il, il existe un produit fibré natura-

lisé (( j, v), (g, v’» dans P tel que v’ E X. On a X C Rg(H’ ).w g

2 ) Si S e H ~ et f 6 P ( S ) . K’ , il existe j ES. X , H ~ tel que

f  P(j).

PROPOSITION 9. Supposons que X véri fie 1 et 2, que P ( X ) C K’ et K’

soit ~ - stable dans K * (resp. que K’ = K , a ( K’ )) et X . X . H ~ ex. Si,

pour e e D 0 ’, il existe T( e) E F ( e). X qui soit ( P , X . H 0 ., H ) - distingué
pour t( e ), il existe un triplet ( F, T, F’ ) définissant une transformation
naturell e.

DEMONSTRATION. Soit k E D, a(k) = e’ et (3(k)= e. Posons

Montrons qu’ il existe h’ tel que
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En effet, par hypothès e, il existe un produit fibré naturalisé (( i ’ v), (h , v’))
dans P tel que v’ E X . Puisque j est ( P , X , H) - distingué pour t ( e ) ,

il egiste ~ e K tel que t ( e ) = P ( j ) . j. Les relations

assurent l’existence d’ un f’ E K vérifiant

et

Par hypothèse t ( e’ ) E K’ car P ( v’ ) E K’ ; on a f’ E K’, et K’ est 7 -

stable (resp. f’ E K , a ( K’ ) C K‘ ) . En vertu de la condition 2 ~ il existe

tel que

On a et

Etant donné que il est ( P , X , H ) - distingué pour t ( e’ ), il existe g E H

tel que il = v’ . j ~ . g . En pos ant b’ = v. i 1. g , on obtient

d’où q(k) = (h, j, /’.~~a~’.
.Enfin si ( k’ , k ) E D ’ * D ’ , les éléments

et

construits par la méthode précédente sont deux quatuors de la forme

où

Par hypothèse, T ( ~ ( k’ )) est un monomorphisme; il s’ ensuit h i = h2 , et

par conséquent q 1 = q2 . Ceci prouve que l’application le.. q( k ) définit

la transformation naturelle de F’ vers F cherchée, F’ étant le foncteur

défini par le.. h’..

CoROLLAIRE.Supposons que X .H~ (au lieu de X) vérifie la condition 1

et que, pour tout ~ E 1)~, il existe T ( e ) E F( e ) . X qui soit (P,X.H.,H)-
engendré par t( e ). Alors il existe un fonc teur F’ tel que ( F, T , F’ )dé-

finisse une transformation naturelle. Si X = Pi , on appelle,F’un R(K, P,H) -
sous- foncteur de F engendré par G o
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En effet, les hypothèses sur K’ et la condition 2 sont inutiles si

a. ( v’ ) E H ,car la démonstration précédcnte s’ applique alors sans change-

ment, en prenant K’ = K et j 1 ~ as’), la relation X . X . H~ ~ X n’ ayant
été utilisée que pour affirmer que l’on a v’ , j ~ 6X.N

B. CAS PARTICULIERS.

1 ) Images.
..

Supposons que P soit le foncteur identique d’une catégorie ~ ’.
....

Soient H * une sous-catégorie pleine de H ’ ° et X une partie de H .
A w 

, 

"’"

Dire que j est (H ’, X, H)- distingué pour g ES.H signifie que
..........

1 ES. X et qu’il existe h ~ H vérifiant les conditions : g = j , h et , si
....

j ~S.X.H~ et g = j.h, il existe k EH tel que j = j.k et h = k.h. Pour
w w w

que j soit ( H ’, X , H j - engendré par g, il faut et il suffit que 1 remplisse
w w

les conditions précédentes et que, de plus, si j’ E S . X est X, H) -
.

distingué pour g et si g = j’ , h’ , il existe k’ ~ H tel que

et

En particulier, / estunefX.~.~’,~)-image de g (C.S., déf.30
chap. in, où l’on suppose de plus X.~f’C~ (H *» si, et seulement si,
7 - 9

i est f ~ ’, X . ~ ’, jFf ~- engendré par g. Rappelons (prop. 5-2 [ 1 ] , voir

aussi § 3) qu’un critère pour l’existence de ~,~’)-projecteurs demande
qu’il existe des CX.~B~’,~-images. La proposition 8 donne les cri-
tères suivants pour l’existence de telles images de g 6~.

PROPOSITION 10. Soit 1 la classe des ï==f/~~ tels ~~ /~~X.~_
~ 7~~’ == ~. Soit 1 une partie ~c / ~~n/ï~M~ les co~~ïfïo~~ ;

~ 1 4= 0; ~OMf ~OM f;, ~~ ~7, Ï/ ~~fC ~ ~y C/ ~MCa) 1 Pour tout (i, b ) e il existe k e H; tel que

~ 

b) il existe un produit fibré naturalisé (ii, v;)= E I dans H. ° tel

que 1 = ji.v= EX.H~. 
....

7 
..

Alors j est une (X . H~, H’,H )- image de g.
COROLLAIRE 1. Si les conditions suivantes a’, b’, c’ ou a’, b" sont véri-
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A A

fiées, g admet une ( X . H~, H., H)- image :
a’ ) H. est m - petite pour X ~1 H et X~1 H C R$ ( H ’ ) (resp. et

o g

s’ . H , s /H,~ est une m - cI as se si s EH. et s’ E H~ ) .
b’ ) X . X C X et, si ji E s . X . H~ pour tout i E I , où s EH. eto 

A 
0

1 £ ~’Î(o, il existe un produit libré naturalisé ( j=, v=)= E ~ dans ° tel que
A , " 

j i . f) i E X . La classe X est V - stable pour (H., H_) .
b·· ) X . Hg est V - stable,et X r1 H est ~ p- ~/- stable. pour ( H ’ , H);

il existe 1 E X . H~ tel que g = j . g’ .

c’) Si g = j.g’ et 1 e XU j ~(g)j , on a g’ --- j’,g", où j’ E X ,H~.
A A A

C O R O L L A I R E 3 . Si H ’ ° est ~o - petite pour X C R 9(H*) et si ( H ’ , t , X ’ )
est un foncteur à ’mo - produits fibrés ( par exemple si H’ ° est localement

petite et à m - produits fibrés et si X = R 9 tout g E X.. il a une
A A 

° g 0

(X, H’, H)- image.
.. A

"En particulier, soit H ’ ° une sous-catégorie pleine de H’ telle que
«

1 ) H C H et H ° est -petite pour H (resp. est localementpetite);
A « 

0

2) ( H ’ , c , H ’ ) est un foncteur à mf) - produits fibrés;
- ~ 

~ - A

3) Si . g EH~.H, on a g gl, où j EH.H~ /V (resp. A E Rg(H’).H~).
D’ après le corollaire 1, tout e H admet une ( H . H . , H . , Û) - ( resp .

A A A 
0 0

une ( R~ ( H’ ) . H;, H ’ , H ) - ) image. (La condition 1 est par exemple
vérifiée si HEm).

Soit p = ( K ’ , p , H ’ ) un foncteur et K’ * une sous-catégorie de

K * formée de monomorphisme s. Soit X la clas se de s ( K’ , p ) - inj ections

(C. S. , déf. 1 , chap. III ) . Soit g E H . Pour que 1 soit une ( K’, p, H~j -

image de g (C.S., déf. 30 , chap. III ) , il faut et il suffit que 1 soit une

( X , H ’ , H)- image de g. Puisque X est formée de monomorphismes (C.S.,

prop. 1, chap. III ) , la proposition 7 affirme que j est une ( K’ , p , H ~image
de g si, et seulement si, j est ( p , X, H ) - engendré par p ( g ) . Supposons
K’ = Rg ( K ’ ) . Si p est à m - produits fibrés, on déduit de la proposition
4 que p i est mo - V - stable pour ( p , H ) . Par suite le corollaire 2 de la

proposition 10 entraîne que, si H * est mo - petite pour p ~ et si p est à

X 0 -produits fibrés, où X 0 est un univers, tout g E H admet une (K’, p, H ) -
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image.
Considérons le cas où K * est la catégorie pleine d’applications ))!

associée à l’univers c’est-à-dire ~==f))!,~,~’). Pour tout ~6~,

désignons par l2.. la surjection définissant l’application p(h) . Pour que

~6~ admette une ()~,~,~-image ;’, il faut et il suffit que i soit

~,~~H~-engendré par p(g). On a ~~=/~j où~~?t!~ et f =

==~~~t, /3(~~ S = 8(g); par conséquent j est une ~~p~)-
image de g si, et seulement si, i est f~, ~ . ~f~-engendré par f .

PROPOSITION il. Soit ~==~?t!,~,~’~ un foncteur; alors H * est mo-
petite pour ~~ ~ p est à ?)!~-~O~MÏ~ fibrés, tout élément de H admet

~?(~~~-~~’.
DEMONSTRATION. Soit S 6~’ et A = ~.~.. Soit r la relation d’équi-
valence sur A telle que A/f==A/~.. . Si /~/’77ïo~f, on a /3(/~=
= /3(/ ’~. Inversement, si 

-

11 application x... j -1 j , ( x ), où x E a (j ’), est une bijection f telle que
- - -

p ( j ) , j = p ( j’ ) . En vertu du thé orè me 1 * , chap. III , C.S., il existe

tel que et

donc / ~ /’ ~o~ r. Ainsi l’application / y7!o~ f -~ /3(/ ~ définitunebijec-.
tion de A/r sur une partie ~’ de ’.f (p(S». Puisque est un univers ,
on a 91(P(S» E~R 0) d’où A"e~ff ’0 Ceci prouve que H * est petite
pour ~.. La proposition en résulte.

2) Sous-structures engendrées.

Supposons que M et M soient deux catégories pleines d’applica-
tions telles que ~l C t. Désignons par m la saturante de ? dans ? et par
mu la classe ~.~ dont les éléments sont donc les (M,~ , M) 6~ t tels

que M soit une classe appartenant à ~0- .
Soit P=~,P,~’) un foncteur et H " une sous-catégorie pleine

de ~’ ° telle que Pf~C~. Posons ~==f?)!,jP~~’). Soit X une sous-
/2013 

~

classe de la classe des P -monomorphismes Pi donc X C R 9(H
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Soit S ~~ et M C-P(S). Rappelons [1 ]que s est une (X, H)-

sous-structure de S engendrée par M s’il existe un -minimum de la

classe des i ES. X . ~f_ tels que AlC~Sf; ), et sis = OL~/~; autrement dit,
s’il existe un / ~~.X.~ qui soit(P, X . H ¿, H) - engendré par CP~~, t , A~.

Des propositions 5 et 6, il résulte que, si X est ’7 -stable dans

~’ ° etX.~~V-stablepouffP,~ets’ilexiste/6~.X.~’telqueMC/3(/ ~
les (X, H ). sous-structures de S engendrées par M sont les (X , H)-

sous-structures de OL~/~ engendrées par j -’(M). D’après la proposition
8, si la classe Î des i 6~.X.~’ tels que MC!3(L) n’est pas vide et
s’il existe un produit fibré naturalisé (j, ~’)’~.d dans P tel que

et que

alors a ( v~ ) est une ( X , H) - sous- structure de S engendrée par M .
La notion de foncteur ( ~lI ~, X, H ) - engendrant a été définie dans

[1 ] sous le nom de foncteur .-- engendrant pour (m, X , H ) , si H. ex.o

DEFINITION. P est f--engendrant pour M s’il est (mu, p (~))-
engendrant [1]. Une (P t H ) - sous-structure de S 6 H~ engendrée par
M C P ( S ) est appelée P - sous-structure de S engendrée par M , notée SI M .

Sauf indication contraire, nous ne supposons pas que mo ni mo sont
des exnivers. Soient S E H~ et 1,EP(s).M.x ; on a f = k f’ , où

et

Pour que 1 E S . X soit ( P , X , H ) - distingué pour f , il faut et il suffit qu’ il
soit ( P , X , H )- distingué pour k . Donc si P est (Xu, X, H ) - engendrant,

A - A

P est aussi (~ .~ÏÏo,X,H)-engendrant ou, ce qui est équivalent, (~. o, X , H3 -
engendrant.

PROPOSITION 12. P est (~V, X, H)- engendrant si les conditions a et b
/

(resp. a et b’ ) sont vérifiées :
et il existe tel

que M ~ ~C3(l ).

pour tout

et ~6~’, il existe un produit fibré naturalisé (ii, v f)t ~ I dans P tel que

j= , v= ~ X . Enfin m est un univers.1 1 0
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b’ ) On a X , X C X ; si jt E s . X . H~ pour tout i E 1 . où 1 E ma
et s E H~, il existe un produit fibré naturalisé ( j=, v=)= E 1 dans P tel

que ji , vi E X . De plus, X est ~l - stable pour ( P , H ) , m est un univers.1 1 
. 

0

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 11 , j¡8 ° est t.-petite pour
p 

. 

donc pour X C P= (resp. H ’ est ~o - petite pour X n H C p= ~. Soient, 
.. -’ i 0 ,

S E H~ , M E ~Ï(. o et M C P ( S ) . D’ après les corollaires de la proposition 8 ,
il existe une ( X , H ) - sous-structure s de S engendrée par M, construite

comme suit : Si a et b (resp. b’ ~ sont vérifiées, soit A la classe des

tels que

(resp. soit il ES. X . H~ tel que M C f3 (; 1) et soit A la classe des

j E a f j I ) . X . H~ tels que j i 1( M ) C 8 ( j )) Il existe une -classe (resp.-1 -. 
0

une classe) A telle que A ~ A ~ A . H~, , , un produit fibré naturaliséO T 
w

( j , v~ ) j ~ A dan s P et un j’ E o~ ( v~ ) . X . H ~ te 1 que j -1 ( M ) ~ ~ ( j’ ) (resp.
1.1 Ù .1 ° 

--

que 1 I ( j i ( N~ )) C ~ ( j ’ », où j = j . v .. A1 or s on a s = o~ f j’ ) 8

COROLLAIRE. Si P est à Produits fibrés, il est r-:- engendrant pour
~ si, et seulement si, la condition a de la proposition 12 est remplie, en

prenant H = P (m) et X = Pi’ et en supposant que m 0 est un univers.
En effet, P.‘~ est M. - V- stable pour ( P , H ) d’après la proposition

4 et le corollaire résulte de la proposition 12. a

Soit , F = ( F, D .) un foncteur et G un ~ (m sous -
foncteur de P . F . Considérons les hypothèses suivantes :

A ) P est fidèle, à produits fibrés finis et ,-- engendrant pour
.

B ) X * e st une s ous -catégorie de H ’ vérif iant le s c ondition s 1 et 2,
proposition 9, avec K’ ~ ~ ~ ; le foncteur (m. PL, X .) est à m - produits0

fibrés et IR est un univers. 
-

0

PROPOSITION 13. Si l’hypothèse A (resp. B) est vérifiée, il existe un
’"’. -1~ (~"(_~ p~ p ( ~’()) - sous- foncteur F’ de F engendré par G (resp. de F tel que

F’ ( e ) soit une ( X , H ) - sous-structure de F ( e j engendrée par G (e ) pour
e E D ~ ) (C. S., chap. III , déf. 37 J.
D EM ONST RATION. Si la condition B est satisfaite, P est (mu,X,H)-
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engendrant en vertu de la proposition 12 , par suite les hypothèses de la

proposition 9 sont vérifiées; et l’ existence de F’ découle de cette propo-

sition. - Supposons que A soit remplie et montrons que les conditions de la
-1 A -

proposition 9 sont vérifiées, en posant H = P (X), K’ =?!!.~ et X =

= P i . En vertu du corollaire de la proposition 12 , la condition 2 de

la proposition 9 est remplie. De plus, on a

Montrons que la condition 1 de la proposition 9 est satisfaite. En effet, soit
A

/6X.~’ et ~6/3 C/). H . Il existe un produit fibre naturalisé (( j , v), (g, v’ ) )
dans P, et la démonstration de la proposition 4 prouve que v’ E P~.La pro-
position 13 s’ en déduit.*

3. Existence de structures libres engendrées.

A. PROJECTEURS STRICTS.
» A

Soient H’ une catégorie, H ° et H ° deux sous-catégories pleines
« A ~ ~

de H ’ ° telles que H C~ H . Rappelons [ 1 ] que g est un ( H, H , H’ ) - pro-
A « ~

jecteur si g E H~. H et si, pour tout h 6~’.~.o.Cg~ il existe un et un

seul k E H tel que k , g = h (exemple § 1 -B ) .
A ,."

DEFINITION. On dira que g est un (H, H, H’ )-ptojecteut strict si g est
» A A » »

un proj ecteur strict relativement à f~.H,~.jR~H~.~,H’),H’~.
PI ... H ... H

g E H est un (H , ,H H ’ ) - proj ecteur strict lorsque t, estunfH,~,H’)-
... H H

proj ecteur et que, pour tout ( H, H , H ’ ) - proj ecteur g’ ~~.OLf~, il existe

un k’ 6H tel que k’ , g = g’ .
......

Il est évident que les notions de (H , H, H ’ ) -proj ecteur, de (H, H, H °)-
r

proj ecteur strict et de ( H, H ’ ) - proj ecteur sont identiques. Si g est un
A « -

( H , H , H ’ ) - proj ecteur tel que /3(~~~~, alors g estun(~,~’)-projec-
A *~

teur. Si g et g’ sont deux ( H , H , H ’ ) - projecteurs stricts de même source
~ ~ ~

appartenant à R d( H , H ° ) &#x3E; on a ~6~~ t,’ .
EXEMPLE. On voit facilement que les projecteurs construits dans [ 1 ] ,
théorème 3 - 6 et 4 - 7 sont en réalité des proj ecteurs stricts.

A A

Soit P=fK’,P,H’) un foncteur et ~=fK’,Pt~’)uncres-
- -
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....

triction de P aux sous-catégories pleines H ’ * et K * de H ’ ° et It ’ ° res-
r

pectivement. Soit * la catégorie associée au couple de foncteurs

par la construction de la proposition 36, chapitre II , C.S. (voir aussi C.S.,

appendice I ) . Soit S la classe des couples

tels que et

-- w w w

Les éléments de H sont les couples ~,~), où b 6~, les couples f~,~,
où g E K , et les couples (2 ~ ( s , k )), où ( s , k ) e 1 ; la loi de composi-
tion est telle que I’ application h -~ f~, ~ (resp. l’ application g ~ ( K , g ))
définisse un isomorphisme de H ’ ° (resp. de K ’ ) sur une sous-catégorie
pleine de H * et que l’ on ait

si

si

11 A N

C O N V E N’~’ I ON . Si A C ~. nous notons A’ la classe des couples ( H, h) E H
A

tels que h E A ; en particulier H’ est la classe des couples ( H , h j, où

h E H . Pour simplifier, nous désignerons par ~ s, k &#x3E; le couple

DEFINITION. On dira que ( 9. g ) est un (H, P)-projecteur (resp. un

f~, P~-pfo/~cf~f strict) si (~,~) est un f~’~~’)-projccteur
(resp. -projecteur strict). On dira que s est une P- structure libre engen-
drée par a(g) s’il existe un (h, P~- projecteur strict (9, g).

Si, pour tout e E K ~, il existe une P-structure libre q( e) engendrée

par e, l’application c-~ q ( e ) se prolonge en un foncteur q de K* ° vers

H. ° qui est un foncteur adjoint à gauche [6 ] (nous dirons seulement adjoint)
de P. Pour que ( 9, g) soit un (H, p )-projecteur, il faut et il suffit que

C ~, ~ ~ soit un C~, P ) - projecteur tel que 9 ~ ~ ’ et g e K .

EXEMPLE. Supposons ~6~’ ° et X CR 9(H Désignons par C* 
* (resp.

par C’) la sous-catégorie de la catégorie V~’ ° (voir 1-C) formée des

quatuors (~,y,;~ 6D~’ ° tels que i et j’appartiennent à X (resp.
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à X.~). Soit 7’P le foncteur de C* * vers V K’ * restriction de B? . Pour
que f/S~p~~p~’~~~~ soit un (C,’V’P)- projecteur (resp.-projec-
teur strict), il faut et il suffit que i soit ( P, X, ~~-distingué pour (resp.
- engendré par) (f, f’ ).

Soient 9 ~~~ et g ~P~~K. Pour que (9, g) soit un (H, P)-

projecteur, il faut et il suffit que, si ~ 6~ et k CP~~.K.a~~ il

existe un et un seul b ~s.~.~ tel que ~=P(~.g. De plus (~~
est un (H, P)- projecteur strict si, et seulement si, pour tout (H,P)-

projecteur (s’, g’ ), il existe un h’ ~~B~~ tel que g’ = P~~.g._
Nous désignons par P une restriction P A de P, où K* °

2013.&#x26; *

est une sous-catégorie pleine de K ’, par X une partie de H.

DEFINITION. Nous dirons que P ï~W/ïc N(X,P,s), où ~~~~ etNCH’,
si pour tout couple (h, h’ ), où b 6~.~.~ et h’ 6~6~~~.~, il existe

,¡II ,¡II

yï tel que n e R9 f~’~.a~~.N, h. n = b’.n, X.~ C X et que P(n)

soit un noyau de fPf~P~~ dans i. (Donc P(s) E K ).

Lorsque p est à noyaux ~2 et si X . n C X. f, où f é H~ (resp. Si

X.XC X eRg (~ *)et si p est à XU H . noyaux), P vérifie N(X.~~ ~ ~ ~
pour s ~~~ = N. 

~ 
« 

Soit c6K~; notons 1 la classe ~’.~.(K,~ des éléments
( ~, ~ / tels que

et

pour tout i E 1 nous poserons i - ~ s= ~ k i ~ . Considérons les hypothèses :
P E ) 1~ existe un produit naturalisé (( p ~ )= E I, S ) dans P de (s ~ )= E 1,e « w 

’

où 1 = HI l~. ( l~, e j, et soit g = 1 k ; 1 ; E j .
P Q ) Il existe ’~ S, à E H tel que, pour tout i e 1, il existe pi e H

vérif iant la relation ( H , p = ) . ~ S , g ~ ~ ’~ s =, k i ~’ = f .

Naturellement P e entraîne P ~ .
THEOREME 1. Soit e EK~. Si e vérifie Pe et si ( s, g) est un ( H, P)-

w w w

projecteur tel que e = g), on a g = P ( j ) , g , où 7 est ( P , H , H ) -
A A

distingué pour g et j E S . H . s . Supposons que e vérifie Pé, que P vérifie
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_ A A A

N ( X , P , s ), où N = H~ 
° 

(resp. = H~ ), qu’il existe j E S . R~( H ’ j , s quio 0 
A 

soit ( P , X , H ) - distinsué pour ~ ~ et que ~ = P ( j ) , ~ (resp. - engendré par
(~, ~)); alors 

- 

~ ~

de plus ( s , g) est un ( H, P ) - projecteur si H~ ~ A (resp.A et un (H, P) ·
A A

projecteur strirt si X = H et A D H~ et si e véri fie Pe ).
DEMONSTRATION. Supposons que e vérifie Pe et que (s, g) soit un

( H , P ) - proj ecteur tel que e = ~x. ( g ) . Si i =  s i, k 1 .) E 1, il existe

tel que

Par suite il existe j ~ ( h i ] i E 1 et, puisque ( P ( p i )i E 1, P ( S)) est un

produit naturalisé dans K ’ , on a (C.S., prop. 9, chap. IV) :

d’où

....

Montrons que 1 est ( P , H, H ) - distingué pour ( ~, g ) . En effet, soit

et

Comme ( s , g ) est un ( H , P ) - proj ecteur et que ’( s , k ) e 1, où s = a ( j ) ,
01 

’

il existe un et un seul

tel que

Il s’ ensuit, pour tout i ~ ’~ si, k i ~ E 1 :

Ces égalités entrainent ~~/.~ = hi’ puisque
Il en résulte j = j . h, car 7=[~]’~~ ce qui prouve la première partie. 

B

..

- Supposons que e vérifie l’ é et que j E S . R~ ( H ’ ) soit ( P , X, H ) -
.. 

e ~ 
~

distingué pour g et g = P ( j ) (resp.- engendré par (î, g )) ; soit s = tx ( j ) .

Supposons que P vérifie N ( X , P , s ), pour N = H~ 
° (resp. = H~ ) . Soient

et

A A

Il existe n E Rg(H’, H, a,(n)).N tel que
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et que P ( n ) soit un noyau de ( P ( h ), P ( h’ )) dans K ’ . Il s’ ensuit g E K,

et

A A

Comme j. n e X. H 0 * (resp. j. n est ( P , X , H ) - distingué pour i d’ après
1 1 A’"

la proposition 3 ) , il existe n ’ E H tel que j = j . n . n’ . Utilisant j E Rg(H’),..... g

on trouve s = n , n’ et, puis que n E R g ( H ’ , a. ( n ) . H , a ( n )) , on voit que
.. 

g « -

n E H ’ . Donc h = h’ et ~ s , ~ ~ E R d( A’ , H , H ’ ) . -P ar ailleurs, avec
les notations de P é , on a pour tout i = ~ s = , k i ~ E I :

et

Ainsi ( s , g ) est un ( H , P ) - proj ecteur si H ~ C A .
w w

-Nous supposons de plus que A D H~ , X = H et que e vérifie P . Alorso 
w « 

e

(s, g) est un (H, P)- projecteur et ~ s, g ~ E Rd(H’, H’). Soit (s’, g’)
un ( H, P ) - proj ecteur tel que a. ( g’ ) = e . D’après le début de la démons-

A lit

tration, il existe un y’6~.~.~’ qui est ( P , H , H ) - distingué pour g et tel
lit .

que g=PC7~.~. Lorsque i est ( P , H , H ) - engendré par ( g, g ) ~ on en

déduit

et

Il en résulte que ( s , g ) est un ( H , P ) - proj ecteur strict. a

COROLLAIRE 1. Soit e e K’. Si e vérifie Pe et s’il existe une p- struc-0 e1
ture libre s engendrée par e , il existe un j E S . Rg ( H ’ ) , s qui est

( P, H . H~, H ) - engendré par g. Soit N = H~ ; si e vérifie P é, si P véri-
... 

0 e

fie N(X.H~, p , s) et si j ES.Rg(H’).s est (P, X.H~, H)-distingué
pour g, alors s est une p - structure libre engendrée par e .

DEMONSTRATION. Soit (s, g) un (H, p)-projecteur. Alors (s, g) est un

( H, P ) - proj ecteur tel que s e H. - Si e vérifie Pe ,reprenons les notations
......

de la démonstration du théorème 1 ; il existe j E S , H . s tel que j soit
.........

( P , H , H ) - di stingué pour ~g et que g = P ( j ) . g , à s avoir j = ( h~ J = ~ I .
Or 7 = ~s, g ~ E 1, d’où b s, par suite p=. j = h ~--= s, de sorte que
est inversible à droite, et a fortiori j E R9(H -La deuxième affirmation
du corollaire se déduit du théorème 1, en prenant pour P et pour X respec-

tivement p et X . H~ , dans l’ énoncé de ce théorème.
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A A

COROLLAIRE2.Soit X une partie de Rg(H’ ) telle que P soit (K. K~, X,H)-g 
~ 

0

engendrant et vérifie la condition N ( X . Ho*, p , s) pour tout s E H~ . Si

tout e E K~ vérifie la condition P é, alors p admet un foncteur adjoint.
En effet, ce corollaire résulte immédiatement du corollaire 1 .

COROLLAIRE 3. Soit e E K*. Supposons que :
0

1 ) H ’ ° vérifie la condition 1 ( H ) : Si s’ E H~ et k’ E P ( s’ ) . K , e,
w A

il existe h’ E s’ . H . H~ * et k" E K tels que k’ ---- P ( h’ ) , k";

2 ) e vérifie la condition P é et P la condition N ( X , P , s );
...... 

e

3 ) il existe j E S . R g( H ’ ) . s qui soit ( P, X , H ) - engendré par g.
Alors s est une P - structure libre engendrée par e . 0

DEMONSTRATION. Soit g = P(j).g. D’après le théorèmes 1, (s,g) est

un ( H , P ) - proj ecteur et

Soient ~’ ~~’ et k’ 6P~’~.K.~. La condition 1 assure qu’il existe

(~,~) E 1 et ~’6~’.~.~" tels que Pf~).~=~.Parsuiteil

existe ~" 6~".~.~ tel que P~~.~=~ 1 d’où

A

Donc f~,~ est un ( H, P~-projecteur, a
COROLLAIRE 4. Supposons que e 6~ ’ vérifie la condition P~ soit M la

... 

0 e

classe ~~ ~ ~ ~ . ~ . ~ tels que P~~.~=~ et h ~X.p. pour ~72 ï 6 7.

Supposons qu’il existe un e X. 9 ayant les propriétés E R (H
« ~ ~ 

’ 

A g g 
’

~=~.~ pour ~o~f ~ 6M, P(j) est un noyau de P(M) dans K- et P

vérifie H¿(X, P 9). Alors 072 ~ ~ = P (’ / ~ . ~ , et f~ ,~ ~ est un (H, P)-

projecteur, ~x ~ ’ CA.

DEMONSTRATION. D’après le théorème 1, il suffit de montrer que î est

(P, X, H) -distingué pour k. En effet, puisque P (i) est un noyau de P (M)

dans K’, on a k-= Pf/J.~.Soit y6~.X.~~~ = P (j). g’. Comme e véri-

fie P~ , il existe ~~OL(~.~.~ tel que Pf~).~=~B d’où
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1 A
Puisque P ( p i , j ) , g = g’ , il s’ ensuit que 1 est ( P , X , H ) -di stingué pour
Donc ( s , g ) est un ( H , P ) - projecteur..

Du corollaire 1 il résulte que, si e vérifie P e , si e E K. et si pe 0

est à noyaux, il existe une p - structure libre s engendrée par e si, et seu-
.... A

lement si, il existe j E S . H , s qui soit (P, R (H ’, H). H~, H ) - engendré
.. A g

par g . Dans ce cas, j est aussi ( P , H . H~, H ) - engendré par g.

B. CRITERES D’EXISTENCE DE FONCTEURS ADJOINTS.

Supposons que m ’&#x3E; soit un univers, que ~,fl0c A0et que m 0 e m ;
A 

0 0 0 0 0,.,
soient m C m les catégories pleines d’ applications correspondantes, m
la saturante de ~ dans t. Soit Q = ( ~Î( , Q , K ’ ) un foncteur fidèle tel

que Q ( K ) Cm, lorsqu’il en existe un. Des 92 et 3 , on déduit :

C R IT E R E 1. Si les conditions suivantes sont vérifiées, p admet un adjoint

p’(resp. P’;5 es t un e P - structure libre engendrée par e E K ~ , si 9 = p’ (e )) :
U ..,.-

1 ) Q.P est (m X, H)- engendrant; X C R g(H *), P(X)C Q= ;
2 ) P est à m - produits et, pour tout M 6 m , 1 on a HM E 01 où

HM est la classe des s E H~ tels que Q , P ( s ) = M ~

3) P vérifie N(X.H~, P, s), où s EH, P = P (resp. = P).
En effet, puisque Q (K . K ’ ) Cm.:ma et que Q . P est (t. ~ÎI , X , H) -

engendrant, P est ( K . K~, X, H ) - engendrant d’ après la proposition 7 - 1 .
Soit e E K’ ; alors H. ° vérifie ~ ( H ) (cor. 3 , th. 1 ) ; l’ application0

est une injection de H" .H.(K, e) dans 1" = M U em (HM X M.~Î(. Q(e)).o 

M ~ JIB0
Comme m o E m 0 et que m 0 est un univers, on trouve Il e m . 0 Donc 1 est

une to- classe et, P étant à m - produits, e vérifie la condition P . Leo 0 e

critère 1 résulte alors des coroll aires 2 et 3 du théorème 1 . a
A A -1 A

COROLLAIRE. Supposons P = (~Ï(, P, Û’) et H = p (m) E~o. Si P est

à mo - produits, résolvant à droite et ,-- engendrant pour ‘)1(, alors p admet
un adjoint.

CRITERE 2. Si les conditions suivantes sont vérifiées, p a un adjoint
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1 ) P est à m - produits fibrés;o 
w -

2) Pour tout S E H~, M em et M C Q . P (S), il existe j E S . X , H~o 0 0

tel que MCf3(j’), où j’=~Q.P(j) et X = (Q.P)~~1 p ((~ ,‘-) ~
-..- A 

â .~ ·L t

3 ) P est à ~o - produits et H. é m . 
- 

9

, 
0 0 0

’ 4 ) P est fidèle et Q est compatible avec les noyaux.
En effet, on a P ( X ) c Q~ et X . X ex. Les conditions 1 et 2

entraînent que Q . P est (mu, X, H ) - engendrant d’ après la proposition 12.
Si n est un noyau de ( h , h’ ) dans P , et par suite dans Q . P , on a n E X

(proposition 2 ) . Si a(n) = s et 8(n) e H~ , il existe un j E s . X . Ho qui
w n w

est (P,X,H)-distinguépour Q.P(s) et on a j EH~, , car Q.P(j) E~ÏÎy.
Donc n . j E X . H ~ , de sorte que P vérif ie H ~ ( X . H ~ , P , ~C3 ( n )).~ Ainsi le
critère 2 est ramené au critère 1 a 

’

C R IT E R E 3. S i les conditions suivantes sont vérifiées, P admet un ad-

joint :

1 ) P est à X - noyaux et à Jit - produits; H~ CX . X C X C R ( H ’ );
2 ) H ’ » est m - petite pour X et e’ , ee si e E K ’ et e’e Ko. ;o 0 e 0’

3 ) X est m - V - stable pour ( P, H ) ;o

4 ) Pour tout e E K ~ , il existe une sous-catégori e H. de H ’ ° telle

que H. E ~Ï~’o et que H. vérifie la condition 1 ( H e ) ( corollaire 3 du th éo-
rèm e 1 ) .

A ...,

En effet, soit e e K~ et H = H .La classe 11 H* est isomorphe à0 e ~

de sorte que e vérifie P e. Puisque P est à X-noyaux, il vérifie ~~X,P,~
pour tout ~ 6~ )’. Le corollaire 2 de la proposition 8 appliqué au cas
H = H prouve que P est (K , X, ~- engendrant. Les hypothèses du corol-
laire 3 du théorème 1 sont donc vérifiées, et ce corollaire affirme qu’il
existe une P- structure libre engendrée par e. Il s’ensuit que P admet un

adjoint..

CRITERE 4. Si la condition 4 du critères 3 est vérifiée ainsi que les 0072-

~~ÏO~~ ~ et 2 suivantes, P admet un ~/OZ~f ;
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1 ) P est un foncteur à noyaux e/ ~ ? -~ro~z~;
2 ) e’ . K . e 6 ? pour tout e e K. et ~OM~ ~6~’~~./7.~6?)!
.. 

0 0 0 0

si S EH*.
0 

..

En effet, soit e 6 /( ’ et H H e On voit comme dans le critère 3
que e vérifie P~ relativement à H . Si s 6//* 

° 

et ~6P~~./(.e, 1 il existe

et tels que

La relation i = px ( h ) , g’ ~ E 1 assure l’existence de p i E cx ( h ) . H . S
tel que g’ = P ( p i ) , g . On en déduit P ( h . p i ) . g = g , de sorte que e

~ 
« 

’ 
~

vérifie P’ relativement à H . P étant à noyaux et à m - produits, il est à
A 

e 0 
A

~o- limites projectives. Par suite la classe M des h E S . H . S 
- 

tels queo 
-

P ( h ) . g = g a un noyau. Le critère résulte du coro. 4 (pour X = H - H ) .

CAS PARTICULIERS

1 ) Si on prend pour X dans le critère 3 la classe R g ( H ’ ) , on
retrouve le théorème d’ existence d’adjoint dû à Freyd [5] : Si P est à
A A A

m 0 - limites projectives, si H * est localement petite et si, pour tout e EK~,
il existe une petite catégorie H; vérifiant la condition 1 ( H e) (corol-
laire 3 du théorème 1 ) , alors P admet un adjoint. Le critère 4 a été montré

directement dans [ 7 ] , dans le cas où X = H = H (voir aussi ~ ~ ] ) .
.

2 ) Supposons que P soit le foncteur injection canonique vers K.
..

d’ une sous-catégorie pleine H ’ ° de K ’ . De la proposition 7 et, du corol-

laire 1 du théorème 1 résultent les propositions 5 - 2 , 6 - 2 [ 1 ] et corollaires.

REMARQUES.

1 ) Le corollaire 1 d’une part et d’autre part les corollaires 3 et 4

du théorème 1 sont de nature différente, et a fortiori les critères d’exis-

tence d’adjoints qui s’en déduisent (corollaire 2 du théorème 1 , critères 1

et 2 d’une part; corollaire 3 du théorème 1 , critères 3 et 4 et théorème de

de Freyd d’ autre part). Alors que dans les corollaires 3 et 4 du théorème 1

la conclusion porte sur le foncteur P, dans le corollaire 2 le foncteur P

intervient seulement en tant qu’auxilliaire (i. e. on peut choisir P de la

manière la plus intéressante) . En particulier supposer qu’ il existe un pro-
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duit de f-~’)’~/ dans P est une condition beaucoup plus faible que de

demander l’existence de certains produits dans p; en effet, nous verrons

plus loin que tout foncteur peut être étendu en un foncteur à produits. Ainsi

le corollaire 2 permet de montrer l’existence de foncteurs adjoints pour des

foncteurs qui ne sont pas à produits, ce qui n’est pas le cas pour les cri-

tères 3 et 4 (et le théorème de Freyd) .

2 ) Supposons que p soit de la forme (K*,t 6 . ~ ’ ) , où H ° est

une sous-catégorie pleine de K’, et qu’il existe un foncteur d’homomor-

phismes ~==f)t!,y ,~’) tel que K 0 
* soit la classe des structures d’une

espèce de structures (? ,~B K’) définie par un foncteur typique F

[8 ] , ~. étant la classe des structures relative à un sous-foncteur typique
F’ de F. On pourra alors choisir pour P le foncteur C/(’, ~ ,~’ ) , en

désignant par /(’ ° et //’ * les catégories d’homomorphismes relatives aux

espèces de structures définies par les foncteurs typiques F et F’ respec-
tivement prolongeant F et F’ à l’univers Par exemple, si ~==(31’,~,?),
on prendra pour P le foncteur (~’ ,t ,~) associé à ? .Le critère 1 prouve
que 3l’ est une catégorie à Y- projections (C.S. th.9, chap. III).

3) Supposons que 6’ = Q. P soit /--engendrant pour et que, si
Me)!! , il existe un cardinal a(M) (où M = cardinal de M) inférieur au

cardinal sup R, où REm, et tel que :
a) Soit S 6~ ATC ()~5J et M’ iAt/ si ~ est la 6’-sous-struc-

ture de S engendrée par MI, on a (~f~ ~. a(M).

b) Soit ?’ la classe des MI e tels que M’ ~. a(AU/ si M’ ~?’,
on a ~, i a(A~ où ~ = S~AT; n H 0 

-

Soit e ~~ et A~ = 6~~/ notons ~ une réduite (C.S. chap. V) de H 
°

en posant H = Q(M’ .?.?’). Si Q~ est un foncteur d’hypermorphismes

saturé, Q’ est (~.e, X, He)- engendrant, où X=0~, et P remplit
la condition 4 du critère 3. Donc (critère 3 et prop. Il) si P est à X-

noyaux et à t 0- produits, il admet un adjoint.

C. APPLICATIONS.

THEOREME 2. Soit ~=f)!!,~,~’~ un foncteur e~~O~~’M~C~OM~-C~~-
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gories pleine de H ’ * telle que H E ~o et q( H ) Cm. Supposons que q
soit à ~° · produits et H ° à noyaux, 1 que X C t7 i et X , n C X . H ’° ? y

pour tout noyau n dans H et que q soi~- ( ~ U X, H ) - engendrant. Alors :
1 ) Si K’ * est une catégorie telle que K émet si m et m sont

des univers, H ’ * est une catégorie à K ’ - limites inductives . 

2 ) Si s EH. et si r est une relation d’équivalence sur q( s ), il

existe une q- structure quasi-quotient de s par r, où q = (m, q t , H ).

DEMONSTRATION. Soit K’6? . Désignons par N ’ ° la catégorie longi-
o

tudinale des transformations naturelles ~ ( H ’ , K ’ )~ entre foncteurs de
.........

K » vers H ’ . Soit P le foncteur de H * vers N » associant à h le foncteur
Q 

" F) de K ’ * vers 8 H ’ « constant sur he . Nous posons P ( h ) ~ h .

-Soit si 6~’ pour tout i E 1, où I e t 0 . . Par hypothèse, il existe un pro-1 0 0 
...

duit naturalisé (( p i )i E 1, S ) de ( s i )i E 1 dans ~ * . On peut aussi définir S"~ II~ 
A

comme la limite projective du foncteur cr de 1 ° vers H’ * défini par :

i --&#x3E; si , en désignant par l’ la catégorie telle que 1° = 1. Par suite il
résulte de la proposition duale de la proposition 2 (C.S. appendice II ) que
S est la limite projective de ( N ’,P o~‘ ,l ° ) , c’ est-à-dire que S est un pro-

duit de ( s= )i ~ 1 dans P . - Désignons par N * la sous-catégorie de N. iso-
morphe à ~ ( H ’ , K ’ ) m , formée des

..

T6N tels que ~ ( K ) C p H ’ .
On a P (H) C N . De la même proposition on déduit que p = ( N ’,P c , H ’ )

est un foncteur à noyaux, de sorte que P vérifie H~( X . H~, p , s )
A --- A ..-.

pour tout ~6 ~’.-Supposons S E H~ et ~ E S . N . N~ ; soit ( M , ~’, G ),0

où M = q ( S ) , le triplet définissant la transformation naturelle ~ q .1Y . Pour

tout e EK’, on a T(e) ~~.)t!~, d’où M’ = ~ , ~(T(e)) e m. Partout e e 
0 ,on 

a 
o 0 1- d’où Mr= eEK 8(7-( e» e o 0. 

P ar

hypothèse, il existe un j E S , q ~ qui est ( q , X . H ’ , H ) - engendré par; 0

( M , t , M’ ) . On montre f acilement que j est alors ( P , X . H ~ , H ) - engendré
par ~~ . Donc P est fN.N~X, H ) - engendrant. - Si ~ eN. et si 1 est la

. 
0 

"_ 

0

classe des ( s , ~Y ) tels que s E H’ et ’II é -;. N . 1&#x3E;, on définit une bijec-
~ 

0 
~ ~ 

tion~~)-~~~~~~ ~.)dc/surP6~ car H et I1 s’ensuit
e 0 ’0 0 0

que 0 vérifie P ~ . Ainsi les hypothèses du corollaire 1 du théorème 1 sont
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remplies, et p admet un adjoint. Ceci signifie que H " est à K ’ - limites

inductives. -La démonstration du théorème 2 -2 [1] s’étend immédiatement

pour démontrer la deuxième affirmation. - Rappelons que, d’après le théo-

rème 3 - 2 [ 1 ] , si F = ( H ’ , F , K ’ ) E ~ , alors F admet pour limite induc-
tive s une q - structure quasi-quotient de S = 1 F ( i ) , lorsque q est

- i EK’
fidèle, à savoir : si i désigne l’ application canonique de

dans q ( S ), alors s est une q - structure quasi-quotient de S par la rela-

tion d’équivalence engendrée pat j ( E, A, E ), où A est la classe des

tels que

i. e. par la relation d’équivalence image par j de la relation r telle que

Le théorème 3 -2 [ 1 ] suggère de généraliser comme suit la notion
de limite inductive : Soit ~==~,~,~’) un foncteur fidèle. Soit I » une

catégorie, (D 0 une application de 1. dans H~ et cp un foncteur de I 
* 

vers

? tel que

pour tout

Supposons qu’ il existe une somme . ~ , ~ o ( i ) = S dans H ’ * et soit j
: EI 0

l’ application canonique de 0

dans q ( S ); soit r la relation d’ équivalence sur E telle que Lïy72~p= E / r .
-.

DEFINITION. Avec les notations précédentes et s’il existe une q- struc-

ture quasi-quotient 9 de S par j ( r), on appellera 9 une q- limite induc-
tive de ( cp, (DO) -

En particulier, si 0. est la restriction à /’ d’un foncteur ~ _

= C~’ (D , 1 ’ ) tel que q . ~ _ ~ (ces conditions déterminent alors (D d’une

manière unique puisque q est fidèle) , il résulte du théorème 3 - 2 ( 11 que
9 est une limite inductive de (D si, et seulement si, 9 est une q- limite
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inductive de ( çp, (D .). Du théorème 2 , on déduit :

COROLLAIRE. Si les conditions du théorème 2 sont vérifiées, si cp =

- (~, ~ , 1.) est un f oncteur, où 1 ’ * E 5,1 et si ~ ~ est une ap plication de

l~ dans H~ telle que q ~o( i ) = cP( i ) pour tout i E l~, il existe une

q - limite inductive de ( cp, 1&#x3E; ) 1 en supposant q fidèle.
Produits tensoriels :

Soit q = (m, q , 1 H.) un foncteur fidèle, 1 E: mo et àl ( q ) la classe

des triplets f ~ ( s, f , ( si )i E 1) vérifiant les conditions :

2 ) Soit Pour tout

il existe un f u E s . H , s i tel que q (7’~’) soit l’application xi ~ f (xi )i E j
de q(sT) dans q(s).
On définit une catégorie T ( q) , si ? est un univers, telle que

et que H * et H 1 soient des sous-catégories pleines, en posant :

et

et

THEOREME 3. Si les conditions du théorème 2 sont vérifiées et si q(n)

est une injection pour tout noyau n dans H ’ , alors T’ ( q) est une caté-

gorie à H - projections , lorsque q est fidèle.

D E M O NS T R A T I O N . Soit i ( q ) la c atégorie as soc iée au foncteur îj et à

1. Le foncteur q s e prolonge en un foncteur Q de T’ ( q ) vers m en posant
et

- Montrons que, si s ~ E H~ pour tout B6À où A et 0 et si (( p~ )~ ~ ~, S )
est un produit naturalisé de ( s ~)~ E ~ dans 4 , alors c’est aussi un pro-
duit naturalisé dans T(q). En effet, soit
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pour tout

On a

Soit si désignons par
l’élément de sÀ.H . sï-associé à f ~ par définition de la catégorie T’ ( q ) .
Posons

Comme 4 (7"~’) est l’application :

de q ( s i ) dan s q ( S ) , on trouve

et

Ainsi S est un produit de ( s ~) ~ E ~ dans T’ ( q ) . - Soit n un noyau de

(h,h’) dans H ·, où h ~H, a,(h) = s et h’ ~~(h).H.s. Par hypothèse

q ( n ) est un monomorphisme. Montrons que n est aussi un noyau de ( h , h’ )

dans T ( q ) . En effet, soit

tel que

Soit ! 6/, J = 1 - { i ~ et u = ( x . ) . E , ~ q ( s . ) . Les éléments h . f u
_ ~ 

&#x3E; &#x3E;EI tEJ
et hl où f u est l’élément associé àt-par définition, ont pour projec-
tion l’application

de dans

puisque 4 est fidèle, ils sont égaux. Par suite il existe un et un seul

tel que où s

on a , Il s’ ensuit

et

de plus k est l’unique élément de T ( q ) tel que n , k = f . Il en résulte

que n est un noyau de ( h , h’ ) dans T ( q). - Une démonstration analogue

prouve que X C Q i . Les hypothèses du critère 1 sont donc vérifiées pour
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Par suite T ( q ) est une catégorie à H - projections. a

D E F I N I T I O N . Avec les notations du théorème 3, une ( H , T ( q )) - proj ec-
tion de ( s i )i ~ I est appelée un q - produi t tensoriel de ( s = ) i ~ 1. «

EXEMPLES.

1 ) Soit H ’ * la catégorie des homomorphismes entre modules sur un

anneau A (unitaire ou non) relative à ~ , et soit q son foncteur projection
canonique vers m. Alors (M.)..1 y admet le produit tensoriel 8 M i (usuel)~ ’ : EI 
pour q- produit tensoriel.

2) Si q est l’un des foncteurs projection canonique vers ? de la

catégorie 5 des applications continues, ~ des applications ordonnées,
J des foncteurs, ~,’ des néofoncteurs ou de l’une des sous-catégories de

n formées des applications sous-préinductives, f - sous-inductives [ 1 ] ou

f - inductives [ 1 ] , alors il existe des q - produits tensoriels .

REMARQUE. Soient ( C’ , D ) une catégorie q - dominée, e E H ~ , s E C ~ et

D S le foncteur de C * vers H * tel que D S( k ) ~ D ( k , s ) . La notion de

produit tensoriel considérée dans [ 5 ] (où ( C ’ , D ) est une catégorie addi-

tive) se généralise en appelant D - produit tensoriel de ( e, s ) une D S-
structure libre engendrée par e . On peut « relativiser» la définition donnée

plus haut, de sorte que les deux notions soient identiques lorsque C’ 
* 
a un

générateur. Les q- produits tensoriels «relativisés» seront étudiés dans

[10], où sera indiquée une construction du q- produit tensoriel comme

structure quasi-quotient d’une somme.

3. Quasi-cohomologie.

A ) p - IDEA UX.

Soit p - ( ~ÎI , p , H ’ ) un foncteur fidèle, où M est une catégorie
w 

-

pleine d’ applications. Si k E H et si p ( k ) est compatible avec une rela-
tion r sur p ( a ( k », on dira que k est compatible avec r.

PROPOSITION 14. Soit H’ ° une catégorie et r une application de H dans
la classe des relations vérifiant les conditions :
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1 ) r ( h ) est une relation sur p ( j 3 ( h )) pour tout h E H ;

2) Soit (h,h’) EH’*H’; si k EH.~(h) est compatible avec

r( h ), alors k est aussi compatible avec r( h . h’ ) .
La classe Ir formée des k , h tels que ( k , h ) e H * H * et k compatible
avec r( h ) est un idéal de H..

En effet, soit k . h E Ir. Si j E H . ~( k ), on voit que j, k est com-

patible avec r (h) , de sorte que j . k . h E 1r, d’ où H . .1,C 1 f . Soit j’ E a, (h) . H .
Puisque k est compatible avec r( h), il est compatible avec r( h , j’ )

d’ après la condition 2 , donc

et

Ceci montre que 7 est un idéal de H ’ . e

D E F I N I TI O N . On appelle p - idéal un idéal J de H * vérifiant la condition
,-

suivante : Pour tout ~6~. , il existe une relation r sur p ( ~ ( h )) telle

que l’ on ait :

k . h E J si, et seulement si, k E H . ~3( h ) est compatible avec r.

Il peut y avoir plusieurs relations r ayant la propriété indiquée dans

cette définition; nous supposerons que l’une de ces relations a été choisie,

et nous la noterons r( h ). On pose encore k = p ( k ), si k E H .

PROPOSITION 1-,. Supposons que m o soit un univers et p un foncteur à

m - produits fibrés. Si J est un p - idéal, l’application h... r( h ) de p r
dans la classe des relations se prolonge en une application r définie sur

H, et J est l’idéal 1. associé à r dans la proposition 14.

DEMONSTRATION. D’après la proposition 11, tout f EH admet des (mi,p,H)-
"" 

¡--

images; choisissons-en une notée 1. En particulier, si h E pi , choisis-
.... 

J

sons h = h . Montrons que l’ application r : f - r( 1) vérifie les conditions
""

de la proposition 14 . En effet, r( f ) est une relation sur p ( ~ ( f )) . Soit

r/,/~6~’~’ 
° et k E H . ~ ( f ) compatible avec r( f ) . On a ~./~/, par

définition. Puisque

on a

il en résulte qu’ il existe
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tel que

On en déduit

et, par hypothèse, k est compatible avec r( f , f r ), ce qu’il fallait démon-

trer. -Soit 7 l’idéal associé à l’ application r. Si k , f E l~, alors k est

compatible avec r ( f ) , 1 et l’on trouve

et

Inversement, si j E J , la relation j , a. ( j ) E J entraîne que j est compa-

tible avec r(a(j», c’ est- à- dire j E 1 r . Ceci prouve que J = 1r. a
EXEMPLES.

1 ) Supposons p = pg:. Soit b = ( C’ ,_c , G ’ ) , h’ 6 ? , où h’ E Cj" . *
Désignons par r ( h ) la relation r~=(C,A~, C ) telle que A G soit la

classe des couples ( g, a, ( g )), où g E G . D’après le théorème 3 - 1 [ 11
on a k , h E J~ si, et seulement si, k E ~ . C ’ * est compatible avec rG .
Ainsi Jy est un p5-idéal. L’application r correspondante (prop. 15 ) de

? dans la classe des relations est obtenue en posant :

où A est formée des ( k , a ( k », où ~ i

2 ) Soit ~( p ) la catégorie des foncteurs p - structurés. Soit Jp
l’ idéal de 5: ( p ) formé (no 8 [ 1 ] ) par les h = ( c ., h , G ’ ) E 5 ( p ) tels que

-

h = ( C ’ , h , G ’ ) E J~ . Si ¢~ est le foncteur proj ection canonique de

5:(p) ver;:nI, l’ idéal J p est un Pj= - idéal, car à h E j= ( p ) est associée la
relation r ( h ) déf ini e dans l’ exemple 1 .

r-

PROPOSITION 160 Soit J un p-idéal et h E S, p ~ ,s, où s E H~ et

S E H~. Les conditions suivantes sont équivalentes, où ; désigne la
0

relation d’équivalence engendrée par r( h ) :

1 ) s est une ( p , J ) - structure quotient de S par s ( C. S. déf. 34 ~

cha p. 111 ) ;

2 ) s est une p - structure quotient faible de S par r (dé f. 2 - 1 [ 1 ] );
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3 ) s est une p - structure quasi-quotient de S par r( h ) et p ( s ) =

= p ( S ) l r, où r est la relation p - compatible engendrée par î.

En effet, soit p’ la catégorie servant à définir les p - structures

quasi-quotient (n~ 1 ( 1 J ) . (k , r ) est un (H , p r ) - proj ecteur, où k E R d(H ’ ) ,
si, et seulement si, on a k’ = g . k lorsque ~’ 6~7.~ est compatible avec

r( h ), c’est-à-dire si, et seulement si,k’ = g . k, lorsque k , h E J . Dan s ce

cas, pour que ~ ( k ) :::: 5 soit une p - structure quotient faible de s par r,

il faut et il suffit que p ( k ) soit une surjection canonique (prop. 5 - 1 [ 1 ] ),
donc que ( k , h ) soit une ( p , J ) - suite exacte courte. a

La proposition 16 montre que l’ étude des suites exactes courtes

relatives à un p - idéal se ramène à l’étude des structures quotient d’une

structure par une relation d’équivalence.

PROPOSITION 17. Soit j un p-idéal ~~ ~ ~~~. * Pour que ( k, h ) soit

une ( Rd( H ’ ), p : r, H ’ , J ) - suite exacte courte (C. S. déf. 32 , chap. 111 ),il

faut et il suffit que ~( k ) soit une p - structure quasi-quotient de a. (k )

par r( h ) , la p -quasi-surjection correspondante étant k .

r-

DEMONSTRATION. Soit (k, h ) une ( Rd(H’), p i ,~l ’, J )- suite exacte

courte. ~n a k . h E J ; ainsi k E R d( H ’ ) est compatible avec r( h ) et, si

k’ ~ H . ~ ( h ) est compatible avec r ( h ) , il existe un et un seui g E H tel

que g . k = k’ . Ainsi ~ ( k ) est une p - structure quasi-quotient de a. ( k )

par r ( h ) . - Inversement, supposons que k soit une p - quasi-surjection
définissant 8(k) comme p - structure quasi- quotient de a(k) par r( h ).

Puisque k .- ( k , ;), où f est la relation d’équivalence engendrée par

r( h ), est un ( H, pr)- projecteur (not. nol[l]),ona~.~6/et

d’ où

P ar ailleurs la condition k’ , h E J entraîne ( k’ , r ) E p’, de sorte qu’ il
existe

tel 1 que

Ceci 
, 

montre que ( k , h ) est une ( R d( H ’ ) , pi ,H..J)- suite exacte .-a

DEFINITION. Soit J un idéal de H’; si (k, h) est une (Rd(H’),pi i ,H’, J)-
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suite exacte courte on dira que ( k , h ) est une j - suite quasi-exacte courte

ou que ~C3 ( k ) est une J - structure quasi- quotient de ~ ( h ) par o~ ( h ) .

B ) FONCTEUR DE QUASI- COHOMOLOGIE.

Nous supposerons donnés dans la suite :

1 ) Un foncteur fidèle p - ( ~, p , H · ) , un p - idéal j et une sous-
è- -

catégorie X * de p i .
2 ) Une catégorie K ’ , un idéal 1 de K * et une sous-catégorie K’* °

de K ’ .

3 ) Un foncteur D de K’ ’ X K * vers H " tel que p . D soit une

restriction de HomK .. °
Nous désignons par ~ ( K ’ , 1 ) la catégorie des morphismes entre

complexes de (K ’ , 1) (voir ~11] ) , par ~ (K ’ , I ) la catégorie K ’ X ~ (K .,1) *,
par Cn, Zn et Bn respectivement les foncteurs n - cochaînes, n - cocycles
et n - cobords de (KB 1 ), qui sont (11] des foncteurs de ~ ( K ’ , 1 ) vers

m, pour tout entier n &#x3E; 0 . Soit

On définit un foncteur, noté C", de é’ vers H’ * en posant :

DEFINITION. On appelle foncteur de quasi- cohomologie d’ordre n pour

( X , J , D , 1 ) un foncteur Hn de (S’ vers H * vérifiant les conditions sui-

vantes, où cr E Ùi :
0

1 ) Il existe des triplets définissant des transformations naturelles

(Cn, @ h, @ Zn) et (Cn, @ h’, Bn) tels que h(cr ) et h’(or) soient (p, X,H )-

engendrés respectivement par (Cn(a- ),t , @ Zn ( o~ )) et par (Cn (or ) ,c , B n (o-)),
2 ) I1 existe un triplet définissant une transformation naturelle

( Hn , @ m’ , Zn ) tel que m’ ( o’ ) soit une p - quasi-surjection définissant

Hn ( o" ) comme J - structure quasi-quotient de Zn ( o ) par B n ( o~ ) .
On dira que p est X - propre (resp. est propre) pour la quasi-cohomologie
si, lorsque J , D et 1 vérifient les conditions 1 , 2 , 3 , il existe un fonc-

teur de quasi-cohomologie d’ ordre n pour ( X , J , D , 1 ) (resp. pour
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( p i J , D , I ) ) pour tout entier n ~ 0 .

P R O P O SIT IO N 18 . Si H i est un foncteur de quasi-cohomologie d’ordre n

pour CX~/,D7~ où i = 1 ou 2, il existe une équivalence naturelle de

H i vers H 2 . °

DEMONSTRATION. Soient ( Cn, hi, Z; ) et ( Cn, hi, B= ) les triplets inter-

venant dans la définition du foncteur H= Soit a- E . On aï 0

et

h i( a) et hie a) étant ( p, X, H )-engendrés par ( Cn(v’), t , Zn(o’)) et

( Cn ( o- ), c , Bn ( ~ )) respectivement, il existe

et

tels que

et

Comme B n ( v- ) C Zn ( v- ) , @ on a B"(o-)C /3(~(c*)), et par suite, par défi-
nition d’ un morphisme ( p , X , H ~ - engendré , il existe

tel que

Les relations

entraînent

car h 2 (a) E R g ( H ’ ) . Par définition de H i ( o’ ) , il existe une j - suite9 8 
-

quasi-exacte courte ( m = ( o" ) , m ~ ( ~ )) telle que ~3 ( m; ( o’ )) = H i ( cl ) . Lat 1 9 t

proposition 44, chap. III, C.S., affirme que, en posant M. = CD H ., il existe

une fR~M’~R (M’;,M’,af~’;/~~-suite exacte courte ( q’ , q )
telle que

Comme 5j et 51 sont deux ~ ( ~ÎC s , p ) - sous-foncteurs de Cn , le triplet

( Z 2 , y, Z i) définit une équivalence naturelle. Les foncteurs H i et
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H 2 sont équivalents, car ce sont deux ~fR~f~’~~’)-fondeurs quotient
de Z 1. En effet, pour tout u E o^’ . ~ ’ . a , on trouve :

d’où

Ceci montre que (Hn 2 y" , H i) est un triplet définissant une équivalence
naturelle. a

PR OP OSITION 19 . Soit fin un foncteur de quasi-cohomologie d’ordre n

pour (Pt J, D, I ), Zn et Bn les foncteurs correspondants. Pour que Hn

soit un foncteur de cohomologie [11] pour (H, J , D , 1 ), il faut et il suffit

que, pour tout o- E C~ ô , on ait
et

où r est la relation d’équivalence ~-co~~~ï~/e engendrée par la relation

r(m) associée au ~-y7!07Ï077!0~~~77ZC ~ eZ~~CT~.~~ t .B~~CT~ canonique.
En effet, ces conditions sont nécessaires. Si elles sont vérifiées

~(o-) est une ( p , J ) - structure quotient de Z"(cr) par Br’(o-) d’après la

proposition 16 . a

Soient X. c m 0 deux univers tels que E m ; 0 désignons par
m et e les catégories pleines d’applications correspondantes. Soit P =

=(!~!,P,~’) un foncteur ~07720~0~~772~ résolvant à droite et 7T -
compatible. Supposons que ~==~,Pt~’) soit une restriction de P

telle que ~=P())!)6!)t! . Soit Uf~ l’une des sous-catégories de la

catégorie 9:(p) des foncteurs p- structurés : 5:(p), 5 9 (P), Gr p) ou
6’~~ considérées dans le nD 3 [1] ; le foncteur projection canonique
de Hf~ vers ? est noté ;11. Soit X’U la sous-catégorie de ?(~ formée
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des P’U - monomorphismes
tels que

THEOREME 4. Si P ~~~ ’--~2~~M~~ pour m, alors p est propre pour la

quasi- cohomologi e; si P e~f (!)t!,D~-y~o/~~~f (déf. 1 - 3 [~]~ Pi) est

X~w-propre pour la quasi-cobomologie.

DEMONST’RATION. Supposons que P soit r- - en gendran t pour 5R. Soient

J, D, 1 vérifiant les conditions 1, 2 , 3 , p. 46 . D’après la proposition 13 ,
il existe des ~(~,~~-sous-foncteurs 7" et B~ de C~ engendrés par
Zn et B" respec ., car p est --engendrant pour M (prop. 12). Soit

et

désignons par m le p - monomorphisme canonique mES. pi . s. Le théo-

rème 2 (ou le th. 1-2 [ 1 ] ) implique qu’il existe une p - quasi-surj ection m’ "

définissant une p- structure quasi-quotient s’ de S par r~~. D’ après la pro-

position 17, (m’,m) est une (~~(~’~R 9(H’),H’,I)-suite exacte

courte. Comme B" est aussi un ~~ 9(H*),H’)-sous-foncteur de Zn,
on sait (cor. prop. 49*, chap. III , C.S.) qu’il existe un ~~/~’~,~’)-
foncteur quotient H" de 7n tel que ~((7j = s’. Ainsi ïin est un foncteur
de quasi-cohomologiepour (Pi-, ,/~D,/~ de sorte que p est propre pour

la quasi-cohomologie.-Supposons que P soit résolvant (déf. 1 - 3
[ 1 ] ) et soit j un peU -idéal. La démonstration de la proposition 13 montre
que Xcn vérifie la condition B de la proposition 13 relativement à Mf. Soit
b E X’l1. D’après le théorème 1-3 [ 11 , il existe une Mj-structure quasi-
quotient de /3~) par la relation r( h) associée au ~j-idéal /, c’est-à-
dire il existe une J - suite quasi-exacte courte (k, h ). Il en résulte qu’une
démonstration analogue à celle qui précède montre que ~) est X’l1- propre
pour la quasi-cohomologie. a

COROLLAIRE 1. ~Ï ~ C~~ ~--C~/~72~ il existe un foncteur de cohomologie

pour (H, J, D, I) quel que soit le ~-!~~/ J; de plus pll est propre pour

la quasi-cohomologie.
En effet, dans la démonstration précédente, on peut choisir S et s
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tels que p(S) = Zn(o’), p(s) = Bn(o-)et m E Pi ;en vertu du corollaire

du théorème 2 - 2 [ 1 ], on peut prendre pour Hn ( o’ ) une p - structure quotient
faible de S par r ( m ) , à savoir la p - structur e quotient de S par la relation

d’équivalence p - compatible engendrée par r( m ) . Ceci signifie (prop. 16)

que Hn ( ~ ) est une ( p , J ) - structure quotient de S par s, de sorte que

Hn est, d’après la proposition 19, un foncteur de cohomologie pour (H, J, D,1).
...

D’après le théorème 4, P’lJ est X’lJ - propre pour la quasi-cohomologie. Mais
w _

X’lJ = ( ;,u )î car pest ,..- étalant. Le corollaire en résulte..

COROLLAIRE 2. Si P est un foncteur d’homomorphismes saturé dénombra-

blement engendrant pour m (déf. 1 - 5 [ 1 ] ), alors p est propre pour la
...

quasi-cohomologie et P’lJ est X’lJ - propre pour la quasi-cohomologie.
En effet, d’ après le théorème 1- 5 [ 1 ] , P est (m, ~.I )- résolvant,

de sorte que le corollaire 2 se déduit immédiatement du théorème 4.

EXEMPLES.

l) Si p = py ou pç2 , il existe un foncteur de cohomologie pour

( H, J , D , 1 ) pour tout p - idéal J et pcn est propre pour la quasi-cohomo-
logie , p étant r~- étalant. Si p = p~- ou p~, , alors p et P’lJ sont propres

pour la quasi - cohomologie.
2) Si p = pR, où Y est l’une des catégories gps, gis ou gt u(no 5

[ 1 ] ) , p est propre pour la quasi-cohomologie et P’lJ est X’lJ - propre pour la

quasi-cohomologie, car P est dénombrablement engendrant pour M, en
vertu des théorèmes 3- 5 et 4- 5 [ 1 ] .

Il. ADJONCTION DE LIMITES A UNE CATEGORIE.

Dans toute cette partie, nous désignons par Mo et par o deux
univers , mo C ~ ~ÏÏ 0 , ~ 0 E ~Î( 0 t par m et m les catégories pleines d’ applica-
tions correspondantes, par ? et Ù les catégories des foncteurs associées.

1. Adjonction de limites projectives.
Soient C ’ * et l’ ° deux catégories. Nous notons ~ ( C ’ , I ’ ) ® la

catégorie des transformations naturelles entre foncteurs de I ’ * vers C ’

dont nous identifions la classe des unités à la classe des foncteurs de I ’ °
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vers C ; de plus la sous-catégorie de ~fC’,/’)~ formée des transfor-
mations naturelles qui sont des foncteurs de 1 * vers la catégorie latérale

uC*, constants sur une unité de R- C est notée C* ; elle est isomorphe
à C 8 .

Soit 1&#x3E; = ~C’,~, 1 un foncteur. Si (D admet une limite projective
e, et si ~. est, pour tout z 6/’, la projection canonique de e vers ~fï~,

z 
~ 

0

le f~(C’,7’)~, C )-éjecteur correspondant à cette limite est la trans-
formation naturelle définie par le triplet (~,T, e~, où ê est le foncteur de

1 * vers C * constant sur e etoùTCï~=~. pour tout i E 1* -
Nous supposons donnée une classe 9 de catégories telle que 9C J~

et que la catégorie «~~~ n’appartienne pas à 9 (restriction supprimée à

la fin du § 2 ).
Si C* * est une catégorie, nous appellerons application limite pro-

jective partielle sur C * une application v qui associe, à certains foncteurs

(D de 7*6~ vers C * admettant une limite projective, un (R ( C ’, 1 )~, C 8 18)-
éjecteur l~($). Si une telle application 7~ est choisie, nous désignons par
Lz~~~ e C~ la limite projective de ~ déterminée par la source de 11 (tt&#x3E; )

par pY«D) sa projection canonique vers ~(ï). Si

et

l’unique élément b E C tel que

où h est l’élément de C 1. déterminé par h, est désigné par /ïy72~~P. Si

aucune confusion n’est possible, les exposants v seront supprimés.
Si C * est une catégorie à 9- limites projectives, nous appellerons

application ~-/z~z~ projective sur C* une application 9-limite projective

partielle v sur C* ° telle que ~(~) soit défini pour tout fondeur $ =

=fC’,&#x26;,/’), où 7’e!).Lc foncteur vers C * de la catégorie somme des

catégories ~C’J’)~,où 7*6~, déterminé canoniquement par V, est

noté Lz~~ , et dit foncteur limite projective ~~~ocz~ ~ ~ .

Soit ?’" la classe des triplets ~C’,~),F~C’,~)) tels que
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2° ) 11 et ~ sont des applications 9 - limite projective partielles sur

C * et sur C* ° respectivement; si ~6C’.?.~ et si v (0 ) est défini,
A

~(F.0) est défini et

1,g est une catégorie pour la loi de composition

si, et seulement si,

Nous identifions la classe de ses unités à la classe des couples ( C ’ , v ) ,

où C ’ e j= 0 et v est une application 9 - limite proj ective partielle sur C ’ .

Soit ? la sous-caté g orie pleine de j=1~ ayant pour unités les couples

( C ’ , 11) tels que v soit une application 9 - limite projective (par tout définie)
sur C ’ . .

Soit P9 le foncteur de ? vers ? défini par la surjectionp 
- . ~ 

P

Soient q’g et ~ les foncteurs projection canonique vers X de ?’ et de

? respectivement. Soient Pg,Q9 et ~ les foncteurs de ? vers ?, de
~ vers t et de ~’l vers t définis de même à partir de l’univers t 0 .
PROPOSITION 20 . g:,9 est une c~~on? ~ ? -~fo~M~; ~ et f? . 6 , ? ~
sont ~~/b~c~~r~~)t! -/ï772~e~ projectives. Q ~f un foncteur - - engendrant

A 
0

pour ?n.

DEMONSTRATION. Soit j EX 0 et supposons
pour tout

Désignons par C ’ * la catégorie TI C:, par F , le foncteur projection cano-

nique de C. vers C:. Soit «1&#x3E; !: . ( J C . , 1 ~ , 1 . ) 1 e j= . g. On sait que ~ admetnique de C * vers 1 Soit (D ( C ’ , - 1 E ~ . ~ . On sait que 0 admet
une limite projective si, et seulement si, F~ . ~ en admet une pour tout

j E J ; dans ce cas, (Lim’’~ F~ . ~ )~ ~ J est une limite projective Lim’y 0 de
1 1 v.

~ , dont la i - ème projection canonique est (Pi ~( F~ . ~ »jgj, Soit 11 (1» le

( ~ ( C ’ , 1 ’ )m , C ’ 1 ’ ) - éj ecteur correspondant; on a 
i i
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dans la catégorie latérale des transformations naturelles ~2 ~ . L’applica-
tion ~ -~ v ( ~ ) si, et seulement si, v1(0) est défini pour tout j E J est

une application 9 - limite projective partielle v sur C ’ . Il est évident que

( C . , JI) est un produit de (( C : , v . )) . dans 5:". Donc q’~ est un fonc-
teur à ? - produits. - Si de lus ( C : , v . ) E 50pour tout i E , on ao P P 1 1 0 P 1 J

de sorte que ( ~’~ , ~ , ~~ ) et p sont des foncteurs à!))! -produits.
-Nous supposons

et

posons F = p~ ( F ) et F’ = P9 ( F’) et notons N * le noyau de ( F, F’ ) dans

. Soit ~ ~ (N ’ , ~ , I ’ ) E ~ . ~ ; le foncteur cI&#x3E;’ = ( C ’ , ~ , I ’ ) admet une

limite projective. Comme F . ~’ = F’ . ~I , on trouve

d’où

et pour tout

Si ~ E~2(N’,l’) et a,~(~) EN’I’, on a de même ~F.~’ 1 :::: B F’ . ’P 1 ,
où ~’ _ (8C’,~,1’). Il s’ensuit lim’’~ EN, car

Par suite l’application qui associe à 0 la transformation naturelle

est une application 9 - limite projective sur N ’ , notée ~’ . On a

Ainsi m est un noyau de ( F, F’ ) dans ~ , dans 5’4 et dans ~ . Donc les
foncteurs ( ~’~ , i , ,~) et pg sont à noyaux. D’après la proposition 1, ces

foncteurs sont aussi à ? -limites projectives, puisque nous avons montré
plus haut qu’ ils sont à m - produits.gO A

.Enfin, montrons que 0 
9 

est :-engendrant pour m. En effet ~ supposons
et
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Disons qu’une sous-catégorie H ’ * de C ’ ° est stable pour v si les condi-

tions

et

entraînent ~?(~) ~~ pour tout i ~f~,et si l’on a lim" Y E H lorsque

T-(Bc’~~’) ~?J, a~(~) ~~-~’ 
° 

et ~f~CD~’.

Dans ce cas, H 
° 

est une catégorie à 9-limites projectives. La sous-caté-

gorie H. * de C ’ * intersection des sous-catégories ~f ’ * de C * stables pour

11 et contenant M est évidemment stable pour v . C’est donc une catégorie
à 9 - limites projectives, admettant pour application 9 - limite projective l’ap-

plication ~ telle que ~ (0) = (B ~ ’, ~(~), ~ ’ ) , où 
.

.

si

Par suite f~’,~) 6?" . Pour que fK’,~’) soit une Q 9 - sous- structure de
( C ’ , v ) , il faut et il suf f it que la sous-catégorie K ’ soit stable pour v .

On en déduit q ue ~’,~) est la Q~ - sous-structure de ( C ’ , v ) engendrée

par M.~

C O R O L L A IR E . Tout élément de 9’~ admet une ( ~7‘° , 9", ~’~ ) - p so 1 ’ection.
DEMONSTRATION. Soit c=~C’,~)~?~ et U = ~~ .~’~, e. Alors U est
une classe et, ~’g étant une catégorie à ? -produits (prop. 20 ) , e

vérifie la condition P 
e 

relativement au foncteur P (51g , t ,~)(3 -I).80it

( A A A

La classe FfC) engendre une Qg - sous- structure (N’,~-) de fC’,~);
A A A

d’après la proposition 20; l’élément ~C’,~)~ L ,fN’,~’)) est un mor-

phisme fP,?,~)-engendré par F. Ainsi les conditions du théorème 1

sont vérifiées, de sorte que fN’,~’) est une ~1j)- projection de
fC-,~).-

A. THEOREME DE COMPLETION PROJECTIVE RELATIVE.

DEFÏNIT!ON.~o~~C’,~~~ et MC C. L~~-~o~-~~MCfM~fM’,~)
de ~CB 11 ) ~~M~f~ par M (prop. 20) est appelée complétion 9-projective
de M dans fC’~.
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REMARQUE. Cette définition précise la notion de complétion gauche consi-

dérée dans [12].
Dans la suite de ce ~ , nous désignons par et par § les satu-

rantes respectivement de x dans t et de J dans ?. On sait que ? est
un univers; un élément de ? est dit une classe. Nous supposons que
g est une partie de j= telle que 9 E m . Le symbole 1 « représentera tou-

jours un élément de 9. Nous notons 1) un univers tel que ItC ? ; une If-
catégorie [ 2 ] est une catégorie H * telle que e’ , H . e soit une ’U- classe

pour tout couple ( e’, e ) d’unités de H ’ .
- A // A A

THEOREME 5 . supposons 9 EX , ( C ’ , Y ) E ~~dlo et M y C . Soit (if., ~ )

la com plétion ~ - projective de M dans ( C ’ , v ) . Si M ~? , on a M A E ~o.

Si M * est une sous-catégorie de C’, si Lim~’ est injectif et si Lim~’~ ~ M
quel que soit 0 E C ’ , ~ . ~, alors M. est pleine dans M ’ ; si de plus M ’
est une ~.I - catégorie et si p~( ~ ) c ’U, la catégorie M. * est aussi une ’U-

catégories.

D EM O NS T R ATION . Si V est une classe, nous notons V son cardinal.Si

À est un ordinal, nous désignons par À le cardinal A , où ( A ,  ) est un

ensemble bien ordonné de type i‘ ~ I3 ] . Inversement, si n est un cardinal,
soit n l’ordinal borne supérieure (dans la classe ordonnée des ordinaux) de

la classe des ordinaux À tels que ~ n ; en particulier, si V est une

classe, nous posons V := n , où n = V. A un ordinal X est aussi associé

[ 13 ] l’ordinal initial (..ùx d’indice X, tel que ;X soit l’aleph d’ indice À.

Dire que ? est un univers entraîne que l’ordinal A, borne supérieure de
la classe des ordinaux V , où V ~ ? , est inaccessible au sens de Tarski
[ 13 ] ; il s’ensuit wA = A. Remarquons que l’on a aussi

_ 
**

- Si ~ ’ 6 ~, on a 1 ~ ~ÏI~ , et par suite 7 ’ A . Comme ~ ~ ? , on a
d’où

L’ordinal CI.&#x3E; A étant régulier [ 13 ] , on en déduit
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et

L’ ordinal initial (ÙÀg + 1 est régulier, car son indice est de première espèce9 ~

[ 1 3], et on a cv~ ,#, 7 ~ ~A ~ ~ ! nous poserons B= ~. ~ ~ .
-Supposons ( C’ , v ) 6 ? . Soit Lim le foncteur ~- limite projective Lim0

associé à v . Pour toute sous-catégorie B ’ * de C ‘ , nous construisons une

sous-classe o’y( B ) de C de la façon suivante :
Soit 8~’ la classe des foncteurs (D E C ’ . 1 * tels que (D ( 1 ) C B .B

Soit 7Tà 1 . 
‘ 

la classe de tous les éléments p,~(0) tels que 4Y E S 1. 
- 

et

i E 1~ . Soit Ó~. la classe des transformations naturelles

telles que et

On pose

On définit une bijection gB de o-v(B) sur une partie de

en posant

si m ~ B , si 
~ 

m E 7T ¿. 
* 

et si 
*

l’on a choisi i E 1~ et ~ E Sg* 
.

tels que m = p=(~ );
si g~ ( m’ ) n’ est pas encore
défini et si l’on a choisi

’1’ E 0 ~ tel que m’ ; lim ’1’ .
rv ~r -

Si B E ~o , les relations B E ~o , I E X0 et 9 6 i. entraînent
et

-

car ? est un univers. Il s’ensuit

et

A

- Soit M ~ C . Pour tout ordinal ~  ~. , nous définissons par récurrence
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transfinie une sous-catégorie AI~ de C * comme suit :
1° ) M i est la sous-catégorie de c. 

° engendrée par M;

2° ) Si ~.= ~.’ + 1 , alors At~ est la sous-catégorie de C * engendrée
par o~A~.);

3° ) Si X est de seconde espèce (i.e. n’a pas de prédécesseur), on

pose MX = e LJ Mç. 1 On a évidemment Me 1 C Mç si el  ~ - 

A~ est une sous-catégorie de C*. Nous allons montrer que M~ =M,où
~M’,~) est la complétion 9- projective de M dans ~C’,~). En effet,

on a M^,,C Î, car toute sous-catégorie de C* ° stable pour v et contenant

M doit évidemment contenir M~. D’après la proposition 20, il nous suffit

de montrer que AI~ est stable pour «P . En effet, soit 0 e c.. ~ I * tel que

0(~ C M~. Pourtout k 6 7, il existe ~~ tel que ~f~ 6 AI~ . Puisque
1  B et que est un ordinal initial régulier, la limite e de la suite trans-
finie (~)L~f de type Î vérifie la relation ~ ~, de sorte que l’on a

$~~ 6Ai~ pour tout k E 1. Par suite ~ ~ S~ et, par construction, on a
pour tout

Soit ~ E BC ’. ~ . ~ une transformation naturelle de ê vers ~ telle qu e

T~7~ c cmi, où ê est le foncteur constant sur e E C~ . De même on trouve
un ordinal f’ tel que

et

Il s’ ensuit ~ E A£°, où B = Mer, + ~ , ce qui entraine
lim

Donc M~ est stable pour ~ , d’où Af~= AI.
-Supposons M E,u 0; ona M 1 ’E M , &#x3E; car P1 est -- engendrant pour X0 0 

A

[ 1 ] . Supposons prouvé que M e 6 m pour tout f  À, où ~~ À.. Si À =- s 0

= À’ + 1, alors M~,,Eî , 0 car M~ est la sous-catégorie de C engendrée
par cr~~AI~t), qui appartient à m 0 d’après le début de la démonstration.

Si ~. est de seconde espèce, on a MX= Lt À M S &#x26; , d’où
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*" A

car A est- régulier, M ~  A pour tout  k et ~.  ~.  11. P ar définition

de A, il existe V E tel que M ~ V ; autrement dit , il existe une bijec-o -

tion de M x sur une partie de V ; ainsi on a M x E m . Par récurrence trans-
- 

0

finie, on en déduit MX é mo. P ar conséquent, il existe un isomorphisme G

de M ’ ° sur une catégorie S ’ e 50.
-Dans la fin de cette démonstration, nous supposons que M ’ ° est une sous-

catégorie (quelconque) de C » (donc M = M 1), que les relations Limy ~ _
- L im y ~’ entraînent ° = «1&#x3E;1 et que L im y ~ fi M pour tout cf&#x3E; E 81.A . Exa-A~
minons la forme des éléments de M ~ pour un ordinal B== + 1  k. Soit

A ~ la classe des éléments lim ~ E M x tels que

et

et soit A ~ la classe des composés mn ..... m 1 tels que
si

on a A ~~ A ~y A j~ . Soit B ~ la classe des m’ e M).., tels que

et

Si 77~=~.(&#x26;)6B~,ona a ( m’ ) = L im ~ et, par hypothèse, a, ( m’ ) ~ M .
Si l’on avait a ( m ‘ j E M ~, -~ M , il existerait ~ ~ À’ tel que

et

Il s’ensuivrait $=$’ et m’ E M~ +~ C~M~, , ce qui est impossible. Donc
~’6B~ entraine a(~~~AI~ ou m’ = a, ( m’ ) E M ~, . Soit N ~ la classe

des composés m" , m , m’ tels que

et

Montrons que l’on a M ~ = N ~ . On a évidemment

Il nous suffit donc de prouver que N~ est stable dans C’ . Pour cela,

montrons d’ abord que l’on a

En effet, soient
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et

~r au cas où

avec

1 )) le triplet définissant la transformation naturelle T. Si

jection

pour tout

/m

a, ( m" )) définit la transformation naturelle

écurrence,

N~est stable, supposons

et

,ssibles sont les suivants :

~" 6M~; nous avons vu que m’ = ~ ( m" ) , par définition

on a

en utilisant le résultat précédent, on

ave

r suite et

osons 772" ~M~,, c’est-à-dire Il
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a) Si on a par

définition de A’).. et f = ~x ( m ) par con struction de N Â. ;
ainsi j, j= f ENX.

b ) Supposons 7n’ = p i ~ ~ ) ~ M ~, . Si m E ( M ~)~ , on a aus si

m’ E (MÂ.)~’ d’ où

et

Sinon, m admet une décomposition mn..". m 1 EA’~ dans
laquelle

Puisque Lim est injectif, on en déduit 0 = o~m ( ~Y ) et

en notant (0, r, ê) le triplet définissant la transformation

naturelle W .

1 ) Si on a

et

donc

2) Si à partir des relations

on trouve encore

Nous avons donc montré que, dans tous les cas, on a f. f E N À, ce qui
assure que N~ est stable dans C ’, et a fortiori définit une sous-catégorie
de C* ; autrement dit, M~ = N~.- En particulier, soit B = 2. Si m =

= lim ~P e A , on a

de sorte que A 2 = A 2 v ( M 2 )~ . Soit f E N 2 --- M 2 ; de la définition de N 2
et de A 2 il résulte

où et
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Si c,~c ( f ~ E M ~ , cette relation entraîne

d’ où

si de plus ~ ( f ) E M , on obtient f E M . Donc M * est une sous-catégorie

pleine de M 2 . 
A

-Pour tout ordinal ç:5.. À, soit B~ la classe des composés m’ ce mn ..... M, 1
tels que

et

les ordinaux ~ . étant de première espèce. Si m = lim ~~ 6/3~~.A~,.
et si m i = p; C ~ ) , les égalités

entraînent $ = j3rIJ (’l’), d’où

et

en désignant par (0 , ,’r’, ê ) le triplet définissant la transformation naturelle

W. Ainsi B ~ . A ~ + 1 ~ M ~ . Soit À. ~ ~. Supposons montré que, pour tout

~ B, on ait M~ . M~ = M . B~ .et soit f 6AI ’ .M~ . Si À. est de seconde

espèce, il existe ~  ~. tel que

Soit ~. _ ~.’ -I- 1. Nous avons vu que l’on a f = ~.772.~’ e N À. Plusieurs
cas se présentent :

1~ ) Si 772"~M~.M’, on a m ~(M~)’ car ~ ( m j E M entraîne

~ ( m ) ~ Lim ~ . Il en résulte

2° ) Soit m" E M ~, et cx ( m" ) ~É M ; on a m" E M .B’~! par hypothèse.
a ) Si 77z 6 ~ M ~) ’ , on trouve

b ) Soit m = m q .....m~ EA~ et m q ~É(M~)~. D’après ce qui
précède
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et, de même,

il s’ensuit, par récurrence, m" . m E M .B’~,, de sorte que

Par récurrence transfinie, on obtient

Soit~i~i~iBet ~=~.....~~B~.rM~. Il existe ~’~ct
$ 68 1* tels que a(m’ ) = Lim 0. On en conclut

et

Cette relation entraîne

-

et par suite M~ . M . ( M ~)~ = M~ . M ~ . En particulier,

Ainsi M ’ ° est une sous-catégorie pleine de M Il.

- Supposons de plus que M ° soit une ~.I - catégorie, l’univers ’11 contenant

t’f ( 9 ); désignons par If l’univers obtenu par saturation de ù dans t, i.e.
~ = ~ ( ~ÏÏ’,, . ~ ) . Soit E e M .. Si E’ ~A~, on a

~

Supposons montré que, pour tout f E ~ , on a E . M . E’ 1 E’Ü si E’ E ( M~ )~ ,
A

où ?~.  ~.. Soit E’ 6~~)’. Si À est de seconde espèce, il egiste ~ ~ ~° 
w -

tel que E’ 1 e M4 , ce qui entraîne E . M . E’ e: ’Ü. Soit k= k- + 1 , E’ EM %- M ,,
et f E E . M . E’ ; nous avons prouvé que l’on a E . M . E’ = E . M ~ . E’ et

Comme OL~’) = E’ ~M~,, il existe un et un seul 0 6 81 * tel que E’ =

= Lim 0 et on a

Il s’ensuit
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En associant à /6E.M.E’ le couple f/B~~~.M~.~C~X/, on

définit une bijection de E . M . E’ sur une partie de

Puisque E.M~..&#x26;(~ ~"U pour-tout i e 18 
° 

et que 7~C ~ 6l[, on a U 6’U,
car fi estun univers, et par suite E.M.E’ e fi. Par récurrence transfinie,
on en déduit que E . 8 if. E’ est une ’U - classe pour tout E’ E Î~ et jE e AI ’.

oo 

- Soit alors El ~ M. Supposons montré que, pour tout ~B,où~~~.B ,
on a

si

Soit E" 6CAI~)’. Si k est de seconde espèce, il existe ~  ~ tel queo 
",,’"

E" E M , de sorte que E" . M . E’ E ~ . Soit A. ~ ~.’ ~- 1 ; on a, si ~ ~AI,
où

Si /6E".M.EB alors f = lim ~ , où 9 est la trans formation naturelle

définie par le triplet ( ~’ , ’r"’’. E’) tel que

pour tout

L’application

Où
...

est une bijection de E" . M . E’ sur une partie de

Etant’donné que ~’ ( i ) E M ~~ , on a car

et

w -

a fortiori E . M . E’ E ~.I . Par récurrence transfinie, il en résulte

et

ce qui signifie que M ’ ° est une il -catégorie. La démonstration du théorème
est ainsi achevée. a

C O RO L L AIR E . Qg est P-- engendrant pou, m. L es foncteurs pg et ~’~ t ~ ’y 4)
admettent des adjoints.
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En effet, la première partie résulte de la première affirmation du

théorème 5 la deuxième du critère 1, les foncteurs ~ et~’~6.? ) étant
à ? - limites projectives, les foncteurs Pg et t ,? ) à t.- produits,
en vertu de la proposition 20 .

REMARQUE. Si fC’,~) ~~ et si ( M’ est la complétion ~-projective
de M dans fC’,~), alors (if., ~) est aussi la complétion 9-projective

A A

de M dans CM’~).

DEFINITION. Une Cy",y’~-~o/ec~oM ~ ~’,~~ 6~ est appelée com-
plétion 9 - proj ective de (~’, ~J.

En particulier, ? est isomorphe à la sous-catégorie pleine de 5:’g
ayant pour unités les couples (H *, 0 ), où 0 est la surjection vide. On a

si, et seulement si, ~ 1 et

Par suite, les ~ -structures libres engendrées par ~7’ 6? sont identiques
aux complétions 9 - proj ectives de f~ ’, 0) .

B. pg - STRUCTURES LIBRES.
THEOREME 6. Soit 9C 5: . et ~e!))! . Tout ~’6? e~~~fc M72C~-
structure libre f~B ~ ayant les propriétés ~Mt~~M~~ .’

7~ ~ est injectif et H * est une ~OM~-C~~~Ofïe pleine de ~’;
2 ) Si ~y~~ est contenu dans l’univers Il et si H * est une It-

c~~on~, ~ ’ ° est une U - c~f~ofïc.
DEMONSTRATION. D’après le corollaire du théorème 5, H’ ° engendre une

p9 - structure libre C C ’, ~ ) .
-Soit K’6?~; soit K4 la catégorie obtenue en adjoignant à K’ ° un élé-

ment initial 0. Nous désignerons par S~’) la sous-catégorie pleine de

M~K~J*)~ &#x3E; où (K+)* est la duale de K~, ayant pour unités les
foncteurs F de (K+)* vers M tels que F(~ soit un atome (Le. ait un

seul élément) . Soit 77,K . l’isomorphisme canonique (App. 1, C.S.) de K *

sur une sous-catégorie pleine de (Ïf~*) qui associe à e 6/(* le foncteur

77K.(e) de K* vers m défini par
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En particulier, on a rj~ . ( e ) ( 0 ) = ~ ( e , 0 ) ~ . Puisque ? est une catégorie
à 9-limites projectives, est une catégorie à 9-limites

projectives et le foncteur ~K , est compatible avec les 9-limites projec-
tives. Nous allons définir sur ~ ( K ’ ) une application 9 -limite projective
v~ , 1 comme suit : Soit Lim le foncteur 9-limite projective usuel sur ? :

si

la classe Lim F est donc formée des ( st )= E 1. E Il F ( i ) tels que
o i E I’ *

0

pour tout

Soit ~ = ( ~ ( K ’ ) , ~ , 1 ’ ) un foncteur. Pour tout e E ( K+). , l’application~ 0

k -~ ~ ( k ) ( e à définit un foncteur 0 de I * vers m. Désignons par l ( ~ e )
la classe des couples

où

évidemment l( ~ ~ ) est aussi une limite proj ective de ~ . Le foncteur

admet pour limite projective l’unique foncteur Lim 0 de K~*, vers ? tel

que

pour tout

Comme $~~~=~~’~0~ est un atome pour tout e’ 6K’, la classe

L im ~ ( 0 ) est un atome de la forme l(z, 0)1. Par suite Lï772$ est aussi

une limite projective de 0 . Pour tout i E l~, la projection canoniquede
Lim ~ vers ~ ( i ) est la transformation naturelle ’T ( i ) définie par le tri-

plet ( ~ ( i ) , Ti’ Lim ~ ) , où T; ( e ) est l’application
de dans

Nous désignons par 11 ~ . (1» la transformation naturelle définie ar le triplet1 p
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A A A

(ID, 7-, E), où F est le foncteur de f* * vers K * constant sur E = Lim (D.

L’application $-~"($) est une application 9- limite projective ~"K 
~ ~ 

K *

sur (ÏfK’). Puisque ~ em ,ona~(m,~+)em d’où0 0 + 0

Si L im ~K ~ ~ = L im ~~ ~ ~’ , la relation l ( ~ ) = t ( ~’ ) entraine ~ = ~’ ,Si Lim (D = Lim ’K ~D’ , la relation 1(ibo) = 1«D~) entraîne (D =

par construction. De plus Lim 0 n’ appartient pas à ’~’jk . ( K ~ . D’ après le
théorème 5 , la complétion 9 - projective ( K ’ , v ) de ~ . ( K ) dans S~ .p ~ K K

est telle que 9 î Eî. et que ‘~k . ( K ) ’ 
° soit une sous-catégorie pleine de

7*. Comme Q~ est un foncteur d’homomor p hisme s saturé, il existe

Puisque K ~? et que pg(û).77K. est injectif, on peut supposer que K* °

est une sous-catégorie pleine de (Ï* ( ~ ’ ) et que la restriction de u à K

est~~..

-Soit H*,E5. et soit ~C’,~),/) un (yB~)-projecteur. Les relations
et

assurent l’existence d’un et d’un seul G’ E ~~ tel que

Il s’ensuit que J est un foncteur injectif, de sorte que J ( H )’ ° est une

sous-catégorie M ’ ° de C ’ ° isomorphe à H ’ . Soit ~ = ( C . , ~ , 1.) e j= et

E = Lim y ~ . Si l’ on avait E E M , on aurait ~ ( G’ ) ( E ) E H et l’ égalité

entraînerait, en posant 0’ --- p ~ ( û ^1. G’ ) . ~ ,
a

ce qui est impossible par définition de v~ .. Par conséquent E 1. M .p H

- D’après la construction d’une p~ - structure libre (th. 1 ) , ( C ’ , v ) est la

complétion 9-projective de M dans un élément de 9=~, produit d’éléments
de 9:4 0 . La remarque précédant le théorème affirme que ( C , v ) est aussi

la complétion §-projective de M dans ( C ’ , v ) . Ainsi, en reprenant les
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notations du début de la démonstration du théorème 5 , C = U A M’B .-y 

XX "
Montrons que Lim est injectif. En effet, supposons qu il existe

où

tels que

et

A

Soit k le plus petit des ordinaux ÀI  ~. tels que

nous pouvons supposer que c’ est ~ 2 qui vérifie

quel que soit

A

On sait (démonstration du théorème 5) que À"~. Désignons par A une

classe de la forme C~ v ~ 1 E’ ~ , où E’ 1- C, et par a l’application de A

dans C~ telle que
et si

La catégorie ~*(C’) induite de C ° par a (chap. IV, C.S.) admet pour
éléments les triplets ~~B~),/~~A~XC tels que /~~~.C.~~.
Soit C* ° la catégorie obtenue à partir de ~*~C’) en identifiant C * à la

sous-catégorie pleine de a *( C formée des ((/~/~ a.f/~/~ où f ~C,
et en identifiant (YE’,E~,E ~ à E’. On a (YE’,E~E) 6E’.Cy .F, de
sorte que’ c. ° est un élargissement (chap. V, C.S.) de C*. Il en résulte

que le foncteur ~C’,~  C’) est à !)-limites projectives. En particulier, E
Ii.

et E" sont tous deux des limites projectives de $ pour m = 1 et 2.

Choisissons sur C* ° une application limite projective ~ telle que

et où

Les relations

et

assurent l’existence d’un et d’un seul
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tel que G./=fC’~,C’)./, où G =~6~. Soit G e la restriction de

G à M~ pour tout ~ ~ ~.. Etant donné que j est injectif, G.==~C’,6 ~)’
Soit ~ ~. ~ et supposons prouvé que Gel = f C ’, 6 , M~. ) pour tout ~’ ~ .

lo ) Si e est de seconde espèce,

2o ) Soit 

et,par construction de v, pour tout i E 1~ ~ ,

Si ~ E A" est la transformation naturelle définie par le tri-

p let C ~’ ~ &#x3E; &#x3E; ê &#x3E;&#x3E; limy ~ est l’unique h E C tel que

pour tout

les relations

pour tout 1 E II entraînent G ( h ) = h . Ainsi la restriction de G

à o-’’(M~, ) est l’identité. Comme 0"&#x3E;(Mel ) engendre la sous-
A A

catégorie M ~ de C ’ * et de C ’ , on en conclut Ge = ( C ’ , c ,M ~ ).
A

Par récurrence transfinie, on obtient G ~ = ( C ’ , c , M ~ ) , d’ où

et

pour m = 1 et 2. Mais on a d’une part

et

A

par définition de V, d’autre part
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Ces relations étant incompatibles, on obtient une contradiction. Donc 0 =
= «1&#x3E; 2 et Limp est injectif.
-Comme v vérifie les hypothèses du théorème 5 , M * est une sous-caté-

gorie pleine de c.. Si de plus pï (9) est contenu dans l’univers U et si
H * est une If-catégorie, la catégorie M » est une catégorie et, d’après
le théorème 3 , C * est une 1)- catégorie..

COROLLAIRE. Si /~~) est contenu dans l’univers ’b, soit 19 (resp.

y~j~ la sous-catégorie 4 ~/e~~ ~ ? Crc~. de 5) ayant pour M~tf~ les
(~B~~? (resp. les jF/’~? ~ tels que ~’ 

* soit une H-c~~onc.L~
foncteur pg = ~lt~ p6,y ~ admet un adjoint.il 

9 ’U
En effet, la p structure libre engendrée par ~’ ~~f appartient à

3~ d’après le théorème 6 , et par suite est aussi une ~" -structure libre
h CU
engendrée par ~ ’ . *

2 . Construction de complétions projectives.

A. ~.~TR~CT~RE~ LIBRES.
THEOREME 7. Soit ~’6? / on p eut co~~~fM~c ~~/ïCïc~e~f /w récur-
rence transfinie une pg -structure libre engendrée ~f ~ ’.
DEMONSTRATION. La construction que nous allons donner est suggérée

~ A

par la démonstration du théorème 5. Posons AI.=~’ . Soit ~ l’ordinal
initial ~~~~-~ &#x3E; où Àg = sup 7. Soit 1  À.~L B et supposons définie une

~ f * 9 ~

catégorie Ai pour tout e*k, de sorte que Mit soit une sous-catégorie de
Mi si e’  e. Pour tout fondeur Y, notons Y 

* le couple ( Y, K) tel que

Y=~~y~ y,~’), où N’=(CL( y ),/). On peut supposer 7’~.
1° ) Supposons B kl +1 . Soient ~~ la classe des (D, et H À la

classe des ~ï,~’), tels que

et

Soit H’À la classe formée des W * tels que

et
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Soit [ G ~] -- =~ ( G ~, ~3 ~, a).) le graphe défini comme suit :

et si le triplet

définissant où 1

Soit L [ G ~ ] ’ * la catégorie libre des chemins associée à [ GXI (chap. III ,
C.S.) et soit r~ = ~’ L [ G ~ ] , D ~ , L [ G X 1 ) la relation telle que D ~ soit la
classe des couples suivants, où ’1’ = ( RA. ~,, , ’1’ , 1 .) :

si etsi la transformation naturelle 9

est définie par le triplet où

si et

si

si, pour il existe

avec

Comme deux unités de L [ G ~ ] ’ * ne sont pas équivalentes pour la relation
d’équivalence fÂ bicompatible sur L [ G ~ ] ’ ° engendrée par ’À’ il existe une

catégorie quotient strict de L [ G ~ ] ’ » par r~ , notée M ~ . D’ après le corol.

laire,proposition 8 (appendice), on voit que G ~ s’identifie à une sous-classe
 A ~ A ~ 

~

de À, et M ~, à une sous-catégorie de MX. De plus tout élément g ~M ~- G ~
est déterminé par la donnée du seul chemin propre de G, appartenant à

g et qui est irréductible (i.e. de longueur inférieure à celle de tout chemin

équivalent). Ce chemin irréductible est de l’une des formes suivantes, où

seul h appartient à M ~, :
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2) Si X est de seconde espèce, MX m U î ~, admet une unique
 . ~ . .~ ~  ~

structure de catégorie AI~ telle que A*e soit une sous-catégorie de M Â.
pour tout  X .

-Ainsi par récurrence transfinie, nous obtenons une catégorie Ai~, qui
admet H’ ° pour sous-catégorie. La construction de Mî implique évidem-
ment que Ai ~6 3)! Nous poserons AI~ .
-Montrons que //’ ° est à 9 - limites projectives. En effet, soit 0 e .?.f’.
Une démonstration analogue à celle du théorème 5 prouve qu’il existe un

plus petit ordinal X X tel que ~f~C M)~. Montrons que £ kt Â.+ 1 est
une limite projective de 0, la projection canonique vers 0(i) étant (i, 0 ’) ,

pour tout i ~/’. Pour cela, soit ~ une transformation naturelle définie par
un triplet (0, 7», ê). On voit comme dans le théorème 5 qu’il existe un

ordinal ~*B tel que ~.~.~ et que W (1) C D m Par construction,

~’ ° ~~+1 ~
pour tout

’" ’"

Soient g E H et g’ E H tels que

pour tout

Il nous faut montrer qu’ alors g = g’ . La démonstration se fait en deux

étapes :
A A

1°) Supposons g E M ~+ 1 et g’ ~AI~,.. Il existe deux chemins

irréductibles ( gn , ..., g 1 ) et ( gn, , ..., ~’1) caractérisant g et g’ respec -

tivement, et on a

pour tout i ~ / ’. Comme ~ ’ ~ M ~ , on a nécessairement gn E H j~ et gn, E H’ À Y
d’ où 

et

....

Puisque M , . H’t.- C M ~tJ H j~ , on peut se ramener au cas où

et

sont tous deux irréductibles. Il s’ensuit
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pour et

Comme g et g’ , sont de la forme W - 
° et ~’ ’ ° (prop. 8 , app.) , l’égalité

pour tout

entraîne ’1’ . =~ %F’ - . Par suite et

A

2° ) Soit À. -~- 1  ~ ~ ~ . Supposons montré que f ce f’ lorsque

pour tout

et qu’il existe ~’  ~ tel que ~ E M , t et j’ E M , ; supposons g e Me
et~’6M~. *

a) Si f est de seconde espèce, il existe f’  e tel que g e Me 1
et g’ ~~," de sorte que l’on a g = g’, d’après l’hypothèse
de récurrence.

b) Soit e = ~’ -f- l ; désignons par ( gn , ,..., ~ 1) et (~~, ,..., g11)
les chemins irréductibles caractérisant g et g’ . On a

1 ) Si gn et ~n E He - Mdr 0 , les deux chemins sont irréduc-
tibles, et g = ~’ .

, 
~ 

, 

~ 1

2) Si ~~6H~- M~" ~n ·E M~ , UH~ , on se ramène au cas où
et

sont irréductibles, de sorte que l’on obtient n’ =n -i~l , gt=gi,
1 :~. i :~ n et ( i , ~ ’ ) = ( i ,~ ’). gn.. Cette dernière égalité
a pour conséquence ~.=~’(en vertu de l’hypothèse de
récurrence si ~, 6 Me P). Ainsi g = g’.

, 

w ~ w ,

3 ) Si gn e M~,~H~ et ~~, e Adt U H~ , Il on peut supposer que
et

sont irréductibles et équivalents; il s’ ensuit n = n’,

pour

c’ est-à-dire, par hypothèse, Donc
....

Par récurrence transfinie, il en résulte que g = g’ lorsque ~ E H , ~’ ~ H et
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pour tout

Ceci montre que 0 * est la limite projective de $ .
-Soit ~ l’application 9 - limite projective sur H ’ * telle que

pour tout

Supposons fC’~)6~ et F = ( C ’ , F, H ’ ) 6?. Nous allons étendre F
~ - ~

en un foncteur F’ de H ’ ° vers C ’ . w A cette fin, posons Fil .--- F et soit
A ~ ~, 

~ 
1

À. ~ ~.. Supposons défini un f oncteur F~ = ( c . , ~ ’ M ’ ) pour tout ~ B ,
de sorte que F~ , soit une restriction de F~ si ~’  ~ . Si ~, est de secon-

de espèce, il existe un unique foncteur F ~ de M ~ vers C ’ ° admettant F’
pour restriction pour tout ~ ~ . Examinons le cas où À = B’+ 7 . Si$ ’ E K À
et T’6~~, pos on s 

-

et

si

Soit F j~ : k -· F j~( k ) la surjection de G , dans C telle que

si

et si (

si

La surjection F’~ définit un homomorphisme F‘~ du graphe [G iJ vers le

graphe [ C ’ ] sous-jacent à la catégorie C ’ . Soit F’, = L ( C ’ , F ~ , ( G X] )
le foncteur de L [ G ~ ] ’ * vers C ~~ correspondant. Ce foncteur est compati-
ble avec r, , car :

a) Si on a

b ) Si Où 1 on trouve

c ) Si ~ où alors

pour tout
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Il est a fortiori compatible avec f, étant donné que f, est la relation
-, w

d’équivalence bicompatible sur o~ ( F ~ ) engendrée par r~ . Comme M~ est
--,

une catégorie quotient de L [ G ~ J ’ * par r~ , il existe un et un seul F ~ 6 ?
N 

_~

tel que F’~ , r~ - F’~ , en notant ’Â le p~ - épimorphisme de L [ G ~ J ’ ° sur

.... 
"’ 

,

MÀ. Evidemment F’~ ( h j = FÂ ( h) si ce dernier est défini. Par récurrence
- 

A

transfinie, on construit de cette manière un foncteur F’ = Px de H ’ ° vers

C ’ ° tel que

et

- Supposons que l’on ait

et que F" admette F pour restriction à H ’ . S oit À. ~ ~ et supposons prou-
vé que F" et F’ ont la même restriction à Mé pour tout e »,. Montrons

qu’ils ont aussi la même restriction à M~ . En effet, ceci est évident si k
est de seconde espèce. Soit B= À*+7 ; on a F’ ( h ) = F"( h ) si h E M ~, . .

Supposons

et

Puisque ~ ( 1 ) C M ~, , on a F’ . ~ = F".I&#x3E;, et par suite, pour tout i E 1 ° ,

Si’P’eH~ on obtient de même B F".T=Hp’.T. où’P=~B~’,~.a.(~~’~Si ~P 
* eH", on obtient de rnêmeRF-.W=HF’. Y, ùT = (H ’ -

et

Par conséquent F’ et F" ont même restriction F’;... à GX, de sorte que

Comme r~ est une p ~ - surjection, on en conclut que F’ et F" admettent
~. 

A

F j~ pour restriction à Aî~.-Par récurrence transfinie, on obtient F’ = F ".
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A A §Ceci signifie que ( H ’ , v ) est une p ~ - structure libre engendrée par H m

B. COMPLETION PROJECTIVE LIBRE.

Soit ? la catégorie quotient de ? par la relation d’équivalence r : .’
’"

F , F’ si, et seulement si, il existe une équivalence naturelle
de F sur F’ .

Nous identifions ? à la classe des unités de ? . Deux catégories sont
isomorphes dans ? si, et seulement si, elles sont équivalentes. En par-

~

ticulier, toute catégorie est isomorphe dans if 
e’ 

à chacun de ses élargis-
~

sements. Si F ,,, F’ et si F est compatible avec les 9 -limites projectives,
F’ est aussi compatible avec les 9-limites projectives. Soit ? la sous-p p l 

,,,

catégorie de ? 
-1.1 

formée des classes F mod r, où F est un foncteur à g-
~

limites projectives.
*" 

d
TH E O R E ME 8. Supposons g e m o 1 H ’ E ~ et soit ( C ’, y ) une pg - struc-
ture libre engendrée par H . Alors C ° est une ( ~ , ~ ) - pro~ectton de

~ ’BJ

H’

D EM ONST R ATI ON. D’après le théorème 6 , nous pouvons supposer que le

(0, pg) -projecteur ((C’,v), ) est de la forme = (C’,c , H’), où H’ °
est une sous-catégorie pleine de C ’ . Soit F = ( K ’ , F , H ’ ) un foncteur

tel que K ’ ° soit une catégorie à 9-limites projectives. Choisissons une

application 9 - limite proj ective v’ sur K.. Les relations

et

assurent l’existence d’un et d’un seul

tel que F’.fC’,6.~’)=F, où F’=~fF~. Dans la catégorie ? , , on
..-. ~ ~ 11,

a F.1 = F, où

et

Supposons que l’on ait aussi

où
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- - a

Il reste à montrer que F" = F’ . En effet, soit F" E F" . Nous savons (théo-

rème 6) que C ’ ° est la complétion g- projective de M = H dans (C., v )

et que, en reprenant les notations de la démonstration du théorème 5, on

a C ~ ~ ~ M~ . Pour tout ordinal À ~ ~, soient F~ et F", les restric-X . . Z’ - - -

tions de F’ et de F" à M ( . Comme F" . J ~ F’ . J , il existe une équiva-
w

lence r 1 définie par le triplet (F i, y 1, F 1) . Soit 1  et supposons
obtenue, pour tout ~  À, une équivalence h~ définie par le triplet

de sorte que l’e admette r ~ 1 pour restriction si e’  e . Si k est de

seconde espèce, il existe une équivalence r À admettant r~ pour restric-

tion pour tout ~  À . Soit ~. = + 1 . Soit E E ( M ~) ~ 
° 

et posons

s’il existe que

sinon, il existe un et un seul 1&#x3E; E SM ’N tel que E = Limy ~ , car Lim v est

injectif dlaprès le théorème 6 ; comme F’ et F" sont compatibles avec

les limites projectives, F’ ( E ) et F" ( E ) sont des limites projectives de

F’ . ~ et de F".~ respectivement, et F" ( p i ~ ~ )) est la projection cano-
nique p i ( F" . ~ ) de F" ( E ) sur F". ~ ( i ) pour tout i 6/~. Puisque
~(I)C M~;, le triplet (F".~, ~, F’.~), où

pour tout

définit une équivalence; deux foncteurs équivalents ayant des limites pro-

jectives isomorphes, il existe un et un seul

tel que

pour tout i e 1 ~; posons y ~ ( ~ ) = h . Montrons que le triple t ( F À’ ’Y À’ F’À)
définit une équivalence I"~,. Pour cela, soit m E cr "( M ~, ) .- lVI ~, .

10 ) Si on a :

2~ ) Soit m = /Z7?2~~ , où 9 E ~M ~ est la transformation naturelle

définie par le triplet (~,"" ê ); posons
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On a et est

l’unique h" E K tel que

pour tout

Les égalités

pour tout i E 1 ~ 
° entraînent ~.y~~=~fE,L~’, d’ où

Ainsi la surjection

si

si

si

définit une équivalence r~ = (E3 c . , r"" L ~ ), où L ~ est le sous-graphe
multiplicatif de C * engendré par o-’’ ( ~I~I ~, ) , prolongeant 1"’~. Puisque M ~
est la sous-catégorie de C « engendrée par L X et que les néofoncteurs
source et but de l’ équivalenc e r", sont les restrictions à L X des foncteurs

, M

F ~ et F ~ , il en résulte que le triplet ( F ~ , y~ , F’~ ) définit une équiva-
lence r ’" prolongeant r’ ~ · ·

,

- Par récurrence transfinie, on construit ainsi une équivalence r~ de F~
= F’ sur F ~= F" . Donc F’ ,,, F" mod r et F’ = F"..

COROLLAIRE, Si p~ ( ~ ) est contenu dans il, soit 5 (’1.1) la sous-catégorie
p leine de ~,,, ayant p our unités les ’11 - caté g ories et soit ï 9 (’11 ) =
Y ( ‘l.l ) r~ ~~. Alors 5 "’V (’11) est une caté orie à ~ ~ ( ~.1 ) - projections.

~,, ~~ 
g 

~~,.

En effet, si H ’ E ~ o est une ’11- catégorie, une pi - structure libre
( C ’ , v ) engendrée par H ’ * est telle que C ’ » soit une 1)- catégorie, en vertu

du théorème 6 . Le corollaire résulte donc du théorème 8 . a

DE FIN IT 10 N. Une ( ~ ~ , ~ ) - pto ~ection de ~’~? est ap pel ée com-DEFINITION. Une 
, 
~ de H * 6 o 0 

est appelée com-

plétion ~ - proj ective libre de H ’ .

D’après le théorème 8, si ( C ’ , v ) est une p~ - structure libre en-
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gendrée par H ° e j= , les complétions -projectives libres de H ° sont les
o

catégories équi valentes à C ’ .
N

THEOREME 9 . Supposons que E ~o soit un univers et que soit la

classe de toutes les catégories triviales 1 
* telles que 1 Eb. Soit H ’ E j= 0

on peut construire explicitement une complétion 9 -projective libre N * de

H * sans utiliser de récurrence transfinie. Pour que N ’ ° soit isomorphe à

une sous-catégorie de (~( H ’ ) (démonstration du théorème 6 ), il faut et

il suffit que, si h E H et h’ é f3( h). H, il existe k E H et k’ E H . ~x ( k )

tels que h.k ~ h’.k’.

D E M ONS T R A T 10 N . Soit ( H ’ , ~) la ( ~~ , p ~ ) - structure libre en g endrée

par H 
* construite dans la démonstration du théorème 7 , dont nous repre-

nons les notations. Toutes les catégories 1 * e 9 étant triviales (i.e. telles

que 1 = 1~ ) , un élément 0 E 1~ ~ ou IF EH’À est entièrement déterminé
~ir w

par 0 ou T, car , est la loi de composition triviale sur cx ( ~ ) ou ac ( ~ ) ;
~ ~ ~ ~

nous pouvons donc écrire ~ ou ~ au lieu de 0 
« ou ~ ’ . Soit N ’ ° la sous-

A --- ..... A ~ ~

catégorie pleine de H. ° admettant ( M 2 )~ pour classe de ses unités. Soit
E EH. - H ~ . Par construction, on a E = (D et, d’après la démonstration
00-

du théorème 7,

et

Puisque 1 * est triviale, E est donc un produit Il ~ï~.SiE6M~2013~’, 1
A  ~ 7 2 0

on a ~(~ 6~ pour tout i 6/. Soit B~. B et supposons montré que, pour

tout ~  ~, , toute unité de Mie -m2 est un produit de (e i)i ej’ où ~. 6 ~ ’ , ,
pour tout i e 1 eU. Si B est de seconde espèce, toute unité de M À appar-
tient à un AI~., et par suite a la même propriété. Si B== À*+~ et E 6AI~2013M~ ,
alors

où pour tout

Par hypothèse de récurrence, il existe / . 6 1[ tel que

où

Puisque Il est un univers, 
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d’ où

en désignant par J ’ * la catégorie triviale sur J . D’après l’associativité

du produit, E est un produit de la famille u = ~ e~ ) ~_ ~ ~) ~ J . Si ~’ désigne
la surjection

dans H,

on a E’ ==!)’ e M 2 ’ et E’ est aussi un produit de u dans ~f’. Par consé-
quent, E’ est isomorphe à E dans ~’ .

-Par récurrence transfinie, on en déduit que toute unité de ~’ ° est iso-

morphe à une unité de N * dans ~ ’. Donc ~ ’ * est un élargissement de N ’,
et a fortiori ~’ * est une catégorie équivalente à N*. D’après le théorème

8 , H * admet pour (? ,? )-projection toute catégorie équivalente à ~7’,
"’BJ ~

de sorte que N 
° 

est une complétion projective libre de H »
-D’après la démonstration du théorème 5 , H * est une sous-catégorie pleine

A A A A

de ~., et on a ~.A~ == Soit / ~N. °
a ) Si ~ alors

b) Si ~C3 ( f ~ = 0 ~É H , on a f = lim ~’ ~ , en désignant par ~ la trans-
..p 

formation naturelle définie par le triplet ( 0 ,r, ê) , où V =
et

pour tout

Or

Il s’ ensuit
- A A

Ceci montre que N ’ 
° 

est la sous-catégorie pleine de M 3 admettant ( M 2 )~
pour classe de ses unités. Autrement dit, pour construire N ’ , il suffit de

’" ’"

construire M 2 et M à "

-D’ après la démonstration du théorème 6 dont nous reprenons les notations,
il existe

tel que

où



114

Pour qu’une sous-catégorie de Q( H ’ ) soit une (? ,? )-projection de
~ ~B~

H ’ , il faut et il suffit que la restriction P de P à N ’ » soit un fondeur
injectif. La restriction de F à H’ * est injective et, puisque Lim"H 

° 

est

injectif, la restriction de r’ à Ng est aussi injective. Soient

et

Désignons par (D un foncteur de 1 ’ E ~ vers H ’ * tel que { 1, 2 r.. 1 et

pour

Dans N ’ , on a h 1, ( 1, ~ ) ~ h 2 . ( 2 , ~ ) . Calculons la transformation natu-
relle

où

qui est définie par le triplet Si , l’ap-

plication 7’i(e) est l’application
,où de 1

dans e,H, e’.

On a ’1’ 1 4 y 2 si, et seulement si, il existe k I E H et k 2 E H tels que

et

de sorte que cette condition est nécessaire pour que I"’ soit injectif. - In-

versement supposons cette condition vérifiée pour tout couple ( h 1, h 2 ) E
E H X H tel que ~3 ( h 1 ) = ~( h 2 ) , et montrons que ri est injectif. En

effet, d’ après la démonstration du théorème 7 , tout élément de H~ . N est

de la forme h t . ( i , ~ ) , où b i E H , et, d’après ce qui précède, la restriction, 
7. 

’

de r à H~ . N est injective. Soient
~

tels que

On a ~ ( f 1 ) = ~ ( f ~ ) ~ ~ et, comme nous avons vu dans la première partie
de la démonstration,

où

pour j = 1 et 2, 1 est la transformation naturelle définie par un triplet

(0, Iri, ê ) tel que T j f 1 ) C H~ . N . Les relations
1 1 °
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entrafnent Br. ’P’1 = H I- . ’P’2; puisque la restriction de ,[ à H ’ . N est

injective, on en déduit ~’1 = W’2 , et par conséquent f ~ = Donc ri est

injectif. 8

P R O P OSIT IO N 2 I. Soit ~, la sous-catégorie de ~ formée des foncteurs
à ~ - limites projectives. Pour que H ’ E ~o admette une ( ~’ , ~ ) - pto~ection,
il faut et il suffit que H’ ° soit une catégorie à 9-limites projectives et que
l’on ait F E~’ si F E~’.~.H’ .

D E M O N ST R A TI O N . Soit H ’ E ~ ; selon le théorème 6 , il existe un (Ïl, p 9
pro j ecteur (( C ’ , v ) , J ) tel que J = (C. ,L , H.). Supposons qu’ il existe

un (Y’ 5:)-projecteur J’ = ( K ’ , J ’ , H.). Puisque J 65, il existe un et

un seul F’ E ~’ tel que F’ . J’ = J . Par ailleurs, soit i-t une application
9 - limite proj ective sur K ’ . Les relations

et

assurent l’existence d’un et d’un s eul F E ( K ’ , ) . ~~ . ( C ’ , v ) tel que

où

Il en résulte

et

Comme J’ est un ( ~’ , ~ ) - projecteur, la première relation entraîne F. F’=
= K ’ . D’après le théorè me 8 , = mod r est un (? ,? )-projecteur;p I I 

~ -1 
p

donc de l’ égalité

où

il suit que F’ . F est équivalent au foncteur identique de C ’ . Ceci montre

que les catégories K° et C* sont équivalentes, i.e. K ’ est aussi une

complétion 9-projective libre de H ’ . Posons H = F’ ( K ~ . Puisque K ° et

H ’ * sont des catégories isomorphes, /"==~’,6~’) est un ( ~’ ~ ) -
projecteur et C’ ° est un élargissement de H’ . Deux cas se présentent :

1~ ) Pour que H = H , il faut et il suffit que l’on ait
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et

(condition qui n’est généralement pas satisfaite).

2°) Supposons H 4- Û. Comme .~’ ° est une sous-catégorie pleine
de C ’ ; on a H i 4 ~ ’. et il existe E ~ ~ ’ - ~ ’. Soit C 

° 

un
’ o 0 00

élargissement de C’ * tel que C~= C~u{E’ } , où F’~C, et
qu’il existe ~ ~EBCy E (il a été construit au cours de la

démonstration du théorème 6 ) . On trouve

d’ où

Il existe une équivalence définie par un triplet (G",,,., G’ ~,
dans lequel T est la surjection

et si

Les foncteurs G’ et G" ayant même restriction à H ’ , on obtient

et

Comme G" ( E ) = E’ 3 E = G’ ( E ), l’élément J" ne peut pas

être un (9*’ ,?)-projecteur.
On obtient donc une impossibilité dans les 2 cas. Ceci achève la démons-

tration. Remarquons que ce résultat n’est pas en contradiction avec les

critères d’existence d’adjoint, car le foncteur ( 5:, t , 5:’ ) est bien à ? -
limites proj ectives, mais la restriction de Pcp à 9=’ n’est pas un foncteur

,- - engendrant pour ~ÏÏ . N

R E M A R Q UE S. 1° ) Si les conditions du théorème 9 sont vérifiées et si H °

est à ~.I - produits, N » n’est généralement pas un élargissement de H ’ , de

sorte que H ’ * n’ est pas sa propre complétion 9 - projective libre.
2~ ) La proposition 21 montre que le problème universel du

plongement d’une catégorie H ’ ° dans une catégorie à 9 -limites projectives
n’admet généralement pas de solution (contrairement à ce qui est affirmé

dans [17]). Ainsi les résultats des théorèmes 6 et 8 sont «les meilleurs

possibles» . En d’autres termes, le théorème 8 signifie que le problème
universel du plongement à une équivalence près (et non à un isomorphisme
près) d’une catégorie H * dans une catégorie à 9 - limites projectives admet
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pour solution une complétion ~- projective libre de H ’ . Certains auteurs

ont cherché à résoudre ce problème universel en associant à H ’ * une sous-

catégorie de i~ ( H ’ ) ; ainsi que le prouve le théorème 9 , il n’ exi ste pas

toujours une solution de cette forme. Si 9 est la classe des catégories
triviales ayant un nombre fini d ~ éléments, la catégorie Virt H ’ ° définie

dans [ 9 ] est isomorphe à la sous-catégorie pleine de (t( H .) ayant I~’ ( H)~
pour classe de ses unités (notations du théorème 9 ) . Même si la condition

du théorème 9 est vérifiée, de sorte que I~’ ( N ) ’ * soit une solution du pro-

blème universel en que stion, I-’ ( N )’ ° peut ne pas être une sous-catégorie
pleine de (t( H. ); par suite Virt H * n’ e st pas une solution du problème
universel voulu. C’est pourquoi est introduite dans [ 9 ] la notion de  fonc~-

teur compatible avec les produits virtuels » (i. e. un foncteur s’ étendant aux

catégories Virt associées à sa source et à son but), afin d’ obtenir un

problème universel dont Virt H ’ * soit une solution.

3,D ) Avec les hypothèses du théorème 9 , la complétion ~- projec-
tive libre N * de H * est isomorphe à la  complétion libre canoniques de

H ’ ° construite directement dans [ 18 ] . D’après la remarque précédente,
cette « complétion libre canonique s est donc solution du problème universel

du plongement, à une équivalence près, de H ’ * dans une catégorie à pro-
duits.

T H E O R E M E 10. Supposons ( H’ , ) ~ ~’~ . Il existe une complétions
- 

0

projective ( H ’ , p,) de ( H ’ , J..L), et elle possède les propriétés suivantes :
-

1 ° ) H ’ * est isomorphe à une sous-catégorie de H.,.

2° ) ( H ’ , ) est une ~ - structure quasi-quotient d’une p~ - structure
libre engendrée par H ’ .

D E M O N ST R A T I O N . D’ après le corollaire du théorème 5, (H«,,4) admet

une ( ~~ , ,?’ )-projection, i. e. une complétion 9-projective. Soit ’ t un

( ~~ , ~’~ ) - P roj ecteur de source (H’ ,g). Soit (t( H’) la catégorie cons -
truite dans la démonstration du théorème 6 dont nous reprenons les nota -

tions ; soit ’t~~ l’application 9 -limite projective sur û(H’ ) telle que
si si

et si ~.c( H ’ , ~, 1 ’ ) est défini,
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autrement.

La sous-catégorie ~ . (H )’ 
* admet une complétion g - projective ( K ’ , v )N - 

~ 

dans (’ ~ ( H ’ ) , v~ ) et, comme K ~? (théorème 5), il existe une bijection
G et un

Par définition de il, il existe un et un seul G’ ’E Y9 tel que G’./’ = G.
Cette égalité entraîne que pg(j’) est injectif, puisque p9(â) l’est. Ainsi

pf7~~~’ * est une catégorie isomorphe à ~ ’.

-Soit ( C . , 11) une p-structure libre engendrée par H ’; nous pouvons

supposer (théorème 6) que le (? , p)-projecteur correspondant est

Si (D = ( H ’ , ~ ,1’ ) ~? et si ~t,~( ~ ) est défini, posons
-

et

Soit A la classe des éléments a«D) tels que /~(0) soit défini. Soit p

la relation d’équivalence sur C * engendrée par la relation ( C, V, C),
dans laquelle V est la classe des couples

où

Puisque le foncteur ~ vérifie les conditions du théorème 2 , il existe une
j w

q~ - structure quasi-quotient (H., Jl) de (C., v ) par p Soit

la 9 - uasi-sur’ection associée. Posons
et

Nous allons montrer que i est un ( J-0, Y,9)- projecteur. En effet, si ID =

= ( H ’ , ~ , I ’ ) E ~ et si ,u( ~) est défini, on a, pour tout i E 1 ~ ,
et

d’où

Ceci signifie que / appartient à ~’9. Supposons
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et

Puis q ue (C., 1.1) est une pg - structure libre engendrée par H., il existe

un et un seul

tel que

où F’ == P9 ’ Si $ = f~’~7’) 6? et si ~(~) est défini, des rela-(F’). Si 4) = (H -,0, 1,) E.’f et si /-t(lb) est défini, des rela-

tions F’ .~ = F . (D et 

-

pour tout i E / ’, on déduit F’f~f~ )) ~ ~ ’, de sorte que F’ est compatible
avec p. Par définition d’une ~-structure quasi-quotient, il existe un et

un seul F" e Y’ tel que ’m. ~ = ~’, ce qui entraîne ’F". j = ~. si ~ .un seul f ~?~ tel que F".D = F~ ce qui entrame F".; = F. Si I.Î=
= P, on a

et ; ¡
A A A A A A

Par construction de F’, il s’ ensuit Pi.D:= F’ ; on en conclut F i --- F" ,
ce qui achève la démonstration. Tout ( H ’ , ~c,c ) ~ ~’~ est évidemment sa

o

propre complétion

Jusqu’ici, nous avons supposé que ne contient pas la catégorie

vide Q5.. En réalité, les résultats de ce § sont encore vrais si l’on y

supprime l’hypothèse ~ ’ ~É ~ . En effet, toutes les démonstrations précéden-
tes sont valables lorsque 1 ’ ~ çÔ ’ E ~ , à condition d’adopter les conventions

~ ~ ~ 
+ 

~. , , 

suivantes : Soit H ’ * une catégorie; ~ ’ ’" désigne une catégorie isomorphe
à H ’ , dont l’élément isomorphe à h E H est noté h . Soit ~ ~H ’ , ~ ’ )~ la

-- 
~ .catégorie admettant H ~’~ ’ 

° 

pour sous-catégorie pleine, ayant une unité

et dont les autres éléments sont les triplets

où

et dont la loi de composition est telle que

si
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(Cette catégorie est la catégorie H ’ ( j { 0 ’} ) associée à H ’ ° au début du

chapitre IV, C.S.). Nousdirons que 0 est une limite projective de ~H si

0 est un ( ~i ( H ’ , ~ ’ )m , H ’ ~ ’ ) - éj ecteur, i. e. si 0 est un élément final

de H ’ ; dans ce cas, ~YD (qui est entièrement déterminé par 0) est la limite
projective naturalisée associée. Avec ces conventions, il résulte par

exemple du théorème 10 :
,."

COROLLAIRE. Supposons C~’ E ~ ~ ~o et ~ E ~o. Si H’ E ~o admet un

élément final 0 et si J.-L est une application 9 -limite projective partielle
sur H’ * telle que l,c( ~H ~ = IF 0 1 il existe une complétion §’-projective
- 

n v 
w

( H ’ , ju, ~ de ( H ’ , ~c.c ~ dans laquelle H ’ ° est une sous-catégorie de H * et
-

0 un élément final de H’ .

CAS PARTICULIER. Supposons dans le corollaire précédent que 9 soit

la classe de toutes les catégories triviales correspondant à l’univers ’l1 ~?
et que 1£(OH) soit seul défini. Reprenons les notations des démonstrations
des théorèmes 9 et 10, ce dernier étant appliqué au cas où l’on choisit

pour ( C ’ , v ) la complétion proj ective libre ( H ’ , ~) canonique de H ’ .

p est la relation associée à une sous-catégorie propre de N ’ ; " par suite
- 

- -

D ( N’ ) C est une sous-catégorie H ° de H ’ » admettant H * pour élargisse-
ment. En identifiant H ’ * à une sous-catégorie de H ’ , on obtient une caté-

gorie à g - limites projectives dont 0 est un élément final. Cette catégorie
est construite directement dans [18].

3. Adjonction de limites inductives et limites projectives.

Nous reprenons les notations du § 1 et nous désignons par 9 une
partie de 5:,, par ~ * la classe des catégories J * duales des catégories
J ’ 6 ~ . Le dual d’un foncteur (D est noté 0 * .

Soit H " une catégorie. Nous appelons application j - limite induc -
ti.ve (resp. inductive partielle) sur H * une application g qui associe à

tout (resp. à certains) foncteur c~ de J E~ vers H ’ un (H ’J’, ~ (H ’, J ’)m ) -
projecteur ,u.( ~); alors Lim,4(D désigne la limite inductive de 0 (resp.
Lim~’ est le foncteur ~ - limite inductive de ~ ~ ( H ’ , J ’ )m vers H ’ )

"p 
, . , y 

* ~ j ..
correspondant et s j ( ~ ) désigne l’injection canonique de 0(j) vers
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L ~m~ ~ pour tout / ~/~. Si T est une transformation naturelle définie par~ 0 
~

le triplet ( ê, ’~’ , ~ ) , où ê £ H . J . , l’unique élément b tel que

pour tout

est noté lim~‘‘’ ~ . Si J ’ ° est la catégorie vide, les conventions sont celles

introduites à la fin du § 2. Pour que 4 soit une applica.tion ~- limite in-
ductive (resp. inductive partielle) sur H ’ , il faut et il suffit que l’appli-
cation ~. * : ~ * -~ s . ( ~u ( t~ ) * ) si la (0) est défini, soit une application g*-
limite projective (resp. projective partielle) sur la duale H * de H ’ , où

e est l’isomorphisme de (8 H . ) * vers 8 H * tel que E ( f’, h’ , h , f ) =

=(~,h,h’, f’).
Soit 99:’ (resp. ~ j=) la catégorie isomorphe à j=..1* (resp. à ?~)

~ ~ A

ayant pour éléments les triplets F ~ (( C ’ , ~C.c ) , F , ~ C ’ , l,c )) tels que

Soient ip et gq les foncteurs projections canoniques de ~~ vers 9: et m
respectivement, Q le foncteur associé de même à to. Soit ~ ~ . la sous-

catégorie de 5: 
-V 

formée des classes F mod r, où F est un foncteur à 9 -
’V

limites inductives. De tout résultat des § 1- 2 , nous déduisons par dualité
un résultat analogue concernant les limites inductives. En particulier :

T H E O R E M E 11. Soit ~Ï . Alors Q est un foncteur à ,no -limites pro-
jectives et engendrant pour m. Tout H * 6 5 0 admet une p - structure

A A A A

libre ( H ’ , J.1-) telle que H 
* soit une sous-catégorie pleine de H ’ , que l,c

soit injectif et que il. * soit une ‘1.1- catégorie si p~ ( ~ ) ~ ~ et si H ° est

une catégorie; de plus H ’ ° est une projection de H ’ . La

caté g orie ~ 5’ est une catégorie à ~ ~ - pro 1 ’ections.
D E FINITION. Si (C*,,4) e ~ ~ et si M e C, la ~ - sous-structure de
( C · , ~t,c ) engendrée par M est appelée complétion inductive de M dans
( C ’ , ) . Une (~5 , 5 ) - projection de H ’ E ~ est dite complétion 9 -
inductive libre de H ’ . Une (~5 ,~5’ ) - projection de ( H ’ , ) E ~ ~’ o est

appelée complétion inductive de (H., ,a).
Soient 9 et ~ deux parties de 5 o’ Désignons par 5’~~ la catégorie
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formée des triplets tels que

et

munie de la loi de composition

si, et seulement si, w 1 = w’ . Nous identifions la classe des unités de

?’ ~ à la classe des triplets ( C ’ , ~ , ~u ) tels que v et p. soient respec-

tivement une application 9 -limite projective partielle et une application 9 -
limite inductive partielle sur C ’ E ~ . Soit ~~~ l.a sous-catégorie pleine de
y’~ ayant pour unités les (C., ’JJ, /.t) tels que ( C ’ , v ) E~~ et (C ’, ¡J,) ~~?.
Soit p,gg le foncteur de 5:’gg vers ? associant ( C’ , F, C ’ ) à F, et soit
4 cr4 ~

p sa restriction à 09. Posons 
-

et

Soient ff’ ~ et ~41 les catégories associées de même à l’univers t 0, les
foncteurs canoniques de ~99 vers t et ? étant respectivement Qgg et

pli .
PROPOSITION 22. P-49 et fy~. ~ . ? ~~ sont des foncteurs à m o limites
projectives. 3 ~ est un /b~c~Mf ~ - c~e~~~ pour m.
DEMONSTRATION. Supposons K ~?t! et

pour tout

D’après la proposition 20 et sa duale, il existe des produits (C*,~) et

( C . , /~) de ~ ~ )~ ~ et de ~ ’ /~ )j~ ~ dans p" 9 et dans gpr
respectivement, les projections canoniques étant

et

si fC,,~,,C’) est la projection canonique de la catégorie produit C. =
= n c ~ sur q,. Comme ~’~~ est un roduit fibré de ( ’~ , ~ ’ ) , il en
k EK ~ ~ p p présulte ue ( C ’ &#x3E; v &#x3E;~) est un p roduit de ( E ) k k Ex dans J’’~, la k - ème

projection étant fE,,~,,fC’,~,/~)).Side p lus E ,~ E ~~~ o p our tout k EK.
on trouve ( C ’ &#x3E; v &#x3E; I~ ) E ~~~ , o de sorte q ue ( ?"~ , c , ~~~ ) est un foncteur à

? - produits.
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- Soient

Si N est le noyau de (p ~~ ( F ~~ p ~~ ( F’ » dans 5, &#x3E; la p ro p osition 20 et sa

duale montrent q u’ il existe une qg - sous-structure ( N ’ , v’ ) de ( C ’ , v ) et

une 9q_sous-structure ( N ’ de ( C ,jJ.). . I1 s’ ensuit ue ( N ’ , JI’ ,jJ.’ )
est un noyau de ( F, F’ ~ dans pgg. Donc (prop. 1 ) , p ~~ et ~ ~~~~ , c , ~~~ )
sont des foncteurs à mo -limites projectives.
- Soient (C,»,v,,u) e~99 et M C C . L’ intersection Û* ° des sous-caté-

o

gories H * de C ’ » stables pour v et pour ~C,c et telles que M C H a les
w jj A A A

mêmes propriétés; par suite H ’ * détermine une Q - sous-structure ( H ’,v,~c.c)
de (C., v,,4), ui est évidemment la Q~~ - sous-structure de ( C ’ , V , )

engendrée par M..

C O R 0 L L AI R E . Tout H é ~’~~ admet une ( ~~J , ~~~ , ~’~~ ) - projection.
En effet, la démonstration est analogue à celle du corollaire de la

proposition 20 - a

D E F I N I T I O N . Si ( C ’ , V,~1) E ~~~ et si M C C , la Q‘ ~ - sous-structure de
o

( C ’ , v , ~t.c ~ engendrée par M est appelée complétion de ~I~I dans

( C’, v, ~C,c~.
Nous supposons désormais que et ~ sont des parties de j= 0

tell es que 9 e met S ’E ~F 0’o 0

A. CONSTR UCTION D’UNE ( 9, ~ ) - COMPLETION.

THEOR EME 12. Soit (C’. v, ~c.~) E ~~ et désignons par (M’, v, A j la
° 

- 
~ -

(g, complétions de M C C dans ( C’, v, ,u). Si M E ~Î(o, on a M duo’
Si M ° est une sous-catégorie de C ’ , si le foncteur Z est injectif et

si Limy ~ ~ M (resp. Lime (D 1. M ) pour tout E M ’ . ~ .~ (resp. Em’ .~ ~,
... A

alors M * est une sous-catégorie pleine de M l’ ici Z désigne le foncteur
vers C., somme de L im y et de L im ~’‘. 

’

D E lb1 O N S T R A T I O N . Soient Àg et ~.~ les ordinaux tels que
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et

On a B((  A et À.S"A, où A désigne l’ordinal inaccessible associé àA

l’univers ? (démonstration du théoreme 5). Notons k’ l’ordinal initial

régulier d’indice (sup ( ~.~ , ÀS ) + 1 j~; on a ~  A .

- Supposons M ~ C et soit À j la sous-catégorie , de C * engendrée par M.
A

Soit 1  À. ~ ~# et supposons définie, pour tout ordinal ~ ~ ~., une sous-
A A

catégorie M~ de C ’ . Nous définissons alors une sous-catégorie MX de
C ’ comme suit :

10 ) Si est de seconde espèce, M ~ = U M .~  Â. 

20 ) Soit X = ~.’ -f-1 ; soit ( M’ j~, v ~) la complétion projective de

M ~, dans ( C ’ , v ) ; alors M ~ est la sous-catégorie telle que
A . ~ .

( M ~ /~ ) soit la complétion ~ - inductive de M’ dans f C ’, ~6 ) .
Par récurrence transfinie, nous obtenons ainsi une sous-catégorie M ~, de

C ’ . Montrons que M ~, est stable pour v et J..L. En effet, si

on voit comme dans la démonstration du théorème 5 qu’il existe un ~ ~ ~
tel que ~ ( 1 ) C M~ ; puisque M ~ ~",1 est stable pour 1~ , on a

ne même, si T est la transformation naturelle définie par un triplet (,D,,r, ê),
où e 6 C ’, il existe un ~’  X* tel que ’1’ ( 1 ) c: 0 if. et par suiteo 691

Donc M~t est stable pour 11 et, par un raisonnement analogue, on voit qu’il
est stable pour ~£. On en conclut que M~y définit une Q ~-sous-structure
(Mk V,,4) de fC’,~,~).
-Soit v- la complétion de M dans CC’,~,~).Dcraf-
firmation précédente, on déduit Ai C AI~t. Par ailleurs, on a M 1c m Suppo-
sons montré que Mg C M pour tout ~B, où 1  Alors Ai~CAi,
si B est de seconde espèce. Si B== A*+2 , on a M’~ ,C Ai, car MX est la

plus petite sous-catégorie de C * stable pour 11 et contenant Ai~ C AI, et
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que M - ° est stable pour v ; de même M~CAf, puisque M~ est la plus
petite sous-catégorie de C * stable pour i£ et contenant MX . Ainsi, par
récurrence transfinie, on obtient M Xt C’ M . D’où

et

- Supposons M 6 ? . On a AI. 6 ? . Soit k:~. À* et supposons prouvée la

relation AI~ 0 pour tout if ’k Si B est de seconde espèce, il s’ensuit
AI ~6?)! , , car À.~ kl  A et que ?!! est un univers admettant A pour ordi-

nal associé. Si B== XI + 1 , alors A! ~6 ? en vertu du théorème 5, et ",. M XE:m , 0
d’après le théorème 11. Par récurrence transfinie, on trouve AI ~? .

-Supposons vérifiées les conditions de la deuxième affirmation du théorème.

On a A 1 = M. Soit 1  B ~ À* et supposons montré que AI ’ ° est une sous-

catégorie pleine de AI~ pour tout ~  B.

10 ) Si k est de seconde espèce et si f ~ AI ’ .AI~. AI ’, il existe un

çÀ tel que / ~ AI ’. AI~ . Mo C M, de sorte que M 
* est pleine

dans AI~ . 
2~ ) Soit B = B’ + 1 . M~ définit la complétion projective de AI~dans

( C v et l’on montre (voir démonstration dans l’appendice,corol-
laire du lemme 7 ) que la condition A du lemme 6 (appendice) est

vérifiée. Ce lemme affirme que M XI est pleinedans M X et ( dua,.
lement ) que AI~ est pleine dans A!~. Comme AI’est pleinedans
M&#x3E;# par hypothèse de récurrence, elle est a fortiori pleine dans

~’ 
. -. 

’

On voit donc, par récurrence trans finie, que M * est pleine dans AI~ = m..
-Nous allons maintenant donner une autre construction de AI* * qui nous

sera utile pour la démonstration des théorèmes suivants. Pour cela, définis-

sons au préalable l’opérateur olvjl qui associe à toute sous-catégorie B °

de C * la partie cr~~~B~ telle que

où 0"&#x3E;( B) est la classe associée à B relativement à (C., 11) dans la

démonstration du théorème 5 et où 0,,,(B) est la classe o^~ *( B ) associée
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- 

0

sons par récurrence transfinie une suite transfinie (M*&#x3E; ». ~t de sous-

catégories de C " en posant : -.

si k est de seconde espèce;

de C ’ * engendrée par si

On obtient ainsi une sous-catégorie Ai~ de C*. Un raisonnement sem-

blable à celui utilisé pour prouver le théorème 5 montre que AI~ est une

sous-catégorie de C ° stable pour 11 et pour /~, et par suite AI cin-
versement, il est évident que M 1 C M et que, si Ai~ C AI, on a aussi Md,+ ic
C Ai ; d’où, par récurrence transfinie, AI~, C Ai. Donc AI ’ = M~I ..
COROLLAIRE. Qgs est un foncteur engendrant pour X. TL~~ foncteurs

~~ et (5"gg , t , ,~5) admettent des adjoints.
En effet, la démonstration est analogue à celle du corollaire du

théorème 5. m

B. ~.~r~Cr~E~ LIBRES.

THEOREME 13. Tout ~’~~ c~~~’CM~~~-.~fMCfMfC/ï~ fC’,~,/~)
ayant les propriétés ~Mï~Mf~ ;

H * est une sous-catégorie pleine de C * et le foncteur somme

de Lï~~ et de Limp est injectif.
...

DEMONSTRATION. Soit ffC’,~,~),/~ un (5:41,p gg)-projecteur. Il en

existe d’après le corollaire du théorème 12. Soit (Ï~*) la catégorie

~()t!,~)~, où ~. est la catégorie obtenue en ajoutant à H " un élé-

ment initial 0, et soit ~H. le foncteur canonique

w

de H « vers Q ( H ’ ) (nous reprenons les notations de la démonstration du

théorème 6 ). Puisque ? est une catégorie à ? - limites projectives et à
? -limites inductives, 8~’) est une catégorie à ~ - limites projectives

(à suivre)


