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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES CATEGORIES ORDONNEES

APPLICATION AUX STRUCTURES FEUILLETEES

par Gérard JOUBERT

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

J anvier 1966

INTRODUCTION

La théorie des variétés feuilletées, créée par C. Ehresmann et

G. Reeb puis étudiée de façon approfondie par G. Reeb et A. Haefliger, a

été étendue par C. Ehresmann au cas topologique général , dans le cadre

de la théorie des structures locales. Presque tous les résultats connus

dans le cas des variétés (voir par exemple [ 1] ) peuvent être généralisés
au cas des feuilletages topologiques localement simples (voir [9] )’

En particulier, la notion fondamentale qui domine toute la théorie,

celle d’holonomie, peut être définie dans cette théorie générale. Cette no-

tion, qui était bien connue dans le cas particulier des systèmes dynami-

ques, permet d’étudier avec précision la situation au voisinage d’une feuille.

Nous donnerons au début du chapitre V les éléments de la théorie qui per-
mettent une définition précise de cette notion. Disons brièvement ici que si

( T, T’ ) est un feuilletage topologique localement simple et cd un ouvert sim-

ple, l’holonomie de ( T’, T’ ) relativement à úJ est donnée par le groupoide
des jets (voir ( 10 J ) , appelé grouporde transverse d’holonomie, d’un pseu-
dogroupe yw d’homéomorphismes locaux de l’espace transverse è:J. On

construit ce pseudogroupe au moyen de chaînes d’ouverts simples reliant

deux ouverts de cv saturés vis-à-vis de la relation d’équivalence cano-

nique associée au feuilletage (T, T’ ) f’.AJ induit par ( T , T’ ) sur w - L’en-

semble des points d’une trajectoire de y~ correspond à l’ensemble des

plaques de ( T , T’ )w appartenant’à une même feuille de ( T , ?’’ ) .
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L’origine de ce travail est alors la question suivante qui m’a été

posée par Monsieur Ehresmann :

Est-il possible de construire un feuilletage topologique localement

simple ( T , T’ ) admettant une holonomie donnée ?

Plus précisément, étant donné un pseudogroupe y d’homéomorphis-
mes locaux d’un espace topologique E, existe-t-il un feuilletage locale-

ment simple ( T , T’ ) admettant un ouvert simple Cù tel que le grouporde
transverse d’holonomie de ( T , T’ ) relativement à co soit identique au grou-

poide des jets de y ?
On connait déjà urie réponse affirmative à cette question dans le

cas particulier où le pseudogroupe y est obtenu par localisation d’un

groupe H d’homéomorphismes de E (voir [ 11 J ) :
~

Si G est le groupe d’automorphismes du revêtement universel X

d’un espace topologique X connexe et localement connexe et si 7T est un

homomorphisme de G sur H , alors à tout s E G on peut associer un homéo-
H

morphisme s * de E X X = F en posant

N

si x E E et y E X . Ces homéomorphismes constituent un groupe G’ iso-

morphe à G.

Soit F’ l’ensemble quotient de F par l’action de G’ . F est muni

de deux topologies, la topologie 5’ produit de celle de E par celle de X
..

et la topologie Î’ somme de celle des sous-espaces x ~ 1 x X ; les deux

topologies sur F’ quotient de celles de F déterminent sur F’ un feuil-

letage topologique localement simple ayant les propriétés requises.
Pour étudier le cas général, il était naturel d’essayer d’ étendre la

construction précédente, c’est-à-dire de chercher à construire un pseudo-

groupe r d’homéomorphismes locaux de F dont les éléments seraient de
la forme ( j, s ) où f E y et s E G et tels que

et de considérer l’ensemble F’ quotient de F par II action de I-’ muni de

la topologie T et T’ quotient de Ï et Ïl respectivement.
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Pour que ( T , T’ ) déterminent sur F’ un feuilletage topologique
localement simple ayant les propriétés exigées il faut que, pour tout f E y,
l’ensemble des s E G * tels que ( f , s ) E r soit convenablement associé à

f . On obtient une telle association si, ( Q° ( G’ ) ,  ) étant le groupoide
inductif des atlas de G ’ ° (voir [ 2 ] ) et cp = (( Q° ( G ’ ) ,  ) , cp , ( y’ ,  )) un
foncteur ordonné bien fidèle, s appartient à cp ( f ).

Si, dans le cas particulier précédemment envisagé, on suppose que

G = H et que Tr est l’ identité, on constate que si, c~ ( f ) désigne l’ensemble

des s E G qui majore l’élément f de y ’ , on définit une application de y
dans LI( G’ ) sous-jacente à un foncteur cp ordonné et bien fidèle et que ce

foncteur, qu’on appellera foncteur majorant associé à y’ , est, de plus, un

foncteur d’hypermorphismes saturé (voir ( E ) ) .
Ce dernier résultat incite à penser que, t y ’,  ) étant plus générale-

ment un groupoides fonctoriellement ordonné et G’ ° un groupe,la connaissance

d’un foncteur Cf = (( ~~‘’ ( ~i ~ ) ,  ) , cp,( y ’ ,  )) ordonné et bien fidèle serait
une première étape dans la résolution du problème suivant :

A

Construire un groupoi’de fonctoriellement ordonné ( y ’ ,  ) obtenu par
localisation du groupe G ’ * et contenant un sous-groupoide régulier équivalent
à (~0. 

-

On conçoit, en effet, que le foncteur majorant c~ _ (( ~°(G ’),, ~p , (y,  )
A 

-

associé à y 
° soit une extension du foncteur y. Or précisément,il résulte des

travaux de C. Ehresmann sur les extensions et les élargissements de fonc-

teurs que, dans le cas particulier où P = ( K ’ , p , H ’ ) est un foncteur bien

fidèle et H ’ * et K ’ ° des groupordes, il est toujours possible de construire un

foncteur d’hypermorphismes saturé p = ( K’ ~ t~, ~ ’ ) et une équivalence
_ _ 

-

o’ _ ( H ’ , cl’ , H ’ ) , H * étant un sous-groupofde de H ’ , tels que P ==~.o’.
G" est donc vers l’étude de ces extensions, lorsque H ’ ° et K ’ sont

plus généralement des catégories structurées par un ordre et p un foncteur

structuré,qu’ il fallait orienter les recherches.

Dans le chapitre 0 de ce travail, nous avons rappelé les notions gé-
nérales de la théorie des catégories structurées par des ordres (voir [ 8 ] )

~

et des foncteurs structurés correspondants.
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Dans le chapitre 1 nous avons étudié le passage au quotient (strict)

dans ces catégories. Les résultats de ce chapitre sont indispensables pour
le suivant qui traite de l’extension d’un foncteur structuré.

Le chapitre III , qui utilise certains résultats de II , est consacré à

l’étude des propriétés des groupoides ( F . 0 ) obtenus par localisation d’un

groupe G et plus particulièrement du problème du plongement d’un grou-

poide ( F . 0 ) dans un tel groupoide.
Dans le chapitre IV, on donne une méthode pour construire un fonc-

teur ordonné bien fidèle d’un grouporde ( F .0 ) vers le groupoide des atlas

d’un groupe. On utilise, ensuite, cette construction pour résoudre plus

complètement le problème abordé dans II et pour déterminer explicitement
une projection dans une catégorie de foncteurs ordonnés.

Le chapitre V est indépendant du chapitre III. Les résultats de IV

servent à la résolution du problème initial dont on a parlé ci-dessus : un

feuilletage topologique localement simple admettant une holonomie donnée

est construit effectivement.

Chaque chapitre est précédé d’un bref résumé destiné à mettre en

évidence les notions et les propriétés les plus importantes qu’il contient.

Les notations employées, qui sont brièvement rappelées ci-après,
sont celles du livre de M. Ehresmann« Catégories et structures » dont, par
ailleurs,de nombreux théorèmes et notions sont utilisés dans ce travail.

Je suis très heureux d’exprimer ici ma profonde et sincère gratitude
à M. C. Ehresmann qui, m’ayant proposé le sujet de cette thèse, m’a cons-

tamment aidé dans mes recherches avec beaucoup de bienveillance et de

sollicitude. C’ est grâce aux directives qu’il m’a données, aux excellents

conseils qu’il m’a prodigués, au cours de nombreux et enrichissants entre-

tiens, que j’ai pu mener ce travail à son terme. Qu’il trouve également ici

le témoignage de mon admiration.

Je tiens à exprimer aussi toute ma reconnaissance à M. Jean Arbault

qui, après avoir contribué efficacement à ma formation mathématique, m’ a
constamment soutenu dans mon travail de recherche et m’a accordé toutes

les facilités possibles pour l’ exécuter.
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Ma reconnaissance va également à ~. René Lagrange qui m’a ensei-

gné la rigueur mathématique et me fait l’honneur de présider le jury de cette

thèse.

A M. Pierre Pigeaud qui a accepté de me proposer le sujet de la 2ème

thèse et m’a amicalement aidé dans son élaboration, ainsi qu’à ~i. Bernard

d’Orgeval Dubouchet qui a bien voulu être parmi mes juges, j’exprime mes

très vifs remerciements.

Je n’oublie pas tous les professeurs du Lycée de Dijon, MM. Pelletier,

Euvrard, Paty, Sauser et Semah dont l’excellent enseignement a déterminé

ma vocation mathématique. Qu’il me soit permis de leur exprimer mon affec-

tueux souvenir.
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INDEX DES NOTATIONS

- C’ ( C° , etc...) désigne une classe C munie d’une loi de compo-

sition interne partiellement définie K ; le composé K ( g, f ) de deux élé-

ments de C étant noté g , f ( g o j, etc... ) .
- C ’ * C ’ " dédigne la classe des éléments composables de C ’ .

-Si C -’ est un graphe multiplicatif, ou une catégorie, la classe des

unités est notée C" 0 et les applications source et but a. , ~3 ( si C * est sur-

monté d’un signe (A, "’, etc... ) a, et ~3 sont surmontés du même signe) .
- Le groupoide des éléments inversibles d’une catégorie C est .ioté C,~, .
- Soit M ’ * une classe multiplicative, K ’ et L ’ » des sous-classes

multiplicatives de M ’ : :

Si ( h’ , f’ ~ f , h ) est un quatuor (c’ est-à- dire si h’ , f et f’ . h sont définis et

égaux) et si et on écrira

- Si L = M on posera

- Si K = L = M on posera

- Les multiplications longitudinales et latérales sur

seront notées respectivement CI] , tj et on posera
et

-Si M et M’ sont deux classes, une surjection de M sur M’ sera

désignée par une seule lettre f , une application de M dans M’ par un triplet

( M’ , f , M ) où f est une surjection de M sur une sous-classe de M’.

Lorsqu’il n’y aura aucun risque de confusion, l’application ( M’ , f , M ) sera

notée par la seule lettre f .
- Si M ° et M’ ’ ° sont des graphes multiplicatifs (resp. des catégories)

un néofoncteur ( resp. un foncteur) de M ~ » dans M’ ’ ° sera désigné par un triplet

( M’ . , l, M .) où f est la surj ection (ou l’application) de M dans M’ définis-

sant le foncteur (voir E déf. 22 , chap. I , p. 15 ) . Si F est un néo- foncteur de

M * dans M’ ~ , la surjection définissant F sera notée F de sorte que

- Si p = ( M’ . , ~, M ’ ) est un foncteur, la restriction de p à M ~, sera
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notée p y et , si C* ° est une sous -catégorie de ll~t , l’image de cette sous-

catégorie par p sera notée p ( C - ) -

-Si M ’ ° est une catégorie et C une sous-classe de M, la sous-caté-

gorie engendrée par C sera notée C ’ .

- Si p est une relation d’ équivalence sur une classe M , on désignera

par p l’application canonique de M sur M /p .





CHAPITRE 0

RAPPELS CONCERNANT LA THEORIE DES CATEGORIES ORDONNEES

1. Difinitions générâtes.
Dans toute la suite on désignera par :

1) ‘mo : une classe de classes vérifiant les deux conditions :
a) si M E ~o , 1, alors on a M’ é m pour toute sous-classe M’ de

M.

b) si M 6 ? et M’ E ll~ , alors on a M X M’ ~ ? .00 0

)!! : la catégorie des applications ( M’ , f , AU où M , M’ E io
(m o est identifiée à la classe des unités de ?).

2) 0 la classe des graphes multiplicatifs C tels que C e 0
nt : la catégorie des néo-foncteurs ( C’ ’, ~, C*) tels que C’ , C’ é 0

3 ) j= o : la sous-classe de IQ’ 0 formée par les catégories.
if : la sous-catégorie pleine de ~I’ formée par les foncteurs.

(3l’ et ? sont identifiés aux classes d’ unités de h’ et de ~’
o 0

respectivement) .
4) P,p : le foncteur défini par l’application

de n’ sur ? ; alors
5) P~ : la restriction de ce foncteur à &#x3E; , c’est-à-dire

si (,"P, c , ~ ) est l’injection canonique.
6) OP : la classe des classes préordonnées ( M,  ) où M Emet où 

0 0

est une relation de préordre sur M .

OP : la catégorie des applications préordonnées c’ est-à-dire la caté-

gorie des triplets (( M’ ,  ), f , ~ M ,  )) = / tels que

et que, si x EM, x’ E M vérifient x’  x , on ait f ( x’ )  f ( x ) .
7) ~o : la sous-classe de ~o formée par les classes ordonnées.o 0

.0 : la sous-catégorie pleine de f2P formée par les applications ordon-

nées.
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8) P Q p : le foncteur défini par l’application

de np sur m; alors
9) P ~ : la restriction de ce foncteur à ~ .

2. Sous-catégories de n utilisées dans la suite (voir [6 1 appendice).
Pour les définitions des notions suivantes : classes inductives,

sous-inductives, préinductives, sous-préinductives, on peut se reporter à

[4 ] .

1) ~’ = catégorie des applications ordonnées strictes : f E ~’ si et seule-

ment si les conditions x’  x et f ( x ) = f ( x’ ) entraînent x = x’ .

2 0’1 = catégorie des applications s - ordonnées : f E 0’1 si et seule-

ment si les conditions x’  x, x"  x et j( x’ ) = f ( x" ) entrai-

nent x’ = x" .

0" = catégorie des applications ordonnées étalées : f E .0" si et

seulement si, pour tout x E M et tout y  f ( x ), il existe x’  x

tel que f ( x’ ) = y.

~ 2 - catégorie des applications ordonnées régulières C ~" : f E ~ 2
si et seulement si, pour tout x E M et tout y E f ( x ), la classe des

x’  x tels que f ( x’ )  y admet un plus grand élément x tel que

f~x~ - Y
o = sous-catégorie de 0 dont les éléments sont les f E fl tels que

pour toute sous-classe C de M on ait :

où U C est la congrégation de C (voir [ 2 ] ) .

2) Q = sous-catégorie pleine de .0 ayant pour unités les classes sous-

inductives~M,)~n .
5 U- catégorie des applications quasi-inductives = ~Ur~ ~S .
IPS = catégorie des applications sous-préinductives : f E 9ps si et

seulement si ( M,  ) et ( M’,  ) sont des classes sous-préinduc-
tives et si les conditions x’  x , x"  x dans ( M ,  ) entrainent
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~S = catégorie des applications sous-inductives = gUn 9
9 = catégorie des applications inductives = sous-catégorie pleine de

9-Ç ayant pour unités les classes inductives ( M ,  ) E 00.
3) si h est l’une des catégories 9 ~, ~PS , ~S ou 9 on pose

3. Rappels concernant les catégories structuréés (voir [ 8 J ) .
On sait que (m, P5:, 9:, 5:y) est une catégorie d’homomorphismes

(saturée) et ( ~ , P ~ , ~ , ~,~, ) une catégorie d’homomorphismes à produits
finis (voir [ 8 J , II , déf. 1 ) .

Soit ~=CM,)~n , alors s’ = ( M’ , oc ) E n est une sous-

structure de s dans ( ~i , P ~ , ~ , Siy ) si et seulement si M’ C M et « est

l’ordre induit par  sur M’ (voir [ 8 J , I , déf. 7 ) .
Sauf indication contraire, on désignera une telle structure par la

notation s’ = ( M’ ,  ) . 
’

Soient s i = ( M i ,  ) E ~o, i = 1, 2 . Le produit s 1 X s 2 au sens

de ( [ 8 ] , II , déf. 1 ) est la classe ordonnée (MI x m 2 dont l’ordre est
le produit des ordres de M 1 et AI *

soient X, X’ ~" , trois sous-catégories de n (ou de DP) telles

que ~’ , K" contiennent et soient contenues dans
DEFINITION (voir-[ 8], II , déf. 3 ) . Une catégorie structuré
(resp. ~((~’, H’ ), J(") structurée) est un couple (C., s ) , où C’ E 5:0
s E ~o et s = ( C,  ), vérifiant les conditions suivantes :

1 ) si so = ( C ~ ’ ) (sous-structure de s définie par C~ ) , alors
( so X so, [ f3, a, J , s ) E ~’ (resp. (s, 0 a, s ) E J{’ , ( so, ,f3, s ) E f~.’ ) .

2 ) si s’ _ ( C ’ * C ’ ,  ) (sous- structure de s X s définie par

C’ * C’ ) alors ( s, K, s’ ) FI,
K étant l’application de C * C ’ " dans C qui définit la loi de composi-
tion de C ° . Si C * est un groupoide, on a la condition supplémentaire sui-

vante :



4

pour tout g E C * ; il en résulte

que

D E F IN IT I O N . On ap pelle foncteur ~ (~’, ~" )-structuré [ res p. ~ ((~.’, ~~). ~")-
structuré ) un triplet (( C i, s 1), p, ( C. , s )) véri fiant les conditions sui-

vantes :

1 ) ( C · , s ) et ( C i, s 1 ) sont des catégori es ~ ( ~.’ , ~" ) - struc-
turées [ resp. ~ ( ( J(’ , ~’), R" ) - structurées ] .

et

4. Catégories structurées par des relations de (pré)ordres utilisées dans
la suite (voir [ 6 J , appendice ) .
a ) Catégorie quasi-pré-ordonnée = np - structurée

catégorie quasi-ordonnée = 0-structurée ( 2 )

catégorie ordonnée = 0 (0’ , 0) - structurée ( 2 )

catégorie s - ordonnée = ~ ( D’l’ 0) - structurée2
catégorie assez régulière n«ÇI 2 .0 2 ),.0) - structurée ( 2)
catégorie régulière = fl (( n2 f2 2 ), n" )structurée ( 2 )

b ) Catégorie sous-préinductive = ~(~,~)-structurée (7)
catégorie sous-inductive = 9’(9 9S) -structurée
catégorie inductive = 9 ( structurée ( R )

c ) Groupoide ordonné = groupoide f2 «.0’ ,.0’ ) , ~ ) - structuré ( 8 )
Groupoide fonctoriellement ordonné = groupoide 0 «.0’ n Ott ,~· () 0"),(2 )
structuré ( 8 et 4 ) 

’

Grouporde inductif = groupoide fonctoriellement ordonné qui est une

catégorie inductive.

d ) Les foncteurs structurés correspondants à chacun des cas précédents
sont appelés du même nom que la catégorie correspondante.

R E M A R Q U E . Dans la suite on notera, en général, une catégorie structurée

par une relation d’ ordre (C.,  ) au lieu de ( C ’ , s ) avec s = ( C,  ) .



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES «CATEGORIES ORDONNEES» QUOTIENT

Soient ~=fC, ~6K , fC’.~~ une catégorie H(K’,K"~- structurée et /3une
relation d’équivalence bicompatible sur C* telle que C’//3= C. soit une catégorie quo-

tient strict de C (voir E déf. 13, III p. 133 ) . Condition supposée toujours vérifiée dans

ce chapitre.

Nous allons, dans ce chapitre, chercher des conditions suffisantes sur ~D pour que:

1 ) s/~D= ( C,« ) 6j( , oc étant la relation quotient de la relation  par j0.

2) (C*, oc ) soit une catégorie ~ ( ~~’ , ~" )- structurée.
Le cas des catégories (quasi-) (pré-) ordonnée s est d’abord envisagé :

- si /3 vérifie deux conditions appelées Q1 et ~~. (resp. Q,9,), alors (C*,oe ) est

une catégorie quasi- pré- ordonnée; si ( C’ ,  ) est une catégorie ordonnée et si /0 vérifie
,.,

deux autres conditions, soient Q 2 et Q3, , alors (i~,m ) est une catégorie ordonnée. On

dit dans ce cas que /3 est compatible à droite (resp. à gauche) sur ( C’, ).

- si (C*,~ ) est une catégorie ordonnée assez régulière à droite et si /3 ne vérifie

que Q 1 et Q 4, alors ( C’ , « ) est évidemment quasi-pré- ordonnée. Mais dans ce cas on a

le résultat supplémentaire suivant : si 7~ est la relation d’équivalence canonique associée
~

au préordre « et si ...0( est l’ordre quotient, alors C.*/7~ est une catégorie quotient stricte

de C. et (C*/T~2013) est une catégorie assez régulière à droite.

Ces résultats entraînent alors que, si (C*,~) est une catégorie régulière et si

/0 est compatible à droite et à gauche sur (C*,~ ), alors ( C’, « ) est une catégorie régu-

lière.

Enfin dans le cas où ( C’ ,  ) est une catégorie sous- préinductive, sous-induc-
,.,

tive ou un grounoide inductif, (C’.oc ) est encore une catégorie ou un groupoide du même

type de structure, si P est compatible et vérifie une condition supplémentaire adaptée à

chacun des cas cités.

Une partie des résultats de ce chapitre a été résumée dans [ 14
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1. Cas ordonné.

L E M M E 1. Soit s = ( C,  ) ED o et p une relation d’équivalence sur C ; ,°

alors s/ p = ( C/ p , cc ) E D o et p = slp, p, s ) E ~"si et seulement si

les deux conditions suivantes sont véri fiées :

Q 1 ) Soient f , g, g’ E C tels que f  g et g ~· g’ mod p, alors il exis-

te f’ E C tel que f’  g’ et f’ ,~, f mod p .

Q 2 ) Soi ent f, g , g’ E C tels que g  f  g’ et g , g’ mod p , al ors

ona f,gmodp.
a) Condition nécessaire :

Soient g, g’ E C tels que g , g’ mod p et soit f E C . Posons x =p ( f j,
y = p(g) = p(g’).

- -~~~~~’ 

Si g  f  g’ , alors par définition de « , , on a y « x « y et, comme

la relation « estun ordre, y = x; par suite Q 2 est vérifié.
Si f  g , alors on a x « y = p ( g’ ). Puisque OE il existe f’ E C

tel que f’  g’ et fi ( f’ ) = x; par suite Q 1 est vérifié.
b) Condition suffisante :

Evidemment, on a x « x . Soient x , y , z E CI p tels que x « y et

y « z ; par définition de cc , il existe f E x, g E y, g’ E y, h E z tels que

f  g et g’  h . D’ après Q i , il existe f’ E x tels que f’  g’, d’ où f’  h et

x « z.

Soient x, y E C/ p tels que x « y et y « x . Il existe, d’après ce qui

précède, f E x , g’ , g E y tels que g’  f  g . D’ après Q 2 on a y .--- x , et par

suite la relation « est un ordre; p E 0" résulte alors de Q I .
R E M A R Q U E . Si la relation  est seulement un préordre et si seule la condition

Q 1 est vérifiée alors la relation « est encore un préordre.

P R O P O SIT IO N 1. Si (C.,  ) est quasi-pré~ordonnée et si les conditions Q 1
et Q û (resp. Q 4) suivantes sont vérifiées. alors ( C’ , cc ) est une catégorie

quasi- préordonnée.

Q ~ ) (res p. Qg» Soient f, f’ E C * tels que f’  f ; si e" E C~ est tel
que mod p
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alors il existe ’ te l qu e mod p et

En raison du lemme 1 (remarque), cc est un préordre.
-Soient x, y E C’ ° tels que x ocy; alors il existe f e x, g E y tels

que /g~ d’où a(f) a(g), puisque 0 2 est vérifié dans ~C’,)(voir

(2) p. 212). Les relations a(x) = ~5 [ a(f) ] et a(y) = ~5 [ a(y) lentrai-
nent alors Sf~oc ~.(Y); de même on a /3(~~oc /6(")/~ et 0 2 est vérifié

dans ( C ’, oc ) .

-Soient (’y,~~yB~6C’~C* 
° 

tels que xp x x et yr , Y. C* °

étant une catégorie quotient stricte de C ’, il existe ( g, f ) E C ’~ C ’ ° tel que

~ f/; == ~ ~5 ~; = y (voir E, prop. 13, III, p. 133). D’après ~il existe
tels que et on a :

D’après Q 4 , il existe g" E C tel que et

o 3 étant vérifié dans C , on a g" , f’  g , f et par suite y’ , x’ « y . x puis-

que j5 9Il f’ ) = y’ , x’ et j5 ( g , f ) = y , x; il en résulte que O 3 est vérifié
dans E..

DEFINITION 1. Soit (C’, ) une catégorie (quasi- )ordonnée. Soit Q2 la
conditibn Q 2 restreinte à ( C~,  ) et Q 3 la condition suivante :

Q 3 ) Si f , g E C ’ ° sont tels que : .. f  g , ~x ( f ) ’’‘r a, ( g ) mod p ,

~C3 ( f ) ^’ ~3 ( g ) mod p , alors on a f ’ g mod p .
On dira que p est compatible à droite (resp. à gauche) sur (C.,  )

si les conditions Q 1, Q 2 , Q 3 et Q ~ (resp. Qg) sont vérifiées. On dira que

p est compatible sur ( C’,  ) s’il est compatible à droite ou à gauche.

T H E O R E M E i . Si ( C ’ ,  ) est une catégorie (quasi-)ordonnée et si pest
,..,

compatible sur ( C’ ,  ), 1 alors (C., cc) est une catégorie ordonnée et

( ( C ’ , cc ), p, (C.,  ) ) est un foncteur ordonné.
Montrons déjà que Q 2 et Q 3 entrafnent Q 2 :
Soient f , g, g’ E C tels que g  f  g’ et g ’‘~ g’ mod p ; comme p est

bicompatible, on a cx ( g ) ’’~ ~x ( g’ ) mod p et /3( g ) ’‘~ f3 ( g’ ) mod p . D’ autre
1

part on a et entràine
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a, ( f ) ’~ a, (g’) mod p et /3f f ) ’’‘~ ~ (g’) mod pet 0 3 entraîne alors f ’‘~ g ’ mod p;
par suite Q 2 est vérifiée. Il résulte alors du lemme 1 que « est un ordre sur
~oo~ ~oo~

C. * et de la proposition 1 que ( C ’, « ) est une catégorie quasi-ordonnée; il

reste à vérifier O 4 qui résulte immédiatement de Q 3 . La dernière affirmation
du théorème résulte de la définition de « et des propriétés de p .

REMARQUES.

1 ) La condition 0 4 n’ a pas été utilisée; mais si elle est vérifiée elle
est compatible avec Q 3 .

2 ) Les conditions Q û ou Q ~ entraînent l’existence pour certains cou-
- -

ples ( y, x ) e C C ° d’un couple ( g, f ) E C * C ’ ° particulier tel que f E x

et g E y. Ces conditions sont donc compatibles avec la condition néces-
,..,

saire et suffisante de la proposition 23 de ( 3 ) pour que C ’ ° soit une catégorie

quotient stricte.
,..,

3 ) Si ( C ’ ,  ) est un groupotde ordonné, (C., cc) est un groupoide
ordonné.

CAS PARTICULIER. Supposons que p soit la relation d’équivalence asso-

ciée à un sous-groupoMe D ’ ° de C ’ ° vérifiant la condition ( 0 ) de la prop. 45 ,
III de E ; alors on a les deux propositions suivantes :

P RO P OSITION 2. La condition Q ~ est équivalente à la suivante :
Q ~’ S ) Soient f, f’ E C ’ * tels que f’  f ; s’il existe g E D ° tel que

a, ( g ) = a. ( f’ ) et /3 ( g )  a. ( f ), alors il existe g’ E D ’ 
° tel que a, ( g’ ) _

- ,C~ ( f’ ) et frr  f~ avec frr = gr , fr . g-i.
Q û’ s entraine évidemment Q 4 par définition de p .

Réciproquement, si Q 4 est vérifié, il existe g l’ g’1 E D ’ 
° tels que

a.(gi) = oc(g), f3 ( g 1) = f3 ( g ), a,(gi) _ ~( f’) et f"  f, avec f" _

g’1. f’ . g 11. ’,4ais, comme h = g 11. g E a. ( f’ ) , D ’, a, ( f’ ), 1 il existe,d’ après
la condition ( 0 ) , h’ E D’tel que f’ , h = h’. f’, d’ où f "= g 1, f’ , g ~ i , g , g -1 ‘
- g 1. f . h . g - g 1. h . f , g ou encore f - g , f , g en posant g’=g’l.h’. ·
P R O P O SIT IO N 3. Si ( D ’ ,  ) est un groupoide ordonné semi-régulier, alors

la condition Q 1 est vérifiée.
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Fn effet, soient f , g, g’ E C ’ tels que f ~g et g n g’ mod p . Alors

il existe h, h’ ED. * tels que ( h’, g’, g, h ) ~E~C’/C, D~. Par hypothèse,
il existe hi, 1 h ’ E n’ 

* tels que hi h, hi h’, a.(hi) _ /3 ( f) et a ( h i ) =
= a, ( f ) .

Posons alors on a mod p .

2 . ~as ré~u ~ ier.
L E M l~s E 2 . Soit (C.,  ) une catégorie ordonnée et soient f E C ’ et e E C~
tels que e  a,( f ).

Si la classe F ieç ~~ E C ’ ° tels que g  f , a. ( g )  e , admet un plus

grand élé»-er~t h tel que cx ( .h ) = e, alors on a h - je (pseudoproduit).
Soit  f; e &#x3E; la classe des couples ( ~,,, ,’!.’) E C.* C ° tels que

et Soit alors on a

d’ où g E F et par suite g  H .

Il en résulte que ( g , g’ )  ( h , e ) dans ( C ’ * C ’ ,  ) et, comme

d’autre part on a ( h , e ) E ~ f , e j , h . e = h est égal au pseudoproduit f e

(voir ( 2 ) def. 3 p. 214).

PROPOSITION 4. Supposons que ( C ’ ,  ) soit une catégorie quasi-ordon-
née assez régulière à droite (voir ( 2 )) et que les conditions Q 1 et Q 4 soient
vérifiées pour p. Soit ( C; cc) la catégorie quasi- préordonnée quotient

(voir prop. 1 ). Soit ’~j la relation d’équivalence canonique associé au pré-
ordre « . .

A ,..,

Alors est bicompatible, C. = C. 7~ est une catégorie quotient
N A

stricte de C. et ( C ; -.~ ) est une catégorie quasi-ordonnée assez régulière
à droite ( --~ désignant l’ordre quotient de « par 77). De plus, si q = ’i~o ,ô , 1

A 
¿ 

"- - -

alors q = ( ( C’ , - ), q, ( C ’,  ) ) est un foncteur ordonné assez régulier à

droite (c’est-à-dire si f E C. * et e E C. * sont tels que e  a ( f ) alors on a

On a x ~ y mod 7~, x, y e C *, si et seulement si xx y et y oc x.

Soient x y E C 
° tels que x ~ y 7720~7~ ; 1 0 étant vérifié dans C ’,

on a o~~oc S~yJ et a (y ) oc a(x), donc 5.(x), S~y~ mod 7?; de même,
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N ~ ~

on a ,C3 ( x ) ,,~, ~ ( y ) mod 7] et 7~ est compatible avec â et A
~

Soient x, y, x’ , y’ E C. ° tel que x , x’ mod ~ , y ,~, y’ mod ~ et
~ N N

(y, x), (y’, x’) E C . * C .; 03 étant vérifié dans C., on a y’.x’ « y.x

et y , x « y’ . x’ donc y , x , y’ , x’ mod 7] et par suite ~ est bicompatible.
N N

N 

Soient x E C ° et u E C~ tels que u ,1, a. ( x ) mod ~ ; alors on a

u « a.(x) et 5, (x) « u.
Soit f E C . tel que f E x ; il existe, d’ après Q 1, e , e’ E Cô tels que

mod p et

Puisque (C., ) est assez régulière à. droite, le pseudoproduit

g = fe existe.

D’autre part, d’après C,~4, @ il existe f’ 1 E C tel que

mod p et

D’après la proposition 4 de ( 2 ) , on a g &#x3E; f’ , 1 d’où f 3 g y f’ . Il

résulte, en posant y = fi ( g ) , que l’on a :

et d’où

Comme a ( g ) = e , on a â, ( g ) = u ; il résulte alors du cor. 3 de la
A ~

prop. 13 , III de E , que C ’ ° est une catégorie quotient stricte de C ’ .

Montrons maintenant que ( C. , -) est quasi-ordonnée.
Il est déjà immédiat que 0 2 est vérifié. Remarquons ensuite que si

X, Y E C’ sont tels que X - Y, alors pour tout x E X et tout y E Y on a

x « y.
A

Soient alors X , X’ , Y , Y’ E C ’ tels que :

et

Puisque C° » est une catégorie quotient stricte, il existe x E X,

tels que

D’après la remarque précédente, on a

d’ où
-

puisque 0 3 est vérifié dans C ’ . Il en résulte que ’et

0 3 est vérifié dans C ’ .

Montrons que ( C ’ , 2013) est assez régulière à droite :
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w w A

Soient X E C ’ , U E Ci tels que U --~ ac, ( X ) , et soient x E X , u E U ;

alors on a u « ~x ( x ) . Soit f E x et e E u tels que e  a ( f ) et soit g = f e ; /
A

posons y = p ( g ) et Y = ~j ( y ) ; alors on a Y-X et a, ( Y ) = U . Soit
A r A-

Z ~ C ’ ° tel que Z --~ X et a, ( Z ) -~ U et soit z E Z ; alors on a z « x et

cx(z ) « u.
Il existe, dt après Q 1, h E z et e’ E C~ 

* tels que

et, d’ après Q 4 , h’ E C ’ tel que

Les relations a. ( h’ )  e et h’  f entraînent h’  g, et par suite on a z « y
d’où Z -~ Y.

Le lemme 2 entraîne alors que Y = X U .

Il résulte immédiatement de ce qui précède que q est assez régulier
à droite.

COROLLAIRE, Si ( C ’ ,  ) est une catégorie "quasi-)ordonnée assez régu-
lière à droite et si p est compatible à droite sur f C B  ), alors ( C ’ ~ oc )
est une catégorie ordonnée assez régulière à droite et le foncteur

est assez régulier à droite.

REMARQUE. Dans la proposition 4 on peut remplacer à droite par à gauche.

T H E OR E M E 2. S~i ( C ’ ,  ) est une catégorie (quasi) ordonnée régulière et

si p est compatible à droite et à gauche sur (C.,  ), alors (C., ex ) est

une catégorie ordonnée régulière.
La proposition 4 et son corollaire montre déjà que (C ’ , oc ) est une

catégorie assez régulière, il ne reste donc à vérifier que l’axiome R p
(voir ( 2 ) ) :

".,

Soient x, y, z, z’ E C’ tels que z = y . x et z’ « z; / alors il existe

( g , f ) E C " * C ’ " tel que g E y et f E x . 
,

Si h = g . f , on a h E z et, en raison de Qi’ il existe h’ E z’ tel

que h’  h . R p étant vérifié dans ( C ’ ,  ) , il existe g’ , f’ E C tels que
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Soient et alors on a

et

COROLLAIRE, Si ( C ’ ,  ) est un groupoide fonctoriellement ordonné il
,.",

est de même de ( C . , « ) .
~oo~

( C . ,) étant régulier, (C’, oc:) l’ est aussi; il suffit donc de
~oo~

vérifier que tout élément de C ’ plus petit qu’une unité est une unité.
#III ~oo~

Soit donc u E Cg et x E C ’ ° tels que x « u . Soit e E C 0 
* tel que

e E u ; il existe f E x tel que j  e ; par suite f est une unité et x est

aussi une unité.

3. Cas sous-préinductif.

PROPOSITION 5. Soient s = (C,  ) une classe ordonnée sous-préinduc-
tive (voir ( 7 ) ) et p une relation d’équivalence sur C telle que les condi-

tions Q 1 et Q 2 soient vérifiées; alors, si la condition ( PS ) suivante est

réalisée, s /p = ( C/p, oc: ) est une classe ordonnée sous-préinductive et

~p Lc "PS. O
PS ) Soient f , f, f" E C tels que f’  f, lIt  { et f’ , f" mod p ;

alors on a f’ n f" , f’ mod p .
On sait d’après le lemme 1 que ( C / p , « ) est une classe ordon-

née et que p E 0" .

Soient x , x’ , y E C / p tels que x « y et x’ « y.

Il existe, en raison de Q 1, f E x, f’ E x’ , g E y tels que f  g et

f’  g et par suite {n {’ existe dans C .

. Soit ~ == ~5 ~ / r~/~ ~ ; alors on a t « x et t « x’ .

Soit z E C /p tel que z « x et z « x’ . Toujours en raison de Q 1,
il existe h, h’ E z tels que h  f , h’ ~ f’ . h et h’ étant majorés par g,
h r1 h’ existe dans C et, compte tenu de ( PS ), on a h n h’ E z; les re-

lations h n~ h’  f et h n h’  j’ entraînent alors h ~ h’  f ~ f’ , d’où

z oc t. 
’

Il en résulte que t = x r’’rx’ et,par suite, que ( C / p , « ) est une

classe sous-préinductive.
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Montrons maintenant que p 6~~ :

Soient f , f’, g E C tels que f  g, f’  g et soient x = p ( f ) ,

Evidemment on a x « y et x’ « y ; la démonstration précédente

appliquée à f , f’ , g montre alors que

R E M A R Q U E . Soit ( C . ,  ) une catégorie sous-préinductive; alors ( C 0 * ,  )
est une classe sous-préinductive.

En effet, soient e , e’ , e" E C~ 
* tels que e’  e et e"  e ; alors

e’ n e" existe dans C ° et, d’après la proposition 10 de ( 7 ) , on a

e’ n e" e C 0 * 1

donc e’ n e" est aussi l’intersection de e et e’ dans (Co* ,  ) ·

T H E 0 R E M E 3. Soit ( C ’ ,  ) une catégorie sous- préinductive (voir ( 7 ) )

et p une relation d’équivalence compatible sur (C.,  ) . Alors, si la
- 

.

condition ( PS ) est véri fiée dans ( C~,  ), (C f , cc) est une catégorie
N 

0

sous-préinductive et ( ( C . , cc ), p , ( C ’ ,  ) ) est un f oncteur sous-

préinducti f.
~oo~ 

,

On sait déjà (th. l ) que ( C ’ , cc ) est une catégorie ordonnée.

N4ontrons que ( PS ) est vérifiée dans (C.,  ) :

Soient 1,1’,1" E C tels que

alors on a et ~ mod p,d’où,

par hypothèse,

a ( f’ ) na.( f") ,~, a.( f’)mod p et de même ~( f’)rl,C~( f") ~,,, ,~( f’)mod p.

Mais /’fi f°’ existe dans ( C’ ,  ) et on a, en vertu du théorème 4

de ( 7),

Les conditions :
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entraînent alors, d’ après ~ 3 , f’ rn f °’ ~, f’ et par suite ( PS ) est vérifié

dans (C’, ).

Il résulte alors de la proposition précédentes que ( C ,  ) est une

classe sous-préinductive et que p E Q" pS .

Soient x,~’,~6C’ ° tels que x’ « x , x" « x , et soient f E x ,

f, E x’ , f" E x" tels que f’  f et f"  f ; il vient, en tenant compte du théo-

réme 4 de ( 7 ) ,

l’ti

il rasulte alors de ce même théorème que ( C ’ , « ) est une catégorie sous-
l’ti

préinductive; et évidemment le foncteur ( ( C ’ , « ) , p , ( C ’ ,  ) ) est sous-

préinductif.

4. Cas sous-inductif.

N O T A T IO N . Si ( C ,  ) est une classe sous-inductive (voir ( 7 i ) , et

une famille d’éléments de C indexée par la classe 1 et majorée1 ~ 
g

par g, on désignera par U f i le g - agrpgat de la famille.

P R O P O SIT IO N 6. Soient s = ( C,  ) une classe ordonnée sous- inductive

et p une relation d’équivalence sur C telle que les conditions Q 1 et Q 2
soient vérifiées. Alors, si la condition ( SI ) suivante est vérifiée, s / p =

= ( C / p, « ) est une classe ordonnée sous-inductive et p E g,t ° .

SI ) Soient g E C et ( f i )i E l, ( f i )i E 1 deux familles d’éléments

de C ayant la même classe d’indices et telles que et

alors on a mod ~ .

D’après le lemme 1 on sait que (C / p, o ) est une classe ordon-

née et que o e 0" .

Soit y 6C//3 et (~x.). T une famille d’éléments de C//3 telle

que xi y ~ï6~/ compte tenu de Q 1, il existe g E y et, pour tout~ 
9

i, fi E xi tel que fi 0( g; / donc f = U fi existe dans C.
Soit x = ~S ~ f); alors onax~ocx(yz6/~.
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Soit zée 1 p tel que z « y et xi « z (Y i ,E I ); toujours en rai-

son de Q ~ , il existe h E z et, pour tout i , f i E x ~ tels que h  g et f i  h

( V ï ~ 1 ) ; par suite f’ = 6 j’. existe, et d’après ( SI ), on a f’ ,‘, f mod p .
.. t~ y

La relation f  h entraîne alors x « z et par suite on a x = U Xi.
Fnf in, si e o est le plus petit Plément de C, j5 ( eo ) est le plus

petit élément de C/ p et ( C/ p , « ) est alors une classe sous-inductive.

~In raisonnement analogue à celui effectué dans le cas sous-pré-
inductif montrerait que p E ~ U.

R E M A R Q U E . Soit ( C ’ ,  ) une catégorie sous-inductive ; alors ( C~ ,  )
est une classe sous-inductive puisque, si e E C~ * et si ( ei )i E I est uneott ~e e

famille d’unités tels que ei  e ( ~/ i E I ), on a U ei = a. ( ~J ei ) E C~ ;
d’autre part le plus petit élément de ( C,  ) est toujours une unité.

T H E O R E ME 4. Soient (C., ) une catégorie sous-inductive (voir ( 7 ) )
et p une relation d’équivalence compatible sur c  ) . Si la condition

-

( PS ) et la condition ( SI ) sont véri fiées dans ( C~,  ), alors (C., « )
- 

0

est une catégorie sous-inductive et (( C ., oc ), p , ( C ·,  ) ) un foncteur
sous-inductif.

-

nn sait déjà que (C., oc) est une catégorie sous-préinductive

( théorème 3 ) .

Montrons que ( SI ) est vérifié dans ( C ’ ,  ) :

Soient ( f i )i E I, ( f i )i E I deux familles d’éléments de C 
* 

ayant la

classe d’indices 1 et telles que

Alors on a

Par hypothèse sur on a

et, par suite, en utilisant le théorème 5 de ( 7 ) , on a :

mod p et de même
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Posons et alors on a

-

Comme ( C ’ , « ) est sous-préinductive, elle est s - ordonnée et par
suite on a x = x’ , 1 donc ( SI ) est vérifiée dans ( C ’ ,  ) .

Il en résulte que ( C, 1 oc) est une classe sous-inductive et que

~6~S.
- -

Soient alors y E C ’ , ( x . ) . _ =EI une famille d’éléments de C ’ telle

que x~ « y  Y 1 E i &#x3E; et soient g 6 y, 1 fiE xi. tels que /.g(Vz’~~.
Fn tenant compte du théorème 5 de ( 7 ) , 1 il vient :

,....w

".,

Ce même théorème entraîne alors que ( C ’ , « ) est une catégorie
".,

sous-inductive, et évidemment le foncteur ( ( C ’ , « ) , ;o , ( C ’ ,  )) est

sous-inductif.

5. Cas inductif.

P R O P O SIT IO N 7. Soient s = ( C,  ) une classe ordonnée inductive et p

une relation d’équivalence sur ( C,  ) telle que les conditions Q 1 et Q 2
soient vérifiées; alors, si la condition 1 suivante est t vérifiée, s/ p =

= (’ C//3 , « ) est une classe inductive et p E ~ U .
1) Soient t g , g’ E C et ~’~ï~/’~~’~/ deux fami lles d’éléments

de C ayant même classe d’indices et telles que :

alors on a Ufi,,,~"~fimod p( di EI).
La démonstration est analogue à celle faite dans le cas sous-

inductif.

REMARQUE. Il n’ est pas possible de démontrer dans ce cas un théorème

analogue au théorème 4 ; on a cependant le résultat suivant :

T H E O R E M E 5 . Soient ( C’ ’ ,  ) un groupo ide inductif et p une relation

d’équivalence compatible sur (C.,  ); si la condition ls suivante est
- 

-

vérifiée, alors (C., oc ) est un groupoide inductif et p est quasi-inductif.
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1 s) s’énonce comme I ) mais en prenant

nn sait déjà que ( C ’ , cx ) est fonctoriellement ordonné (corollaire

du th. 2 ) . Pour la suite de la démonstration nous avons besoin du lemme

suivant :

L E M M E 3. Pour qu’un groupoide (C.,  ) soit un groupoide inductif, il

faut et il suffit qu’il soit fonctoriellement ordonné, que C~ 
* soit une clas-

se inductive pour l’ordre induit et que toute sous- classe de C~ 
* majorée

dans C~ 
* admette un agrégat dans C (ce lemme est démontré dans ( 4 ) ).

Remarquons maintenant que si po est la relation d’équivalence
. o 

-

induite par p sur C 0 * , alors C 0 * / po s’identifie à C., et q ue les condi-
tions Q 1 et Q 2 sont vérifiées pour ~oo dans ( Co* ( 1 désignant l’ordre
sur C 

° induit par  ). Il existe donc un ordre .cx , quotient de * par p , 1N
et il est facile de voir que .cx est l’ordre induit par « sur C~ .

D’après le lemme 3 , ( C~ , ’ ) est une classe inductive et 1 s en-

traîne que 1 est vérifiée dans ( C~ , . ); il résulte alors de la proposition
- 

°

7 que 0 .cx ) est une classe inductive. 
- -N IV

Soient ( u i )i E 1 une famille d’éléments de C 
° majorée dans C1 1 

- - 
° 0

alors u = U u y existe dans c.. Soit x E c. 
° tel que ui « x ( V 1 E I ) et

soit f E x ; il existe, pour tout i , f i E ui tel que fi i  f ( ViE 1 ) .

Evidemment on a :

IS ) entraîne alors que c.~ f i ,~, u a. ( f i ) et la proposition 7 que

La relation u f.  f entraîne alors u « x, donc u est l’agrégat des
- 

I 
N

ui 
i 
dans ( C’ , « ) ; le lemme 5 entraine alors que ( C’ , « ) est un groupoide

inductif.

Montrons que p e 9 U :

Soient f E c. * et ( f i )i E 1 une famille d’éléments de C ° telle que

existe dans C * et on a a, ( t~,~ f i ) = c.~ a, ( f i ) ; par
suite, en posant on a
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Les relations et entraînent alors



CHAPITRE II

EXTENSIONS ET ELARGISSEMENTS DE FONCTEURS ORDONNES

Ce chapitre débute par quelques rappels sur la théorie des extensions et des élar-

gissements de foncteurs :

Si H * et K° * sont des catégories, p = ( K’, ~b , H’ ) &#x3E; un foncteur tel que p soit
_ Y

bien fidèle et F une sous- classe p- admissible de K’, on définit l’extension canonique
- N

( F, H’ , ~i ) du couple ( F, p~, où p = ( K’, p , H’ ) &#x3E; est un foncteur et H’ une sous- caté-
N - v

gorie de H’ ° équivalente à H’, ainsi que ltélargissement ~i = ( K’, p , H’ ) dans le cas
’~-~ 

- 

B1

où F C K’ . Si F=K~ p(H~ ) (resp. F = p (H’ )), alors l’élargissement p de (F,p)y y 0 ) 
- y p

est appelé élargissement maximal (resp. minimal). Ces élargissements sont canoniques

vis à vis d’une catégorie de quatuors (théorème 1) .

Dans la suite de ce chapitre, on propose de chercher des conditions suffisantes sur

( F, p ) Pour que. si ( H’ ,  ) &#x3E; et ( K’ ,  ) &#x3E; sont des catégories ~’~. ( ~t , .~n ) - structurées et
,.,

~ = (( K’ ,  ) , p , ( H’ ,  ) ) &#x3E; un foncteur structuré, il existe un ordre « sur H’ ° tel que
- -

( H’ , « ) &#x3E; soit une catégorie J{ ( ~’ , ~" ) - structurée, ; un foncteur structuré, et l’équiva-
lence entre (H’, ) et (H’,« ) une équivalence structurée.

Dans les paragraphes 2 ) (resp. 3)), on étudie le cas où (H’, ) et ( K. , ) sont

des catégories ordonnées (resp. régulières) et où p est un foncteur ordonné.

Dans 4) on utilise certains résultats de 3) pour approfondir le cas des élargis-

sements ordonnés déjà étudiés dans 3 ); on montre alors que, moyennant quelques hypo-

thèses supplémentaires, l’élargissement maximal ordonné de p est canonique vis à vis

d’une catégorie de quatuors de foncteurs ordonnés. Le théorème 1 est utilisé pour la dé-

monstration de ce résultat.

Les paragraphes 5 , 6 , 7 , 8 sont consacrés à l’étude des cas où (H’ ,  ~ et ( K’ ,  )

sont des groupofdes ordonnés réguliers, des catégories sous-préinductives et sous- induc-

tives, des groupordes inductifs et p un foncteur structuré correspondant.

Dans chacun des paragraphes, deux théorèmes, un pour les extensions, un pour

les élargissements, résument les résultats obtenus.

Une partie des résultats de ce chapitre a été résumée dans [ 15 ~ et une première

rédaction concernant le cas des extensions a été faite dans [ 17 ] .
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1. Rappels concernant les extensions et les élargissements de foncteurs.

(voir E , chap. V, paragraphe 3 ) et ( ( 5 ) paragraphe 4 ) .

Soit 5’ la sous-classe de f‘ formée des foncteurs p tels que p
soit bien fidèle.

Soit bi" (resp. 9~) la sous-classe de 5:’ formée des foncteurs p
tels que py soit un foncteur d’hypermorphismes (resp. un foncteur d’hy-

permorphismes saturé ) (voir déf. 5 et déf. 20 chap. II de E ).

A. EXTENSIONS.

Soit ( F, p ) un couple, où p = ( K ’ , p , H ’ ) est un foncteur et F

une sous-classe de K , tel que les hypothèses ( HX) suivantes soient

satisfaites .

2 ) F est p - admissible, c’est-à-dire F vérifie les deux propriétés
suivantes :

b) si f E F , la condition f , g 1 = f . g 2 où gi E p ( H’) entraine g 1 
= 

g 2 ;-i

alors il existe un f oncteur p - ( K ’ , p , H ’ ) ayant les propriétés sui-

vantes :

2 ) il existe une équivalence o- _ ( H ’ , cr , H ’ ) , où H ’ ° est une

sous-catégorie pleine de il ? et p = p. 0- ,
- -

3 ) t~ ’ ° est une catégorie à H ’ -éj ections,
- 

~ 
_

4 ) si F est la sous-classe des (H., H ’ ) -éjecteurs et si s E H~
alors la restriction de p à F . s est une bijection sur F . p ( s ) ,

5 ) si P est fidèle, alors p est aussi fidèle.
Le triplet ( F, H’, p ) s’appelle l’extension canonique du couple

(F,p) et s-e note X(F, p).

(Pour le caractère canonique de X ( F, p ) voir les articles citas).

REMARQUE. On appellera propriétés ( P ) de X ( F, p ) les propriétés
1), 2), &#x3E; 3)et4).
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B. ELARGISSEMENTS.

Supposons que F C Kÿ ; alors la condition b) sur F est toujours
vérifiée et toute classe F p - admissible contient F I = p ( H,~, ) et est

contenue dans F2 = K- p ( H~ ) . 
_

Soit H ’ ° la catégorie image de H ’ par la bijection y :
- si ~ 6 ~ ’, alors x = o’ ( h ) avec h EH. ° et X ( x ) = h ,

- 

" 

-

-si x EH’ ° et x~É H’, alors y (x) = x.
Soit

alors p est appelé un élargissement de ( F, p ).
Soit m (p ) et M (p ) les élargissements

de ( F 1, p ) et ( F 2 , p ) respectivement; alors m ( p ) et M ( p ) sont appelés

respectivement élargissement minimal et maximal de p, et on a

Rappelons le théorème suivant : (voir E , th. 17 , V p. 31R )

THEOREME 1. [[J(:F,.1,:Fr) est une catégorie à C(~; ~, ~")-pro~ec-
tions et à 0 (j= ,. :F , :F s) - pro jections.

( ?’ ’ étant identifié à la classe des unités de CI] ( ? ; ? , ~’ ) .
Si on pose, pour tout p E ?’ ,

alors )u m est une ( Q ( ~ ; ~ , ~" ) , LE (?;?,?’)) "projection naturalisée
et ~LM une (~ ( ~ ; ~ , ~S ) , CD ( ~ ; ~ , ~’ )) - proj ection naturalisée (voir F,
déf. 18, III, p. 144).

REMARQUE. On appellera hypothèse (HL ) sur f~~~les hypothèses
(Hx) avec en plus F C K~, .
C. CONSTR UCTION DE X ( F , p ) .

Soit 8 ( F, p ) la classe des couples ( Q, h ) où b E H ’ ° et
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N O T A T I O N . Dans toute la suite, sauf indication contraire, la lettre Q

désignera le quatuor ( k, f’, f , ~ ( h )) et, si Q et h sont affectés d’un

indice, alors k , f , f’ seront affectés du même indice.

8 ( F , p ) est une catégorie pour la loi de composition B définie
par :

si, et seulement si, et on a

N OT A TIO N . Dans e ( F, p ) les applications source et but seront notées

aB ,J3B et kS désignera le quatuor (/3~~ ~ k , a. ( k )) . On a

Dans la suite on posera généralement
Soit ? la sous-classe de 2- formée des éléments ( Q, h ) tels que

h E H ’ et k E K ’ . Alors 5 définit un sous-groupoide 3"8 de ~ 8 quiy 0

contient toutes les unités et qui vérifie la condition ( O ) de la proposition

45,IIdeE.

Soit p la relation d’équivalence associée à 5 (voir E , th. 12 ,

III); alors H’= ~8/p.
Rappelons que p est défini de la manière suivante :

f6~~~~6~ )7720~ ~ si, et seulement si, k 1 = k

et il existe g, g’ E H~, tels que :

p est défini par p (( Q, h ) mod p) = k et o- par o- ( h ) _ ( p (h )~, h )mod p.
- -- - 

~

La classe F est la classe des éléments ( R , e ) mod p E H ’ où

D.ET~/DEDE~S °

PROPOSITION 1. Le groupoide 29 est formé par les éléments
tels que h E H,~, et k E K,~, ; il est saturé pour p et on a
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Les deux premières affirmations sont évidentes et on a

-

Soit x ~~~ et soit t E x ; alors il existe t’ E x tel que a. ( t’ ) _

~ ( t ) et /3~~ = a(t); il en résulte que t 8 t’ et ~B ~ sont des élé-

ments de ~8 qui ont mêmes unités à droite et à gauche et qui sont équi-
valents mod p à cette unité.

Soit ( Q , h ) un tel élément; nécessairement on a f’ = f , k = /3( f)
et f . p ( h) = f , d’ où p ( h ) = a. ( f ) . D’autre part il existe g , g’ 6~- tels
que h . g = g’ ; donc h E H,~, , et par suite on a h E ~7 ’ , puisque p est
bien fidèle. Il en résulte que ( Q , h ) E ~~8, donc t est inversible et on a :o

R E M A R Q U E . Si F ~ K ’ alors ( Q , h) E ~8 si et seulement si h E H ’’Y. y y 
*

Soit ( Q , e) E ~ tel que e E H ~ 
* 

et k E K;, , , alors ( Q , e ) est

complètement déterminé par le triplet ( k , f , e ) où

et

Soit n la classe de ces éléments.

Dans la suite on identifiera tout élément de ~C différent d’une unité

avec le triplet qui le détermine.

1I définit un sous-groupoide 1I8 de ~~8y contenant ; la restric-
tion de la loi B à na s’écrit avec cette nouvelle notation : 

--0

si et seulement si et

PROPOSITION 2. Soit /5’ la restriction p à ~.B . Alors on a
~ ~ -

= H ’ et p’ définit H ’ comme quotient strict de nH.
Montrons que tout élément de ~~ est équivalent mod p à un élé-

ment de ~. 8 -. 
--- 

-= 
y

En effet, soit ( Q, 1 h ) 629;alors h E H’ et k E K . Soity

Puisque et, comme on a
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mais et mod p ; il en ré-

suite que

Soit et tels que mod p ;

alors on a puisque et il est

clair que

Donc ~3’ définit ~ comme quotient strict de 1rB (voir( 3 ) prop. 23).
REMARQUE.

1) Si p’ est la relation d’équivalence induite par p sur A , alors
?I~/~’ est un groupoide quotient strict de 1rB qui s’identifie à ’y On
pourra donc, dans le cas où H 

° et K ° sont des groupordes, utiliser 1rB au
lieu de Î~ pour construire H et o- sont alors définis respective-
ment par :

et

2 ) Dans la suite on appellera :

l’équivalent naturel de ( Q, h ) E 5"~ .
Dans toute. la suite de ce chapitre nous supposons donné un cou-

ple ( F, p ) vérifiant les hypothèses HX dans le cas des extensions et

HL dans le cas des élargissements, et nous utiliserons les notations de

ce paragraphe 1 .

2. Cas ordonné.

Dans toute la suite de ce paragraphe nous supposons que (H.,  )

et (K ., ) sont des catégories ordonnées et que p = (( K *,  ), p , (H ’ ,  ) )

est un foncteur ordonné.

A. EXTENSIONS.

P R O P OS IT IO N 3. Soit  la relation suivante dans 2:
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si, et seulement si,

Alors ( ~8 ,  ) est une catégorie ordonnée.
La vérification des axiomes est immédiate.

P R O P OSIT IO N 4. Si le groupoide (H ~ ’  ) est un groupoiae semi-régu-
lier la condition Q 1 est vérifiée pour p dans (cB’",  ) .

Il suf f it de montrer, compte tenu de la propos ition 3. l, que
est un groupoide semi-régulier :

Soit ( Q, g ) E ~ avec Q = ( e, f’, f , p ( g ) ) , e E K~ et g 6~ ,
et soit ( f i, e i ) E ~ o tel que ( f i, e 1 )  ~ ( f’ , ~3 ( g )) . Il existe, par hypo-

thèse, g 1 E H,~, tel que et Soit ; alors

f 1 E F et par suite avec

Comme p est ordonné, on a d’où )et,

comme f’ , p ( g ) = f, on a f 1  f . Par suite ( Q 1, g 1 )  ( Q, g ) et, puis-

que /eB~,g~=(7~~, y est semi-régulier.
PROPOSITION 5. Si p est fidèle, la condition Q3 est vérifiée pour p
dans (~,  ’J . 

-

Soient tels que :

et

Alors il existe g, g’ E H’, tels que :

D’autre part, les relations

entraînent

Calculons
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Compte tenu de la propriété 2) de F, on a p ( g’ , h 1 ) = p ( h 2 . g ) et, p

étant fidèle, on a g’ . h 1 = h 2 . g ~ donc ( h 2 , g’ , g, h t ) E C ( H ~ , H,~, ) ; les
égalités ( 1 ) entraînent alors :

D E F IN IT I O N 1. Une sous- classe F p- admissible de K sera dite p - ordon-
née-admissible à droite (en abrégé p. o. a. d. ) si les deux propriétés sui-

vantes sont véri fiées :
Soient tels que

alors il existe g’ E H,~ tel que

et

~d ) Soient ( Q ., h . ) E ~~8 , i = 1 , 2 , tels que (4 i t

Si g 6 ~. est tel que

existe g’ E H,ÿ tel que

et

On définirait de même la notion de classe p - ordonnée-admissible à gauche

( p. o.a.g. ) en intervertissant dans la définition précédente g et g’ , et de

classe p - ordonnée- admissi ble par p.o. a. d. ou p. o. a.g.

P R O P OS IT I O N 6. Si F est p. o. a. d. (resp. p. o. a. g. ), alors les conditions

Q 2 et Q 4 (res p. Q~J sont vérifiées pour p dans ( ~,  ~.

? entraîne immédiatement 6° , et il est clair, en utilisant la

définition de p à l’ aide de ~ , que ?" entranne Q .
PROPOSITION 7. Si F est p.o. a. , (H,~ ,  ) semi-régulier et p fidèle,

alors p es t com pati bl e sur ( ~8 ~  ) .
Cette proposition résulte immédiatement des prop. 4, 5 ,6 et de la

définition 1.1. I .
,."

C ON S E Q U E N C E . Le théorème 1. I entraîne alors que (H8 ,cc ) est une caté-

gorie ordonnée.
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PROPOSITION 8. Supposons que p soit compatible sur ( ~8 ,  ) ; alors
si py véri fie la condition suivante ..

~l ) Si g E H,~, , e E H~ sont tels que a, ( g )  e et p ( g )  p ( e ),
0 r

on a g  e,

o- =«H cc ), ~, ( H ’ ,  )) est une équivalence de classes ordonnées.

En effet, si h  h’ , alors p ( h )  p ( à ’ ). et par suite
- -

, d’où

Réciproquement, si o~f~oc~f~~ il existe, en tenant compte de

la condition P., f6~~)~~ tel que: *.

et 1

Il existe donc g, g’ E H,~, tels que :

On a aussi

Par suite ? entraine : 
’

d’où

En conclusion, on a le théorème suivant :

THEOREME 2.

- Si (H.,  ) et (K.,  ) sont des catégories ordonnées .

- Si (H;, ,  ) est semi-régulier
- Si p est ordonné fidèle et si py véri fie ~ .
- Si F est p.o.a.

alors
,..,

- ( H ’ , cc ) est une catégorie ordonnée

- ~i est ordonné fidèle et py véri fie ~
- o- est une équivalence de catégories ordonnées.

La lre et la 3ème affirmation résultent des propositions 7 et 8 et

il est clair que p est ordonné.
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Il reste à montrer que p,~, vérifie ~ : :
H H

Soit x E H ~ et u E H~ tels que :

et

Soit alors il existe tel que

et, d’après la proposition ?. , il existe k E K ’ tel que

et

Mais et ~ d’où i et

Cette relation entraîne x oc u et par suite p,y, vérifie ~ .
B. ELARGISSEMENT.

L E M M E 1. Soit ( C’ ,  ) un groupoide ordonné régulier et soient

tels que

alors il existe g’ E C ’ tel que a. ( g’ ) - e", ~ ( g’ ) - e’ et g’  e’ .

En effet, puisque e"  e’ , le pseudoproduit g’ = e’è" existe et

on a a, ( g’ ) = e" , g’  e’ ; d’autre part les relations a, ( g ) = e  e" et

g  e’ entraînent g  g’ , d’ où ~ ( g ) = e’  ,Q ( g’ ) et,comme f3( g’ )  e’ ,

on a e’ =/3fg~.

THEOREME 3.

- Si ( H ’ , ,  ) et ( K ’ ,  ) sont des catégories ordonnées

- Si (H ~ ’  ) est un groupoide régulier et ( K,~, ,  ) un groupoide
ordonné

- Si p p est ordonné et si p y vérifie
alors 

_-

- ( H ’ , « ) est une catégorie ordonnée

- p est ordonné et p’, vérifie P
- or est une équivalence de catégories ordonnées.

R E M A R Q U E P R E L IM IN A IR E . Considérons la situation suivante :

Soient /, /~ ~ K~ , i = 1 , 2 , g E H,~, et e E H~ tels que
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et

alors on a g  e.

En effet, on a ~~==/~./~ et les relations /~/"~~/
entraînent ~(’g~OL(’/~=~~~; comme /3f~~ la condition ? en-

traîne g  e. 

’

Montrons que la condition Q 3 est vérifiée par p dans (~L , ) :
En effet, avec les notations et les hypothèses de la proposition 5 ,

on a :

et

Il résulte alors de la remarque préliminaire que ~~/3f~) et

g  a ( h 2 ), d’où h’1 = g’.hi.g-1 h2 , puisque hl h2 .
Les relations

entraînent alors h’1 = h 2 ~ et par suite ( h 2 , g’ , g , h 1 ) E C( H. ,. H;, ) .Comme
par ailleurs k 2 .-. k 1, on a ( Q 2 , h 2 ) ,~, ( Q I, h I ) mod p et la condition

Q 3 est vérifiée.
Reprenons les hypothèses de la condition ~ 4 avec les mêmes nota-

tions ; alors, en vertu de la remarque préliminaire, on a g  a. (h 1 ) et par

suite h I . g  h 2 . *
Il suffit alors de prendre g’ _ ~ ( h 1 ) pour que la condition soit

vérifiée.

Reprenons les hypothèses de la condition 5. avec les mêmes

notations et posons /3(g) = e’ , a. ( g ) = e ; alors on a e  e"  e’ et,

toujours en raison de la remarque préliminaire, g  e’ . Le lemme 1 en-

traîne alors l’existence de g’ E H,~, tel que : ,

Soit f 1 = f" , p ( g’ "1 ) . Les relation s g’ "~  e’ et f "  f entraînent f 1  f
et par suite f ~ = f , puisque cx ( f 1 ) = a. ( f ) et ~3 ( f 1 ) = j3 ( f).
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Il en résulte que f" = f , p ( g’ ) et 1 a condition:f 2 est vérifiée.
Par conséquent toute classe F p - admissible est p.o.a.d. et aussi

p.o.a.g.

Il résulte alors des propositions 4 et 6 et du fait que Q 3 est véri-
fiée que ~o est compatible sur ( ~8 ,  ) . Le théorème 1.1 entraîne alors

-

que ( H ’ , « ) est ordonné et la proposition 8 montre que cr est une équi-
valence ordonnée. Le fait que fl soit ordonné et que P., vérifie T se

démontre comme dans le théorème 2 .

3. Cas régulier.
DE FINITION 2. Soit ( C’,  ) une catégorie régulière et soient

tels que

On dira que f 1 et k 1 sont obtenus par le procédé ( r ) si

où 

On sait d’après la démonstration du théorème 1 de ( 2 )~ que

L E M M E 2. Soit (C ’ ,  ~ une catégorie ordonnée régulière; si f, f 1, f 2 E C *

sont tels que

alors

On sait d’après la démonstration de la proposition 10 de (2) que

f 1 e’ ( fe ) ; or les relations a(f2 ) e et f 2  f entraînent f 2  fe , puis
la relation ,Q ( f 2 )  e’ entraîne f 2  e’ ( f e ) ~ f i .

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que ( H . ,  )
et ( K’ ,  ) sont des catégories régulières et que p est ordonné.

a. EXTENSIONS.

Soient ~ r; Ydl R9 les conditions suivantes sur F :
5:,)Si f E F et e E p ( H~ ) sont tels que e  a. ( f ), alors il existe

f i E F tel que a. ( f 1 ) = e et f 1 est le plus grand élément de la classe

des f’ E F tels que f’  f et a ( f’ )  e ; on notera cet élément fe .
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Supposons que 9:, soit réalisée.

J(d (resp. J(g))Soit ( Q , h ) E ~8 , ( f 8 , e ) (resp. (f’la,e’l)) telsd 9 i 1 1 1

que

existe k 1 E K tel que

PROPOSITION 9. Si F vérifie ~ , ~ et ~ ,alors (~8,  ) est une
r g d

catégorie régulière.
Montrons que l’axiome R a est vérifiée dans ( ~8 ,  ) :
Soit (Q, h) E fB et f/B. ~) E f tel que f/~~Xf/B~f~~. °
Soit ~.=~e. 1 et ï’i = /’~ ( /3 ~ . ~ ; fi existe et appartient à F

en raison de 9:, .
Compte tenu de Kr, il existe k 1 ê K 

* tel que

et on a et

Soit tel que :

et

alors on a :

et a, ( h 2 )  e i . Cette relation et la relation h 2  h entraînent

et par suite a, ( f 2 ) = p ( ~ ( h 2 ))  p ( ,C3 ( h 1 )) = a(f, 1). Cette relation et
~r r

la relation f 2  f’ entrainent

Les relations ~ ( k 2 )  ,C~ ( k ~ ) , a. ( k 2 )  a( k 1 ) qui résultent de

( 1 ) et de ( 3 ) et les relations k 2  k , k 1  k entraînent

en vertu du lemme 2 .
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Les relations ( 1 ), ( 2 ), ( 3 ), ( 4 ) montrent que

et, par suite, en vertu du lemme 2. I on a :

On montrerait par une démonstration analogue, en utilisant K que
l’axiome Rg est vérifié dans (~~ ,  ). 

g

Montrons que l’axiome Rp est vérifié dans (~8. ) :
(Nous abandonnons dans cette démonstration les notations habi-

tuelles).

Soient (~~ (R, 1),(S, m) E£H tels que

avec Q = (k’,f’,f, p ( k )), R = ( 1 ’ , g " g~ p(1 )). S = ( m’, h’, h, P(m»; , 
,

alors on a : h = j, ~’ = g, g’ = h’, m = 1 . k et m’ = l’ . k’ 1 (si dans la

suite Q , R, S sont aff ectés d’ un indice, les lettres qui les composent

sont affectées du même indice).

Soit (S il m1)e£H tel que (sl,m 1)  ( S , m ); les relations

h 1  f , a( m 1)  a( m ) entrainent l’ existence de

et on a :

d’ où :

ces relations entraînent l’existence de

et on a :

d’où
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Comme m a(m ~~ ~ m 1, on a et par suite

~ 
v

Cette relation et la relation h’1  g’ entraînent h’1  ~’1’ et par suite l’exis-
tence de

et on a :

d’ où :

et

Ces relations entraînent l’existence de

et on a

Il résulte des 4 premières relations de ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 j , ( 4 ) que k 1 ~
1 1 ont été obtenus par le procédé ( r ) à partir de m 1 et de m = k . 1 ,

donc 

et

Il en résulte ~b ( a. ( k i )) = a(hi); i comme f 1 = h ~ , on a

et par suite jz = h 1 d’où a.(k i) = cx(m Î).
Il résulte des 4 dernières relations de ( 1 ) , ( 2 ~ , ( 3 ), ( 4 ~ que

et d’où

Cette relation et les relations

entraînent m ~ = l’~. k ~ puisque ( K ’ ,  ) est s - ordonné en vertu de la

proposition 10 de ( 2 ) . 1

Il résulte alors de toutes les relations soulignées que
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et il est clair que, par construction de ( R ~, 1 1 1 ) et de ( Q 1, h 1 ) , on a
et

Donc Rp est vérifié.

R,i, R , R p étant vérifiés, (fB  ) est régulière.
D E F IN IT IO N 3. On dira qu’une sous- classe F de K est p - ordonnée-

admissible-régulière (abrév. p. o. a. r. ) si elle est p. o. a, d. et p. o. a. g. et si

les conditions ~r , ~.d et t ~g sont vérifiées.
THEOREME 4.

- Si ( H ’ ,  ) et (K.,  ) sont des catégories régulières
- Si ( H,~, ,  ) est semi-régulier ,

Si p est ordonné fidèle et si p y vérifie P
-Si F est p.o.a.r.

alors
-

- ( N. ’ , « ) est une catégorie régulière

- p est ordonné fidèle et py véri fie ~
- o- est une équivalence de catégories ordonnées.

Il résulte de la proposition 9 que C ~8  ) est une catégorie or-

donnée régulière et de la proposition 7 que p est compatible à droite et
-

à gauche sur ( ~ ,  ) ; le théorème 2. I entraîne alors que ( H ’ , De ) est

une catégorie régulière.
Les deux autres affirmations résultent du théorème 2 .

b. ELARGISSEMENTS.

THEOREME 5.

- Si (H.,  ) et ( K *,  ) sont des catégories régulières
- Si ( H,~ ,  ) est un groupoide régulier et ( K,~ ,  ) un groupoide

ordonné

- Si p est ordonné et si ,p y vérifie
- Si F véri f ie ~ r

alors
-

- ( H ’ , De ) est une catégorie régulière
N

- ( H~, , oc ) est un groupoide régulier
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- p est ordonné et fly véri fie ~ .
- o’ est une équivalence de catégories ordonnées.

Puisque F ~ K§ les conditions K et Y sont vérifiées pour tout
F vérifiant 1" donc ( ~8 ,  ) est régulière.

D’autre part, les conditions du théorème 3 étant réalisées, p est

compatible à droite et à gauche sur ( ~8 ,  ) et par suite ( H ’ , « ) est

une catégorie régulière.
Le même théorème entraîne alors les deux dernières affirmations.

N

Montrons que ( HQ , « ) est régulier :
Soit (Q,h) Eyi et a E2- tels que B e )«fHe).Soit ( Q, h ) E ~8 et ( 8 , e ) E eL 0 tels que (11, e )  ( 8 , e ).y 1 1 0 1 1

Soit ( Q 1, h ~ ) construit comme dans la proposition 9 , mais avec h i .- he
dans ( H~, ,&#x3E; ;le même raisonnement montre alors que

dans

puisque ~~ est saturé pour p et tel que ~(2H ) y = ~~ ~(~y ~ oc )est
régulier.
4. Retour au cas des élargissements ordonnés.
L E M M E 3. Supposons les conditions du théorème 2 réalisées et soient

,.,

s, s’ E H~ tels que s’ « s; alors il existe x, x’ E F tels que

En effet, il existe ( f ~ , e ) E s et ( f’ B , e’ ) E s’ tels que

il en résulte

où et d’où

comme on a x, x’ E F, le lemme est démontré.

LEMME 4. Soit ( C ’ ,  ) un groupoide ordonné semi-régulier, (C’.,  ) un

grou,poi’de ordonné, p = (( C’ ’ ,  ), p , (C.,  )) un foncteur ordonné véri-

fiant la condition ~ . - Si h , h’ ê C’ ° sont tels que a (h)  ac, ( h ) et ’

p(h’)  p(h), alors on a h’  h.
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En effet, (C.,  ) étant semi- régulier, il existe h 1 E H 
* tel que

a ( hl) = a. ( h’ ) et h 1  h ; les relations p ( h’ )  p ( h ) et p ( h 1 )  p (h)
entraînent p ( h’ , h i 1 )  p (,8 ( h )) . Comme on a 

- -

la condition ~ entraîne h’ . h - 1  ~3 ( h ), d’ où

Soit ‘1.1 = TI ( .0’, D J la catégorie des foncteurs ordonnés entre

catégories ordonnées.

(Si p = ((K·, ), p (H·, )) Ech,on notera p*= (K·, p , H·)E~).
Soit ’U’ la sous-clasqe de Il formée par les p .--- ((K · ,  ) , p ,(H ·, ))

tels que :

1 ) ( H.y  ), ( K,~, ,  ) sont des groupoides ordonnés réguliers.
2 ) py vérifie
3) p* E ~’ .
Soit ~S la sous-classe de Il’ formée par les p E ~’ tels que

Soient et
- - -

M ( ~ *) = (KB p , H ’ ) l’ élargissement maximal de (F, p*).
_ u

Les conditions du théorème 3 étant réalisées, ( H ’ ,  ) est une

catégorie ordonnée (  étant l’ordre image par X de « ) ,

~ N

et Py vérifie ~ . Montrons que ( H,~, , ,De ) est régulier :
En effet ( H,~, ,  ) est régulier, et F vérifie 5 , puisque ( K,~, ,  )

est régulier (on a le = le dans Kÿ ). Les conditions de la proposition 9
sont réalisées et ( ~8 ,  ) est un groupoi’de ordonné régulier.

Il en résulte,pour les mêmes raisons que dans le théorème 5, que
N ~l~I V

( H ° ee ) et par suite ( H,~, , ’) sont réguliers; donc p E ù’ ; et comme
~ / ~ /

p * E on a p E ’U st .
THEOREME 6. [O(’U;’U, ’11’) est une catégorie à O(’U,.’lJ, ~S)- projec-
tions. 

s
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Soit

et

On sait que &#x3E;p*&#x3E; E 0 ~ donc 7,,(p) E 011. Soit U = f~, ~’ .~~ E C 11

où~=~K~~~~C’,~6tj~;alorsona:
et

B/

Il existe, en vertu du théorème 1, Pl - fC’,~ ~ ~/’~ unique tel que :
et

Montrons que 0 1 définit un foncteur ordonné :

’" 
- 

v

Soit F = X ( F ) et soit x E F , ,C3 ( x ) = s , a(~==e~~; alors on sait

que (voir théorème 17,5,deF)~~~=/, / étant l’unique élément de

C~ tel que :

et

v

Soient xi E F , i = 1 , 2 , tels que x 2  x 1; alors on a :
’"’ ’"’

et

d’ oû ~ ( e 2 )  t~ ( e 1 ) et ~ 1 ( x 2 )  ~ 1 ( x 1 ) , en vertu du lemme 4. Soient
A v.- - _ " A-

hi E H ’ , i - 1 , 2 , tels que h 2  h 1; alors on a :

il existe ,en vertu du lemme 3 , xi, y i E F , 1 i = 1 , 2 tels que

et

soit alors on a et

La relation :

et les relations :
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entraînent alors et, par suite,

donc

,5. Cas des groupâmes. 
’

Supposons que ~/V’,) et ("K’,) soient des groupoîdes ordon-

nAs réguliers, que p soit ordonné et vérifie 9 , que F vérifie 3.
P R O P OS ITION 10. Soit ’ l’ordre induit par l’ordre  de Ye sur ~~; §
alors ( ~(.8 , ’ ) est un groupoide ordonné régulier, p’ est compatible sur

(’~~ , * ) et la relation d’ordre ’oc , quotient de la relation * par p’ , est

identique à la relation d’ordre « .

Si alors on a :

si, et seulement si,

et

et ( ~8 , ’ ) est un groupoide ordonne.

Montrons qu’il est assez régulier à droite :

Soit et tels que

alors on a Soit

""

et qui existe en

vertu de ? ; comme À.. 1 E F, on a f ~ . / . el ) 6 3l , avec k,=k,./ î1.
Il est facile de vérifier que

Donc (nB, ° &#x3E; est assez régulier à droite,et par suite il est ré-
’ 

gulier (voir cor. de la prop. 7 de ( 2 ) ) .

Les conditions Q° 2 et Q 3 sont vérifiées pour p’ dans (j{ 8 , ° )
puisqu’elles le sont pour p dans (~E3,  ) (voir démonstration du théo-
rème 3 ). D’autre part, il est facile de montrer que Q 1 et Qf le sont aussi;
donc p’ est compatible dans (jtB, - ), et par suite « est un ordre sur
,.,

H’
,.,

So i en t xç E H ° , i = 1 , 2, tel que x ~ « x 2 ; alors il existe

tels que
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Mais les équivalents naturels ( k i, ~i , a, ( h i )) de (Qi’ hi) sont

tels que ( k 1, ~ i, a, ( h ~ )) ’ ( k 2 , ~2 , a, ( h 2 )), et par suite on a x i .oc X 2 . °
Comme évidemment la relation x 1 « x 2 entraîne x 1 « x 2 , les

deux ordres « et « sont identiques.

REMARQUE.
,..,

1) Cette proposition entraîne que la construction de ( H ’ , « ) et la

démonstration du théorème 5 peuvent se faire, dans le cas des groupoides,
en utilisant ( ~8 , , .0 au lieu de  .9E ,  ) .

2) ( ~(8 , ’ ) est un groupoide régulier mais n’est pas en général
un sous-groupoide régulier de ( ~‘’8 ,  ) .

On a cependant la propriété suivante :

Soient et tels que

soit dans alors les équivalents
naturels et de et respec-

tivement sont tels que

dans

PROPOSITION 11.

Si ( H ’ ,  ) et (K.,  ) sont f onctoriell ement ordonnées

Si p est ordonné

Si F véri f ie ~r
alors 1

,.,

- ( H ’ , oc ) est un groupoide f onctoriellement ordonné

- p est ordonné
- o- une équivalence ordonnée
_ 

,., ~

- H ’ » un sous-groupoide régulier de ( H ’ , oc ).

Montrons que ( ~(.8 ,  ) est fonctoriellement ordonné :
Soit ( k , f , e ) E ~8 et ( f 8 , e ) E )1~ tels que :1 I 0

alors on a k  ,C ( f 1 ) et par suite k ~K’,donc le



40

corollaire du théorème 2. 1 entraîne le résultat.

La condition P étant, dans ce cas, toujours vérifiée le théorème

. 5 entraîne les trois premières affirmations de la proposition ; quant à la

quatrième, elle se vérifie facilement.

6. Cas sous-préinductif.
Dans toute la suite de ce paragraphe nous supposons que ( H ’ ,  )

et ( K ’ ,  ) sont des catégories sous-préinductives, et que p est un fonc-

teur sous-préinductif ( p 6 ~ ) .

a ) EXTENSIONS.

Soit Jpç la condition suivante sur F : .’

5:p~ç) Si f , f’, f" E F sont tels que f’  f et f"  f et si

alors on a fl nI" E F . _

PROPOSITION 12. Si F véri f ie ~ P S, alors ( ~8  ) est une catégorie

sous- préinductive.
Soient ( Q ., h . ) E ~ 8 , i = 0 , 1 , 2 , tels que ( Q , h )  ( Q , ho)= t 1 1 0 0

et ( O 2 , h 2 )  ( Qo, ho ); alors h ir‘~ h 2 existe dans H ’ * et ~1 ~ f 2 ’
, 1 ~1 f 2 , k 1 ~~ k 2 existent dans K.. 

-

En tenant compte du théorème 4 de ( 7 ) et de p E ~ p S on a :

~n a de même :

et

Les relations

entraînent alors :
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Comme et comme K * est s - ordonnée, on a

nous noterons ce quatuor Q 1 n Q 2 .
%lais donc, d’après 5ps, on a

et par suite on a :

Il est clair que que

et qu’il en est de même pour les unités à droite.

Le théorème 4 de ( 7 ) entraîne alors que ( 1 OR,  ) est une cata-

gorie sous-préinductive.

D E F IN ITI ON 4. On dira qu’une sous- classe F p. o. a. de K * est sous-

préinductive (abrév. p.o.a.s.p.) si’la propriété j= ps ainsi que la propriété
~PS suivante sont vérifiées dans F :

) Soient ( f 8 , e . ) ~~S~- = 0 , 1 , 2 , tels quePS 1 t 0

et 1

alors il existe g’ E H y tel que

et

DEFINITION 5. Soit (~C’,~ une classe sous-préinductive; une sous.

classe C’ de C est appelée partie sous-préinductive de C si les condi-

tions f, /B f" 6 CB f’  f, /"  f entraînent /~ f" E C’.

THEOREME 7.

Si ~~’,~ et ~~’~~ sont des catégories sous-préinductives
-Si (H.ÿ . ~ est semi-régulier
-Si p est fidèle et sous-préinductif et si py vérifie
-~ï F est P. o. a. s.p.

alors
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- ("/V ’, oc ) est une catégorie ~oM~-~re~~c~’~e
- ~ est fidèle et ~OM~-~rC!’72~C~’/ et ~er!/~ ?
H * une partie sous-préinductive de ~/Y ’, oc ~

- a- est une équivalence de catégories ~OM~-~~’72~MCf~e~.
Les conditions du théorème 2 étant réalisées, les conclusions de

ce théorème subsistent.

De plus la condition Jlp g_et la proposition 7 permettent d’appli-
quer le théorème 3.1 , par suite (H., cc ) est une catégorie sous-préinduc-

tive ; il est clair que F est sous-préinductif.
Il reste à montrer que H 

° 

est une partie sous-préinductive de

(~’~):
Soient x. z EH*, i=0,1,2, tels que x.oex etx~oc~ ; alors il

existe ~ . 6 H 
° tels que 2: f ~ J = xi. o- étant un isomorphisme de classes

ordonnées, on a ~  ~ et ~ ~  ~ et par suite :

et

Il en résulte que

existe dans ( ~8 ,  ) et est égal à

D’autre part on a :

donc x in ~c 2 - o ( h ~ ~ i h 2 ) et H ° est une partie sous-préinductive de
-

( H * , oc ). En outre c‘r est sous-préinductif.

b) ELARGISSEMENTS.

L E M M E 4. Soit (C.,  ) une catégorie sous-préinductive telle que ( C ~ ,  )
soit un groupoide ordonné. Si f i E cÿ’ i = 0 , 1 , 2 , sont tels que Il  f o,
~2  fo, alorsona: ..

En effet, ( C °  ) étant ordonné, on a /~ /~ et /~ /~ et,

par suite, g’ = f ln /" existe ; en vertu du théorème 4 de ( 7 ) on a :
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On a de même rx ( g’ ) ~ ~3 ( g ) ; il en résulte que ~,~~6C’~C* ° et que

a. ( g . g’ ) = ~ ( g , g’ ) ~ ~3( g ); J’ ces relations et les relations g . g’  ~ (f o)’
~ ( g )  ~ ! f o ) entrainent alors g . g’ - ~ ( g ), puisque ( C ’ ,  ) est s -

ordonnée.

On montrerait de la même manière que g’ . g = a, ( g ) .
I1 en résulte que g 6 C. et que g’ = g -1 .

THE OREME 8.

- Si ( H ’ ,  ) et ( K ’ ,  ) sont des catégories sous- préinductives
- Si (H,~, ,  ) est un groupoide régulier et ( K,~, ,  ) un groupoide

ordonné

- Si p est sous-préinducti f et si py véri fie 9

-,Si F vérifie 5:PS
alors

- ( H ’ , « ) est une catégorie sous-préinductive
- est sous-préinducti f et py vérifie f
- H ’ » une partie sous- préinductive de ( H ’ , cc )

- cr est une équivalence de catégories sous- préinductives.
Montrons que la condition ]ÏpS est vérifiée pour F :
Reprenons les hypothèses de cette condition avec les mêmes nota-

tions ; alors il existe ,g E H.ÿ tel que

et

La situation du début de la démonstration du théorème 3 est réa-

lisée et par suite on a g  eo ~

Les relations g  e 0 et e 1  e 0 entraînent l’existence de g’ = g () e 1 et

on a :

et, en vertu du lemme 4 , g’ E H,~, .
Il en résulte que l’on a :

et

donc f = f I ~~ f 2 et la condition .1~pS est satisfaite.
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Le théorème résulte alors du théorème 3 et de la démonstration du

théorème 7 .

7. Cas sous-inductif.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que (~ ’, )
et (’/(’,) sont des catégories sous-inductives et que p est un foncteur

sous-inductif (p e ~).

a) EXTENSIONS.

Soit 5:, la condition suivante sur F :

5s) Soit 1 E F et f/’)’~; une famille d’éléments de F majorée
par f; alors la condition a(n/.) E p f~’ ) entraine n fi E F.u 

- 
0 u

PROPOSITION 13. Si F ~n’/~ ?~ e~ 9’?~ ~/o~ C~~, ) est une caté-
gorie sous- inductive.

Soit (~~6~S ~ ( Qi, ~~)~; une famille d’éléments de ~S
h f,majorée par fQ~~’ alors U hi = ho existe dans H ° et j fi = f ,

f’ k 
Z ° ~

U Ii = 0 ~ U k¡ = ko existent dans K.

En tenant compte du théorème 5 de ( 7 ) et de p E 9 on a :

On montre de même que :

et

Les relations f 0  j, f ô  ~‘’ , h o  h , k o  k entraînent alors :

est 1

N4ais, comme f . p ( h ) = k , f et comme K ’ * 

est s - ordonnée, on a :

D’après 5s, on a fol f’ E F, donc ( ~ , h ) E ~8 , et il est clairS o 0 0 0

que

et qu’il en est de même pour les unités à droite.
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Fnfin p , étant sous-inductif, applique le plus petit élément e 0 de

( H, ) sur le plus petit élément de ( K,  ), et par suite ( p ( e ) 8 , e )
est le plus petit élément de ( ~ ,  ) ; donc ( ~ ,  ) est une classe sous-

inductive. 
1

Dt autre part, d’ après la proposition 12 , (5~B ,  ) est une catégorie
sous-préinductive.

Les conditions du théorème 5 de ( 5 ) étant rPalisPes ~( ~8 ,  ) est,

en vertu de ce théorème, une catégorie sous-inductive.

D E F IN IT I O N 6. On dira qu’une sous-classe p. o. a. de K est sous-induc -

tive (abrév. p.o.a.s.i.) si elle est p.o.a.s. p. et si la propriété ‘~S et la

propriété Ys suivante sont vérifiées dans F.
K~Soient r/~.~6~ et ( f t 8 , e . ) . t tEÎ , ( f’8 , t e’. ) . Z ZEI deux famil-

les d’éléments de ~8 , ayant même classe d’indices 1, telles queo

et

alors il existe g E H.ÿ tel que :
...

et

THEOREME 9.

- Si ( H ’ ,  ) et ( K ’ ,  ) sont des catégories sous-inductives

- Si ( H,~, ,  ) est semi-régulier
- Si p est fidèle et sous-inducti f et si py véri f i e ~
- Si F est p.o.a.s.i.

alors

- ( H , « ) est une catégorie sous-inductive

-~ est fidèle et sous-inducti f et p y véri f ie a
H * une partie sous-inductive faible de ( H ’ , cc) ,1 (voir ( 4 ))

-cr est une équivalence de catégories sous-inductives.

Les conditions du théorème ’7 étant réalisées, les conclusions de

ce thborème subsistent; de plus la condition Rs et la proposition 1 ~ per-

mettent d’appliquer le thaorème 4. I ; donc ( H ’ , « ) est une catégorie sous-

inductive, et il est clair que p est sous-inductif.
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Il reste 3 montrer que H ’ ° est une partie sous-inductive faible de

~H’,x ) .

~oient xo 6/V’ 
° 

et ( xi )t E 1 une famille d’ éléments de H 
° majo-

rée par x 0; alors on a x 0 = cr (h 0) et xi = cr ( hi) , avec h o,h i E H (y i 6~.
cr étant un isomorphisme de clas ses ordonnées, on a h i  h o ( v 1 E 1),
d , oi, I..  L ( V 1 E 1 ) , avec L . = ( p ( b m , b . ) , L = ( p 

~ 

m ,b ) ; pard’ 0B1 L~.LfVz6/~ avec L~=f~,)~~.~ L=~~~~~)/par
suite tj Ly % existe dans 9 et on a : 

- 
i i 

_ 
o 0

n’ autre part on a

ci t où 1
_ 

- 

,..¡

donc H ° est une partie sous-inductive faihle de H ’ ° et o- est sous-induc-

tif.

b ) ELARGISSEMENTS.

L E Ni B1 E 5 . Soit ( C ’ ,  ) une catégorie sous-inductive telle que ( C,~, ,  )
soit un groupoide ordonné. Si f E C,y et si ( f t)i E I est une famille d’élé-y i i

ments de C,y telle que f i  f ( ~ i E 1 ) , alors on a
Y 1 

17n effet, (C*  ) étant ordonna, on a f ~1  f -1 ( ~ i E I ) et par
f Y i

suite g’ = U fi existe; en vertu du th8orZme fi de ( 7 ) on a

et de même /3( g) = a.( g),- la d8monstration se termine alors comme

celle du lemme 4.

T f-l EOR E B1 F. 10.

- Si (H.,  ) et ( K ° ,  ) sont des catégories sous-inductives

- Si ( u~, ,  ) est un groupoide régulier et si ( K~, ,  ) est un

groiipoi;îe ordonné

Si p est sous-inductif et si py vérifie
- Si F vérifie:f p Set Ct-s

~~ ~ors
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~

- ( H . , ex ) est une catégorie sous-inductive
N N

- est sous-inducti f et p y vérifie 
-

- H ’ * est une partie sous-inductive faible de ( H ’ , ex )

- o- est une équivalence de catégories sous- inductives.

Montrons que la condition J-( s est vérifiée pour F :

«Reprenons les hypothèses de cette condition avec les mêmes nota-

tions ; alors il existe, pour tout i E 1 , RiE N,~, tel que

a.(gi) = e’., f3 ( g .) = ei et fi - fi.p (gi).1 z 1 Z t - 1

Compte tenu de la remarque qui suit l’énoncé du théorème 3 , on a gi  e

e

( y i E 1 ) ; il en résulte que g = U gi i existe et on a
e e e

a(g) = U a ( g .) = U e’., f3 ( g) = U e., g  e.

En vertu du lemme 5 on a g E H y f
Il en résulte facilement que l’on a 6 ’ = 6 t .. p (g), et par

suite la condition J{ s est satisfaite.
Ce théorème résulte alors du théorème R et de la démonstration

du théorème 9 .

8. Cas inductif.

Nous n’ étudierons que le cas de groupoides.

THEOREME 11.

- Si ( H ’ ,  ) et (K.,  ) sont des groupoides inductifs
- Si ( H ’ ,  ) est local et complet (voir ( 4 ) )

- Si p est inductif
-.Si F vérifie les conditions ~r et ~S

alors
~

- ( H . , ex ) est un groupoide inductif
- p est inducti f 

_

- H ’ * est une partie sous-inductive faible de ( H ’ , ex )

o- est une équivalence de groupoides inductifs.
Montrons déjà que (jrB ,  ) est une classe inductive :
Soient ( k , f , e ) E Il et (k., f., ei )i E j une famille d’ éléments de
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h majorée par ( k , f , e ) ; alors U e i = eo existe dans H ’ 
° 

et U f = fo’
U ki = ko existent dans K’ . Il résulte des propriétés des groupoides
inductifs que

D’autre part, p étant inductif, on a

En vertu de ~ S , on a f o E F ; par suite ~ f 0 , e . ) 6?I et il est

clair que ( k o, f o, eo ) = U ( k t , ri , e i ) .
D’autre part p , étant inductif, applique le plus petit élément eo

de ( H,  ) sur le plus petit élément de ( K ,  ) , et par suite ( p (e ) 8 e )o 0

est le plus petit élément de ( ~. ,  ) .
Il résulte de ce qui précède que ( ~’( ,  ) est une classe inductive

et,comme ( ~(. 8 ,  ) est (F . 0 ) (voir prop. 11 ) , c’est un groupoide induc-

tif.

Montrons maintenant que la condition 1 (voir prop. 7.1 ) est vérifiée

pour p’ dans

Soient

deux familles d’éléments de ~.8 ayant même classe d’indices et telles
0

que : -.

Alors pour tout i E 1 il existe gi E Hj tel que :

d’où et existent dans K ’ * et on a

Donc ( U f i"~I). ( U f i ) = A existe et on a A &#x3E; fi’"1 , fi ( ~/ i E I ).
i 1 ,

Par suite la famille f i’~1, f i admet un agrégat et on a

d’où
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Les élêments p ( g; ) forment donc une famille compatible (voir ( 4 ~)
et il en est de même des éléments gi ; comme ( H ‘,  ) est local et com-

plet, U gi i existe dans H ’ . p étant inductif, on a :

d’où , et comme

et

alors on a

Il est clair que tout élément de n 8 équivalent à une unité est lui-
même une unité; par suite la condition 1 s du théorème 5. I se ramène à la

condition 1 pour les unités. On peut donc appliquer ce théorème qui en-
-

traîne que ( H ’ , « ) est un groupoide inductif.

D’autre part, la condition PS (voir prop. 5 de I ) est aussi véri-

fiée, donc p est inductif. Les autres affirmations du théorème résultent

des propositions 10 et 11 et du théorème 10.



CHAPITRE III

GROUPOIDES FONCTORIELLEMENT ORDONNES ( F . 0 ) OBTENUS

LOCALISATION D’UN GROUPE

Dans le 1er paragraphe, on applique au cas des groupes la notion générale d’atlas

dans une catégorie définie dans [ 2 ] .
Une sous-classe d’un groupe G’ 

° 

est un atlas, si et seulement si, elle est une classe

à droite module un sous-groupe deG’~le groupoïde C~(G’) &#x3E; des atlas deG’muni de l’ordre

 opposé à l’inclusion est un groupoide inductif. On montre ensuite qu’à tout groupoide

(F. 0) (’y’, ) &#x3E; obtenu par localisation du groupeG’, on peut associer un foncteur ordonné

d’hypermorphismes saturé ~_(( ~°( G’ ), ), ~ , (’y’,  )) appelé foncteur majorant associé

à ( ~’ ,  ) (théorème 1).

Dans le 2ème paragraphe la réciproque est envisagée; elle donne lieu à un théorème

fondamental (théorème 2 ) qui peut se résumer de la manière suivante :

Si ( H’ ,  ) &#x3E; est un groupaide ( F.0 ) , ( K’,  ) &#x3E; un groupoide ( F .0 ) &#x3E; obtenu par loca-

lisation du groupe G* et p = (( I~’ ,  ) , p , ( H’ ,  )) un foncteur ordonné bien fidèle, on peut
- 

A

plonger (H’, ) &#x3E; dans un groupoide (F.Ô) (H’,-) obtenu par localisation de G’ .

Le cas particulier où ( K’ ,  ) &#x3E; est le groupoide des atlas de G’ est étudié au para-

graphe 3 ; dans ce cas, le groupoide (~’,2013) construit dans le théorème précédent est une

projection de p dans une catégorie de quatuors de foncteurs ordonnés (catégorie K).

1. Généralités.

A ) ATLAS DANS UN GROUPE.

Soit G ’ un groupe.

LEMME 1. Pour qu’une sous-classe X de G soit un atlas dans G. (voir

dé f. 1 et 2 de[ 21 ), il faut et il suffit que X soit une class’e à droite modulo

un sous-grou pe U de G’(’X=~.~7, ~ E G ) .



51

X est alors compatible à droite avec U et à gauche avec le sous-

grou~e U’ - s . U , s ~’1.
Ce lemme résulte immédiatement des définitions.

Soit (1 ( G ’ ) la classe des atlas de G ’ .
w

NOTATION. Si X désigne un atlas de C., alors X désignera l’ élément

correspondant de ÉÎ ( Ge) .

L E M M E 2. (t ( G ’ ) est un groupoide pour la loi de composition suivante :

Soient X , Y E Q ( G·) avec X = Se U , Y = te V (U et V sous-groupes de G 
·

et s, t E G ); alors on a :
., w w

Y o X = Z et Z t . s . U si, et seulement si, V = s . U . s-1.

Ce lemme est l’ application au cas des groupes du théorème 2 de

[ 2 ] .

REMARQUE. Si a.° et /3° sont les applications source et but dans (t° ( Ge),
on a:

si

L E M M E 3. Soi t  la relation suivante sur Q° ( G ’ ) ; .’
si X , Y cd~rc’~ X  Y si et seulement si X ~ Y ;

alors la relation  est une relation d’ordre et ( Q° ( G · ),  ) est un grou-

poide inducti f.
Posons Q° ( G ’ ) = (Ï~ . Il est clair que la relation  est une relation

d’ordre.

Remarquons que si X, Y E (to sont tels que X  Y et si X=~.~7,

Y = t . V ( U et V sous-groupes de G ’ ), alors on a X ~ Y, d’ où t E X , et

par suite X = t . U . Cette remarque permet de vérifier facilement l’axiome

l’ de ~ 4 ] ; par suite

( 1 ) «(ta,  ) est un groupoide fonctoriellement ordonné.
Soient Y ’E (1 et ( X i ) i E j une famille d’ élément de Q m a j oré e

par Y . Il résulte de la remarque précédente que si Y = t . V on peut écrire

xi t . Ui ( V , U~ sous-groupes de G’).

Soit U = (~ Ui ; alors U est sous-groupe de G’et soit X = t . U; il
i EI
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est facile de montrer de X = n X et que par suite X est l’agrégat dans
w i EI i 1 

w v w

(8~0 de la famille ( Xi )i E 1, c’ est0Oà-dire X = . U Xi . Enfin G est le
t t~ iEI t

plus petit élément de ( Q ,  ) donc 
~ ~

( 2 ) «î, est une classe inductive;
il résulte de ( 1 ) et de ( 2 ) que ( Q° ,  ) est un groupoide inductif (voir [ 4 ~ ).

B ) FONCTEUR MAJORANT ASSOCIE A UN GROUPOIDE OBTENU PAR

LOCALISATION D’UN GROUPE.

D E F IN IT IO N 1. Un groupoide fonctoriellement ordonné (’y ’ ,  ) sera dit

obtenu par localisation du groupe G 
° (en abrégé O. L. G. ) si G * est un

sous-groupoide de y * et si la condition (~ ) suivante est réalisée
) Quel que soit f E y, il existe s E G tel que s &#x3E; f.

REMARQUE.

1 ) ’Tous les éléments de G * sont maximaux dans ( y ,  ) et E ,

élément unité de G, est le plus grand élément de (-~, 0 * ,  ,

2 ) G ’ ° est une composante de C ’ ° (voir [ 1 ] déf. 13 p. 7 ) .

PROPOSITION 1. Quel que soit le groupe G*, le groupoide inductif

est obtenu par localisation d’un groupe Go isomorphe à G..

En effet, il est clair que la classe des s E Q° ( G ) correspondant
aux atlas { s ~ 1 de G ’ , munie de la loi de composition induite par o est un

groupe G° isomorphe à G. ; la condition Y est vérifiée puisque,si X E (tO(G.)
w w

et si s EX, on a s ~ X .

REMARQUE.1)Sis E G et’si U est un sous- groupe de G ; alors le pseudo-
~~ .~,~.

produit s U est égal à s . U .

PROPOSITION 2. Soient G’ * et G’ * deux groupes et p = (G’., p , 1 G.) un

homomorphisme; alors p induit un foncteur ordonné

dont la restriction à Go est p .

Soit X E (10 ( G . ) ; alors X = s . U , U sous-groupe de G ° et s EG*;

posons
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Il est facile de vérifier que l’application p * est sous-jacente à un

foncteur ordonné p * .

TH E O R E ME 1. Soit ( y ’ ,  ) un groupoide fonctoriellement. ordonné obtenu

par localisation du groupe G ’ .

Soit, pour tout f E y *, cQ° ( f ) la classe des s E G * tels que s &#x3E; f ;
alors ~° ( f ) est un atlas de G., et l’application y de y dans et ( G . )

définie par cp( f ) = ~p°( f ) est sous-jacente à un foncteur ordonné d’hyper-

morphismes saturé (voir E , déf. 5 p. 55 et déf. 20 p. 72 )

qui est, en outre, compatible avec l’agrégation.
En raison de (2-), y° ( f ) n’est jamais vide.
Soit e E yo ; alors si s , s’ E G ’ * sont tels que s &#x3E; e et s’ &#x3E; e , on

a s . s’ &#x3E; e et s ~’1 &#x3E; e , et par suite ~p° ( e ) est un sous-groupe de G..

. Soit f E y’ ; posons ac( f ) = e, ~3( f ) = e’. Les relations s &#x3E; f et

s’ &#x3E; f entraînent s ‘1 . s’ &#x3E; e et les relations s &#x3E; f et t &#x3E; e entraînent

s . t &#x3E; f ; il en résulte que : 

’

si s

on montrerait de même que y 0( ( f) = çpo ( e’ ) . s ; donc ~p° ( f ) est un atlas de

G ’ * et, en outre, on a la relation

Soit 1 et alors on a :

et

D’après ( I ) on a :

et

avec

Mais d’où

D’autre part on a vu que si don c cp

est sous-jacente à un foncteur
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Soit f E ’Y. ° tel que y ( f ) E (ltO( G. ))° ; alors ~° ( f ) est un sous-

groupe de G 
° 

et, par suite, on a f  8 ; donc f est une unité et par con-

séquent cp est bien fidèle.
’" ’" ’" ’"

Soient e E ’X . , U = cp (e) et X E(~°(G’) tel que a.°(X) = U; alors0 
-

X = s.U où s EG’.
’"

Soit f = se (pseudo-produit) ; alors f E ’Y ., a ( f ) = e et cp ( f ) = X ,

donc cp est un foncteur d’hypermorphismes saturé.

~ 

Soient f , f’ E y ° tels que f’  f ; alors si s E G est tel que s &#x3E; f ,
on a s &#x3E; f’ et par suite :pO ( f’) D y ° ( 1 J,donc _

et cp est ordonné.

Soit ( f i )i E 1 une famille d’éléments de y ’ 
° admettant un agrégat

f = i U EI f i . Par définition de f , on a s &#x3E; f si et seulement si s &#x3E; f i , ~’ i E 1.
te % %

Il en résulte que :

et, par suite,

Donc y est compatible avec l’agrégation.

COROLLAIRE. Si (’y ’ ,  ) est un grou poide inductif, cp est quasi-inductif

(voir [ 2 ] ) .

REMARQUES.

1 ) cp n’est pas, en général, compatible avec l’intersection.

2 ) Soit C° = cp ( y’ ); alors Co est un groupoide d’ opérateurs sur -Y -0
et [ C~, ,c:p -je- 1 est l’espèce de structures correspondante. Il est facile de-° ° 

-

vérifier que ( C° , cpo Yo. 1 est une ~- espèce de structures (voir ~ 2 J ) mais
_° °

n’est pas en général une espèce de structure ordonnée.

DEFINITION 2. Le foncteur cp= ((Q°(G’ ),), CF (’Y’,  )) sera appelé
foncteur majorant associé à ( ’y ’ ,  ) .

2. Immersion d’un groupoide fonctoriellement ordonné dans un groupoi’de o.l.g.

A ) PRELIMINAIRES.

L E M M E 4. Soit C * un groupoide. Soit D une sous-classe de C telle que : .’
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1 ) si f E D , 1 alors cx ( f ), ~ ( f ) E D ~

2 ) si e E D ~ C~ et si f E C est tel que ~x ( f ) = e, alors f E D .0

D définit un sous-groupoide saturé de C ’ .

Démonstration simple.

L E MM E 5. Soit C’ ° un groupoide, D i un sous-groupoide saturé de C.; alors
C - D 1 = D 2 définit un sous-groupoide saturé de C. et C’ * s’identifie au

groupoide somme des deux groupoides D i et D 2 (C 
° 

= D i + D 2 ) .
Démonstration simple.

L E M M E 6. Soit C ’ un groupoide, D un sous-groupoide saturé de C ’ , une

relation d’équivalence sur c. ° telle que
IIW

1 ) C / p = C ° soit un groupoide quotient strict de C ’ .

2 ) D ° soit aussi saturé pour p .
IIW IIW

Alors p ( D ) = D définit un sous-groupoide saturé de C..
- IIW IIW IV

Soit x E D ; il est clair que â, ( x ), ~ ( x ) E D .
IIW IIW

Soit u E D f1 c. et x E c. ° tel que ~5. ( x ) = u ; alors il existe f E C °0

tel que :

Donc, comme D est saturé pour p , on a a, ( f ) E D ’ 
* 

et, comme ’ D est
,..,

saturé dans C., on ale D, d~ où x E D .

Le lemme résulte alors de l’ application du lemme 4 .

LEMME 7. Soit (C,  ) une classe ordonnée, p une relation d’équivalence
sur C telle que la condition suivante soit réalisée :

Soient f , f’ E C tels que f , f’ mod p; alors, si f ou f’ n’est pas

maximal,on a f = f’ .
,.., ,..,

Alors ( C, « ) est une classe ordonnée, si C = C/ p et si « est

la relation quotient de la relation  par p .
,..,

En effet, soient x, y, z E C tels que x « y et y « z; il existe f E x,

g Ey, g’ Ey, h Ez tels que fg et g’h.. ,

1 ) Si g ou g’ n’ est pas maximal alors g = g’ et f  h , d’ où xoc z.

2 ) Si g et g’ sont maximaux alors h = g’ ~ d’ où x « y = z .

Soient x, y E C tels que x « y et y « x ; alors il existe f , f’ E x et
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g , g’ e y tels que f  g et g’  f’ .

1 ) Si g ou g’ n’ est pas maximal. alors g = g’ et g n’ est pas maxi-

mal, d’ où f = f’ , et par suite f = g , d’ o~ x = y .

2 ) Si g et g’ sont maximaux, alors f’ = g’, d’où x = y .

B ) THEOREME FONDAMENTAL.

T H E O R E M E 2. Soient (H.,  ) et (K.,  ) deux groupoides fonctorielle-
ment ordonnés et p = (( K ’ ,  ), p , ( H ’ , )) un foncteur ordonné tels que :

1 ) ( H~,  ) ait un plus grand élément E dont la composante dans

H * est réduite à un sous-groupe A ’ de H ’.

2 ) K ’ ° soit obtenu par localisation d’un groupe G ’ .

3 ) p soit bien fidèle, et p ( E ) = 8 ( E = élément unité de G ’ ).

Alors il existe un groupoide fonctoriellement ordonné ( H ’, -) et un
A A A

foncteur ordonné p = ( (K.,  ), p , ( H . ,-») tels que ;
A - A

1 ) H’ * soit obtenu par localisation d’un groupe G ’ ;

2 ) il existe une équivalence ordonnée r = ( f¡. ,’L ’ H . ) de ( H , )
sur un sous-groupoide régulier FT’ de H ’ ; 

A A

3) p soit bien fidèle et vérifie p --- p o ~’; de plus, la restriction de
’" ’" A

p à à’ ° est un isomorphisme de G. sur G ’ .

Soit F = K , p ( H ~ ) et X ( F , p ) _ ( F , H ’ , p ) l’ exten s ion canoni-

que de ( F , p ~ , avec p = ( K ’ , p , H . ) .
Rappelons (voir II.1 ) que H ’ _ ~(,8 / p , si nB est le grou P oide des

triplets ( k , f, e ~ tels que :

la loi de composition s’écrivant :

si, et seulement si,

et p étant la relation d’équivalence suivante :

si, et seulement si, k = k 1 , et il existe g E H tel que

et
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p est défini par ~[~,/,~~o~/?]=~ et l’équivalence ~’,o;,~’)où
7-C~- par o:~~==( ~f~;~ (a~~ar~;)~o~/3,si ~ EH’ - °

Si C~’,) et ~K’,) sont des groupordes fonctoriellement ordon-

nés (voir II, 5 ) et si p = ~ K ’,  ), ~ , ~ ’,  )) est ordonné, alors (~ ’, « )
est fonctoriellement ordonné, x désignant la relation d’ordre quotient de la

relation d’ordre  définie sur 3l par :

si, et seulement si,
- ,.., ,." _

p = (( K ’ ,  ) , p , ( H ’ , « )) est ordonné, H ’ * un sous-groupoide régulier de
N -

( H ’ , « ) et or = (( H ’ , « ) , t~- , ( H ’ ,  )) une équivalence ordonnée (voir II ,

th . 5 ) .

Le théorème résultera alors des lemmes suivants.

L E M M E 1. La sous- classe A de nE formé des éléments de la forme (t , s , E))
où t, s E GB définit un sous-grou poide saturé de j{B qui est en outre sat’u-

ré pour p .

Remarquons que, compte tenu de p ( E ) = E et du choix de F, le

triplet ( t, s, E ) E n9 quels que soient t, s E G’ .
Soit ( t , s , E ) 6 A ; alors on a :

a(t,s,E)=(~,s,E) E~; ~(t,s,E)=(~,t.s,E) E~. o

D’autre part, soit ~/,~6~ tel que a ~,/,e)~A; néces-
sairement on a e = E et f E G ’ , donc a. ( k ) = E et, puisque la composante
de E dans K ’ ° est G ’ * (voir la remarque 2 qui suit la déf. 1 ) , on a k E G ’ .

Le lemme 4 entraine alors que A définit un sous-groupoide saturé A8 de
?lB.

Soient et tels que :

alors k = t, et il existe g E H ’ * tel que et

En raison de l’hypothèse sur E , on a

d’ où et

donc ( k, f , e ) E AS et AR est saturé pour p .
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CONSEQUENCES. Les lemmes 6 et 5 entraînent que A == ~3(A ) définit un

sous-grouporde saturé de H ° et qu’on peut poser

~ -

C ’ ° étant un sous-groupoide saturé de H ’ .

D’autre part, soit B ’ = p ( A ’ ) ; alors B ° est un sous-groupe de G 
°

isomorphe à /4 ’ ; soit G/ B l’espace homogène de classes à gauche mod B ;

alors G ’ ° opère sur G/ B et on notera t e l’ élément de G/ B obtenu en fai-
-

sant opérer t e G 
* 

sur 8 E G/B . Soit b l’application canonique de G sur

G/ B .

Puisque ( t, s, E ) et ~’,~~E~6A* ° sont équivalents mod p si et

seulement si t = t’ et s -1, s’ E B ’ , on peut identif ier l’élément (t , s , E )mod p
~ -

de 0 au couple ( t, 8 ) où B = b ( s ).
Avec cette nouvelle notation la restriction de la loi de composition

- ~

de H ’ * à ~ ’ s’ écrit : si t, t’ E G’ et 0 , 0 ’ E G/ B on a :

si, et seulement si,

De plus 
~

et

L E M M E 2. Soit R la relation d’équivalence sur 0 ’ associée à la restriction
~ IV

de p à ~. et k la relation d’équivalence sur H ° obtenue par réunion de R
/V wI A N

sur 0 et de l’identité sur C ’ . Alors H = H ’ k est un groupoide quotient
- A A A

strict de H * et p définit par passage au quotient un foncteur p = (K. p , H-)
bien fidèle.

~ ~

La restriction de p à 6. est un foncteur de ~ sur G’ définissant
~ ~

G ’ comme quotient strict de 0 puisque p ( t , 8 ) = t . Donc 6. / R est un
A -

groupe G ’ 8 isomorphe à G 8 .
A N

Il résulte alors de la définition de À et des lemmes 5 et 6 que H ’=H’/~
A .A .A A

est un quotient strict et que H. s’ identifie à la somme G ’ -~- c. ° où C 8 est
-

isomorphe à c.. On posera

pour ( t , 9) eA* et
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pour x E Dans ces conditions p est définie par :

~ C ~ = ~ pour f ~ G ’ et ~~)==~fx~ pour je e C ’ .
Il est clair que p est bien fidèle.

LEMME 3.T=BoCT est une équivalence de H * sur un ~OM~-gfOM~OÏ~ ~’
~ ~’ .

En raison du lemme 5 , H * s’identifie au groupoide somme A ’+ L °

où L * est un sous-groupoide saturé de ~’ .

Par cr , A 
° s’identifie au sous-groupe A 

* de A* formé des élé-

ments de la forme ~f,~ où t e B et ~=~(~), et L ° à un sous-grou-

poide L ° de et on peut écrire :

,.." -- A A

Par À, A. ° s’identifie au sous-groupe A ’ de G ’ formé des élé-
A - A A

ments ; tels que t E B ’ * et L ’ * à un sous-groupoide L ’ * de C’ . Si on pose

- A

alors 7»= À. 0 o- est une équivalence de H * sur H... °

w ~ w

REMARQUE. Les relations p = ~ o o~ et p = p o ?‘ entraînent p - p o T’ .

L E M M E 4. La relation quotients de la relation « par À est une relation
A A A A

d’ordre; de plus, si ac E c. ° et t E G ’ , alors on a ac .-.~ t si et seulement si

p (x)  t.
Montrons déjà que tous les éléments de ~ sont maximaux dans

~

(H,cc): t 
’ 

_ _

En effet, soit ( t, e) E 6. et x E H ° tel que ( t, 6 ) « x . I1 existe

( k , f , e ) E x et s E 0 tel que ( t, s , E ~  ( k , f , e ) . Tous les é~éments de
G étant maximaux dans ( K,  ) et E étant le plus grand élément de ( H~ , ) ,
on a t = k ~ s =f et e -- E , donc ( t , 8 ) est maximal.

Il résulte alors du lemme 7 que la relation - est une relation d’or-

dre..
w w w w

Soit je E C ’ ° et t E G. rels que âc - t ; alors il existe 19 E G/ B tel
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que x « ( t , e ~ ; comme p est ordonné on a :

Réciproquement, supposons que p ( âc )  t et soit k = p ( âc ); alors

il existe ( k , , e ) E 119 tel que p ( k, , e ) = x . Soit s E G ’ * tel que s ~ ~ ;
alors on a

et par suite i d’où
""

L E M M E 5. ( H ’ , -~ ) est fonctoriellement ordonné et obtenu par lo calisation
de G ’ . ~ .

"" "" ...

Soient ( ÿ , ac ) E C’* C ’ ° et s , t E G ’ * tels que  -c t , âc - s ~ alors,
A ""

d’ après le lemme précédent, on a p (  )  t et p ( ac )  s .

A w.

Mais, comme 1 ( ÿ . je = p (  ) . p ( âc )  t . s , le même lemme entraine
alors S = t.s .

w .. ,

Soit maintenant î E C ’ et t , s E G ’ * tels que î - g = t . ‘s ; il

existe 0 E G/ B tel que z « ( t . s , 0).
Comme ( t .s , e ) = ( t, s 0 ). ( s . e ) et comme ( H ’ , cc) est foncto-

riellement ordonné, il existe ( y , x ) E H ’ * H ’ ~’ tel que :

d’où ~ et

Soit z E C tel que z - e ; alors il existe 6 E G/ 8 tel que x- ( E , e );
-

mais ( E , 0) 6~’ et par suite z, donc aussi z , sont des unités.
L’ axiome l’ de [ 6 ] est donc vérifié dans un cas particulier; dans

les autres cas la vérification de l’ est immédiate du fait de l’équivalence
,., A

ordonnée entre ( C · , « ) et ( C · , - ) .
A

Par suite ( H · , « ) est fonctoriellement ordonné.
A A

Soit j? ~C’; alors il existe t E G tel que ; ( z )  t; il en résulte

z - tA et la condition (2 ) de la définition 1 est vérifiée; ce qui prouve la

deuxième partie du lemme.
A A

L E M M E 6. T est une équivalence ordonnée, p est ordonné et H ’ est un
A

sous-groupoide régulier de H..
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Soient h, h’ E" H. 1 tels que h  h’; alors or ( h ) « o ( h’ ) et par défi-

nition de la relation -~ on a T ( h ~ - ’r ( h’ ).

Réciproquement, supposons que T ( h ) -- ’r’ ( h’ ) .
Si h,h’ EL’, alors çr(h)«o-(h’) et hh’. 

"B
- - 

~B
Si h E L ° et h ’ E A ’ , alors on a _ ~’ ( h ) ’ --- p ~’ ( h ) et, d’après le

A 
- 

A

lemnne 4 , p ( ~r (h ))  p ( h’ ), d’ où p ( h )  p ( h’ ) puisque p o T’ ( h ) = p ( h ).
~ - ...... -- - ~

Soit h ~ = h’ a, ( h ) ; alors on a

La relation a ( p (hi» = a. ( p ( h )) entraîne p ( h 1 ) = p ( h ) et,

comme p est bien fidèle, on a :

Les deux dernières affirmations du lemme sont faciles à démontrer.

3. Application au cas où ( K’,  ~ est le groupoide des atlas d’un groupe.
Interprétation des résuttats.

A) APPLICATION DU THEOREME FONDAMENTAL.

Supposons que les hypothèses du théorème 2 soient réalisées et

qu’en outre ( K ’ ,  ) soit le groupoide des atlas de G ’ .
w A

Soit ï=~G’,~(7’) l’ isomorphisme de G * sur G ’ * défini par

Soit ï*=fd’~G’~~*,(Ï~G’~ l’équivalence induite (voir pro-

position 2 ).

Soit ~=((Ï~(G’),~p .~’) le foncteur majorant associé à ~’ ° (voir

définition 2). ,

A A

PROPOSITION 3. i * o p * tf .
a) Soit t E G alors on a :

et

d’où

b)Soit î ~C’; alors ~p~f~~ est la classe des t E G tels que

Mais la relation z -~ est équivalente à L -l( ¡) = ~&#x3E; ~ ~z).et dans
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(fO( G ’ ) la classe des t E G tels que t ~ p ( z ) est égale à ( p ( z )~‘ , donc

si, et seulement si, t ~f~~~.
Il résulte alors de la définition de z* que

COROLLAIRE.

En effet, les relations p o T = p et i * o p = cP entraînent

B ) CONSTRUCTION DE LA CATEGORIE ~ .

Soit Ji a la classe des triplets p - ( G ’ , ~ , H ’ ) tels que :

1 ) H ’ * soit un groupoide fonctoriellement ordonné tel que H~ ait un

plus grand élément E dont la composante connexe dans H ’ 
* soit réduite

à un sous-groupe A * de H ’ .

2 ) G ’ ° soit un groupe.

3)~=~~f6’’),~~,f~’,)) soit un foncteur ordonné bien

fidèle tel que p ( E ) _ ~ ( E , élément unité de G ’ ) .

Soit K la classe des quadruplets de la forme ( p _ 2 , p 1, q, u ) tels

qu e :

avec

2) q =((~ ~  ~ q , ~f~ ~  » soit un foncteur ordonné tel que q ( E 1 )=
=r~~.

3) u soit un homomorphisme de G Il dans G 2 tel que

PROPOSITION 4. J{ est une catégorie pour la loi de composition suivante : .’

n
si, et seulement si, ;;1 = 1

0 est une classe d’objets pour Y.
Vérification immédiate.

Soit 2 o la classe des groupoides fonctoriellement ordonnés (H’ ,  )
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obtenus par localisation d’un groupe G ’ .

Soit c£ la classe de foncteurs ordonnés q = ( H 2 , q , H I ) tels que

1) Hi E~o, i = l, 2.
2 ) q ( E 1 ) _ ( E 2 ) ( E i élément unité de G i ) .
3 ) quel que soit f ~ E H 1, si s 2 E G 2 est tel que s 2 &#x3E; q ( f 1 ) alors

il existe s 1 E G 1 tel que s 1 &#x3E; f i et q ( s 1 ) = s 2 . °

PROPOSITION 5. Muni de la loi de composition naturelle entre foncteurs,
2 est une catégorie admettant ~o pour classe d!objets. Elle est en outre

isomorphe à une sous-catégorie pleine de Y.

La lre affirmation de la proposition se vérifie facilement.

Définissons une application J de fl dans }{ :
Soit H ’ E ~o ; posons ~ ( H ’ ) ---- ( G ’, p , H ’ ) où p est le foncteur

maj orant as socié à H ’ . Il est clair que 5 ( H ’ ) E ~o .
Soit q = ( H 2 ’ 1.’ Hl) E £; posons

où q/ G 1 est la restriction de q à G 1. *
Il est facile de vérifier que ( ~ , ~ , ~ ) est un foncteur injec-

tif et que définit une sous-catégorie pleine de Y que l’on notera

K ~ . . Remarque : On identifiera J(’à

C ) PROJECTIONS DANS LA CATEGORIE ~ .

THEOREME 3. h est une catégotie à ~ L - projections (voir E déf. 13 , III,

p. 142 ) .

Soit p - ( G ’ , p , H ’ ) E ~ ~ § alors les conditions du théorème 2 sont

réalisées et soit p = ( Q° ( G ’ ), p , H ’ ) le foncteur construit dans ce théo-

rème.

Compte tenu de la remarque qui suit la proposition 5 , on a À E 0 L
le corollaire de la proposition 3 entraîne alors que :

Nous allons montrer que ce quadruplet est un ( Y)-projecteur.
Soit f~’,~B~M)6K~.Kalorsona H’ ’ E ~ô et H’ est obtenu parp 

o 0
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localisation du groupe G’ ’ .

Soit çp’ = ( C~°( G‘.~, ~ ’ , H’.) le foncteur majorant associé et

REMARQUE PRELIMINAIRE. Soit cP ô la restriction de ~Q’ ~ Hô ’ ~ on sait
.::. 0 0 0 )

que ( C’° , cp’, Hô ~ est une espèce de structures,le foncteur d’hypermorphis-
_0 

0

mes associé étant ( C · ° , ~p ’ , H’·) (voir la remarque qui suit le th. 1 ) . Il

en résulte que C’° est un grouporde d’opérateurs sur H’,* relativement à la
loi de composition K : ( A , e ) -. Ae si et seulement si

A e C"’ et e E Hô sont tels que a° ( A ) = c~ ô ( e ),
et on a :

f’ étant l’ élément unique de H’ ’ * tel que a. ( f’ ) = e et y ’( f’ ) = A -

On identifiera dans la suite f’ au couple ( A , e ) qui le détermine.

nn a les relations suivantes :

Les notations employées dans la suite sont celles du théorème 2 , on posera
en outre 

’

si

et on remplacera p par p et q par q .

Définissons une application t/1 de ~8 dans H’. :
Soit (k, f, e) en;alors k, f E Q (G j et e EH..0
Des relations et on déduit

donc ( f *, q ( e )) E H’ ’ ° et d’ après ( 1 ) c~ ’ ( f * q ( e )) _ ,C3° ( f * ) ; comme

on a et par suite

posons alors :
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si on a

Soient tels que

Alors on a :

et

Posons /* q( e ) - a ; alors on a, par définition de 1./; :

Mais d’après ( 2 ~, on a

d’ où

Il résulte alors des expressions de ik ( T’ ) et de ~ ( T’ j que

donc ( t% ( T’ ) , c~ ( T )) E H’ ’ * H’.. Et on a, d’après ( 3 ) : .’
- -

Mais

donc l’application § définit un foncteur

et il est facile de montrer que § est ordonné.
Montrons que ~ est compatible avec p .

Il suffit de vérifier que si ( j 8 , e . ) E ~i , i = 1 , 2 sont tels que1 1 0

f/~ e~~ f/~ .e~ ~o~/3, alors on a ~C/~ e~ = ~~~~~~ ~
et

Il existe, par hypothèse, g E H ’ * tel que

et et

d’ où j i = f 2 0 ( p ( g )) * et, en raison de ( 2 ) ,
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mais

d’où

Par suite 1./J définit par passage au quotient un foncteur
~ -, -

qui est encore ordonné.
N

Montrons que ~ est compatible avec ~.:

Soit ( t , s , E ) E ~ , oû t , s E G ’ ; alors on a

comme et on a et i

d’où

et si

donc ~ est compatible avec k et définit par passage au quotient un fonc-
teur 4 = ff~B ), ~ , ("~ ’,-)) qui est encore ordonné.

Soit à la restriction de 4 à G ’ ; il résulte de ce qui précède que

~~= t * , donc à est un homomorphisme de G’dans G.. et, puisque
t = L~ et ~* = M~, on a
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Montrons que q E J(’ . .

Soit et on sait que d’où

D’autre part, on a

d’où

et par suite

- Il en résulte que 1 6 H ~ . ’

Monttons que q o r = q.
Soit g E L ’ ; alors on a :

si e = a(g), et ~’(g)=z.
Par définition de 4 on a

Or on sait que, d’une part,

et que, d’ autre part,

et

Il en résulte que :

et par suite

En résumé, on a construit un foncteur tel

que

-

Il reste à vérifier que, si et vérifie
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l’égalité précédente, alors on a 4’ = 4 .
Soit à’ la restriction de ~ à G ; alors û’ est un homomorphisme

et vérifie M’ o ! = u,d’où ~=~0!~==~.
A H ~

Soit à 6 C ’, alors, a ~ C* . Il existe z 6 C et e ~ L* tel que
et

d’ où

et

et on a

D’autre part, soit v E G 
° tel que ~2013~, alors on a :

et

Mais û’ ( v ) --- û ( v ) et, compte tenu de l’égalité précédente, on a

d’où

Soit z E C; d’après ce qui précède on a

et le même raisonnement entraîne alors que



CHAPITRE IV

CONSTRUCTION D’UN FONCTEUR ORDONNE

D’UN GROUPOIDE FONCTORIELLEMENT ORDONNE

DANS LE GROUPOIDE iNDUCTIF DES ATLAS
’ 

DtUN GROUPE ET APPLICATIONS

Dans le 1er paragraphe, on montre que la catégorie g des groupoides est une caté-
gorie à ~-projections,~ désignant la sous- catégorie de 5 g formée par les groupes, et on

donne diverses méthodes pour déterminer une (g,j 9 )- projection d’un groupoide donné.

Les résultats de ce paragraphe sont utilisés dans le suivant pour la construction

d’un foncteur ordonné bien fidèle d’un groupoide F.~ (’y’,~ ) dans le groupoide inductif

des atlas d’un groupe G’ , le groupe G* 
° 

étant précisément une (g,5: 9 proj ection d’un
sou s-groupoide majorant M* 

° 

de (’y’ , ~ ) .

Dans le paragraphe 3, on introduit la notion de foncteur spécialement ordonné entre

couples ( y , M ) formés par un groupoide F. ~ ( y ’ , C ~) et un sous-groupoide majorant M 
°

de (’y ’,f ), et on montre, en utilisant les résultats du paragraphe précédent,que la caté-

gorie JJ de ces foncteurs est isomorphe à une sous-catégoriede la catégorie R du chap.III.
Le paragraphe 4 est consacré à l’étude de la catégorie ° des foncteurs ordonnésg P 

9 
des foncteurs ordonnes

entre groupordes ordonné s :

Cette catégorie est à ~-projections, si 9 désigne la sous-catégorie pleine de 9:0
9

définie par les groupes munis de l’ordre trivial. Les résultats du paragraphe 2 sont, ensuite

utilisés pour la détermination explicite d’une (9, 5:0) - proi ection d’un grouporde jF.O donné.
9

Dans le paragraphe 5, on étudie dans un groupoide inductif une relation d’équiva-

lence associée à un sous-groupoide majorant régulier et on montre que, dans ce cas, le fonc-

teur construit dans 2 est compatible avec cette relation.

1. { ~ , ~g ) - projection d’un groupoi"de.
Soient ? et g les sous-catégories pleines de 5 ayant pour uni-

tés respectivement les groupoides et les groupes.
1 re définition..

Soit m - ’E 3: 9 et soit r la relation d’équivalence bicompatible en-

gendrée par la relation ro suivante : :/
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si, et seulement si,

Il est clair que,si fi E M 
* ( i = 1 , 2 ) sont tels que f/~/~) 6 r et si

fl ou f2 /M~alors /i = f2 . °
Il en résulte que At’= M’/r est un graphe multiplicatif associatif

dont tous les éléments sont inversibles (prégrouporde) et ne possédant qu’une

seule unité, soit ~ et que la restriction de j7 à M’- M* est une bijection
sur M ’ - ~ .

On posera

Soit N ( Mir) la y-projection de À ° construite par la méthode du théo-

rème 1(l de E, page 15~ : 
-- -

- 

N ( M’) est le groupe quotient du monoide libre L ( N1 ) . construit sur
-

M - é et auquel on a ajouté l’élément unité é , 1 par la relation d’ équivalence
bicompatible p engendrée par la relation p o : :

si, et seulement si,
,w ,w,w,w

Soit v ( M ’ ) _ ( N ( M’ ), v ( M ’ ) , M ’ ) le projecteur correspondant et soit
~ -...

~(M’)=v(M’)op.~naalors

TH E O R E M E 1. 5 est une catégorie à ~ - projection s, une (,q,5: 9) - Projec-g - g

tion de M * E ~g étant le groupe N ( M.) construit ci-dessus.
Soient Ai’~y,G’~§~~=

= ( G ’ , p , M ’ ) E ~. Alors, si~e’ 6A~ ,
on a ~ ( e ) = p ( e’ ); donc p est com-

patible avec r et définit par passage

au quotient un néofoncteur

et on a p o r= p.
N

N ( M ’ ) ~tant une ?-projection
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de M ’ , il existe un homomorphisme (unique)

tel que

Il en résulte la relation

Soi t tel 1 que alors on a

r étant un épimorphisme, on a p" , v ( M ’ ) = p et par suite p" = p’ ; ce qui
démontre le théorème.

2ème définition.
Soit M ’ 6 ? et B un système de générateurs de M ’ ; alors B défi-

nit un sous-graphe [ B ] de ~ M ’ ] (voir déf. 24 p. 153 de E ) .

Soit B’ = B - ( B ] o et cp une bijection de B’ " sur une classe B *

telle que B * n B’ _ ~ ; on posera cp ( f ) = f * pour f E B’ .
w w

Soit B=BuB* et le graphe construit par la méthode du théo-

rème 9, p. 157 , de F .

Soit B’ = B’ U B * .

Soit h l’application de B’ dans M * définie par

PROPOSITION 1. Soit GM. le groupe admettant la classe de générateurs

B’ et le système de relations D suivant :

si, et seulement si,

où e E M~ ; alors CM’ . est une ( ~, ~g ) - projection de M ’ .
o m 9

Soit I-’ ( B ) ’ « le groupoide construit sur [ B ] (voir E th. 9 , 3 ) . 
_

Tout morphisme de I-’ ( B ) ’ * est un chemin propre du graphe [ B J tel

que deux éléments consécutifs ne soient pas associés par ~p . Les unités de

r ( B ). ° sont les sommets de [ B J c’ est-à-dire les unités de M.. 
’

Soit k l’application de h ( B ) ’ * sur M * définie par :

k ( e ~ =~si~~[6] . Alors l’application k est sous-jacente à un foncteur
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k = ( ~~I ’ , k , r’ ( B ) ’ ) qui définit M * comme groupoide quotient strict de

I-’( B )! .
Soit GL ( B ) le groupe libre construit sur B’ et E son élément

unita; tout élément de G L ( F3 ) différent de E est un produit formel ln ... f 1
tel que f i E B’ et tel que deux éléments consécutifs ne soient pas associgs

par ~.

Soit k’ _ ( G~" k’,GL ( B )) I’homomorphisme canonique.
Soit 7T l’ application de F ( B ) * dans GL ( B ) définie par:

si ji E B f ; ~ ( e ) = E si e E [ B J o . I1 est clair, compte tenu des défini-

tions similaires du produit dans I"( B ) " et dans GL ( B ) , que 7T est sous-

jacente à un f oncteur 7T = ( GL ( B ), 7T , I-’( B) . ), et il est facile de vérifier

que 7T est un (9, 5: 9 ) - proj ecteur.
Soient et tels que

A lors on a

Il en résulte, compte tenu de la définition de GM.’ que :

donc 7T est compatible avec les relations d’ équivalences associées à k et

k’ respectivement; il existe donc une application 7T’ tel que

k et k’ étant des p~ - épimorphismes, Inapplication 7l’ est sous-j acente à

un foncteur 7r’ - ( GM . , ~ ° , M .) tel que

(voir [ 1 ] prop. 4, p. 116)
Soit G’ e q et p = ( G’ , p , M .) E 9:;
GL ( B ) étant une ( ~ , ~ ) - ~roj ec-g

tion de r ( B ) * il existe

q=(G’,q GL(B)) E 5:

tel que :
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Soit

Mais comme

est l’élément unité de G’ ; il existe donc

que

et on a

k étant un épimorphisme, on a :

alors on a :

Puisque GL ( B ) est une (9, 5F 9) - projection on ag

et k’ étant un épimorphisme on a

Donc CM’ 8 est une (~, ~ ) - proj ection de M ’ .m . 9

3ème définition.
Soit M ’ E ~ .

g

Soit GM la classe des produits formels mn ... m 1 tels que Mi E M 8- M 0
et (mi+i,mi) ~M’*M’, i - 1,2... o n- 1. o

0n peut définir dans GM une loi de composition interne qu’ on appe-
lera multiplication et qu’ on notera 8 , de la manière suivante :

1-e produit de deux produits formels de GM s’obtient par juxtaposi-
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tion, calcul dans M lorsque c’est possible et suppression des unités

pouvant en résulter.

PROPOSITION 2. GM est un groupe et une (~, ~g)- projection.
1-a démonstration est dans [ 12 ] .

REMARQUES.

1 ) dans GM l’élément unité E est défini par le produit vide, l’in-

verse de 772 ... m 1 est -1-1 °verse de m m 1 est m- ... m
2 ) soit 7T ( M ° ) l’application qui à m E M ’ - Mg 

* associe le produit
formel à un élément m E GM et à e E M 0 

* associe E , alors 7T est sous-

jacent à un foncteur 7T(M,, = ( GM , 7T ( M M ’ ) qui est 9 proj ec-
teur. De plus la restriction de ~ (M · ) à M’-M* est injective.

Dans la suite, pour éviter des confusions, on notera 7~ l’image de

m par ~ (M’ ).

3) si M ° et M’ ’ ° sont deux sous-groupoi’des d’un même groupoide y
et si Gm - GM , alors M » = M’ .

2. Construction d’un foncteur ordonné d’un groupoide ordonné vers le grou-

poi’de des atlas d’un groupe.

A. PRELIMINAIRES.

D E F INITION 1. Un sous- groupoide M ’ * d’un groupoide ordonné (y . , ’J est

dit majorant si la propriété suivante est vérifiée :

f E y ’ , il existe m E M ° tel que m &#x3E; f.

REMARQUES.

1 ) M est une partie cofinale de ( y ,  ) .

2 ) I1 existe toujours au moins un sous-groupoide majorant d’un grou-

poide ordonné donné, à savoir le groupoide lui-même.

PROPOSITION 3. Si y est un ensemble et si (y .,  ) est un groupoide local

complet (voir [ 4 1 ), alors le sous-groupoide M * engendré par les éléments

maximaux de ( y,  ) est un sous-groupoide majorant de (’Y . ,  ).

Montrons que tout élément de y est inférieur à au moins un élément

maximal de ( y ,  ) :



75

Soit f E y ’ * et soit f  l’ensemble des g E y ’ * tels que g &#x3E; f.
Soit B un sous-ensemble de f  totalement ordonné; alors B est

un ensemble compatible (voir [ 4 ] ) et admet par conséquent un agrégat h
dans ( y ,  ) ; évidemment, on a h E f ~ .

Par suite l’ensemble ordonné ( f ~ ,  ) muni de l’ordre induit est

inductif au sens de Bourbaki.

Le théorème de ?orn entraîne alors l’existence d’au moins un élé-

ment maximal fM dans ( f  ,  ) .
Soit f’ E y ’ * tel que f’ &#x3E; f M ; alors f’ E f  et par suite f’ = f M ; ;donc

fM est maximal dans (’y ’ ,  ) et la proposition est démontrée.

Dans la suite de ce chapitre (y « ,  ) désignera un groupoide or-

donné régulier (voir [ 2 ]), M ° un sous-groupoide majorant de ( y *,  ),

G - = G - ° la (~, ~g)- projection de °~~ ° et ~ _ (G’, ~ , M’ ) le projecteur

définis dans ( 1 , 3 °) .

DEFINITION 2. Une suite finie non vide F = ( fn ,..., f 1.) d’éléments de

y ’ 
* 

sera dite de base f E y ’ si les conditions suivantes sont réalisées :

On notera B ( f ) la classe des suites de base f .

(B(1) n’est pas vide car elle contient au moins la suite ( f ) ) .

DEFINITION 3. Une suite f inie non vide S =(mn ,..., m 1) d’éléments de
M’ sera dite majorant la suite F=(fn,...f I) E B(f ) si mi &#x3E; fi ,d i E (1 ,2,.,n).
On écrira S ~ F et on notera e~ la classe des suites finies non vides d’élé

ments de M ’ .

D E F IN ITI ON 4. Soit s 6G’/ on dira que s est associé à f E y . s’il existe

et . tels que
B

On dira alors que s est associé à f par l’intermédiaire de F et

d e S et on écrira
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L E M M E 1. Si s E G * est associé à f E y * et si f’ E y . " est tel que f’  f ~
alors s est associé à 1’.

En effet, il existe F = (1 ,..., f 1 ) E B ( f ) et S = ( mn , - ..., m 1 ) E c~
tels que f s . nn sait que, si a ( f ) = e et 18 ( f ’) = e’, on a

~lans un groupoide ordonné régulier le pseudo-produit étant asso-

ciatif, on a

D’autre part, par définition du pseudo-produit, le deuxième membre

de ( 1 ) est égal à f’ n *, ;’ n-1 ’ .. f’ . 2 f’ 1 et on a

Par suite on a

Posons F’ _ ( fn ,..., j~); d’après ( 1 ) on a F’6B~/~ et d’après
(2)on a S~ F’ d’où /’ ~-~-~20132013~ ~.
P R O P O S I T I O N 4. Si ( y ’ ,  ) est muni en outre d’une structure de caté-

gorie préinductive, alors s E G ° est associé à f 6~ ’ ° si et seulement si

il existe S = ( mn , ..., m 1 ) E c~ tel qu e

et

m n ... m 1 étant l e pseudo produi t des mi,
En effet, si s est associé à f , il existe F = ( fn ,..., f ) E B ( f )

et S = ( mn ,...,m 1,1 E ~ tel que / )201320132013201320132013~ ~ . 
n 

par hypothèse sur ( y ’ ,  ) le pseudoproduit mn ... m 1 existe et

par définition on a :

Réciproquement, supposons qu’il existe S - ( mn , ..., m ~ ) E S tel

que s = :nn .... , m 1 et mn ... 77z.&#x3E; f ; alors par définition du pseudo-pro-
duit on a :
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et on a

Il résulte que F’ = ( f n , ... , f Î ) E B ( f’ ) et par suite quen 1

Comme on a f  f’ le lemme 1 entraîne alors que s est associé à f.

L E M M E 2. Supposons que (y ’ ,  ) soit fonctoriellement ordonné et soit

s E G ’ ° associé à f E y ’ .

a) Si s * 8 1 soient ni ~ M’ - _B1~, i - 1 , 2 ,...,p , tels que np... n 1
soit le produit formel qui définit s dans Ge.

Si S’ - ( n p ,..., 1 n 1), alors il existe F’ = (f’ p ,..., f 1 ) E B ( f ) tel
F’, s’

que f ; -~ s.

alors

Par hypothèse il existe . et

tels que et on a

Si , pour i = i o , , on a m 0 
E M ~ , alors f i E y ~ .

~ 

o 0

Si on supprime ces deux éléments dans les suites S et F respec-
F ,S

tivement on obtient deux nouvelles suites S0 et F 0 et on a toujours f r-°-~°s;
si, après avoir supprimé tous les mi E M~ , on aboutissait à une suite vide,
on aurait nécessairement s = e et f 6~’, ~ i E ( 1, 2 ,..., n) , d’où f E ~’o~’100

On peut donc supposer que S et F ne sont pas vides et que mi ~ ’yo~
Vz E(1,2,..., n).

Si mn ..... m 1 est un produit formel, le lemme est démontré; sinon il

existe au moins i E ( 1 , 2 ..., rt ) tel que ( m i -~ l’ 772.) E ’y ,* y

Posons mi = mi+l.mi et Ii = fi+l’fi~ alors on a fi mi.
Distinguons deux cas : 1°) m’. ~ Aï ’/ 2°) m’. E M ., alors f’ E y ’.t o t 0 i 0

Posons

et
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dans le 1er cas

dans le 2e cas.

a,)Si S 1 et F 1 sont vides,alors nécessairement on avait

et par suite 1 donc s = E, eut

/3 )Si S 1 et F 1 ne sont pas vides on a, dans les deux cas,

et enfin puisque :

dans le 1er cas

dans le 2e cas

Si l’une ou l’autre de ces deux expressions est un produit formel, le

lemme est démontré, sinon on recommence la même opération.
Au bout de q opérations de ce type, on aboutit nécessairement, par

construction de G., au produit formel qui définit s.

Si s * 8 ce produit formel est non vide et la suite F q correspondante
est non vide; c’est donc la suite cherchée.

Sis = ~ alors S q est vide et le même raisonnement que celui effec-

tué dans a ) appliqué à Sq-1 et Fq"1 entraine que f E’Y..0

B. CONSTRUCTION ET PROPRIETES DU FONCTEUR.

Soit f E y ° et soit y°( f ) la classe des s E G ’ ° qui sont associés à f.

c~°( j) est non vide, car, par hypothèse sur M ’ , il existe
F, S

rri E lVI ’ ° tel que m &#x3E; f et, par suite, on a 1 J ) s , si F = ( ~ ), S = (m)

et s = m.

PROP OSITION 5. Si s E G° * est associé à f E y ., alors s-1 est associé à

f wl ; si s’ e G ~~ est associé à f’ E ’y ’ ° et si (1’, f ) E -il *y ~ ~alors s’ , s est

associé à f’ , 1.
Par hypothèse, il existe

tels que

Soient
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alor s on a

et d’où

mais s" = s-1 dans G", d’où la lre partie de la proposition. Soient

alors on a

et d’où

mais s"’ = s’ , s dans G ., d’où la 2ème partie de la proposition.

THEOREME- 2. ~°( f ) est un atlas de G. et, si y ( f ) est l’élément de ~° ( G ’ )
qui correspond à cp°( f), alors c~ - (( Q° ( G · ),  ), çp (’Y .,  )) est un foncteur
ordonné.

Soit e E ’Y ¿ et s, s’ E cP °( e ) ; alors, d’ après la proposition 5 , on a

et

donc cpo( e) est un sous-groupe de G..
Soit f ~~/* ° et soient s, s’ E cp~/~; alors, d’après la proposition 5, on a

et :

Soit t E cp°( cx ( ~); ; alors on a :

donc

et ’P°( f) est un atlas de G ’ .

On montrerait de même que d’ où

Le même raisonnement que celui effectué dans la démonstration du théo-

rème 1, III montre que y est un foncteur.

Soient f , f’ E y ’ ° tels que f’  f et soit s E cp°( f ) . D’après le lemme 1

on a s E cp°( j’ ) et par suite y’O(/) C ~°( f’ ) d’où cp ( f ) &#x3E; ~p (f ’ ) et cp est ordonné.
- -

DEFINITION 5. On dira que le foncteur y construit par cette méthode a pour
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support le foncteur 7T .

PROPOSITION 6. cp est bien fidèle si et seulement si ( y ’ ,  ) est fonc-
toriellement ordonné.

D’après le lemme 2 , si (’y ’ ,  ) est fonctoriellement ordonné et si

8 E cpO( f), on a f E ’Y. o et cp est bien fidèle.

Si ( y ’ ,  ) n’ est pas fonctoriellement ordonné, il existe f 0 E y ’- "10.
et eo E ’y~ tels que f o  eo ; alors on a 8 E cp°(eo ) et par suite e EcpO( f o )’
donc çp n’est pas bien fidèle.

PROPOSITION 7. Si ( ’y ’ ,  ) est un groupoide inductif, ~ est quasi-in-

ducti f (voir [2]).
Soit ( fi )Z E 1 une famille d’éléments de ( y ’ ,  ) majorée et soit

Sis E ~°( f ), on a/diaprés le lemme 1 , s E y°( f. ) % i E 7, donc

Réciproquement soit s E G * tel que s E yo( fi), ’V i E I.

~i s = E , alors 1. i 6 ~ ’ B i E 1, et par suite f E ’y~ ; donc 8 E c~°( f ).1 0 0

,,i s 4 e , soit m» ... 772. 
1 

le produit formel qui définit s dans G *

et soit ,

D’après le lemme 2, il existe, pour tout i El,

tels que

Pour chaque indice p E ( 1 ,..., n ) la famille ( j p )i E t est majorée
par 772 ~ donc _ _

existe dans 1

on a les relations

et par suite ( f 2 , f 1 ) E y ’ * y ’
ne proche en proche on montre que
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et finalement on a

donc

et

Il en résulte

, et par suite

C. REMAR~LIES.

Soit /? = (" G’*, ~ , M ’ ) 6 ? ; il est facile de montrer qu’il est possi-
ble de construire un foncteur cp, - ( ~" ~ G~‘ ) , ~p , y ’ ) ayant pour support

le foncteur p , par la même méthode que celle utilisée pour construire le

foncteur (p.

cpp est lié à y de la manière suivante :

PROPOSITION 8. Soit ~=(’6’’*,~,G’~ l’homomorphisme unique tel que

- h o ’~; GtlOrS

où h * -~ ( ~ ° ( G’ ’ )’ h * , ~ ( G~’ )) est le foncteur induit par h .

En effet, s E G ’ 8 (resp. s’ E G 8) est associé à f E Y 8 si et seu-

lement si il existe F =(fn ..., f 1) E B ( f ) et S = ( mn , ..., m 1 ) E eS tels que

et

Il en résulte que, si s E G 
° 

est associé à f e -y » , alors

est associé à f E y ’ ° et, réciproquement, si s’ E Gp ’ ° est associé à f E y ’ ,
alors s = 772~ .....77?. 

1 
est associé à f et s’ = h ( s ~.

COROLLAIRE. Si (’Y ’ ,  ) est fonctoriellement ordonné et si N est le noyau
de h , alors cp p est bien fidèle si, et seulement si,
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Démonstration très simple. ,

On peut préciser ces résultats dans le cas suivant :

PROPOSITION 9. Supposons que ( y ’ ,  ) soit un groupoide ~réinducti f. Soit
s E G, s:f 8 et ~O/f 772 ... m 1 le produit formel qui dé finit s dans G ;

alors s ~ cQ°( f ) d f E y ’ - y ~ si, et seulement si, le pseudoproduit

mn ... ml EY~.
Fn effet, supposons que s ~ w°( j), f~ f E y ’ - y ~ , et soit f =

- m n ... m 1; s est associé à f (voir prop. 4),donc f E ’y Q ’
Réciproquement, supposons que mn ... m 1 = f E y i ; si s est asso-

cié à f’ E y ’ , il existe d’après le lemme ?
~ , ~

F = ( fn ,..., f’1) E B ( 1’) tel que f°; ~ s, si S = ( mn ,..., m 1).

Nécessairement, d’après la définition du pseudoproduit, on a f’  f et par

suite f’ E y ’ .0

CONSEQUENCE. Soit C la classe des s EG’tels que s fq;O(I), d f E(y’-yo~’
C contient C-1 mais n’est pas en général stable par multiplication ni par
les automorphismes intérieurs de G ’ . .

Cependant, tout sous-groupe distingué N tel que N n ~p°( f ) = C~

V/ 6 y ’ - y ’ doit être contenu dans C.

Il est facile de montrer que, si C est un ensemble, l’ensemble ordonné

par inclusion des sous-groupes distingués ayant cette propriétés admet des

éléments maximaux.

L’exemple suivant illustrera cette remarque.

D. EXEMPLE.

Soit y ’ 
° le groupoide formé de 4 morphismes, f , g, h , k , de leurs in-

inverses et de 5 unités ( e i ) , i - 1 , 2 , ..., S, avec

y est ordonné suivant le diagramme suivant :
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Il est clair que ( y ’ ,  ) est un groupoide fonctoriellement ordonné;

( y ’ ,  ) serait un groupoide inductif si on ajoutait un plus petit élément eo.
Soit M ’ ° le sous-groupoide

et soit

alors B est un système de générateurs de M ’ .

Il résulte de la proposition 1 que le groupe libre construit sur B={ g, r ~
est une (’1’ 9:9) - proj ection de M ’ , notée G.

g

Soit G 1 le groupe Z /( 4 ) et G 2 le groupe de Klein;alors

Il existe deux foncteurs et ~ Î

définis par :

et soit et les fonc-

teurs qui ont pour support p 1 et p 2 respectivement; il est clair que :

ces foncteurs sont bien fidèles.

Il résulte, de la proposition 13 et de son corollaire et du fait que

p 1 et p 2 sont surjectifs, que G 1 et G 2 sont des quotients de G par des

sous-groupes distingués N 1 et N 2 respectivement qui vérifient la condi-



84

tion du corollaire.

D’autre part, ces sous-groupes sont nécessairement maximaux vis

à vis de cette condition, car tout quotient strict de G 1 ou G 2 est isomor-

phe à Z /( 2 ~ et, si h désigne l’homomorphisme canonique, alors h * o Cf&#x3E; 1
ou h * o ~ 2 ne sont plus fidèles.

Ils sont en outre distincts,car G 1 n’est pas isomorphe à G 2 . *

REMARQUE. Les relations qui déterminent G 1 et G 2 à partir de G sont

respectivement :

3. Application à l’immersion d’un groupe ( F. 0 ) dans un groupage ( F . 0 )

obtenu par localisation d’un groupe.

A ) PRELIMINAIRES.

Soient (YB) et ( y’ ’ ,  ) deux groupoides fonctoriellement or-

donnés, M ’ * et MP ’ ° deux sous-groupoides majorants de ( y ’ ,  ) et (’y’ ’ ,  )

respectivement.
Soit q =(( y’ ’ ,  ) , q , ( y ’ ,  ))un foncteur ordonné.

D E F IN ITION 6. On dira que q est spécialement ordonné si les conditions

suivantes sont réalisées :

, 1 ) q(M)~ M’;

2 ) si m’ E M’ et f e · sont tels que m’ &#x3E; q ( f ), alors il existe

m E M tel que m &#x3E; f et q ( m ) = m’ ;

3 ) soit f E y ’ * et F’ = ( fn ,..., f 1) E B ( q ( f )), alors il existe F =

tel que

REMARQUE. Si y~° et ):t. 
° 

ont des plus grands éléments E et E~ res-

pectivement, alors on a q ( E o ) _ ( E ô ) .
Fn effet, nécessairement E’ 0 E M et Eô &#x3E; q ( Eo ) ; d’après 2 ) il

existe m E M’ ’ ° tel que m 3 Eo et q ( m ) = E~ ; mais la relati on m 3 Eo
o 

- 
0 0

entraîne m = E o ~ et par suite q ( E o ) _ ( E ô ) .- 0 0

PROPOSITION 10. Si q est bien fidèle et vérifie la condition suivante :

( SO ) Si m’ E M’* ° et e 6~ ’ sont tels que a, ( m’ ) ~ q ( e ),

alors il existe m E M ’ ° tel que a, ( m ) &#x3E; e et q ( rn ) = m’ .
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a lors q vérifie les conditions 2 )1et 3 ) de la définition 6 .
Montrons déjà que la condition E 3 de E p. 55 est vérifiée pour q :
Soient f’ E y’ ’ ° et e E ’yo’ tels que q ( e ) = a, ( f’ ) et soit m ° E A1’ . *

tel que m’ &#x3E; f ° ; alors on a a. ( m’ ) &#x3E; q ( e ) et, d’après ( SO ) , il existe m E M ’ *

tel que 

et i

Soit f = me; alors on a

et ( d’où

Il en résulte que q est un foncteur d’hypermorphismes.
Soit alors m’ E ,B1’. * et f E y ’ * tels que m’ &#x3E; q (f) ;le raisonnement

précédent montre qu’il existe m E M ’ * tel que 
’

et

Comme q est bien fidèle on a m a. ( r) = f et 2 ) est vérifié.

Soient f E ’y ’ ° et

Il existe, d’ après 1 tel que et

d’où q(,C3( f i)) _ ,C3( f ~) = cx( f 2 ). Toujours d’après E 3’ il 1 existe f 2 ~~ ’ 
°

tel que

De proche en proche, on construit une suite F = ( jn ,..., j1 ) d’élé-

ments de y ’ ° tels que

,et

Soit f o = In · ... · f 1; alors on a q ( f o ) = f’ et, comme q est bien fidèle,

f o = f , d’ où F E ~ ( f ) et 3 ) est vérifiée.

B ) DEFINITION DE LA CATEGORIE ~ .

Soit q) 0 la classe des couples ( y ’ , M ’ ) tels que :
- (’Y . ,) soit un groupoide fonctoriellement ordonné ~

-Y* ait un plus grand élément E dont la composante dans y ’ soit

un sous-groupe A de y .
- M ° soit un sous-groupoide majorant de ( ’y ’ ,  ) .
Soit D la classe des triplets [ (y2’ M 2 ), q, ( y ~, M ~ ) ] tels que :
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,et

est un foncteur spécialement ordonné.

PROPOSITION 11. r~ est une catégorie pour la loi de composition suivante : ,.

si, et seulement si,

g’ 0 est une classe d’objets pour T.

Vérification immédiate.

T H E 0 R E M E 3. T est isomorphe à une sous- catégorie de

Définissons une application X de g) dans Y .

So i t ( y - M) ET; po s on so

où GM, est la ( ~j, ~f-9)-projection de M ° construite dans 1 , 3~ déf. et q;;

le foncteur ((to ( GM , ) , y , y * ) admettant pour support le foncteur 7T ( .’B1 - ) =

(Si m E M ’ ° on notera touj ours 7T(,M *)(m) = 772).
Soit (7T , 7T ) le foncteur naturalisa associé à 7T (voir E , prop. ?5,

III).

Soit s E GM . associé à F . Alors il existe

et tel que

Par hypothèse sur E , on a nécessairement fi E A et mi 
= fi’, par suite, comme

/~ .....~=E~=/~...../~= e~ d°~~ w  E &#x3E; " ~ ~t 1 * Gi" ~7~6;~.
Soient (~.’,~~6~~~’= ~2. tels que Y- (YI* (y2*’M;);

alors ’Y 1- = ’Y 2- et GM j = GM ~ , par suite Mi * M 1 (voir remarque 1 , 3°déf).

Soit maintenant [(7~M~~,(~A~)]~f!) et Y(7,~-)==~
ï=~2.

Soit! 1 la restriction de ! g M ; alors ~=fM,~,M) est un
foncteur.

Soit77~~)=(G~ ~f~i),~~ ); 1 alors on a
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Posons

et montrons que

Pour simplifier les notations nous poserons
Soit il existe

et J tel que

Posons

Soient et il est clair que

si -

Puisque,

on a

et par suite

Réciproquement si et si il existe

tel que

D’après les propriétés de il existe

tels que

et ’ à on a donc

et comme précédemment, on montre que , et par suite que

Il en résulte que . q , ci t où
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Il est facile de montrer que l’application X de f vers Y définit

le foncteur

et il est clair que ce foncteur est fidèle. Comme sa restriction à 5) o est

inj ective , il est, lui aussi, injectif et applique D sur une sous-catégorie
de Y .

4. Application des résultcrts du par. 1 à la détermination d’une projection.

Soit 5:’&#x3E; la catégorie des foncteurs ordonnés entre groupoides or-9

donnés (y  ) ayant la propriété suivante :

y ’ a un plus grand élément E .

Soit go la sous-catégorie pleine des groupes muni de l’ordre tri-

vial, alors 0 s’identifie à ~ .
Soit ( y ’ ,  ) E 5° , et soit R la relation d’équivalence bicom-9

patible engendrée par la relation R 0 :
Si /, /’ y @ , alors ( f, j’ ) E R ° si et seulement si f  f’ .

Soit ’ = y. / R le graphe multiplicatif quotient.
Toutes les unités de y ’ 

° étant équivalentes mod R à E ,  ’ à une
seule unité é ; d’autre part, tous les éléments de j2° * sont inversibles.

Soit N (  ’ ) _ r. @ la 5: - projection de  ’ ° construite par la méthode

du théor ème 10, III de E .

Alors F ° est un groupe, quotient du monoide libre construit sur

 ’ - é et auquel on a ajouté l’élément unité é par la relation d’équiva-
lence p engendrée par la relation po : Si x, x’ E -,alors ((x, x’), x , x’) E Po

N 
° °

si et seulement si (x, x’ ) E y ’ *  ’ .
Soit v(  ’ ) _ ( N (  ’ ) , v (  ’ ), y ’ ) le projecteur correspondant et

- -

soit /.~ ( y ’ ) = v ( ’ÿ ’ ) , R .

TH E O R E M E 4. ~g est une catégorie à ~ - prolections, une(g, ~g ) - projec-9 9

tion de ( y ·,  ) E ~g étant le groupe I-’’ ° construit ci-dessus.
9

Soit ( y ’, ) E ~F, G’6get~ ==rG~ , y’ ) E ~°; alors si f, f’ Ey’ °

sont tels que

~

on a
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Donc p est compatible avec R et définit par passage au quotient
un néofoncteur F = ( G ’, p , Y*). 

-

F* ° étant une ?-projection de Y’, il existe un homomorphisme

unique p’ = (~p’ I"’) tel que ~B~(~y’; == F. D’où

T}unicité de p’ se démontre comme dans le théorème 1 .

PROPOSITION 12.

Soit

Soit un foncteur ordonné tel que G 
* soit

engendré par

Soit N le sous-groupe distingué de G engendré par
et soit

Alors G’ est un quotient de r ° , I-’ ~ étant la ( ~~-. , ~g ) - projectiong

de (’Y.,  ) construite dans le théorème précédent. 
9

.~oit Co le sous-grouporde de Q° ( G ~ ) engendré par c~ ( y ) .
Définissons une application de CO dans G’ · :

B.1 - B.1 B.1

Soit X E C° ; il existe e E ’Y. 
~ tel que a ° ( X ) = U = CF ( e ); comme

nécessairement on a U C N, tous les s E X sont équivalents mod N, et par
suite on peut poser

si s E X et si pN est la relation d’ équivalence dans G ° associée à N.

Il est facile de montrer que l’application ~ est sous-jacente à un

fondeur ~ = (G’., tj;, C° ) .
Soient f, f’ E y ’ 

° tels que ~’  f . Alors, puisque cp est ordonné, on a

, et par suite

Il en résulte que ~ o cP E 9:,o*
9

Le théorème précédent entraîne alors qu’il existe un homomorphisme

unique 8 = (C’ . , 8 , T~’ · ) tel que

Il résulte ensuite de l’hypothèse sur G ’ * que est un
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système de générateurs de G ° ’ * et,comme on a

6 est une surjection et la proposition est démontrée.

Il existe des situations particulières où G ’ ° est isomorphe à 1~ ’ ; on

a, en fait, les deux théorèmes suivants :

THEOREME 5. Si (’Y ’ ,  ) est ~onctori ell ement ordonné, si M ° est un sous-

groupoide majorant de (Ji.,  ), si G. * est la ( ~, f g ) - projection de .B1. cons-
g

truite dans ~ 1, lre,3ème définitions, et y le foncteur ayant pour support le

~rojecteur ~ ( B1 . ), alors G’. * est isomorphe à r ..

Considérons le diagramme suivant , dans lequel les notations de la pro-

position précédente sont conservées et

est l’ inj ection canonique.
1-e foncteur y vérifie la condition de la pro-

position Il et par suite 6 est une surjection.
Nous poserons pour simplifier :

et

/~o z étant un foncteur, il existe un homomorphisme p = ("F* , ~, G ’ ) tel que

(1) ~OÏ’=~o77’.

romme, par définition d’un sous-groupoide majorant, tout élément de

y ’ 
* 

est équivalent mod R 8 un élément de ~I~( ’ , on a

-

et,comme v (y) est un système de générateurs de r. ,

est un système de générateurs de r., et par suite /? est une surjection.
Il résulte ensuite de la relation ( 1 ) et de la relation 1/) o y= 6 0 J.l que

D’autre part, si m E M ’ ° on a 7T ( m ) = 77? E q~ ° ( 1 ( m ) ) = X, et par défi-
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nition de on a

Par suite on a

Il résulte alors des relations ( 2 ) et ( 3 ) et du fait que 7T est un pro-

j ecteur que

Il en résulte que N = Ker P N = fi ^1 ( Ker 8 ) , et par suite que, si

P = ker p, on a PCN.
Soit s E LJ ° c~°( e ) tel que s =1= 8 ; il existe e E yo’ 

° tel que s soit
cey- 

0
e E 

jo ..

associé à e ; par suite, si mn ... 772. est le produit formel qui définit s dans

G ’ ° et si S = ~772 ..., 772.), il existe,d’après le lemme 2,

tel que

Calculons

Il résulte de ( 1 ) que ~ 772 . ) = (/c o i )(mi) _ ( vo R oz’~f77?.),!’==~.. n.
Mais i ( m i ) est équivalent à f i mod R , donc

et par suite

d’où p ( s ) = Er . , l’élément unité de 1 ° ; et par suite s E P .

N étant le plus petit sous-groupe distingué contenant

on a N C P . Il résulte alors de ce qui précède que

P étant une surj ection, cette relation entraîne

par suite H est un isomorphisme.

TH E O R E M E 6. Si (’Y ’,  ) est un groupoide fonctoriellement ordonné obtenu

par localisation de G 
° et si y est le foncteur majorant associé, alors G’ * est

isomorphe à r..
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Dans ce cas, N est le sous-groupe engendré par la classe B des

s E G ayant la propriété suivante : il existe e E yo tel que s &#x3E; e.

En effet, soient s E B , t E G ’ ° et e E yo tels que s &#x3E; e ; soit

e’ _ ~ ( t e ) ; i a 1 or s e = ~6(T~~. Or on a :

Donc le sous-groupe NI engendré par B est distingué et,comme

~ 7 - ,

on a N’ = N.

Montrons maintenant que la relation R est identique à la relation

~o~
~n effet, on a vu que si f, f’ E y ° sont tels que / f’, on avait :

Réciproquement, supposons cette relation vérifiée et soient s E c~°(f ) ,
s’ E cp °( f’ ) ; alors on a s , s’ mod N , d’où s = s’ . t, où t E N . Mais t =

= tn .... , t 1 où ti E B , et par définition de B on a ti,~, E mod R , i = 1, 2 ... n ;

par suite, comrne R est bicompatible, on a t ,1, E mod R , d’ où s, s’ mod R .

Les relations s &#x3E; f et s’ &#x3E; /’ entraînent alors /~ f’ mod R.

Les relations R et Pt/Jo cp sont donc identiques~, mais comme G ’ * est

contenu dans ’y’ 
° 

on a y’ / p~o ~= G’’ , et par suite ’ 
* 

est isomorphe à G’*

’ ° étant un groupe, r . 
° 

est isomorphe à  ’ ° et par suite à G".

5. Relation d’équivalence sur un ~roupc~i’de inductif associé à un sous-

groupoide majorant régulier. Application.
Soit ( y’ ,  ) un groupoide préinductif.
Soit M * un sous-groupoide régulier majorant de y ° ( M ’ * est stable

par pseudoproduit) .
Soit r la relation suivante sur Y’: Si f , f’ E y , alors (l, 1’) E r

si et seulement si ¡ n M’ = f’ ~ n M ’ , où f ~ désigne la classe des majo-
rants de y ’ 

° dans ( y ’ ,  ) .
r est une relation d’équivalence et elle a la propriété suivante :

( J ) Si f , f’ Ey’ sont tels que f , f’ mod r, alors on a /-1 "v f’-lmod r.
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L E M M E 3. Soient f , f’ , g , g’ E y * tels que g , g’ mod r, ( g , f ) é’Y.*Y~

( g’ , f’ ) g y’* y. s’i 1 existe m 6 M " tel que m &#x3E; f et m &#x3E; f’, alors on a

g . f , g’ , f’ mod r et f , f’ mod r.

Soit W e M " tel que W &#x3E; g . f . Cette relation et la relation m 
-1 &#x3E; f-1

entrainent

M * étant régulier, et g étant équivalent à g’ mod r, on a

et

Cette relation et la relation m &#x3E; f’ entraînent alors

Or on a

et

d’ où W 3 g’ . f’ . Il en résulte que g . f ~, g’ , f’ mod r . g et g’ " étant équi-
valents mod r , il existe m’ E M tel que

Le même raisonnement entraîne

c’ est-à-dire f , j’ mod r.

L E M M E 4. Soit e E y~ et f E y ’ ° tels que ~C3 ( f ) ’‘~ e mod r; alors il existe

f’ E y ’ ° tel que 8 ( f’ ) = e et f’ , f mod r.

Soit m E M tel que m &#x3E; f ; alors on a

et par suite

Soit f’ = e m ; les relations ,L3 ( f ) .,, e mo~,’ r, 1n &#x3E; f, m &#x3E; f’ entraî-

nent, en v ertu du lemme 3 , la relation

T H E O R E M E 7. r est une relation d’équivalence bicompatible et y - = y % r
est un groupoide quotient strict de y..

Soient f , f’ E y tels que f , f’ mod r, et soit m e M tel que m &#x3E; f . Il

en résulte :
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Le lemme 3 entraîne alors que a (f) , a, ( f ° ~ mod r et,puisque

que ~ ( f ) ,‘, ,C~ ( f’ ) mod r .
Il résulte également du lemme 3 que r est compatible avec la mul-

tiplication, donc r est bicompatible.
Le lemme 4 entraîne alors le théorème.

PROPOSITION 12. Si f E ’y ’ et e Eyo* sont tels que f ,~, e mod r, alors

f E yo .
En effet soit m E M tel que m &#x3E; e ; on a a. ( m ) &#x3E; e et par hypothèse

a, ( m ) &#x3E; f ; par suite f E yo .
Supposons maintenant que ( y ’ ,  ) soit un grou poide inducti f.

LEMME 5. Soient f , 1’, g E ’y tels que f ~, f’ mod r et f  g ; 1- alors il existe

g 
° 

E y 
° tel que g° &#x3E; f’ et g’,gmodr.
Soit m E M tel que m &#x3E; g; alors on a par hypothèse m &#x3E; f et m &#x3E; 1’;

donc g’ = g u f ° existe et on a m &#x3E; ~° .
Si m E M est tel que m &#x3E; q’, on a m &#x3E; ~ . Il en résulte que

et, comme g’ &#x3E; f’, le lemme est démontré.

PROPOSITION 13. La relation « sur ’~ quotient de la relation  par r

est une relation d’ordre. 
,

Soient f , g , g’ E C tels que g  f  g ° et g,g’ mod r.

Soit m E M ° tel que m &#x3E; f ; alors on a m &#x3E; g . Si m E M et m &#x3E; g ,
on a m &#x3E; g’et par suite m &#x3E; f .

Il en résulte qu’on a f , g mod r; la condition Q ,, du lemme 1.1 est
donc vérifiée.

La condition Q 1 de ce même lemme est aussi vérifiée pour l’ordre
opposé à l’ordre  , en vertu du lemme 5 ; il en résulte la proposition.

LEMME 6. Soient t f ~ 6 y, ei E ’yo , i - 1 , 2.tels que
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alors il existe f i E y * , i = 1 , 2,tels que

et

1)’ après le lemme 4 , il existe Ii E Y tels que f t ,~, f i mod r et

~ ( f i ) = e i . Soit m E M tel que m &#x3E; 12 ; alors on a m ~ f ‘2 et m &#x3E; Il, d9 où
m &#x3E; f’ ,et comme ~ ( f’ )  ~ ( f’ ) on a f’  f’1 1 2 1 

2’

L E MM E 7. Soit x une classe mod r et ( f i )i E j une lamille d’éléments de

y telle que Ii E x (Yi i E 1 ); alors Uli i existe et U /x E x.
Soit i o E 1 et m E M tel que 772 &#x3E;/. ; ; par hypothèse, on a 772 &#x3E;/. i

o

( ViE 1 ) , donc U Ii i existe et on a 772 &#x3E; U /~ ’
Soit m E M tel que m &#x3E; U f i ; naturellement on a m ~ f i et par

o

suite Ii i ,~, U Ii mod r.
o

T H E O R E M E 8. (’~., cc ) est un groupoide z’72~C~’/.
Soient ( y, x ), ( y’, x’ ) E j2°* Y. tels que x « x’ et y « y’ . Alors il

existe f E x, f’ E x’, g E y, g’ E y’ tels que :

mod r, mod r.

Comme on a o~ ( g )  a ( ~’ ), il existe, d’après le lemme6, / l’ /’1 E y ~ 
° tels

que :

fl,,, f mod r, /’1 ’V f’mod r, ~(f ~~ = a ( g’ ), ~(f 1~ = a(g~ et f 1 /’1.
Il en résulte que g. / 1 ~’ . /’1 et, comme y , x = p( ~ . / 1 )et y’ , x’ =

on a

Soit ( y, x ) E ’* · et z° E y’ ° tels que z° « y , x; alors il existe

h E y , x et h 
° E z, tel que h  h . Fn vertu du lemme 4 , il existe f E x tel

que oc( f) = cx(h), et g E y tel que a,(g) = ~3( f).

Soit h 1 = g , f ; alors on a h 1 ,~, h mod r et, comme a. ( h 1 ) = a. ( h ),

ona hl=h.
Il existe g ° , f ° E y * tels que

et ,

Soit x’ = ~5f/’~ y’ = p ( g’ ) , alors on a

et

_ 
N

Soit x E  ~ ° et u E y~ 
° tels que x « u ; alors il existe e E u et f E x
0
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tels que f  u ; d’après la proposition 12 , on a e 6~’ et par suite f Eyo ,
donc x E yo .

Il résulte de ce qui précède que ( ÿ ’ , « ) est fonctoriellement or-

donné ( 1 ) .

Soient (xi)ie 1 y une famille d’éléments de  majorée par y E j2 .
Alors il existe, pour tout ï6/, Ii E xi et g i E y tels que f i  gi .
T" après le lemme 7, U gi = g existe et U gi E y ; comme f i  g ~

( ViE 1 ), ~J f i = f existe et on a f  g .
Soit x = /5("/~ alors on a x « y . Soit z 6 ~ un majorant de la fa-

mille ( xi )i E 1; ,, alors il existe, pour tout i E 1, f E x i et h i E z tels que

/’  ~ .. D’après le lemme 5 , il existe, pour tout i E 1 , h i E z tel que f i  h i
et, d’après le lemme 7, U h i 1 existe et on a

et

Il en résulte x « z , et par suite

( j2 , « ) est donc une classe inductive ( 2 ).

Il résulte de ( 1 ) et de ( 2 ) que ( ÿ ’ , « ) est fonctoriellement or-

donné.

R E M A R Q U E S . » est foncteur ordonné quasi-inductif
et bien fidèle dont la restriction à M ° est injective.

APPLICATION.

THEOREME 9. Si : .’

( y ’ ,  ) est un groupoide inductif,
M ’ ° un sous-groupoide majorant de ’Y. ,

G~ une ( ~, ~g ) projection de M ,

cpM - (( (~° ~ GM ) ,  ) , cpM , ( y · ,  )) l e foncteur cons trui t par la

méthode de ( IV , 2 ),

M ’ ° le sous-groupoide régulier de ( y ’,  ) engendré par M ’ ,

rM la relation d’équivalence associée à M ’ ,

( yM , ) le groupoide inductif quotient deY  ) par rM ,
alors cpm définit par passage au quotient un foncteur
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qui est ordonné quasi-inductif et bien fidèle.
En effet, soient f, f’ E y ’ , tels que f ,.,,, f’ mod rM et soit s E cpM ( f );

alors il existe S = ( mn MI) e SM tel que

mais g E M ’ 
* donc, par hypothèse, on a g &#x3E; f’, et par suite s E cp‘° ( f’ ), donc

Donc çpm définit par passage au quotient qui a les mêmes propriétés

que ÇpM , compte tenu des propriétés de rM .



CHAPITRE V

Le chapitre débute par quelques rappels sur la théorie des structures feuilletées et

tout particulièrement sur la notion d’holonomie.

Dans le paragraphe 2, on montre qu’étant donné un pseudogroupe (y’,C ) d’homéo-

morphismes locaux d’un espace topologique E, la donnée d’un revêtement ( X , p ) d’un espace

topologique connexe et localement connexe X et d’un foncteur ~P=((C~(G’),~ ), ï,Cy ,~ ))
ordonné, bien fidèle et quasi-inductif, où G’ est le groupe d’automorphismes de ce revête-

l’V

ment, permet de construire un feuilletage (T, T’) _ ( E, ’y , c~, X ) .

Le paragraphe suivant est consacré à l’étude de l’holonomie de ce feuilletage et les

résultats du chapitre III sont utilisés pour établir un théorème fondamental (théorème 1).
l’V

Dans les paragraphes 4 et 5, on étudie diverses propriétés du feuilletage ( E, y, ÇP,

1. Rappel sur la théorie des feuilletages topologiques.

A ) DEFINITIONS GENERALES (voir [ 9 ] ).
Soit E un ensemble muni de deux topologies T et T’ . On dira que

( T , T’ ) définit sur E un feuilletage topologique si la condition suivante

est vérifiée :

Pour tout x E E il existe un voisinage ouvert U’ de x relativement

à T’ sur lequel T et T’ induisent la même topologie.
T’ est supposée localement connexe.

Une composante connexe de E relativement à T’ est appelée une

feuille de ( T, T’ ).
Les feuilles de ( T , T’ ) forment une partition de E ; la relation d’é-

quivalence correspondante est appelée relation d’équivalence sous- jacente
w

à ( T , T’ ) et l’espace quotient E muni de la topologie quotient de T est ap-

pelé espace transverse de ( T, T’ ).

Si U est un ouvert de E relativement à T, le couple des topologies
induites par T et T’ sur U définit un feuilletage topologique sur U , appelé
feuilletage induit par ( T , T’ ) sur U et noté ( T , T ° ) U .

TJne feuille F de ( T , T’ ) est dite simple si tout point de F à un
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système fondamental de voisinages U ouverts relativement à T et tels que
w

l’application canonique de l’espace transverse U de ( T, T’)Udans l’espace
w

transverse E , qui associe à toute feuille de U la feuille de E qui la con-
w

tient, soit un homéomorphisme sur un ouvert de E . Un tel voisinage est

appelé ouvert distingué de ( T , T’ ) .

Le feuilletage est dit simple si toute feuille est simple; il est dit

localement simple si tout point x E E admet un voisinage ouvert U relative-

ment à T tel que ( T , T’ )U soit simple; un tel ouvert est appelé ouvert sim-

ple et une feuille de ( T , T’ )U sera appelée plaque de U .

B ) NOTION DE CHAINE PURE ET D’HOLONOMIE.

a ) Chaîne pure : Soit ( T , T’ ) un feuilletage topologique localement

simple. ’

Soient 0 et 0’ deux ouverts simples tels que 0’ soit distingué
dans 0 et que l’ouvert obtenu par saturation de 0’ relativement à la rela-

tion d’équivalence sous-jacente à ( T , T’ )0 soit identique à 0 ; alors nous

dirons que le couple ( O , O’ ) ou le couple ( 0’ , 0 ) est un chaînon pur. On

appelle chaine pure une suite C’ = ( 0 p ,..., 01 ) telle que, pour tout i  n,

le couple ( O i , O i + 1 ) soit un chaînon pur.

A toute chaîne pure C’ est associé un homéomorphisme I ( C’ ) de
w w

01 sur O p obtenu en composant les homéomorphismes canoniques ou leurs
. inverses associés à chaque chaînon pur.

b )Groupoide d’holonomie : C’ est le groupoide H’ des triplets

( 0 * , f , 0 ) tels que :
1 ) 0 et O * soient des ouverts simples; §

2) il existe une chaîne pure C’ _ ( On ,..., 0 1 ) telle que

La classe H~ s’identifie à la classe des ouverts simples de ( T , T’ ).

- 

Soit  la relation suivante sur H’ : .’

(0 i’ f 1, 0 1)  ( O *, f , O ) si et seulement si 0* est distingué dans O * ,

0 1 est distingué dans 0 et
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u ~ u

u * et u étant les applications canoniques de O i dans 0 * et de 0 1 dans
w

0 , respectivement .
Alors ( H’ ,  ) est un groupoide ordonné régulier (voir [ 2 ] ) .

c ) Pseudogroupe transverse d’holonomie : Soit ú)1 un ouvert simple
et H’ ( o.~’ ) le sous-groupoide de H’ formé des triplets ( 0 *, f , O ) tels que

v w

0 et O * soient saturés dans cv~, alors 0 * et 0 s’identifient à des ouverts

~ ( O ) et ~ ( 0 * ) de w’ et f à un homéomorphisme local de ~’ , soit

~(0*, f, 0). ,

2 est une application de H’ ( c~’ ) dans le pseudogroupe -y
des homéomorphismes locaux de w’ .

(On identifiera les unités de y~~ aux ouverts de w’ ) .
Soit yw~ _ ~ ( H’ ( cv’ )) .
Alors y CtJ’  définit un sous-pseudogroupe y~t de y§§~, et l’applica-

tion $ est sous-jacente à un foncteur ordonné

4Y = (( yg~ ,  ) , 4Y , »

qui est un isomorphisme ordonné.

L’ordre  sur Y~, étant l’ordre habituel, y~, s’appelle le pseudo-

groupe transverse d’holonomie relatif à coi et il a les propriétés suivantes :

1 ) c’ est un sous-pseudogroupe faible de y~~ (voir ( 4 J );

2 ) il est saturé par induction;

3 ) ( y~,)o est la classe de tous les ouverts de è:J 1 .

Le groupoide y~ des jets locaux des éléments de y~ s’ appelle le

groupoide transverse d’holonomie relatif à col (voir [ 10 J ) .

2. Construction d’un feui Iletage.
Soit ( y’ ,  ) un pseudogroupe d’homéomor phismes locaux d’un

espace topologique E ayant les propriétés 1 ) , 2 ) , 3 ) .

(On notera a et ~3 les applications source et but dans y ° et B ( x )

l’ensemble des voisinages ouverts d’un point x E E ) .
".,

Soit (X, P J un revêtement simplement connexe d’un espace topo-

logique X connexe et localement connexe et G le groupe d’ automorphismes
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de ce revêtement; e , l’élément unité de G (voir [ 1 ] ) .
N

DE F INITION 1. Soit y E X ; un voisinage ouvert V de y sera dit normal si

p ( V) est un ouvert de X tel que ch aque composante connexe de p -1 ( p ( v »
soit appliquée homéomorphiquement par p sur p ( V ~ et si V est l’une de ces

composantes connexes; alors V est connexe.

’ nn sait que (voir [ 1 ] ) :

A) Quel que soit y E X , l’ensemble des voisinages normaux de y,

noté B n ( y ), constitue un système fondamental de voisinages de y .

B ) Si s E G, s 4 E et si V est normal,alors s ( V ) t i V = ~ .

C) Si G’ est un sous-groupe de G et si p est la relation d’équi-
N

valence sous-jacente à G’ , alors l’espace X / p est connexe et localement
N N

connexe, et ( X , p ) est un revêtement normal de X / p , le groupe des auto-

morphismes de ce revêtement étant G’.
N

Soit F le produit topologique E X X et 5 la topologie produit de
N

celles de E et de X .

 Soit f E y ’ , a(f)= U, ~f3 ( f ) = U’ et soit s E G ; alors, au couple

(f, s) on peut associer un homéomorphisme local f s de F en posant:

f S ( x , y ) _ ( f ( x ), s ( y ),~, si x E U et y E X ; la source de f S est l’ouvert

U X X et le but l’ouvert U’ X X .

Soit «(to ( G ),  ) le groupoide inductif des atlas de G (chap. III ) .

Soit un foncteur ordonné quasi-
inductif.

Soit F la classe des homéomorphismes locaux fs de F associés

aux couples ( f , s ) tels que s E cp~( f ) ·
Soit (r.,  ) le pseudogroupe de tous les homéomorphismes locaux

de F.

PROPOSITION 1. La classe I" définit un sous-pseudogroupe faible de r.

REMARQUE P RELIMIN AIRE. Si f , fs, ~? sont tels que fs  foe, , alors ons SI s si,

a f  f’ et s = s’ .

Soient gt, fs E T’ et U’ _ ~C3( f ), V = a( g ), W = U’ n V ; alors

~C3 ( f S ) n c~ ( gt ) = W X X et par suite, compte tenu de la remarque préli-
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minaire, le pseudoproduit gt f s dans F est égal à g f ts ’
Par définition du pseudoproduit on a

avec

cp étant ordonné, on a t 6 Çp"(g’) et s E ~°( j’ ) et cp étant un foncteur, on,

a ~ 6~~./~= ~P"~/~ 3 donc ~/~ 6 F.
Soit/ E h ; alors on a

et

car cp°( j-1 ) _ ~ cp°( j) ~ 1 -1 dans G .

Soient ( f£ 
1 )i El une famille d’élément de r majorée par f s E F

alors, d’ après la remarque préliminaire ~ on a si - s, Y i E 1. L’ agrégat de .
cette famille dans 1 est égal à ( U f T )S ; mais, comme cp est quasi-induc-

tif,on a Y’(/) = n c~°( ji), et par suite s E epO(f), d’où ( U fi)S E r’ .
i e 1 ~ 

Ces trois conditions sont suffisantes pour que r soit un sous-

pseudo groupe faible de fi. (voir [4 1).

C 0 R 0 L L A I R E. I" est un pseudogroupe (voir [4]).

REMARQUE. Tout point ( x, y ) E F appartient à au moins une unité de r.

P RO P OSITION 2. Soit ~, la topologie sur F, somme des topologies des
-

sous-espaces de F de la forme { x ~ 1 x X, si x E E . Alors r’ est aussi un

pseudogroupe d’homéomorphismes locaux pour cette topologie.
Le fait 

N 

que tout fEr applique homéomorphiquement le sous-

espace x ~ 1 x X de F sur le sous-espace 1 f( x ) 1 x X entraîne immédiate-
ment la proposition.

- -

Dans la suite on posera { x ~ 1 x X = Xx .
P RO P OS ITION 3. Soit R la relation suivante sur F : Si (x, y), ( x’, y’) E F,
alors (( x, y ), ( x’ , y’ )) E R si et seulement si il existe js E r tel que

f s ( x , y ) = ( x’ , y’ ); alors R est une relation d’équivalence ouverte par
rapport à ~ et à ~’ .

Résultat classique.
Soit F’ = F / R l’ ensemble quotient de F par R , q : F - F’ l’ap-

plication canonique, T et T’ les topologies quotients de Î et ~, respec-
tivement.
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Nous supposerons dorénavant que cp est, en outre, bien fidèle.

PROPOSITION 4. ( T , T’ ) définit sur F’ un feuilletage topologique loca-

lement simple.

Remarquons déjà que ( ~ , ~’ ) définit sur F un feuilletage simple 
’

,..,

dont les feuilles sont les sous-espaces Xx .
Soit z E F’ 1 et ( x , y ) E F tel que q ( x , y ) = z .
Soit U E B(x) et V E Bn(y), et soient (xi, yi) E F, i = 1, 2 tels

que xi E B(x), 1 yi E Bn(y) et (xl, yi),~, (x2, y2 )mod R; il existe f E y’
et s E cp °( f ) tels que f ( x 1 ) = x 2 et s ( y 1 ) = y 2 . V étant normal, on a

s = e et , cp étant bien fidèle, on a f E y~, dP où y 1 = y 2 et x 1 = x 2 .
Par suite la restriction de q à U X V est injective et, comme R est

ouverte, q est un homéomorphisme local de U X V sur q( U X V ) pour les

deux topologi es ( I ) .

Il en résulte que q ( ~ lx l X V) est un voisinage ouvert de z par

rapport à T’ , tel que les topologies induites par T et T’ soient identiques;

comme, par ailleurs, T’ est localement connexe, ( T , T’ ) déterminent sur

F’ un feuilletage topologique.
De plus, il résulte de (1) que q est un isomorphisme local de(~,~’)UXV

sur ( T , T’’ )q (U x V) ; comme (3B~’)r/~v est simple, il en est de même

pour f7BT’)~~~, et par suite ( T , T’ ) est localement simple.q 
,..,

N O T AT IO N . On notera ce f euilletage ( E , y , y,
,..,

P R O P O SIT IO N ~ 5. Tout sous-espace X x, x E E , est un revêtement normal,

pour la projection q, d’une feuille de F’ .

Soit x 6F et yx la classe des f E y ° tels que f ( xo ) = xo et
0

soit 
o 

° °

soit

Soient s , s’ E Sx ; ; alors il existe l, f’ E yx tels que s E cp°( f )
o 

~ 
0

et s’ E cp°( f’ ) et, comme f’ f E y x et s’s E c~°( f’ f ), on a ~~~ .
D’autre part, f ~1 E y . et s -1 o e: ~° ( f -1 ) , donc s -1 ~~... 

0

x xo 0

Il en résulte que Sx est un sous-groupe de G .
0
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~

Soit R la relation d’ équivalence induite par R sur X x ; alors on0 0

a

si et seulement si il existe s E Sx tel que y’ = s ( y ~; par conséquent
- "o

X x /Rx est homéomorphe à X /Sx .
0 0 ^’ o ^’

Donc Xx est un revêtement normal de Xx / Rx ( rappel C ), le
0 0 0

groupe de ce revêtement étant isomorphe à Sx . 
~ 

O N

Par ailleurs, R étant ouverte par rapport à 3~ , et Xx étant un ou-
N

vert de ~’ , X x / R x est homéomorphe à q ( X x ) muni de la topologie
0 0 0

induite par- T’ .
- -

Enfin q( X x ) est une feuille de F’ puisque q ( X x ) est un ouvert
o ^’ o,.~

connexe de T’ et que, si x E E et x ~ xo , on a q ( X x ) = q( X x ) ou bieno x xn

3. Holonomie de ce feuilletage.
P RO P OSITION 6. Soit J?6F~ et 0 un ouvert simple de F’ contenant z .

Soit ( Xo 1 YO E F tel que q ( xo, ,y ~=2r; alors il existe Uo 6B~ ) et

V e B"( y 0 tels que q ( Uo X V o ) soi un ouvert distingué de 0 .

Dans F, muni de 5, les ouverts de la forme U X V où U E B (xo
et V e Bn(y 0) constituent un système fondamental de voisinages de (~ ,y ).
Par suite, comme R est ouverte, il existe U 1 ~Bfx~) et V 1 6B~~~)tel
que W‘1 = q ( W 1 ) soit contenu dans 0 , si W 1 = U 1 &#x3E;C V 1 ’

Mais W est un ouvert simple de F’ ; par suite il existe un voisi-

nage 0 1 de z , ouvert par rapport à T , qui e st di stingué dan s 0 et dan s W’
Il existe alors Uo e B(x ) et V~ EB"(yo) tel que W~ = q ( W o ) soit

contenu dan s 01, si WO = UO x VO. °
Mais W est distingué dans W 1, donc W’ 0 est distingué dans W 1 et

par suite dans 01 , donc dans 0 .

COROLLAIRE. Soit y’ 6X tel que q ( xo yô) = z ~ § alors il existe f E y
et tel que et

Soit t et alors con-

tient z et est aussi distingué dans O.
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D E F INI T I ON 2. Soient V 1 et V 2 deux ouverts normaux de X tels que

V 1 C V 2 ; alors nous dirons que le couple ( V I, V 2 ) ou. le couple ( V 2 , V 1 )
est un chaînon simple normal.. ,

Nous appellerons chaîne simple normale toute suite C = ( Vn,..., V 1 )
d’ ouverts normaux telle que pour tout i  n le couple ( V i, V ~ + 1 ) soit un

chainon simple normal.

Soit C = ( V n ,... , V1 ) une chaîne simple normale et U un ouvert

de E. Posons Wi ~ U X Vi et ~.= ~fW~.).
Il est clair que la suite (’W ,..., W i ) est une chaîne pure de F’

qu’ on appellera chaîne pure normale associée à C et à U et qu’ on notera

C’ U’ °
B1

REMARQUE. Soit f’ = I ( C Û ) et vi : Wi -~ Wi l’ application canonique. Soit
et . alors si on a

PROPOSITION 7. Soit D = (Op ,... , 0 ~) une chaine pure de F’ et soit

g’ = I(D).

Soient z 1 E 0 1 et z p E Op reliés par D .

Soit ( x i, Y 1) E F tel que q ( x il y 1 ) = z l’
Alors il existe une chaine pure normale C’ = ( Wn ,... , W i) ~ avec C =
= (Vn’"’’ &#x3E; V1)~ Wi - q(U X Vi),telle que :

et il existe tel que

alors

Démontrons déjà cette proposition dans le cas d’un chaînon pur

( 0 2 ’ ’0 1), avec 02 C O1.
Soit cx i la plaque de O i qui contient z ~ , i = 1 , 2 ; alors on a

Quel que soit z 60 (resp. E a, 2 ) il existe U ( z ) E B ( x z ) et V (z)

normal dans X tel que q ( U ( z ) X V ( z ) ~ soit distingué dans O 1 (resp.
dans 0 2 ) . En effet il suffit de choisir y E X tel que, q( x I, y ) = z et d’ap-

pliquer la proposition 6. En particulier pour z 1 nous choisissons y 1.
Posons V’(z) = q( ~ xl~ x V(z))~ alors les V’(zj, pour z E a, ,
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recouvrent a, .

a, étant connexe, il existe une suite finie ( V r ( z i ),... , V’ ( zn ))
telle que z2 E V’(zn) et V’(zi) r1V’(zi+i) ~ ~ ’

H 
n . 

N

X étant un revêtement de q ( Xx ) qui contient a , et les V ( z i )
1 

. 

1 .

étant normaux, on peut relever la suite ( V’ ( z 1 ) ,..., V’ ( Zn)) en une suite

( V 1 , ... , V~) d’ouverts de X x 
1 

tels que V i = ~ x 1 ~ x V i où Vi* est norm al
N 

n X 
i 

i i t

dans X et i* n Vi + 1 ~ Q~ , i = 1 ,..., n- 1 .

nn peut toujours choisir V1* = V ( z 1 ) .
Il existe, pour tout i = 1 , 2 ,... , n, f i E y et si E G tels que V7=

-- si(v(zi)). si E ’fJ 0 ( fi) et fi(xi) = x 1 .
D’après le corollaire de la proposition 6, il existe U.* e B (xi) tel

que q ( U.* X =.*) soit distingué dans O 1, et dans O 2 s’il est contenu dans

. °
Posons V 2 i _ 1 = V * . °

V 2 i = une composante connexe de V~nV~,,ï==~2....,~-l;
alors C = ( V 2 n -1 ,..., V 1 ) est une chaîne simple normale.

Soit U = , n U~.* , et soit CÛ = ( w 2 n-i’"’~ ’ w 1) la chaîne
:==~2,.~ ’ 1,2,.,n 

" ~~ 

pure de F’ associée à C et à U .

On a y 1 E V 1 car V 1 = V i = V ( z 1 ) , et d’autre part z 2 E V’ ( zn),donc
il existe y 2 E V2 n _~tel que q ( x l, y 2 ) = z 2 . °

Enfin il est clair que ( W 2 n -1, f’ , W‘1 ) ~ ( D 2 , g , 41 ) , si f’ = 1 (C Û )
et g = 1 (0 l’ 0 2 ); par suite la proposition est démontrée dans ce cas par-

ticulier.

Dans le cas général, la proposition se démontre facilement par ré-

currence ; il suffit de réduire convenablement U.

Soit H’ le groupoide d’holonomie du feuilletage ( T, T’); soient
N

V * un ouvert normal de X , co = E X V * et cv ’ = q ( cv ) .
Alors le feuilletage ( ~ , ~’)w est isomorphe au feuilletage ( T , T’)w,;

par suite l’espace transverse w’ s’identifie à l’espace transverse C’ô qui
n’est autre que E .

PROPOSITION 8. Soit f E y’, a(f) = U, ~( f ) = U fl alors il existe une

chaîne pure normale avec et
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= q( U X V i ), telle que si f’ = 1 ( CU) on ait avec les notations de 1 :

Soit s E cp C ( f) et soit

Il existe une chaîne simple normale C = ( V n ,..., V 1) telle que

Soit Cu =. ( W n ,..., W’l) la chaîne pure associée à C et à U , où

W 1 et Wn sont donc
saturés dans oi’ et par suite, si on a

Soit x E U; r alors la plaque de Wn associée à la plaque q( ~ x ~ X V *)
de W 1 est la plaque Il en résulte que

PR O P OSITION 9. Soit y~ le pseudogroupe transverse d’holonomie de (T , T’)

relatif à cv’ ; 1 alors pour tout g ~~ et tout x E a, ( g ) il existe U* E B ( x )

tel que la restriction g U 
* de g à U 

* appartienne à y .
Soit D = ( O p , ,..., O 1 ) une chaîne pure de F’ telle due , si g’ =

= I ( D ), on ait

alors 0 1 et 0 p sont saturés dans oi’ -

Soit x 1E a ( g ), y, E V* et z, 
= q ( xl’ Y 1 ); alors z, é 01.

Soit z pE 0 p associé à z 1 par C. Il existe y. E V* et ~. E E tels

que q(xplyp ) = ~. *
D’après la proposition 7, il existe une chaîne pure normale C’ =

=fW~...,W~) avec C=(V v 1) et W;.=~f~XV~.) telle que:

x1 EU, y, 6V~ il existe y EV n tel que q ( xl’ Yn) = ~ et, si /’ 1 (C’ u
on ait :

On peut touj ours choisir V 1 = V * .
Par ailleurs il existe f E y’ " et s E ’fI°( 1) tel que x p 

= j( x 1 ) et s (yn) _
= 

y p ; et, comme on peut toujours supposer que Vn = s -1( V * ) , on a
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Soit tl * _ ~ r’t tx(~) et CÛ* la chaîne pure associée à C et à U* ; alors

si ~*) on a . 
,

et

d’ où

or f * _ ~ ( ’~’ *) est, d’ après la démonstration de la proposition 8, égal à f U * ; i
donc f * E Y. , puisque y est saturé par induction.

Les relations ( 1 ) et ( 2 ) entrainent alors f * = g U * , et comme x 1 E U *

la proposition est démontrée.

PROPOSITION 10. yw et y 
° ont même groupoicle de jets.

Il résulte de la proposition 8 que y’ C y~, et de la proposition 9 que
si g E y ’ et si x E a, ( g ) , alors il exi ste f E y * tel que j ~’ g = j ~’ f

L’étude qui précède et les résultats du chapitre IV vont maintenant

nous permettre de démontrer le théorème suivant :

THEOREME 1. Soit y un pseudogroupe d’homéomorphismes locaux d’un espace

topologique E ayant les propriétés 1 ), 2 ), 3 ), du paragraphe 1 ; alors il

existe un feuilletage topologique localement simple ( T , T’ ) admettant un

ouvert simple col tel que

1 ) l °espace transverse ?:JI soit homéomorphe à E §

2 ) si on identifie E et w~, le groupoide transverse d’holonomie w
de ( T, T’ ) relativement à col est identique au groupoide des jets du pseudo-

groupe y .

En effet, soit M un sous-groupoide majorant de y et GM une (g,j:9g

projection de M ’ * (voir chap. IV, 1 ); alors le théorème 2 et les propo. 6 et 7
de IV montrent qu’ on peut construire un foncteur ordonné bien fidèle et quasi
inductif c~= (((~°(GM), ), cp ,(y’, )).

nn sait par ailleurs que le groupe GM peut être réalisé comme groupe
d’automorphismes d’un revêtement X d’un espace topologique X connexe et

localement connexe (voir par exemple [13] où l’espace X construit est un

polyèdre) .
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La proposition 10 entraîne alors que le feuilletage ( E , y , ~ , X )

construit au paragraphe 2 a les propriétés requises.

4. Déroulement faible de ( T , T’) = ( E , y , cp, X ) au-dessus de úl.

A ) PRELIMINAIRES.

DEFINITION 3 . Une chaîne pure normale CÛ = (Wn ,..., W i) avec C =

= ( Vn ,..., V 1 ) et Wi = q ( U X V i ) sera dite de base ( x, y ) E F si

Une telle chaîne a la propriété suivante : Wn est saturé dans co’

et on a :

B1

si v I est l’application canonique de W 1 sur W’l’ /’ = 1 (Cu) et i n l’in-
B,of 

j ection canonique de W~ dan s E.

Il en résulte que Cu définit un élément bien ,déterminé de F’*(6d),
déroulement f aible de ( T , T’ ) au-dessus de cv’, à s avoir :

si

L E M M E 1. Deux chaines pures normales de même base (x, y ) définis-
sent le même élément de F"~ ( cv )

Ce lemme facile à démontrer résulte en particulier de la remarque

qui suit la définition 2 .

THEOREME 2. Le déroulement faible F’*(cv) du feuilletage (T, T’ ) =
- -

= ( E, y , y, X ) est isomorphe au feuilletage (T 0’ TI ( E, y,,, cpo, X )
si cpo est la restriction de cp à yo .

REMARQUE. Par hypothèse sur y ’ , ’Yd est constitué par l’ ensemble des

ouverts de E .

Soit ( x, y ) E F . ° Soit C ~ _ ( W n ,..., W’1 ) une chaîne pure normale
de base ( x, y ).’ Soient f’ = 1( C’ u et z = q( x, y ). Posons

il résulte du lemme précédent que ~:f~y~-~(x,y) est une applica-
tion de F dans F’ * ( ~ ) .

Soit X e F’*(6d)~ alors il existe une chaîne pure D = ( 0 p , ..., 1 0 1 )
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de F’ telle que Op soit saturé dans col , et que si g’ = 1 (D ), on ait

et

v 

avec u application canonique de O1 dans O1 et j injection canonique de
.. ~

0 p dans ~)’ . °

Soit y p E V * et z p 
= q ( x , y p ) ; alors z est relié à z p par D.

~’ après la proposition 7, il existe une chaîne pure normale CÛ =

_ (Wn ,..., W’1) avec C = (Vn ,..., v et Wi = q( U X Vi) telle que : 1

a) x E U et y p 
E V , et il existe y E V 1 tel que q ( x , y ) = z ;

b) si f’ = 1 (C’u) on a (Wn, f’, W i)  (O p, g’, O1). (1 )

On peut toujours choisir Vn = V * de sorte que C~ soit une chaîne

pure normale de base ( x, y ).
La relation ( 1 ) entraîne alors que

donc ~ est surjective.
Soient ( xi, yi ) E F, i = 1 , 2, tels que

et soient zi = q(xi, y~).
nn a nécessairement x 1 = x 2 et z 1 = z 2 - ; il existe donc f E y’

et s E çp’(f) tels que

et

soient 1 et

deux chaînes simples normales telles que

et

On peut toujours supposer que V i - s ( V 1 ).
Soient C’Û - ( W’ 1 ..... W’ 1) et C’Û = (W,2 ,..., W2 ) les chaî-

u 1 n1 i2 u 2 n2 1

nés pures normales associées à C 1, C 2 et à U , U 2 respectivement; alors

col 
1 

est de base (x l’ y 1)’ @ C,2 
2 

est de base ( x 1, y 2 ) et on a, si fi =
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De plus, par construction, on a W’ i = W’ 1 ; a il en résulte que D =

- ~ W ’ n ,..., w’ i ’ w’ 1 ’ "’’ wnl ~ est une ch aîne pure de F’ et on a, si 
.

2 1 1 1
f’ = 1(D),

il est clair que ~f7-) = /.
On sait que lx / ~ ~ détermine un automorphisme de la feuille de

FI déterminée par x et, par construction de la chaîne D , on a

~/f~l~~=~~~=~l~~
donc /~/= X 1. Par suite, il existe U 6Bf~ tel que f U soit égal à U

et comme cp~~/;Ccp"~~ona~6cp~~;.
Réciproquement si YI’ Y2 E X sont tels qu’il existe U 6B(~.)et

s 6 cp~~) tels que y 2 = ~~y.),il est facile de montrer que

Donc en résumé on a :

si et seulement si x 1 = x 2 et il existe U E B ( x 1 ) et s E cp°( U ) tels que
y2 - s( yl).

Par conséquent la relation d’équivalence associée à l’application

~ n’est autre que la relation d’équivalence Ro sous-jacente au pseudo-

groupe T’ô d’homéomorphismes de F construit à partir de yo et de c~o .
Soit Fô = F/R et qo : F -~ F/R l’application canonique;o 0 0 0-

définit donc par passage au quotient une bijection î de Fô sur F’*(6c)).
- 

0

Soit ( To , Tô ) _ ( E, ’Y~ ’ :po X ) le feuilletage défini sur FI
( T * , T’ * ) le feuilletage de F~(6d).

Soit U un ouvert de E , V un ouvert normal de X .

Les ensembles qo ( U X V ) , qo ( 1 x X V ) forment une base d’ouverts

de T o, i’ô respectivement et les ensembles ~ ( U X V ), ~ ( ~ x ~ X V ) forment° 
M

une base d’ouverts de T * , T’ * respectivement,, donc f applique une base
d’ ouverts de T, T’ sur une base d’ ouverts de T * , T’ * respectivement; c’esto 0 1



112

donc un isomorphisme du feuilletage ( 7§, Tô ) sur le feuilletage ( T *, T’ *) .

REMARQUE:

PROPOSITION Il. Soit ~=(~Q°(G’) ~ ), ~ , (’y’,  )) un foncteur ordon-
né bien fidèle et soit ’ ° le groupoide des jets de y’; alors cp définit

par passage à la limite (inductive) un foncteur

bien fidèle.

Soit X 6 ~ ’ ° et x = a, ( X ); i posons

r 
_

Soient s, s’ E~°( X ); alors il existe f et f’ E ’Y. tels que s e c~°( f ), 1
s’ E cp ° ( f’ ) et j ~‘ f = j ~‘ f’ , d’ où j ~ ( f’ -1 f ) = x ; d’ autre part, d’ aprè sx x x

les propriétés de y, on a s’ "1 s E cQ°( f’ "1 f ).
Il en résulte que, si X = x , alors y; °( X ) est un sous-groupe de

G et, si X est quelconque, y; °( X ) est contenu dans une classe à gauche
mod y; 0 ( x ) .

Soit t E ~ °( x ); ’,- alors il existe g E y tel que té c~°( g ) et jx g = x;
or lx fg = X et st e cp"(fg ); donc st E ~ °( X ) et par suite

On montrerait de la même manière que, si y = ~3 ( X ), on aurait

~ °( X ) - ~ °( y) s, d’où : Î

Soit alors ~ ( X ) l’ élément de (îo ( G .) correspondant à ~ °( X ) ;
en utilisant la même méthode que dans la démonstration du théorème 1 du

chap. IV , on montre que l’application ip est sous-jacente à un foncteur

Soit X 6 ~ ’ tel que e E ~ °( X ) . Il existe f E y ° tel que

et

Comme çp est bien fidèle, on a f E yo , et par suite X = x; donc ik est bien
fidèle.
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CONSEQUENCE. Soit x E E et x’ le groupe des X E y 
° tels quea(X) =YX 

*

=,C3(X)=x.
Il est facile de voir que

~ étant un foncteur bien fidèle, nécessairement Sx est distingué
dans Sx et x ° est isomorphe à Sx/Sx .x ... ~ 

x x

Or Xx est un revêtement normal, de groupe Sx , d’une feuille a de
F’, et un revêtement normal, de groupe Sx , de la f euille a * de F’ * ( cv )

déterminée par x ; donc a * est un revêtement normal de a de groupe

On retrouve ainsi une propriété fondamentale de F’ * ( c~ ) .
N

5. Propriétés particul ières de ( T , T’ ) = ( E , y , çp, X ) .
u

PROPOSITION 12. L’espace transverse F’ est homéomorphe à l’espace

E / p,où p est la relation d’équivalence (ouverte) sous-jacente au pseudo-

groupe y’ .
u 

_

Soit i : F’ - F’ , p : E -~ E /~o les applications canoniques res-

pectives.
N

Soit x E E ; alors q ( Xx ) est une feuille de F’ , et par suite la
H u,

correspondance x -~ ~ ( q( X x )) définit une application r’ de E dans F’

qui est évidemment surjective.

Compte tenu de la définition de R, il est clair que r’ ( x ) = r’ ( x’ ) si

et seulement si ( x, x’ ) E p ; donc r’ définit par passage au quotient une
_ 

~

bijection r de E / p sur F’ .

La relation d’équivalence p et la relation d’équivalence sous-

j acente à ( T , T’ ) étant ouvertes, il est facile de montrer que r est un

homéomorphisme.
Soit J" la topologie sur F somme des topologies des sous-espaces

E~C{y~---Ey, si y EX.
Soit T" la topologie sur F’ quotient de la topologie 3~" .
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THEOREME 3. Si E est connexe et localement connexe et si U ’Pc(f)
s ’ e de ’ ’rateurs de G alors T 

~- 

dé init sur F~ E n 
’ 

euil-est un système de générateurs de , alors ( 1 T") définit sur F un feuil-

letage simple, supplémentaire au feuilletage ( T , T’ ).
"’"

L’espace transverse F" de ce feuilletage est homéomorphe à X .

( ~ , 5" ) définit sur F un feuilletage simple dont les feuilles sont

les sous-espaces Ey .
Tout f s E F applique homéomorphiquement tout ouvert de u X ~ 1 y

où U est ouvert dans E , sur l’ouvert de 5" , f ( U ) x {s(y)l;donc r est un pseu-

dogroupe d’homéomorphismes locaux pour la topologie 5" .

Il résulte de cela et du fait que T" est localement connexe que (T , T")

définit sur F’ un feuilletage topologique.
Si U est connexe et V normal,alors q est un isomorphisme local de

( ~ , ~" ) U x V sur ( T , T" ) q (U x V) ; par suite ( T , T" ) est localement sim-

ple. 
"

Enfin il est clair que q( U X V ) est un ouvert bisimple, donc ( T , T’ )

et ( T , T" ) sont supplémentaires.
Pour pousuivre la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant :

L E M M E. Soit E ,un espace topologique, ( Oi )_ ~ 1 une famille d’ouverts con-

nexes ; si,quel que soit ( i, j ) E I X I , il existe une suite finie ( i 1 ,..·· Zn + 1)
telle que i 1 = i, in + 1 = j et 0 pn 0 p + 1 =1= Ó pour p = 1, 2 ,..., n, alors

0 = U EI Oi est connexe.
i ~ 1 t

Démon stration simple.
N

Soit A une trajectoire de X relativement à G. » et soit e = y U q( Ey).
yEA

Soient y l’ y’1 E A ; alors il existe s E G ’ 
° tel que y 1 = s ( y i) . 

yff A

Par hypothèse sur G’ , on a s = sn ..... s i avec s. J E U ’P°( f );" ’ 
/c’y ’

il existe donc pour tout i E 1 , 2 ,..., n , f i E y ’ 
° tel que si E cp ( f i ) .

Soient y 2 - s i ( y 1 ) et par récurrence y t + 1 = s i ( y i ) ; alors on a

Soient, pour tout i E 1, 2 ,..., n , xi E ~x ( ri ); alors on a (xi, yi ) 6E~ ,
mod R ; donc



115

Comme q ( Ey i ) est ouvert et connexe par rapport à T" , le lemme ci-

dessus entraîne alors que 8 est ouvert et connexe.

Par ailleurs, il est clair que si y’ 1 A et y E A on a

donc le complémentaire Ce de 6 dans F’ est égal à U q ( Ey ) qui est un

ouvert pour T" ; donc e est une feuille de ( T, T " ) . 
y~A

- ~

Soit 7]" l’application canonique de F’ sur F" .
- Bil

Soit r" l’ application de X sur F" définie par :

SI 

d’après ce qui précède, r" définit par passage au quotient une bijection r*"
de X sur F" et il est facile de montrer que r" est un homéomorphisme.

Soit ( x , y ) E F , U un ouvert connexe E B ( x ) et V E ( B n ( y )); alors

q ( U X V ) est un voisinage distingué de z = q ( x , y ) et ( T , T" ) est sim-

ple.
-

PROPOSITION 13. Si E et X sont des variétés- topologiques respective-

ment à p et n- p dimensions, alors F’ est une variété à n dimensions et

( T, T’ ) définit sur F’ une structure de variété feuilletée de codimension p .

~ 

Vérification simple.

(Pour la définition des variétés feuilletées voir par ex. [ 11 ~ ) .

6. Cas particulier.

Supposons que le pseudogroupe y soit obtenu en saturant par induc-

tion un groupe H d’homéomorphismes de E sur E ; alors y est obtenu par

localisation de H .

Soit 7T un homéomorphisme de G sur H . A tout s E G on peut asso-

cier un homéomorphisme s * de F sur F en posant

Soit G’ l’ensemble de ces homéomorphismes; alors G’ est un groupe

isomorphe à G.

Soit q¡ 1 = «(to ( H ), y 1, y - ) le foncteur majorant associé à y (voir

chap. III ) et 7T-’ = ( (~° ( G ), ~"1, Q° ( H )) le foncteur défini par la restric-
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tion de 7T-l aux classes à gauche modulo un sous-groupe de G.

Soit cp = ( Q° ( G ’ ) , cp , y ’ ) _ 7T-l o cp 1. cp est un foncteur ordonné

quasi-inductif et bien fidèle.

Soit r le pseudogroupe d’homéomorphismes locaux de F associé

à y et à ~p .

Soit f s E I~’ ; alors ~ ( s ) E c~ i( r) et par suite on a j  ~ ( s ), d’où

js  s * ; comme s * E r quel que soit s E G, P est obtenu par localisation

de G’ et la relation d’ équivalence R est dans ce cas la relation d’équi-
valence sous-jacente à G’ .

On retrouve ainsi, comme cas particulier, une construction classi-

que (voir par exemple [ 11 ] ).
Dans ce cas particulier, le feuilletage simple transverse ( T , T" )

est une fibration.
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