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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. VIII

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
Janvier 1966

CONTRIBUTION A L'ETUDE DES CATEGORIES ORDONNEES
APPLICATION AUX STRUCTURES FEUILLETEES

par Gérard [OUBERT

INTRODUCTION

La théorie des variétés feuilletées, créée par C. Ehresmann et
G. Reeb puis étudiée de fagon approfondie par G. Reeb et A. Haefliger, a
été étendue par C. Ehresmann au cas topologique général , dans le cadre
de la théorie des structures locales. Presque tous les résultats connus
dans le cas des variétés (voir par exemple [ 1] ) peuvent étre généralisés
au cas des feuilletages topologiques localement simples (voir[9])-

En particulier, la notion fondamentale qui domine toute la théorie,
celle d'holonomie, peut étre définie dans cette théorie générale. Cette no-
tion, qui était bien connue dans le cas particulier des systémes dynami-
ques, permet d'étudier avec précision la situation au voisinage d'une feuille.
Nous donnerons au début du chapitre V les éléments de la théorie qui per-
mettent une définition précise de cette notion. Disons briévement ici que si
(T, T')est un feuillétage topologique localement simple et w un ouvert sim-
ple, I'holonomie de (T, T') relativement & w est donnée par le groupoide
des jets (voir [ 10] ), appelé groupoide transverse d'holonomie, d'un pseu-
dogroupe 7y =~ d'homéomorphismes locaux de l'espace transverse & . On
construit ce pseudogroupe au moyen de chaines d'ouverts simples reliant
deux ouverts de «w saturés vis-a-vis de‘ la relation d'équivalence cano-
nique associée au feuilletage (T, T')  induit par (T, T’) sur w. L'en-
semble des points d'une trajectoire de Y, correspond 2 l'ensemble des

plaques de (T, T") appartenant‘é une méme feuille de (T, T').
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L'origine de ce travail est alors la question suivante qui m'a été
posée par Monsieur Ehresmann :

Est-il possible de construire un feuilletage topologique localement
simple (T, T') admettant une holonomie donnée ?

Plus précisément, étant donné un pseudogroupe Yy d'homéomorphis-
mes locaux d'un espace topologique E, existe-t-il un feuilletage locale-
ment simple (T, T') admettant un ouvert sin_xple’w tel que le groupoide
transverse d'holonomie de (T, T') relativement & w soit identique au grou-
poide des jets de 7y ?

On connait déja une réponse affirmative 4 cette question dans le
cas particulier oi le pseudogroupe 7y est obtenu par localisation d'un
groupe H d'homéomorphismes de E (voir[11]):

Si G est le groupe d'automorphismes du revétement universel X
d'un espace topologique X connexe et localement connexe et si 7 est un
homomorphisme de G sur H,alors & tout s€ G on peut associer un homéo-

morphisme s* de E X X = F en posant

s¥(x,y)=(m(s)(x),s(y))

si x €E et y e;(. Ces homéomorphismes constituent un groupe G' iso-
morphe 3 G.

Soit F' l'ensemble quotient de F par l'action de G’. F est muni
de deux topologies, la topologie J produit de celle de E par celle de X
et la topologie J' somme de celle des sous-espaces {x} x ),2; les deux
topologies sur F' quotient de celles de F déterminent sur F' un feuil-
letage topologique localement simple ayant les propriétés requises.

Pour étudier le cas général, il était naturel d'essayer d'étendre la
construction précédente, c'est-a-dire de chercher & construire un pseudo-
groupe [ d'homéomorphismes locaux de F dont les éléments seraient de

la forme (f,s) ot f €7y et s €G et tels que

(f. s)x,y)=(f(x),s(y) si x €a(f) et y €X,

et de considérer 1'ensemble F' quotient de F par l'action de [" muni de

la topologie T et T' quotient de J et J' respectivement.
polog q P
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Pour que (T, T') déterminent sur F' un feuilletage topologique
localement simple ayant les propriétés exigées il faut que, pour tout f €y,
'ensemble des s € G* tels que (f,s) €[ soit convenablement associé a
f. On obtient une telle association si, (@°(G*),<) étant le groupoide
inductif des atlas de G* (voir [2]) et 9= ((®@°(G*),<), ¢,(y*,<)un
foncteur ordonné bien fidéle, s appartient & ¢ (f). B

Si, dans le cas particulier précédemr:ent envisagé, on suppose que
G = H et que 7 est l'identité, on constate que si, ¢ (/) désigne l'ensemble
des s € G qui majore 1'élément [ de ¥*, on défi;x.it une application de 7y
da‘ns @(G*) sous-jacente A un foncteur ¢ ordonné et bien fidele et que ce
foncteur, qu'on appellera foncteur majorant associé & y*,est, de plus, un
foncteur d'hypermorphismes saturé (voir (E)).

Ce dernier résultat incite & penser que, (7 °,<) étant plusgénérale-
ment un groupoide fonctoriellement ordonné et G* un groupe,la connaissance
d'un foncteur ¢= ((1°(¢i*),<), ¢,(y*,<)) ordonné et bien fidéle serait
une premiére étape dans la tésolutic-);l du probléme suivant :

Construire un groupoide fonctoriellement ordonné (’3" ,<) obtenu par
localisation du groupe G* et contenant un sous-groupoide régulier équivalent
a(y-,<).

On congoit, en effet, que le foncteur majorant ;p= ((@%G )<, 29,(’3/,<)
associé a ’3’ * soit une extension du foncteur ¢. Or précisément,il rés—ulte des
travaux de C. Ehresmann sur les extensions et les élargissements de fonc-
teurs que, dans le cas particulier od # =(K*,p, H*) est un foncteur bien
fidéle et H* et K* des groupoides, il est toujou-;s possible de construire un
foncteur d;hypermorphismes saturé p=(K*,p,H*) et une équivalence
o= (;1.', o,H"*), H* étant un sous-groupoide de P;', tels que p =p.0o.

C'est donc vers l'étude de ces extensions, lorsque H* et K‘sont
plus généralement des catégories structurées par un ordre et p un foncteur
structuré,qu'il fallait orienter les recherches. ‘

Dans le chapitre 0 de ce travail, nous avons rappelé les notions gé-
nérales de la théorie des catégories structurées par des ordres (voir [ 8])

~
et des foncteurs structurés correspondants.
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Dans le chapitre I nous avons étudié le passage au quotient (strict)
dans ces catégories. Les résultats de ce chapitre sont indispensables pour
le suivant qui traite de 1'extension d'un foncteur structuré.

Le chapitre IIT, qui utilise certains résultats de II, est consacré a
I'étude des propriétés des groupoides ( F.0) obtenus par localisation d'un
groupe G et plus particuliérement du probléme du plongement d'un grou-
poide ( F.0) dans un tel groupoide.

Dans le chapitre IV, on donne une méthode pour construire un fonc-
teur ordonné bien fidele d'un groupoide ( F.0) vers le groupoide des atlas
d'un groupe. On utilise, ensuite, cette construction pour résoudre plus
complétement le probléme abordé dans II et pour déterminer explicitement
une projection dans une catégorie de foncteurs ordonnés.

Le chapitre V est indépendant du chapitre III. Les résultats de IV
servent & la résolution du probléme initial dont on a parlé ci-dessus : un
feuilletage topologique localement simple admettant une holonomie donnée
est construit effectivement.

Chaque chapitre est précédé d'un bref résumé destiné 4 mettre en
évidence les notions et les propriétés les plus importantes qu'il contient.

Les notations employées, qui sont briévement rappelées ci-aprés,
sont celles du livrte de M. Ehresmann «Catégories et structurtes» dont, par
ailleurs,de nombreux théorémes et notions sont utilisés dans ce travail.

Je suis trés heureux d'exprimer ici ma profonde et sincére gratitude
a M. C. Ehresmann qui, m'ayant proposé le sujet de cette thése, m'a cons-
tamment aidé dans mes recherches avec beaucoup de bienveillance et de
sollicitude. C'est grice aux directives qu'il m'a données, aux excellents
conseils qu'il m'a prodigués, au cours de nombreux et enrichissants entre-
tiens, que j'ai pu mener ce travail & son terme. Qu'il trouve également ici
le témoignage de mon admiration.

Je tiens & exprimer aussi toute ma reconnaissance 3 M. Jean Atbault
qui, aprés avoir contribué efficacement & ma formation mathématique,m'a
constamment soutenu dans mon travail de recherche et m'a accordé toutes

les facilités possibles pour I'exécuter.
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Ma reconnaissance va également & M. René Lagrange qui m'a ensei-
gné la rigueur mathématique et me fait I'honneur de présider le jury de cette
thése.

A M. Pierre Pigeaud qui a accepté de me proposer le sujet de la 2éme
thése et m'a amicalement aidé dans son élaboration, ainsi qu'a M. Bernard
d'Orgeval Dubouchet qui a bien voulu &tre parmi mes juges, j'exprime mes
trés vifs remerciements.

Je n'oublie pas tous les professeurs du Lycée de Dijon, MM. Pelletier,
Euvrard, Paty, Sauser et Semah dont l'excellent enseignement a déterminé
ma vocation mathématique. Qu'il me soit permis de leur exprimer mon affec-

tueux souvenir.
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INDEX DES NOTATIONS

-C*(C°, etc...) désigne une classe C munie d'une loi de compo-
sition interne partiellement définie K; le composé K(g,f) de deux élé
ments de C étantnoté g.f (go f, etc...).

- C* 4 C* dédigne la classe des éléments composables de C - .

-Si C* est un graphe multiplicatif, ou une catégorie, la classe des
unités est notée C: et les applications source et but a, B (si C* est sur-
monté d'un signe (", ,etc...) a et B sont surmontés du méme signe).

-Le groupoide des éléments inversibles d'une catégorie C* est 10té C,;, .

-Soit M* une classe multiplicative, K* et L* des sous-classes
multiplicatives de M* :

Si (b',f", f,bh) est un quatuor (c'est-a-dire si h'.f et f'.h sont définis et
égaux) etsi f,f' €K et bh,bh' €L, on écrira (b', f',f,b) €eC(M*;K,L).

-Si L =M on posera O(M*;K)=0O(M*;K,M).

-SiK=L =M onposera CM*=0(M*;M,M).

-Les multiplications longitudinales et latérales sur T(M*° K, L)

seront notées respectivement [1J , El et on posera
m B
(O(M*;K,L)) =0¥M*;K,L) et (O(M*;K,L) =B(M';K,L).

-Si M et M’ sont deux classes, une surjection de M sur M’ sera
désignée par une seule lettre [, une application de M dans M’ par un triplet
(M', f,M) ou [ est une surjection de M sur une sous-classe de M'.

Lorsqu'il n'y aura aucun risque de confusion, l'application (M’, f, M) sera
notée par la seule lettre /.

-S8i M* et M'* sont des graphes multiplicatifs (resp. des catégories)
un néofoncteur ( resp. un foncteur) de M* dans M'* sera désigné par un triplet
(M, f,M*) ou f est la surjection (ou !'application) de M dans M' définis-
sant le foncteur (voir E déf. 22, chap. I, p. 15). Si F est un néo- foncteur de

M+ dans M'‘, la surjection définissant F sera notée F de sorte que
F=(M'*,F,M).

-Si p=(M'*,p,M*) est un foncteur, la restriction de p 2 M,'), sera
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notée 129 et,si C* est une sous-catégorie de M, l'image de cette sous-
catégorie par p seranotée p(C*).

-Si M:—est une catégorie et C une sous-classe de M, la sous-caté-
gorie engendrée par C sera notée C°.

-Si p est une relation d'équivalence sur une classe M, on désignera

par © I'application canonique de M sur M/p.






CHAPITRE 0

RAPPELS CONCERNANT LA THEORIE DES CATEGORIES ORDONNEES

1. Définitions générales.
Dans toute la suite on désignera par :
1) mo : une classe de classes vérifiant les deux conditions :
a)si M emo, alors on a M’ e?ﬂo pour toute sous-classe M' de
M.
b)si M effﬂo et M emo, alorsona M X M’ Emo.
M : la catégorie des applications (M’, f, M) od M, M’ emo
(mo est identifiée a la classe des unités de M).
2) T('o : la classe des graphes multiplicatifs C* tels que C E?T(o.
N :la catégorie des néo-foncteurs (C'*, f, C°) tels que C*,C’* € fn'o .
3) ffo : la sous-classe de 71'0 formée par les catégories.
F:1a sous-catégorie pleine de JU' formée par les foncteurs.
(T('o et ?o sont identifiés aux classes d'unités de JU' et de F'
respectivement).
4) Pyr ¢ le foncteur défini par l'application Py : (C'*, f,C*)»(C".f, C)
de N sur m;alots Pn.=(m,Pn.:ﬁ'). :
S) Pff : la restriction de ce foncteur & ?—, c'est-a-dire
Pg = (M, Pg,F)y=M, Py, 5),
si (N AN F) est I'injection canonique.
6) Qg : ia classe des classes préordonnées (M,<) od M Emo et ou <

est une relation de préordre sur M.

)? : la catégorie des applications préordonnées c'est-a-dire la caté-
gorie des triplets ((M',< ), f,(M, <)) = 7 tels que
(M,<)eQb, (M',<) el (M, [, M)eN
et que, si x €M, x'e M vérifient x' < x, on ait f(x')< f(x).
7) Qo : la sous-classe de Qg formée par les classes ordonnées.

{): la sous-catégorie pleine de (P formée par les applications ordon-

nées.



2 G. JOUBERT

8) Pt : le foncteur défini par l'application
PQP :((M'l<)l /I(M!<))"(M':/1M)

de 0P sur M; alors Pab =(W,PQP,QP).

9) Pg : la restriction de ce foncteur a 1.

2. Sous-catégories de (1 utilisées dans la suite (voir [6 ] appendice).

Pour les définitions des notions suivantes : classes inductives,
sous-inductives, préinductives, sous-préinductives, on peut se reporter a
[4]1.

1) {0 = catégorie des applications ordonnées strictes : /—6 ' si et seule-

ment si les conditions x' < x et f(x) = f(x') entrainent x = x'.

2 Q'l = catégorie des applications s-ordonnées :76 Q'l si et seule-
ment si les conditions x'<x, x"<x et f(x')=f(x") entrai-

nent x' = x", .

(" = catégorie des applications ordonnées étalées :76 Q"' si et
seulement si, pour tout x €M et tout y< f(x), il existe x' < x
tel que f(x')=y.

Q1 = catégorie des applications ordonnées régulieres C (" : 76 02
si et seulement si, pour tout x € M et tout y € f(x ), la classe des
x' < x tels que f(x')<y admet un plus grand élément x tel que
f(x)=y.

QY = sous-catégorie de () dont les éléments sont les [ € tels que

pour toute sous-classe C de M on ait :

f( g c)c l_-_J_ f(c)
ot |J C est la congrégation de C (voir[2]).
QS = sous-—catégorie pleine de {) ayant pour unités les classes sous-
inductives (M,< ) € Qo .
Y= catégorie des applications quasi-inductives = Q¥nQs,
g4Ps = catégorie des applications sous-préinductives : 76 §PS i et

seulement si (M,<) et (M’,<) sont des classes sous-préinduc-

tives et si les conditions x'< x, x” < x dans (M, <) entrafnent



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES CATEGORIES ORDONNEES 3

f(x'x")=f(x")N[(x").
s = catégorie des applications sous-inductives = U ¢pPs,
4= catégorie des applications inductives = sous-catégorie pleine de
4s ayant pour unités les classes inductives (M,<) € Qo .
Y 4PS ¢S o
’ ’

3)Si H est I'une des catégories § u § on pose

Ho=Hoo, He=Hear,

3. Rappels concernant les catégories structurées (voir [8]).

On sait que (M, Pg:,f}', ff,y ) est une catégorie d'homomorphismes
(saturée) et (W, PQ,Q,Qy ) une catégorie d'homomorphismes & produits
finis (voir [8] ,1I, déf. 1).

Soit s=(M, <) GQO, alors s’ = (M, =) EQO est une sous-
structure de s dans (m,PQ,Q,Qy ) si et seulement si M'C M et « est
I'ordre induit par < sur M’ (voir [8],1,déf. 7).

Sauf indication contraire, on désignera une telle structure par la
notation s’ = (M',<). '

Soient s;= (M;,<) EQO, i=1,2. Le produit s,
de ([81],1I, déf. 1) est la classe ordonnée (M1 X M2 ,< ) dont !'ordre est
le produit des ordres de M, et M, .

Soient },H' K", trois sous-catégories de () (ou de QP telles

X s, au sens

que M ,}(" contiennent }(7 et soient contenues dans K.

DEFINITION (voir[8], II,déf. 3). Une catégorie }((}(' sH" ) - structurée
(resp. }(((}(', Hr), }(")-structure’e) est un couple (C*,s),ou C*€ 3"0,
s 6}(0 et s =(C,< ), vérifiant les conditions suivantes :
1) si s, = (Co‘ ,< ) (sous-structure de s définie par Co‘),alors
(so X's,, [B,al,s) el (resp. (s .a,s) e}{',(so,,B,s) eXr).
2)si s'"=(C*xC*,<) (sous-structure de s X s définie par
C*xC*)alors (s, K, s') e H",
K étant I'application de C*x C* dans C qui définit la loi de composi-
tionde C*. Si C* est un groupoide, on a la condition supplémentaire sui-

vante :
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3)(s,j,s) €N oa j(g)=g™, pour tout g €C*; il en résulte
que (s,j,s)e}(,y.

DEFINITION. On appelle foncteur H(H!, K" )-structuré [ resp. H((H*,}').Hr)-
structuré | un triplet ((Ciisy)s 0,(C",s)) vérifiant les conditions sui-
vantes :

1)(C*,s) et (Ci' 51) sont des catégories H(}(', Hr)- struc-
turées [ resp. }(((}(' L HOH? ) - structurées 1.

2)(Cyp.C)eF et (s, p,s)ell.

4. Catégories structurées par des relations de (pré)ordres utilisées dans
la suite (voir [ 6], appendice).
a) Catégorie quasi-pré-ordonnée = QP - structurée

catégorie quasi-ordonnée = (1- structurée (2)

catégorie ordonnée = Q(Q', Q)- structurée (2)

catégorie s - ordonnée = ()( Q'l , 1)~ structurée (2)

catégorie assez réguliere = {(( Q2 , 02 ), £)- structurée (2)

catégorie réguliére = Qq( Qz , Qz Y, " )- structurée (2)

b) Catégorie sous-préinductive = gpPs ( gpPs , QPS)- structurée (7))
catégorie sous-inductive = gS( QS', 45 )- structurée

catégorie inductive = 5( g , Q)- structurée (8)

¢) Groupofde ordonné = groupofde Q((Y', '), Q)- structuré (8)
Groupofide fonctoriellement ordonné = groupoide Q (' N Q" (' Q"),0)
structuré (8 et 4) i
Groupoide inductif = groupoide fonctoriellement ordonné qui est une

catégorie inductive.

d) Lesfoncteurs structurés cotrespondants & chacun des cas précédents

sont appelés du méme nom que la catégorie correspondante.

REMARQUE. Dans la suite on notera, en général, une catégorie structurée

par une relation d'ordre (C*,< ) au lieude (C*,s) avec s =(C,<).



CHAPITRE I

GENERALITES SUR LES « CATEGORIES ORDONNEES» QUOTIENT

Soient s =(C, <) 6}(0, (C*, s) une catégotie }((}(‘ ,}(")- structurée et O une
relation d'équivalence bicompatible sur C* telle que C'/,O: C* soit une catégorie quo-

tient strict de C* (voir E déf. 13, IIl p. 133). Condition supposée toujours vérifiée dans

ce chapitre.

Nous allons, dans ce chapitre, chercher des conditions suffisantes sur O pout que:

~
1)s/p=(C,=) 6}(0. o étant la relation quotient de la relation < par Q.
~

2)(C*, =) soit une catégorie ]{ (7'(' ,H" )- structurée.

Le cas des catégories (quasi-) (pré- ) ordonnées est d'abord envisagé :

-si O vérifie deux conditions appelées Ql et Qﬁ (resp. Qﬁ). alots (C*,x) est
une catégorie quasi- pré-ordonnée; si (C*,<) est une catégorie ordonnée et si O vérifie

~
d .gs . QO Q C. - . d . 0
eux autres conditions, soient 2 et 3’ alors (C*,x ) est une catégorie ordonnée. On

dit dans ce cas que O est compatible a droite (resp. a gauche) sur (C*,<).

-si (C*,<) est une catégorie ordonnée assez réguliére a droite et si O ne vérifie

~
d C* P s . .
que Q1 et Q u.alors (C*,x) est évidemment quasi-pré- ordonnée. Mais dans ce cas on a
le résultat supplémentaire suivant : si 7) est la relation d'équivalence canonique associée
-
au préordre = et si — est 1'ordre quotient, alors -C.'/"r) est une catégorie quotient stricte
~ ~

de C* et (C‘/T],—<) est une catégorie assez réguliére a droite.

Ces tésultats entrafnent alors que, si (C*, <) est une catégorie réguliére et si

-~

O est compatible & droite et & gauche sur (C*,<),alots (C*,= ) est une catégorie régu-
liére.

Enfin dans le cas od (C*,<) est une catégotie sous-préinductive, sous-induc-

~

tive ou un grounoide inductif, (C°,« ) est encore une catégotie ou un groupoide du méme
type de structure, si 0O est compatible et vérifie une condition supplémentaire adaptée a

chacun des cas cités.

Une partie des résultats de ce chapitre a été résumée dans[ 14] .
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1. Cas ordonné.
LEMME 1. Soit s=(C, <) €Q° et p une relation d'équivalence sur C;
alors s/ p=(C/p, ) EQO et p=(s/p, p,s) €Q"si et seulement si
les deux conditions suivantes sont vérifiées :

Q,) Soient f, g, 8" €C tels que {< g et g~ g' mod p, alors il exis-
te ' €C tel que ['< g' et ' o, [ mod p.

Q,) Soient f,g,g" €C tels que g< [ <g' et gan g' mod p, alors
ona [ gmodp.
a ) Condition nécessaire :

Soient g, g' € C tels que g ~ g’ mod p et soit f € C. Posons x =0 (f),
y=p(g)=p(g) -

T si g-<—/< g', alors par définition de « , on a y x x «x y et, comme

la relation « estun ordre, y = x; par suite Q, est vérifié.

Si f<g,alorsona x xy=p(g').Puisque pe ", il existe [’ € C
tel que f'< g’ et ([ )==x; par sui-t—e Q, est vérifié.
b ) Condition su/fi.;:mte :

Evidemment, on a xx x. Soient x,y,z € C/p tels que x « y et
y = z; par définition de = , il existe f€x, g €y, g' €y, b €z tels que
f<g et g"<h.D'apres 0, il existe f' €x tels que f'<g’, d'o f'< b et
X % Z.

Soient x,y € C/p tels que x x y et y « x. Il existe, d'aprés ce qui
précede, f€x, g', g €y tels que g’ < f< g. D'aprés 0, ona y =x, et par

suite la relation « est un ordre; p€ ()" résulte alors de Q,.

REMARQUE. Si la relation < est seulement un préordre et si seule la condition

Q, est vérifiée alors la relation = est encore un préordre.

PROPOSITION 1. §i (C*, <) est quasi-préordonnée et si les conditions Q
et Q‘i (resp. Qﬁ) suivantes sont vérifiées, alors (E‘, « ) est une catégorie
quasi- préordonnée.

Q‘,f) (resp. Q%)) Soient f, ' € C* tels que ['<f; si e” €C; est tel
que e"<a(f), e"ana(f)modp (resp. e"< B(f) e"~fB([") mod p),
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alors il existe " € C* tel que "< [, "~ [ mod p et a(f")=e" (resp.
B(fr)=e").

En raison du lemme 1 (remarque), « est un préordre.

- Soient x,y 65‘ tels que x xy; alors il existe f €x, g €y tels
que f<g, d'od a(f)< a(g), puisque O est vérifié dans (C*,<) (voir
(2) p. 212). Les relations a(x) = p { a(/)] et a(y) = p[ a(y)]entrat-
nent alots alx) o.(y) de méme on a ,B(x) o ,B(y), et O est vérifié
dans (C tyx ).

- Soient (y,x),(y’,x") EE*E tels que x' «xx et y' «y. c
étant une catégorie quotient stricte de C*, il existe (g, f) € C*x C* tel que
P(f)=x, p(g)=y (voir E, prop. 13, IlI, p. 133). D'aprés Q,,il existe
7; €x', g'e; tels que /"< f et g’<g etona:

B(f)<a(g) et B(f)~a(g')modp.
D'aprés Q‘:, il existe g” € C* tel que g"< g, a(g")=LB(f) et p (g")=
O, étant vérifié dans C, on a g".f" < g.f et par suite y'.x" ;.x puis-
que O (g'.f')=vy".x" et p(g.f)=y.x; il en résulte que 0, est vérifié
dans C-.
DEFINITION 1. Soit (C*,< ) une catégorie (quasi-)ordonnée. Soit Q°2 la
condition Q2 restreinte a (C(;, <) et Q3 la condition suivante :

Q,)8i f,geC* sont tels que : f<g, a(f)~a(g)modp,
B(f)~ B(g)mod p, alors ona f~ gmod p.

On dira que p est compatible a droite (resp. a gauche) sur (C*, <)
si les conditions Q. 0%, Q,et Q‘j(resp. Qﬁ). sont vérifiées. On dira que

p est compatible sur (C*,< ) s’il est compatible a droite ou a gauche.

THEOREME 1. Si (C*,< ) est une catégorie (quasi-)ordonnée et si O est
compatible sur (C*,< ), alors (E‘, x ) est une catégorie ordonnée et
((E‘ «), P, (C*,<)) est un foncteur ordonné.

Mon?rons déja que Q9 et O, entralnent Q, :

Soient f, g, g’ € C tels que g< f< g’ et g™ g' mod p,comme P est
bicompatible, on a a(g) ™ a(g')~mod p et ,B(g) ~ ﬁ(g') mod p. D'autre

part on a a(g)<a(f)<a(g') e B(g)<B(f)<B(g'). Qf entraine
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a(f)~ a(g')modpet B([)~ B(g')modpet O, entralne alors f ~g ' mod p,
par suite 0, est vérifiée. Il tésu}‘te alors du lemme 1 que x est un ordre sur
C* et de la proposition 1 que (C*,«) est une catégorie quasi-ordonnée; il
reste A vérifier O qui résulte immédiatement de Q,. La derniére affirmation

du théoréme résulte de la définition de « et des propriétés de po.

REMARQUES.

1) La condition Ou n'a pas été utilisée; mais si elle est vérifiée elle
est compatible avec Q .

2) Les condxtxons Qu ou Qg entralnent 1'existence pour certains cou-
ples (y,x) € C C d'un couple (g, f) € C*x C* particulier tel que f € x
et g €y. Ces conditions sont donc compatibles avec la condition néces-
saire et suffisante de la proposition 23 de ( 3 ) pour que E' soit une catégorie
quotient stricte.

3)Si (C*,<) est un groupoide ordonné, (E' ,« ) est un groupoide

ordonné.

CAS PARTICULIER. Supposons que o soit la relation d'équivalence asso-
ciée 2 un sous-groupoide D * de C* vérifiant la condition (0) de la prop. 45,

IIT de E; alors on a les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 2. La condition Q‘i est équivalente & la suivante :

Q‘ﬁ") Soient f, ' € C* tels que ['< [; s'il existe g €D* tel que
a(g)=oa(f) et B(g)<a(f), alors il existe g' €D* tel que a(g')=
= B(f) et ("< [, avec ["=g'.f".g""

Qf’s entrafne évidemment Q‘: par définition de 0.

Réciproquement, si Q‘lf est vérifié, il existe g,, g’ € D" tels que
a(g)=alg) Blg)=PBlg) algy)=pB(f) e [7<f, avec "=
gy.f".g71* Mais, comme h =gl g€a(f).D ' a(f), il existe,d'apres
la condition (0), b' € D’tel que f'.h=h".f", d'on /"= g'1 /. gIl.g g t=
= g'i.f'.b.g"1 =g\.h'.f. g™ ou encore f" = g'.f". g en posant g'=g’;.b".
PROPOSITION 3. §i (D*,< ) est un groupoide ordonné semi-régulier,alors

la condition Q , est vérifiée.
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¥n effet, soient f, g, g' € C"* tels que f<'g et g ~ g’ mod p. Alors
il existe b, b’ €D * tels que (h', g'. g, h) €C(C*;C,D). Par hypoth#se,
il existe b, b’ €D tels que h,<h, b\ <b', a(b')=B(f) et a(h,)=
=a(/f).

Posons [’ = b'l./.bzl ;alorsona f'<g' et f'n fmodp.

2. Cas réjulier.
LEMME 2. Soit (C*, <) une catégorie ordonnée et soient f € C* et e € C;
tels que e< a(f).

Si la classe F des g € C* tels que g< f, a(g)<e, admet un plus
grand élément b tel que a(h)=e, alors on a h = fe (pseudoproduit).

Soit </,~ e> la classe des courles (¢, 2’') €C 4% C* tels que
g<fetg'<e. Soit (g, g') € </,e> ; alors on a

g<f et a(g)=,8(g')< e,
d'ott g € F et par suite g< 5.

Il en résulte que (g, g')<(h, e) dans (C*xC*,<) et, comme

d'autre partona (b, e) € </, e > , h.e = b est égal au pseudoproduit fe
(voir (2) def. 3 p. 214).
PROPOSITION 4. Supposons que (C*,< ) soit une catégorie quasi-ordon-
née assez réguliére a droite (voir (2)) et que les conditions Q et Q‘j soient
vérifiées pour p. Soit (67«) la catégorie quasi- préordonnée quotient
(voir prop. 1). Soit 7 la relation d'équivalence canonique associé au pré-
ordre « .

Alors m est bicompatible, C-= E'/"q est une catégorie quotient
stricte de c et ( &‘,—<) est une catégorie quasi-ordonnée assez réguliére
a droite ( — désignant I'ordre quotient de « par 7). De plus, si g = ’Z]o E
alors q = ((&',-<), g, (C*, <)) est un foncteur ordonné assez régulier a
droite (c'est-a-dire si { € C* et e € C* sont tels que e< a(f) alors on a
q(fe) =q(f)q(e)).

Ona x~ ymodmn, x,yég", si et seulement si x « y et y « x.

Soient x,y € E * tels que x A y modm; O, étant vérifié dans E',

onada(x)xa(y) et d(y)e« &(x), donc a(x),\,c'i(y)mod’ry;de méme,
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ona S(x)~ B(y)mod et M est compatible avec a et 3.

Soient x,y,x',y' €C* tel que xa~ x"'modm, yn y modm et
(y,x), (y',x') eC*xC"; O3 étant vérifié dans C*, on a y'.x' x y.x
et y.xo y'.x' donc y.x ~ y'.x' mod 7 et par suite 7} est bicompatible.

Soient x €C* et u €C(; tels que ua~ a(x)modm; alors on a
ux a(x) et A(x)e«u.

Soit [ € C* tel que f € x, il existe, d'aprés Q,, e, e’ € C_ tels que

ec€u, e ~a(f)modpet ee<e<a(f).

Puisque (C*,<) est assez réguliére 3 droite, le pseudoproduit
g = fe existe.

D'autre part, d'aprés Q‘:, il existe ' € C* tel que

<[, f'nfmodpet a(f)=c¢".

D'aprés la proposition 4 de (2), on a g> f', d'od [>g> (.1l

résulte, en posant y = 0 (g), que l'on a:
yxx et x « y,d'odl x A, y modm .

Comme a(g)=e, ona 5(g) = u,; il résulte alors du cor. 3 de la
prop. 13, Il de E, que C* est une catégorie quotient stricte de C*.

Montrons maintenant que ( é *,=) est quasi-ordonnée.

Il est déja immédiat que O, est vérifié. Remarquons ensuite que si
X, Y € C* sont tels que X <Y, alors pour tout x € X et tout y €Y on a
X x Y.

Soient alors X, X', Y, Y’ € C* tels que :

(Y.X),(Y',X*)€CrsC*, et X=X, Y <Y,

Puisque C* est une catégorie quotient stricte, il existe x € X,
x' €X', y€eY,y €Y telsque (y,x),(y" ,x") €C*xC".

D'aprés la remarque précédente, on a

xoex" et yxy' dolt y.x«y' ., x’,

puisque O, est vérifié dans C*. Il en résulte que Y .X <Y'.X"et

0, est vérifié dans C:.

Montrons que (& *, —<) est assez réguliére A droite :
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Soient X E&‘, U G&o‘ tels que U—<21,(X), et soient x € X, u€elU;
alors on a u « a(x). Soit fex et e €u tels que e< a(f) et soit g = fe;
posons y=p0 (g) et Y =17 (y); alotrs ona Y <X et &(Y):U.Soit
ZEE," tel que Z < X et 21,(2)—<U et soit z € Z; alors on a z =« x et
&(Z)e: u.

Il existe, d'aprés Q,, b €z et e’ €C tels que

) h<f, e <eete ~ a(h)modp
et, d'aprés Q‘i, bh' € C* tel que
a(b')==e', b'<f et b' a, hmod p-
Lesrelations a(h’')< e et h' < f entrainent h’'< g,et par suiteon a z x y
d'od Z —<Y.
Le lemme 2 entraine alors que Y = X U.

Il résulte immédiatement de ce qui précéde que g est assez régulier

a droite.

COROLLAIRE. Si (C*,<) est une catégorie{quasi-)ordonnée assez régu-
liére a droite et si p est compatible a droite sur (C*, <), alors (C*,« )

est une catégorie ordonnée assez réguliére & droite et le foncteur
((C' ) p.(C <))
est assez régulier a droite.
REMARQUE. Dans la proposition 4 on peut remplacer & droite par & gauche.

THEOREME 2. 8i (C*,< ) est une catégorie (quasi) ordonnée réguliére et
si p est compatible a droite et a gauche sur (C*,< ), alors (C*,= ) est
une catégorie ordonnée réguliére.

La proposition 4 et son corollaire montre déja que (C*,« ) est une
catégorie assez réguliére, il ne reste donc a vérifier que l'axiome Rp
(voir (2)) :

Soient x,y,z,z"' € E tels que z = y.x et z’' = z,; alors il existe
(g, [)€C'xC*tel que g€y et fEx. )

Si b=g.f, ona b €z et, en raison de Ql’ il existe b' €z’ tel

que b'<h. R, étant vérifié dans (C*,< ), il existe g’, f' € C tels que

4
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g'<g ['<feth' =g".f.

Soient y' =0 (g') et x' =0 ('), alots on a y'.x' =0 (b')=z'
et y'xy, x'« x,
COROLLAIRE. §i (C*,< ) est un groupoide fonctoriellement ordonné il
est de méme de (C*, ).

(C*,<) étant régulier, (C*,x ) l'est aussi; il suffit donc de
vérifier que tout élément de C* plus petit qu'une unité est une unité.

Soit donc u € C; et x € C* tels que x x u. Soit e €C: tel que
e €u; il existe f€x tel que f< e, par suite [/ est une unité et x est

aussi une unité.
3. Cas sous-préinductif.

PROPOSITION 5. Soient s = (C, <) une classe ordonnée sous-préinduc-
tive (voir (7)) et p une relation d'équivalence sur C telle que les condi-
tions Q, et Q, soient vérifiées; alors, si la condition ( PS) suivante est
réalisée, s/p=(C/p, « ) est une classe ordonnée sous-préinductive et
pednPs.

PS ) Soient f,f", " €C tels que "< [, ["<[ et ' [" mod p;
alorsona '\ f" A [ mod p.

On sait d'aprés le lemme 1 que (C/0,= ) est une classe ordon-
née et que p e ",

Soient x, x', y € C/p tels que x x y et x' x y,

Il existe, en raison de Q,, f€x, ' €x', g €y tels que f< get
[' € g et par suite f N[’ existe dans C.

Soit t =0 (fnf'); alorsona t«x et tx x'.

Soit z EE/,O tel que z = x et z « x'. Toujours en raison de Q,,
il existe b, b’ €z tels que h< [, h'<'f'. b et b' étant majorés par g,
b b' existe dans C et, compte tenu de (PS), on a hnh' €z; les re-
lations bhNh'<f et bNh'<f entrainent alors hNb'<fnf, don
z«t. ‘

Il en résulte que t = x Nx' et,par suite,que (C/P0,= ) est une

classe sous-préinductive.
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Montrons maintenant que ; edPs.

Soient [, f', g €C tels que f<g, ['<g et soient x =5 (f),
X"=p(f ) y=p(glht=p([nf). B

- Evidemmer; on a x:y et x' o« y; la démonstration précédente
appliquée a [, f', ¢ montre alors que
BInf)=B(DaB (1),

REMARQUE. Soit ( C*,< ) une catégorie sous-préinductive; alors (Cc; ,<)
est une classe sous-préinductive.

En effet, soient e,e’,e” € C; tels que e'< e et e"<e; alors
e’ Nne" existe dans C* et, d'aprés la proposition 1N de (7 ), on a

e'Nne” € C(’) ,

donc e'N e” est aussi l'intersection de e et e’ dans (C(‘) ,<).
THEOREME 3. Soit (C*,< ) une catégorie sous- préinductive (voir (7))
et p une relation d'équivalence compatible sur (C*, <). Alors, si la
condition (PS) est vérifiée dans (C(;, <), (E',cz ) est une catégorie
sous-préinductive et ((6‘, o ),E, (C*,<)) est un foncteur sous-

préinductif.

~

On sait déja (th. 1) que (C*,= ) est une catégorie ordonnée.

Montrons que ( PS ) est vérifiée dans (C*,<):

Soient f, ", f" € C tels que

P 7S et [ a f" mod p;

alors on a a(f')<a(f), a(f")<a(f) et a(f ) a(f")mod p,d'ot,
par hypothése,
a(fr)na(f")~ a(f )mod p et de méme B(f )NB(f")~ B[ )mod p.

Mais f'n f” existe dans (C*,<) et on a, en vertu du théoréme 4
de(7)

a(/’nf"): a(f’)na(/") et B(/:(‘fn)zﬁ(/'r/\n ﬁ(f")'

Les conditions :

a(}"ﬂf”):\,a(/'),ﬁ(f'(\f")w/@(f') et f'ﬂ/"</'
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entrainent alors, d'aprés Q,, f'N[" A [ et par suite (PS) est vérifié
dans (C*,<).

Il résulte alors de la proposition précédente que (C ,<) est une
classe sous-préinductive et que ; efnPs,

Soient x,x',x" €C* tels que x'oxx, x" « x, et soient [ €x,
[ ex", [" €x" tels que ['< [ et "< [; il vient, en tenant compte du théo-

réme 4 de (7),
E (a(f"nf')) =_,Z_7 (a(fMna(f))= é (a(f"))ﬂé((a(f')):

a(xmnNa(x");

a(x"nx")

il résulte alors de ce méme théoréme que (C*,x ) est une catégorie sous-
préinductive; et évidemment le foncteur ((C*, ), O ,(C*, <)) estsous-

préinductif.
4. Cas sous-inductif.

NOTATION. Si (C, <) est une classe sous-inductive (voir (7)), et
(/i)i e une famille d'élements de C indexée par la classe | et majorée

par g, on désignera par U f; le g-agrégat de la famille.

PROPOSITION 6. Soient s =(C,< ) une classe ordonnée sous-inductive
et p une relation d'équivalence sur C telle que les conditions Q,etQ,
soient vérifiées. Alors, si la condition ( S1) suivante est vérifiée, s/ p=
=(C/p, « ) est une classe ordonnée sous-inductive et p ednV

SI') Soient g€ C et (fi)i el (/;')iel deux familles d'éléments

de C ayant la méme classe d'indices et telles que ;< g, [;< g et
finfimodp (Yi€l),
8
alorsona \J f;~ U f;mod p-

D'aprés le lemme 1 on sait que (C/p, = ) est une classe ordon-
née et que -,56 ar.

Soit y €C/p et (x;);; une famille d'éléments de C/p telle
que x;xy (Vie€l), compte tenu de Ql, il existe g €y et, pour tout
i, f; €x; tel que f;<g; donc f= | f; existe dans C.

Soit x = p (f); alors on a X;= X (Viel).
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Soit z €C/p tel que zx y et x,xz (Vi €l); toujours en rai-
son de Q,, il existe b €z et, pour tout i, fi €x; tels que h< g et fi<h
(Viel); par suite f* = 6 f; existe, et d'aprés (SI), on a f' A, fmod p.

. - . b

La relation /’ < b entraine alors x = z et par suite ona x = [J ;.

Enfin, si e est le plus petit #lément de C, P (e,)est le plus
petit élément de C/p et (C/p,« ) est alors une classe sous-inductive.

TIn raisonnement analogue & celui effectué dans le cas sous-pré-

inductif montrerait que p € gv.

REMARQUE. Soit (C*,<) une catégorie sous-inductive;alors (C/,< )

est une classe sous-inductive puisque, si e € C, et si (e;); . estune
e e

famille d'unités tels que e;<e (Viel), ona Ue;=a(lUe)eC;;

d'autre part le plus petit élément de (C, <) est toujours une unité.

THEOREME 4. Soient (C*,< ) une catégorie soys-inductive (voir (7))
et p une relation d'équivalence compatible sur (C*,< ). Si la condition
(PS) et la condition ( SI) sont ve’ri/ie’es; dans (C;,< ), alors (E’,o: )
est une catégorie sous-inductive et ((C*, « ), P ,(C*,<))un foncteur
sous-inductif. -

On sait déja que (5',«) est une catégorie sous-préinductive
(théoréme 3).

Montrons que ( SI) est vérifié dans (C*,<):

Soient (/i)iel'

classe d'indices I et telles que

(1}); e deux familles d'éléments de C* ayant la

f;<g [;<g et finfimdp (Viel).
Alors on a _
a(f;)<a(g), a(fi)<a(g)etal(f)aa(f;)modp (Viel).
Par hypothése sur C:, on a
a(g) ofg)
U a(/i)"’ U a(/'i)mndp

et, par suite, en utilisant le théoréme S de (7), on a :

a(§ 1)~ ac§ryimodo et de meme BCG f0n BCE £
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Posons x=_,5_ (6/,~)""=é ( 6 fi) et y'—‘,_5_ (g), alors on a

xxy, x'<y,a(x)=a(x') et Z?(x)=é(x').

Comme (E‘ ,« ) est sous-préinductive, elle est s - ordonnée et par
suite on a x = x', donc (SI) est vérifiée dans (C*,<).

Il en résulte que (C, x ) est une classe sous-inductive et que
pedns,

Soient alors y 66’ , (xi)i e une famille d'éléments de E telle
que x;«y (Viel) et soient g ey, f; €x; tels que f,<g (Viel)
Fn tenant compte du théoréme 5 de (7), il vier}t : 3
LY . 3 L o) prale)) oy)
al U xi)=£(a( U /i))=£( U al(f))= 8] ﬁ(a(fi)) = U alx;)

Ce méme théoréme entraine alors que (E‘ ,x ) est une catégorie
sous-inductive, et évidemment le foncteur (( E ©,x),0 ,(C*,<)) est

sous-inductif.

5. Cas inductif.
PROPOSITION 7. Soient s =(C,< ) une classe ordonnée inductive et p
une relation d'équivalence sur (C,<) telle que les conditions Q et Q,
soient vérifiées; alors, si la condition | suivante est vérifiée, s/ p=
=(C/p,x ) est une classe inductive et -,5 edl,

I) Soient g, g" €C et (f); ¢1:(f}); ey deux familles d'éléments
de C ayant méme classe d'indices et telles que :

[;<g, [i<g et [;nfimodp(Ni€l);

alors on a U/i"'Uf;' mod p( Viel).

IL.a démonstration est analogue & celle faite dans le cas sous-

inductif.

REMARQUE. Il n'est pas possible de démontrer dans ce cas un théoréme

analogue au théoréme 4; on a cependant le résultat suivant :

THEOREME 5. Soient (C*,< ) un groupoide inductif et p une relation
d'équivalence compatible sur (C*, <); si la condition l; suivante est

vérifide, alors (C*, = ) est un groupoide inductif et p est quasi-inductif.
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Is) s'énonce comme 1) mais en prenant f; € C* et fi € C ( Viel)

On sait déja que (C*,= ) est fonctoriellement ordonné (corollaire
du th. 2). Pour la suite de la démonstration nous avons besoin du lemme

suivant :

LEMME 3. Pour qu'un groupoide (C*,< ) soit un groupoide inductif, il
faut et il suffit qu'il soit fonctoriellement ordonné, que C soit une clas-
se inductive pour l'ordre induit et que toute sous-classe de C; majorée
dans C‘ admette un agrégat dans C* (ce lemme est démontré dans (4)).

Remarquons maintenant que si o _ est la relatxon d'équivalence
1ndu1te par p sur C;,alors C /p s'identifie a Co, et que les condi-
tions Q L €t Q2 sont venfxées pour P dans (C(;,‘< ) (< désignant 1'ordre
sur C induit par <). Ilexiste donc un ordre =, quotient de ¥ par o ,
et il est facile de voir que ‘= est l'ordre induit par « sur Eo

D'aprés le lemme 3, (C(;, <) est une classe inductive et IS‘ en-
traine que | est vérifiée dans (Co‘, < ); il résulte alors de la proposition
7 que (E" , = ) est une classe inductive.

Soient (u,; )! e une famllle d'é lements de E majorée dans 66,
alors u =V, existe dans C . Soit x €C tel que Uy x (Viel) et
soit f € x; il existe, pour tout i, f; €u; tel que f,<f( Viel).

Evidemment on a :

fi~nal(f) etal(f)<a(f) (Viel);
IS) entraine alors que u/i ~ ua(/i) et la proposition 7 que
_/5_ (uf) = é (va(f)=

La~relation v f; <[ entraine alors u « x, dgnc u est I'agrégat des
uy dans (C*,= ); le lemme 2 entrafne alors que (C*,« ) est un groupoide
inductif.

Montrons que ; edU.

Soient f€C* et (f, )l e une famille d'éléments de C* telle que
/i</ (Viel). U f; existe dans C* et on a a(u/i) =ua.(fi); par

suite, en posant x, = 0 (f), x=p(f), ona
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(P (uf)=p (a(u/,-))=é [ua(f)] =Ué (a(f))=ud(x;)=

} o

=a(u xi).
Iesrelations 0 (Uf)=x et Ux;x entrafnent alors 0 (uf;) = up (f;)

et pedV.



CHAPITRE II

EXTENSIONS ET ELARGISSEMENTS DE FONCTEURS ORDONNES

Ce chapitre débute par quelques rappels sur la théorie des extensions et des élar-
gissements de foncteurs :

Si H* et K* sont des catégories, p =(K*,p, H*) un foncteur tel que p,y soit
bien fidele et F une sous-classe p- admissible de K*, on définit 1'extension canonique

— ~ —
(F,H'.i';) du couple (F,p),on [7: (K‘.[‘;, H*) est un foncteur et H* une sous- caté-
~ — v
gotie de H*® équivalente a3 H°, ainsi que 1'élargissement [;‘= (K°.[;‘.H°) dans le cas
ou F CK,;, .8 F= K,;, .p(H;) (resp. F:lpﬁ;“}), alors 1'élargissement [;‘ de (F,p)
est appelé élargissement maximal (resp. minimal). Ces élargissements sont canoniques
vis a vis d'une catégorie de quatuors (théoréme 1) .
Dans la suite de ce chapitre, on propose de chetcher des conditions suffisantes sur
(F,p) pour que,si (H*,<) et (K*,<) sont des catégories }((}(',H")- structurées et
~
p=((K*,<),p,(H*,<)) un foncteur structuré, il existe un ordre « sur H* tel que
~ —_—
(H*,» ) soit une catégotie H( }(' ,}(")- structurée, [; un foncteur structuré,et l'équiva-
lence entre (H*,<) et (-ﬁ‘ ,x ) une équivalence structurée.

Dans les paragraphes 2) (resp. 3)), on étudie le cas ou (H*,<) et (K*,<) sont
des catégoties ordonnées (resp. réguliéres) et ou p est un foncteur ordonné.

Dans 4) on utilise certains résultats de 3) pour approfondir le cas des élargis-
sements ordonnés déja étudiés dans 3); on montre alors que, moyennant quelques hypo-
théses supplémentaires, 1'élargissement maximal ordonné de p est canonique vis a vis
d'une catégorie de quatuors de foncteurs ordonnés. Le théoréme 1 est utilisé pour la dé-
monsttration de ce résultat.

Les paragraphes 5,6, 7,8 sont consactés a 1'étude des cas oa (H*,<) et (K*,<)
sont des groupoides ordonnés réguliers, des catégories sous-préinductives et sous-induc-
tives, des groupoides inductifs et p un foncteur structuré correspondant.

Dans chacun des paragraphes, deux théorémes, un pour les extensions, un pour
les élargissements, résument les résultats obtenus.

Une partie des résultats de ce chapitre a été résumée dans [ 15] et une premiéte

rédaction concernant le cas des extensions a été faite dans [ 17] .
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1. Rappels concernant les extensions et les élargissements de foncteurs.
(voir E, chap. V, paragraphe 3) et ((5 ) paragraphe 4).

Soit ' la sous-classe de F formée des foncteurs p tels que 2
soit bien fidéle.

Soit F" (resp. 3:35) la sous-classe de F' formée des foncteurs p
tels que 2% soit un foncteur d'hypermorphismes (resp. un foncteur d'hy-

permorphismes saturé ) (voir déf. 5 et déf. 20 chap. Il de E).

A. EXTENSIONS.

Soit (F,p) un couple,ot p =(K*,p,H"') est un foncteur et F
une sous-classe de K,tel que les bypotbé:es (Hy) suivantes soient
satisfaites :

Dped,

2) F est p-admissible, c'est-a-dire F vérifie les deux propriétés
suivantes :

a)a(F)=0(H;)CF et F.P(H,;,)CF;

[od

b) si f € F, la condition f.g,=f.g, © g € p(H’) entraine g, = g, ;
alors il existe un foncteur p = (K‘,'[; ,H*) ayant les propriétés sui-
vantes : -

Dpe¥,

2) il existe une équivalence o = (ﬁ‘,g ,H*), ot H*' est une
sous-catégorie pleine de ﬁ: et p=p.o,

3) :I est une catégorie 2 H -éjections,

4) si F est la sous-classe des (ﬁ',ﬁ')-éjecteurs et si s EH‘;
alors la restriction de E a F.s est une bijection sur F, 5 (s),

5)si p est fidge, alors p est aussi fidéle. h

Le triplet (F,-ﬁ‘, p) s'appelle I'extension canonique du couple
(F,p) et se note X(F, p).

(Pour le caractére canonique de X(F, p) voir les articles cités).
REMARQUE. On appellera propriétés (P ) de X(F,p) les propriétés
1), 2), 3) et 4).
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B. ELARGISSEMENTS.

Supposons que FCK_ ;alors la condition b) sur F est toujours
vérifiée et toute classe F p-admissible contient F1 = p(H,;, ) et est
contenue danf F2 = K,; .p(H(‘)). .

Soit H* la catégorie image de H* par la bijection y :

- si xe-l;‘, alors x =g (bh) avec h€H* et ¥ (x)=b, B
-sixéﬁ'etxg-ﬁ',alorsx(x):x. B
Soit a
P=bx™,
alors p est appelé un élargissement de (F,p).

Soit m(p ) et M(p ) les élargissements (K',ﬁl,ﬁi) et (K',Z2 ’[:;2 )

de (F1’ p) et (F2 , p) respectivement; alors m(p—) et M(p)sont—appelés

respectivement élargissement minimal et maximal de p, et on a
m(p) €F" et M(p) eF.
Rappelons le théoréme suivant : (voir E, th. 17, V p. 31R)

THEOREME 1. ED(S‘.;?,?') est une catégorie a E(?;ﬂ:,?")-projec-
tionseta O(F; ¥, ?"s'-)-projections.
(F' étant identifié A la classe des unités de ED(fT‘;.(f,ff' ).

Si on pose, pour tout p € F',
/Jvm(P)=(m(p)rK.:(H1.L1:H.),P),
/U‘M(p)=(M(P):K"(H2’L21H')rp)r

alors M, €st une (o(F: 5,9y, (F; ¥, F ))- ptojection naturalisée
et iy une (O(F; ?, ‘JIS), ED(?;?,?' ))- projection naturalisée (voir E,
déf. 18, 1L, p. 144).

REMARQUE. On appellera hypothése (H) sur (F.p)les hypothéses
(HX) avec en plus FCK,;, .
C. CONSTRUCTION DE X(F.,p).

Soit B(F,p) la classe des couples (Q,h) ol h €H"* et

Q= (k. f",f.p(bh)) eC(K*;F).
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NOTATION. Dans toute la suite, sauf indication contraire, la lettre Q
désignera le quatuor (k,f',f,p(h)) et, si Q et b sont affectés d'un
indice, alors k, f, /' seront affectés du méme indice.

H(F,p) est une catégorie pour la loi de composition H definie
par :

(Q,. 5, )H(Q,h)=(0.5)
si, et seulement si, /', = [, et a(h, )—,B(b ), eton a
b=h,. b k=k,.ky, ['=[,, =],
NOTATION. Dans EI (F,p) les applications source et but seront notées
B, 48 ec 1B designera le quatuor (B(k), &, k, a(k)). On a
aBro. my=(/8 arn. Beo. b= (18, Br).
Dans la suite on posera généralement Hcr, p)=2¢8 B .

Soit J la sous-classe de £ formée des éléments (Q, b) tels que
b eH,; et k €K;. Alors J définit un sous-groupoide S-B de fa
contient toutes les unités et qui vérifie la condition (O ) de la proposition
45,11 de E.

Soit p la relation d'équivalence associée a J (voir E, th. 12,
I1); alors ;I‘=£B/p.

Rappelons que 0 est défini de la maniére suivante :

(Q.h)a(Q,h,)mod p si, et seulement si, &, = k

1
et il existe g, g’ €H,;, tels que :
1)(h.g" g, by) €O(H SH ). 2) [\ =[.p(g") 3)fy=1-p(8)-
B est définipar 5 ((Q,h)modp) =k et o par o (h)=(p(h)™% bImodp.
La classe F est la classe des éléments (R,e)modpe€ I:; ol
R=(f, [, p(e) p(e)), e €H; et [€F.
D. ETUDE DE §3B

PROPOSITION 1. Le groupoide QB est formé par les éléments (Q, b) 6538
tels que b eH° et k éK ; il est saturé pour p et on a ,0(538 )“H‘
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Les deux premiéres affirmations sont évidentes et on a
,5(535 )Cf;,;, .

Soit x 6[.1'7 et soit ¢t € x; alors il existe t' € x tel que a(t') =
B(t) et B(t')=a(t); il en résulte que t Hz' et t'H ¢ sont des élé-
ments de QB qui ont mémes unités A droite et 4 gauche et qui sont équi-
valents mod p a cette unité.

Soit (Q, h) un tel élément; nécessairement on a f' = f, k = B(f)
et f.g(b) = f, d'ot f_(b) = a(f). D'autre part il existe g, g’ €H,;, tels
que h.g=g'; donc b €H,;,,et par suite on a h € H}, puisque b est
bien fidéle. Il en résulte que (Q, b) €£§, donc ¢ est inversible et on a :

5(&5 )= [;,;, .
REMARQUE. Si FCK,;, alors (Q, b) egg si et seulement si b eH;, .

Soit (Q,e)e£5 tel que e €H; et k €Ky , alors (Q,e) est
complétement déterminé par le triplet (k,f,e) o k € K& , e €H,,
kk.feF,B(f)=a(k) et p (e)=0a(f).

Soit N la classe de ce_:c éléments.

Dans la suite on identifiera tout élément de JU différent d'une unité
avec le triplet qui le détermine.

JU définit un sous-groupoide ?IB de 5?8 contenant S)B la restric-

tion de la loi E a T(B s'écrit avec cette nouvelle notation :
(kyfpe JH(R fre)=(k ik, [ e),
si et seulement si e = e et f, =k.f.

ROPOSITION 2. Sozt p' la restriction p & NB Alors on a p' (3’(5)"

=H: et p' définit H comme quotient strict de ‘Y(B

Montrons que tout élément de egg est équivalent mod o0 & un élé-
ment de JU
En effet, soit (Q, ) Egg ;alors b eH,;, et k € K,;, . Soit
R=(k,f.p(h),f.p(alh))).
- <

Puisque f'.p(h)=Fk.f, R €CK*' et, comme f'.p(h)€F, on a
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(R, a(b)) 8.

mais (R, a(h))=(k, f, a(h)) et (R,a(h))a (Q,h)mod p; il en ré-
sulte que ,5'(?18)=[;,;,

Soit (k,f,e) €8 et (B,e )€ @ tels que (1Fe )n (/B ermod o
alors on a (k,/l,el)eﬁ, puisque k./1=(k./).£(g) € F,et il est
clair que

(k.fioe )~ (k,f, e)modp.
Nonc p' définit Itl‘,y comme quotient strict de T(B (voir (3) prop. 23).

REMARQUE.

1) Si p' est la relation d'équivalence induite par O sur T(B , alors
T(B / p' est un groupoide quotient strict de T(B qui s'identifie a I;y . On
pourra donc, dans le cas ot H* et K* sont des groupoides, utiliser T(B au

lieu de £Y pour construire ;l°; p et g sont alors définis respective-
ment par : -

é_((k, [, e)modp) =k
et

g (b)=(p(h),p(a(h)),a(h))modp.
2) Dans la suite on appellera :
(R.a(h))=(k,f,a(h)).
I'équivalent naturel de (Q, b) € €5 .
Dans toute.la suite de ce chapitre nous supposons donné un cou-
ple (F,p) vérifiant les bypothéses Hy dans le cas des extensions et
H, dans le cas des élargissements, et nous utiliserons les notations de

ce paragraphe 1.

2. Cas ordonné.

Dans toute la suite de ce paragraphe nous supposons que (H*, <)
et (K*, <) sont des catégories ordonnées et que p = ((K*,<),p,(H*,<))
est un foncteur ordonné. B

A. EXTENSIONS.

PROPOSITION 3. Soit < la relation suivante dans £:
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(Q,. b, )<(Q.,h) si, et seulement si,
b1< b, k1<k, /1< f /'1</'.
Alors (gB, < ) est une catégorie ordonnée.

La vérification des axiomes est immédiate.

PROPOSITION 4. Si le groupoide (H,; ,< ) est un groupoide semi-régu-
lier la condition Q L st vérifiée pour p dans (S?B ,<).

Il suffit de montrer, compte tenu de la proposition3. I, que J
est un groupoide semi-régulier :

Soit (Q,g) €J avec Q=C(e,f'.f.p(g)), e €K, et g €H,, ,
et soit (f'l, el) EQO tel que (/'1, el) <(f, B(g)). 1l existe, par hypo-
thése, g, € H, tel que B(g,) =e, et g < g. Soit f, = fy-0(g,); alors
fy€F et par suite (Q,, g,) €T avec QO =CB(f). /. [, 0(gy)).
Comme p est ordonné, ona p (g,)<p(g), d'ot fy.p(g)<[f.p(glet,
comme f['.p(g)=/f, ona f1< /. Par suite (Qi' g1)<(Q, g) et, puis-
que BB(QI. g)=(/ne,) T est semi-régulier.

PROPOSITION 5. Si p est fidéle, la condition Q, est vérifiée pour p
dans (£,<).

Soient (Q;, b;) GQB, i=1, 2, tels que:

(0, h)<(Q,.5,0.a800, b )naB(0,.h,)mod o
et /BE(Ql,bl)w,BE(Qz.bz)modp.
Alors il existe g, g’ €H, tels que:
alg')=PB(h,), Blg')=PB(h,), alg)=alh,), B(g)=alh,)
(1) Iy=Fyp (&), [{=1,.0 ().
D'autre part, les relations B
ki<k,, a(k,)=a(k,) et B(ky)=pB(k,)

entrainent & 1 = k2 .

Calculons
/'z.f_(g'.bl)=/'2,g(gf).g(bl)zfll.?—(bl)::ki./l
=ky Sy 0 (8)= [y 0 (h,)p(g)=[y.0(h,.g)
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Compte tenu de la propriété 2) de F, ona p(g'.h )=p(h,.g) et p
étant fidéle,ona g'.h, =h,.g, donc (bz';'g'bj.) 61:7H',H,;, ); les
égalités (1) entrainent alors :

(04 b )n(Q,,bh,)mod p.
DEFINITION 1. Une sous-classe F p-admissible de K sera dite p - ordon-
née .admissible & droite (en abrégé p.o.a.d.) si les deux propriétés sui-

vantes sont vérifiées :

F,) Soient f, ', f" €F, g €H, et e” €H, tels que

&(e")= al(f"), f'=1.p(g) ['<f"<fetal(g)<e"<fB(g)
alors il existe g’ € H,;, tel que
a(g')=e", B(g')=p(g) et ["=f.p(g").

F4) Soient (0, b;) €5, i=1,2,tels que (Q,, h)<(Q,.h,).
Si g €H,, esttel que S(g)= alhy).fy.0(g)<f,, a(g)< a(h,) il
existe g’ eH,;, tel que

Blg)=PB(hy) [0 (g)< [ et g b .g<h,.

On définirait de méme la notion de classe p- ordonnée-admissible @ gauche

(p.o.a.g.) en intervertissant dans la définition précédente g et g',et de

classe p - ordonnée- admissible par p.o.a.d. ou p.o.a.g.

PROPOSITION 6. Si F est p.o.a.d. (resp. p.o.a.g. ),alors les conditions
Q9 et Q‘: (resp. Q%) sont vérifiées pour p dans (£,<).

?2 entraine immédiatement Q‘; , et il est clair, en utilisant la
définition de p & l'aide de T , que FZ entraine 07 .
PROPOSITION 7. §i F est p.o.a., (H, ,<) semi-régulier et p fidéle,
alors p est compatible sur (ch <),

Cette proposition résulte immédiatement des prop. 4,5,6 et de la
définition 1.1. I.

CONSEQUENCE. Le théoréme 1.1 entraine alors que (H*,« ) est une caté-

gorie ordonnée.
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PROPOSITION 8. Supposons que [ soit compatible sur (£B,< ); alors
si 2% vérifie la condition suivante :
P)si g €H, ., e €H; sont tels que a(g)<e et E(g)<.p_(e),
on a g<e,
oc=(H", «),0,(H*,<)) est une équivalence de classes ordonnées.
En effet, si h< h', alors p (h) < p (h') et par suite
(0 (h) " h)<(p (b)) b") ot @ (h)w g (b)),

Réciproquement, si o (bh)« o (b'), il existe, en tenant compte de
la condition 0, (Q,, b,) € €5 tel que :
(04 b )n(p(h)Tb)mod pec (0 by)<(p () b").
Il existe donc g, g’ € H,;, tels que :
(h.g' g, b)) €T(H iHy ). [1=0p(g) [ =p(g)
p(g)<p (B(h')).p(g)<p(alh’)).
On a aussi
h,<b',a(g)=pLB(h)<B(h), a(g)=a(b,)<a(b").
Par suite P entraine:
g'<B(h') et g<a(h')dor h=28h,.g7 <h".
En conclusion, on a le théoréme suivant :
THEOREME 2.
-Si (H*,<) et (K*, <) sont des catégories ordonnées
- Si (H,;, ,< ) est semi-régulier
- Si p est ordonné fidéle et si p,, vérifie P
-Si F est p.o.a.
alors

~

-(H*,x ) est une catégorie ordonnée

- b est ordonné fidéle et 17,), vérifie P

-0 est une équivalence de catégories ordonnées.

La lre et la 3&me affirmation résultent des propositions 7 et 8 et

. . ~ .
il est clair que p est ordonné.
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Il reste & montrer que ﬁ',y vérifie P

Soit x éﬁy et u € H  tels que:
a(x)«u et i(x)«i(u).
Soit (/?,el) €u; alors il existe (fB,e) €a(x) tel que (/B,e)<( 1,e1)
et, d'aprés la proposition 2, il existe k € K* tel que
(k,/,e)ena et (k, [, e) €x.
Majs i(x)= k et _pZ(u)= B(f hd'oh k< B(f,) et (k,/,e)<(/?,e1).

Cette relation entraine x o« » et par suite 57 vérifie P .
B. ELARGISSEMENT.
LEMME 1. Soit (C*,< ) un groupoide ordonné régulier et soient
’ " . .
e,e',e"€C;, geC
tels que
e<e"<e', a(g)=e, B(g) =e" et g<e';
alors il existe g' € C* tel que a(g')=e", B(g')=e" et g'<e’.

En effet, puisque e” < e', le pseudoproduit g’ = e’¢” existe et
on a a(g')=e", g'<e'; dautre part les relations a(g)=e<e" et
g < e’ entrainent g<g', d'ou ,B(g) =e'< ,B(g') et,comme ,B(g')( e’,
ona e =pf(g').

THEOREME 3.

-Si (H*,<) et (K*, <) sont des catégories ordonnées

-S8i (H,;, ,< ) est un groupoide régulier et (K,; , <) un groupoide
ordonné

-Si p est ordonné et si p,, vérifie ?
alors

-(H*, x ) est une catégorie ordonnée

-p est ordonné et [77 vérifie P

-0 est une équivalence de catégories ordonnées.

REMARQUE PRELIMINAIRE . Considérons la situation suivante :

Soient f,fiéK,;,,i=1,2, g €H,;, et e €H_ tels que
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f; <t g(e)E a(f), B(g)<e et /1=/2.-1l(g);
alors on a g<e.

En effet, on a p(g)=/, 1./'1, et les relations f ¢ /"1,f1</
entrafnent p (g)< a(f) ’:p (e); comme 3(g)<e, la condition P en-
trafne g < ¢. - ‘

Montrons que la condition Q, est vérifiée par o dans (QB <)

En effet, avec les notations et les hypothéses de la proposition 5,
on a:

I =10 (800 [y=1,0(8) [3< [y [y< 1,
Blg')=B(h,) Blg)=a(h,)
et p LB, ) =a(fy), p Lalh,)]=a(f,).

Il résulte alors de la remarque préliminaire que g'< ,B(bz) et
g<a(h,),dot b, = g'.bl.g'1< b, , puisque b <h,.

Les relations

a(hy)= a(bz),ﬁ(b'1)= B(h, ) by <h,
entrainent alors b’1 = b2 ,et par suite (b2 , 8", 8,b 1) € E(H','H,;, ).Comme
par ailleurs k2 = kl’ on a (Q2 , b2 )~ (Ql, bl)mod,o et la condition
Q, est vérifiée.

Reprenons les hypothéses de la condition ?‘i avec les mémes nota-
tions; alors, en vertu de la remarque préliminaire, on a g< a (h,)et par
suite b, .g<h,.

Il suffit alors de prendre g' = B(h, ) pour que la condition soit
vérifiée.

Reprenons les hypothéses de la condition 3:2 avec les mémes
notations et posons ,B(g) =e', a(g)=e,; alors on a e<e”"< e’ et,
toujours en raison de la remarque préliminaire, g< e'. Le lemme 1 en-

traine alors I'existence de g’ € H,;, tel que :

a(g')=e", B(g') =e' et g'<e’.
Soit f, = f" .p(g"'l). Les relations g’ '< e’ et /" <[ entrainent f.<f
et par suite f, =/, puisque a(/,)=a(f) et B(f))=B({).
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Il en résulte que " = f.p(g") et ia condition ?2 est vérifiée.

Par conséquent toute classe F p-admissible est p.o.a.d. et aussi
p.o.a.g.

Il résulte alors des propositions 4 et € et du fait que Q, est véri-
fiée que p est compatible sur (f.B ,<). Le théoréme 1.I entraine alors
que (H*,=) est ordonné et la proposition 8 montre que o est une équi-
valence ordonnée. Le fait que j soit ordonné et que i;'y vérifie P se

démontre comme dans le théoréme 2.

3. Cas régulier.

DEFINITION 2. Soit (C*,< ) une catégorie réguliére et soient
Nfik, N €C: tels que N < Net A=k.f.

On dira que [, et k, sont obtenus par le procédé (r) si

ky= /8()\1) (ke,)
ou e, = ﬁ(/a()xl)), fi= alk,)(fal(X,)).

On sait d'aprés la démonstration du théoréme 1 de (2) que
A 1 =k

LEMME 2. Soit (C*, <) une catégorie ordonnée réguliére; si f, [, f, €C*
sont tels que

[(<fif,<[etal(f,)<al(f)=e, B(f,)<B(f)=¢e",
alors f, <f,.

On sait d'aprés la démonstration de la proposition 10 de (2) que
f=e'(fe); or les relations a(f,)< e et f, <[ entrainent f, < fe, puis
la relation B(f,)< e’ entraine f, < e'(fe)=f,.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que (H*,< )
et (K*,< ) sont des catégories réguliéres et que p est ordonné.

a. EXTENSIONS.

Soient 3:’, }(a” }(g les conditions suivantes sur F :

3’,) Si feF ete ep(H(;) sont tels que e< a(f), alors il existe
f, € F tel que a(f,)=e et f, est le plus grand élément de la classe

des f' € F tels que f'<f et a(f' )< e; on notera cet élément ;';.
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Supposons que ff' soit réalisée.

}(d (resp. K ))Soxt (0, h) Ega,(/g,el) (resp. (/'a, 1)) tels
que

B E 'B ’ 14
(fi, e )<(f=, a(h)) (resp. (f '61)<(/,,5(b))-
Si by=he,, f,=[p(B(h,)) (resp. si b =eh, { = fp(al(h, )il
existe k, €K tel que
(kyo [y [y 0 (hy) €0K" et k <k.

PROPOSITION 9. Si F uvérifie 3:’,, }(g et }(d,alors (£8,<) est une
catégorie réguliére.

Montrons que I'axiome R, est vérifiée dans (fB <)

Soit (0, h) e et (B, e ) @ el que (B, e < (B arh).

Soit b, = he, et /1=/'£)_(B(b1 ) f, existe et appartient & F

en raison de 3:' .

Compte tenu de J, il existe &, € K* tel que
Qy=(ky fyfys0(hy) €OK" et ky <k,
econa (0, h,)efE, (94 5)<(0:h) aB(Ql,b )=(f, ey
Soit (Q,.h,) €€ tel que:
(0,.5,)<(0. b) et aB(0,.5,0<(M,e));

alors on a :

(1) f2</1

et a(b2 )< e, Cette relation et la relation b, < b entrainent
(2) hy<bh,,
et par suite a(f,)=p (ﬁ(b2 N<p (ﬁ(hl)) = a(f'x). Cette relation et
la relation f/, < f' entrainent
(3) f, < /"1 .
Les relations ,3(k2 )< ,B(kl), a(k,)<a(k,) quirésultent de
(1) et de(3) et les relations k,<k, k 1 < k entrainent
(4) k, <k,

en vertu du lemme 2.
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Les relations (1),(2),(3),(4) montrent que
(Q,, h,)<(Q,, b

et, par suite, en vertu du lemme 2.1 on a :

(0,.5)=00.5)(f5, ¢ ).

On montrerait par une démonstration analogue, en utilisant H que
I'axiome Rg est vérifié dans (£B <).
Montrons que 1'axiome Rj est vérifié dans (£B , <)
(Nous abandonnons dans cette démonstration les notations habi-
tuelles).
Soient (Q, k), (R, 1),(S, m) GQB tels que
(S,m)=(R,1)H(Q, &)
avec Q=(k',f",f,p(k)), R=(1",¢",g,p(1)), S=(m",b", b, p(m));
alors ona: h=/f, f'=g, g'=h', m=1.k et m'"=1".k’ (si dans la
suite Q,R, S sont affectés d'un indice, les lettres qui les composent
sont affectées du méme indice).
Soit (S,,m,) €88 tel que (S,,m)<(S, m); les relations
b 1 < f, a(m 1) < a(m) entrainent l'existence de
Y4
(3, %0=00, k) (s, acm
eton a:
“ v ’—_\;— \ v, ,
(1) k1~ka(ml),/1=fﬁ(_[l(kl))./l-—bl,k1<k,
d'ou :
A4 v
Bk )<B(R)=a(l) et <
ces relations entrainent l'existence de

(R, 1,)=(R, 1)(f, B(k,))

eton a
(2) 1,=1B(k,). gy = gﬁ(pu D, g, =y 1< 1,
d'on

v

1,k =(1.k)a(m)=ma(m,).
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v
pona B(1,)>B(m,) et par suite

al(by) < algh).

Comme mO.(m,_)) m

%4
Cette relation et la relation b, < g' entrainent ', < g'»et par suite l'exis-

tence de
B (Y4 v
(R1.11)=(b' "B(ml))(Rl'll)
eton a:
v \r—_— A\
(3) 1,=B8(my)1,, g\ =h", 'g1=g1a(£(11)), <y,
d'otr :

A\ Y3 \Y4 A\ Y2 v
a(11)< a.(Il)‘—‘ﬁ(kl) et g,< 31:/'1'
Ces relations entrafnent l'existence de
A\ \
(0 k) =(gB,al1,)(0,.%,)
eton a
“ “ E—— (V]

(4) /e1 =a(l l)kllf'l = gl,f1 = /1a(P(/€ 1)). k'1< k'l-’

Il résulte des 4 premiéres relations de (1),(2),(3),(4) que % T

1, ont été obtenus par le procédé (r) a partir de m, etde m=%.1,

1
donc

1

a(k1)=a(m1) et m1=k1.11.
Il en résulte p (a(kl)) = a(bl); comme 71 = hl’ on a
fy=hyalhy),

et par suite f, =h d'ou a(k)=a(m)).

Il résulte des 4 dernidres relations de (1),(2), (3), (4) que

1'1< 1’ et k'1< k' d'ou 1'1.k'1< 1" k'=m".
Cette relation et les relations
m"1< m',,B(m'l) : ﬁ(l' .k'l), a‘(m'1) = a(l' -kll)

entrainent m'!. =1k

4 puisque (K*,<) est s-ordonné en vertu de la

proposition 10 de (2).

Il résulte alors de toutes les relations soulignées que

(S, m)=(R, 180, %))
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et il est clair que, par construction de (Ri’ 11) et de (Qi,bl),on a
(Ry, 1,)<(R,1) et (Q1:k1)<(Q:k)-

Donc Ry est vérifié.

Rj, Rg, Ry étant vérifiés, (:EB ,< ) est réguliére.

DEFINITION 3. On dira qu'une sous-classe F de K est p- ordonnée-
admissible-réguliére (abrév. p.o.a.r.) si elle est p.o.a.d. et p.o.a.g. et si

les conditions 3", }(d et }(g sont vérifiées.

THEOREME 4.

-Si (H*,<) et (K*, <) sont des catégories réguliéres

-Si (H; ,< ) est semi-régulier

- Si p est ordonné fidéle et si by vérifie P

-Si F est p.o.a.r.
alors

- (P'.; *, <) est une catégorie réguliére

- p est ordonné fidéle et ﬁ',y vérifie P

-0 est une équivalence de catégories ordonnées.

Il résulte de la proposition 9 que (S‘ZB,<) est une catégorie or-
donnée réguliére et de la proposition 7 que p© est compatible & droite et
a gauche sur (8,< ); le théoréme 2.1 entraine alors que (;1‘,« ) est
une catégorie réguliére.

Les deux autres affirmations résultent du théoréme 2.

b. ELARGISSEMENTS.
THEOREME 5.

-Si (H*,< ) et (K*,< ) sont des catégories réguliéres

- S5i (H,;, ,< ) est un groupoide régulier et (K,;,, <) un groupoide
ordonné

- Si p est ordonné et si p, vérifie ?

- Si F vérifie F,
alors

- (g *,x ) est une catégorie réguliére

-(H,;, , < ) est un groupoide régulier
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- p est ordonné et 57 vérifie P

- O est une équivalence de catégories ordonnées.

Puisque FC K,;, les conditions }(g et Hd sont vérifiées pour tout
F vérifiant ?r , donc (QB ,< ) est réguliére.

D'autre part, les conditions du théoréme 3 étant réalisées, 0 est
compatible & droite et 4 gauche sur (ﬁE ,<) et par suite (;1‘,«) est
une catégorie réguliére.

Le méme théoréme entrafne alors les deux derniéres affirmations.

Montrons que (ﬁ,} ,x ) est régulier :

soit (0.5) €€ et (/8. e ) €@ tets que (18, e p</B. el
Soit (Q,,h,) construit comme dans la proposition 9, mais avec b, = be
dans (H,;,,<);leméme raisonnement montre alors que

(0. h,)=(0, b) (8, ¢) dans €8,
puisque £5 est saturé pour O et tel que ﬁ(gg )= ;1,), ,(1;,;, , x )est
régulier.
4. Retour au cas des élargissements ordonnés.

LEMME 3. Supposons les conditions du théoréme 2 réalisées et soient
s, s’ 6;;‘; tels que s' « s; alors il existe x, x' €F tels que
B(x)==5s, B(x')=s" et x'« x.
En effet, il existe (/B, e) €Es et (/'B, e') €s' tels que
(18, <8, e);
il en résulte
(R, e)<(R',e"),
o R=(f.f,p(e)ip(e)) et R=(f", [',p(e' ) p(e")), d'ob
x=5 (R,e)xx' =,5 (R, e");

comme on a x, x’ e-ﬁ, le lemme est démontré.
LEMME 4. Soit (C*,< ) un groupoide ordonné semi-régulier, (C'*, <) un
groupoide ordonné, p = ((C'*,<),p , (C*,<)) un foncteur ordonné véri-

fiant la condition P . Si b, b eC* sont tels que a(b')< a(h) et
p(h' )< p(h), alors ona b'<h.
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En effet, (C*,<) étant semi-régulier, il existe b €H"* tel que
a(b1)= a(h') et b <h; les relations p(b )<p(b) et p(b )<p(b)
entrafnent p (b'.h 1) < p (B(h)). Comme on a

a(h'.hit)=B(h,)<B(h),
la condition ? entrafne 5’ .b;l < B(h),d'ot
b'=h" b b < B(h).h=h.

Soit U =ﬁ(Q', Q) la catégorie des foncteurs ordonnés entre
catégories ordonnées.

Sip=«K,<)p (H\<)) € U,on notera p* = (K" b H )eF)

Soit U' Ia sous-cla«e de U formée par les p = ((K*,< ),p »(H *, <))
tels que :

1)(H; ,<),(K; ,<) sont des groupoides ordonnés réguliers.

2) p., vérifie P

3)pred .

Soit ‘U} la sous-classe de U' formée par les p el tels que

pre¥e.

Soient vpy:((K‘,<),;i,(H',<)) el, F=K, .p(H;) et
M(p*)=(K*, p,H") I'élargissement maximal de (F, p*).

Les conditions du théoréme 3 étant réalisées, (H*,< ) est une

catégorie ordonnée (< étant 1'ordre image par ¥ de =),
"((K <), p (H <) el

et py vérifie P . Montrons que (H,y ,x ) est régulier :
En effet (H,y ,< ) est régulier, et F vérifie ff' puisque (K,;, <)
est régulier (on a fe = fe dans K& ). Les conditions de la proposition 9
sont réalisées et (QB <) est un groupoide ordonné régulier.
Il en résulte,pour 1es mémes raisons que dans le théoréme 5, que
(H ,x ) et par suite (H ,<) sont réguliers; donc p 611' et comme
*eff", onap GU"

THEOREME 6. (O(U;U, W) est une catégorie 2 O(U; U, UZ)- projec-

tions.
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Soit
V()= (p, (K<), ((H* <)ot (H*, <)), p)
et -
(0% = (MY, K, (H* ), p*),
On sait que w(p*) € OF donc v(p) enll. Soit U=(q, Y',Y,p)ecl
o g=((Kj,<),q,(C",<))elly;alors ona:

U*=(g* Y'*, y*,p*) eCF et g*eFy.
Il existe, en vertu du théoréme 1, Lp";= (C*, Y y» H*) unique tel que :
Ur*=(g* yr*, g%, M%) e(F,; F, Fg) ee Ux=U*mpu(o*).
Montrons que kﬁl définit un foncteur ordonné :
¢1=((C',<),\/11.(H',<))-

Soit F=X(—I-:) et soit x €F, B(x)==s, a(x)=e € H; ; alors on sait
que (voir théoréme 17,5, de E) Y (x)=f, [ étant 'unique élément de
C,; tel que : 5

a(f)=y(e) et g(f)=y¢ " '.p(x).
Soient x;€F,i=1,2, tels que x, <x,; alorson a:

f’.g(x2)<f'.£(x1) et a(x,)=e,<a(x,)=e,

ci'oﬁ ‘}/_j(ez)<f(ex) et fg("z)ffi("x)' en vertu du lemme 4. Soient
h,eH*, i=1,2, tels que b, <h; alors on a:

alh,)< a(bl).ﬁ(b2)< ﬁ(bl);
il existe,en vertu du lemme 3, x,,y, € F, i = 1,2 tels que

Blx;)=al(h;),B(y;)=B(h;) et x,<x,y,<y,;

soit h; = y?.};i.x‘.; alorsona b, €H et b, <h,.
La relation :

Yolb) =y (y) e (b)) (57
et les relations :

Yy, )<y ) (27D < (27 et Y, )<y (hy)
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entrafnent alors 1(52)<\# 1(1;1) et, par suite,
Y=((Cr< )y, (H, <)) el
donc U'=(gq, ", Lﬁ,[\;) ED(‘U;CU,(HS"’).

5. Cas des groupoides.
Supposons que (H*,<) et (K*,<) soient des groupoides ordon-

PST . , L ip @ cpe
nés réguliers, que p soit ordonné et vérifie © , que F vérifie ?r.

PROPOSITION 10. Soit < ['ordre induit par I'ordre < de S‘)B sur T(B,
alors (fﬂB, X ) est un groupoide ordonné régulier, p' est compatible sur
(‘ﬂE‘, < ) et la relation d'ordre ‘=, quotient de la relation < par p',est
identique & la relation d'ordre o .

Si (ki'/i' el.) 6?18, i=1,2, alorsona:

(kyofyre) < (kyofyiey)
si, et seulement si,

ki <k,, [,<[f, et e <e,
et (T(B , <) est un groupoide ordonné.

Montrons qu'il est assez régulier & droite :

Soit (%, /,e) €8 et (13, ¢ ) €95 cels que (/8. )< /B, e),
alors on a a(/,)<a(f). Soit A="Fk.f et A 2.}\_&—@ qui existe en
vertu de Cfr; comme A €F, ona (ky,f,, e,) e NP, avec ky= }\1./11.

Il est facile de vérifier que

by fye)=(k, fre) ({5 ep).

Donc (.‘).(B , <) est assez régulier 4 droite,et par suite il est ré-
gulier (voir cor. de la prop. 7 de (2)).

T.es conditions Q°2 et 0, sont vérifiées pour p' dans (T(B, <)
puisqu'elles le sont pour p dans (®5,<) (voir démonstration du théo-
réme 3). D'autre part, il est facile de montrer que Q, et Q‘: le sont aussi;
cionc p' est compatible dans (.T(B , <), et par suite ‘x est un ordre sur
H-*.

Soient x;, €H",i=1,2, tel que x =« x, ; alors il existe

(Qi'bi)exi tels que (Ql, b1)<(Q2, b2).
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Mais les équivalents naturels (ki'/x"a(bi)) de (Qi’bi) sont
tels que (kl'/l' a(bl)) ‘<(k2,/2, OL(b2 )), et par suite on a Xy ‘o X,

. A
x X, entraine x,« x les

Comme évidemment la relation xy » 1 9

deux ordres « et = sont identiques.

REMARQUE.

1) Cette proposition entraine que la construction de (H*,«= ) et la
démonstration du théoréme 5 peuvent se faire, dansle cas des groupoides,
en utilisant (fﬂE , <) au lieu de (@B ,<).

2) (T(B , <) est un groupoide régulier mais n'est pas en général
un sous-groupoide régulier de (S)B ,<).

Mn a cependant la propriété suivante :

Soient (0, 5) €28 et (15, ¢ ) € €8 tels que
(19, e p</B, acn;

soit (Ql,b1)=(Q,b)(/§,el) dans (fB,<); alors les équivalents
naturels (k, f, a(h)) et (kl' fl'a’(bi)) de (Q,h) et (Qi‘ bl) respec-

tivement sont tels que
(ki fyoalh )= (ki foa(h) (/3 ;) dans (N8, <).

PROPOSITION 11.
Si(H*, <) et (K*, <) sont [onctoriellement ordonnées
Si b est ordonné
Si F vérifie ¥,
alors
-(I;' , = ) est un groupoide fonctoriellement ordonné
- b est ordonné
- O une équivalence ordonnée
“H* un sous-groupoide régulier de (ﬁ', = ).
Montrons que (T(B ,< ) est fonctoriellement ordonné :

Soit (k, [, e) ET(B et (/'?,el) eﬂ? tels que :
(k. fre)<(fB, e
alors on a k< B(f,) et par suite k € K,donc (k,/,e)=(/B.e), le
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corollaire du théoréme 2. I entraine le résultat.

La condition ¥ étant, dans ce cas, toujours vérifiée le théoréme
S entrafne les trois premiéres affirmations de la proposition ; quant a la
quatriéme, elle se vérifie facilement.

6. Cas sous-préinductif.

DNans toute la suite de ce paragraphe nous supposons que (H*,<)
et (K*,<) sont des catégories sous-préinductives, et que p est un fonc-
teur sous-préinductif (p € PSy,

a) EXTENSIONS.
Soit ?PS la condition suivante sur F :
Fpg)Sif.f',[" €F sont tels que f'< f et f"< [ etsi
al(frnf")ep(H;),
alorsona f'Nf" €F.

B

PROPOSITION 12. Si F vérifie ffps, alors (©9,<) est une catégorie

sous-préinductive.

Soient (Qi,bi)efa, i=0,1,2, tels que (Q,, h )<(Q_.h,)
et (Q,,h,)<(Q,,h,); alors b Nh, existe dans H* et finfy,
finf, kN k, existent dans K.

En tenant compte du théoréme 4 de (7) et de p €975 ona:
Blo by, )=p(B(hnb,)=p(B(h)naB(b,)=
=p(Bh))np (B(h,)
=L(p (b NB(p (b, )= alfy)nalf,)=
= alfynf,).
On a de méme :
alp(bynvb,)=alfinf,).B(1,0f,)=alknk,)
et B fy)=Bk,nk,).
Les relations b (b, <h_, [0 [, <[, finf, <[ k Ok, <k,
entrafnent alors :

(Fy0 )b (b b, )< [t (h)i (kynky )u(f nfy )<k,



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES CATEGORIES ORDONNEES 41

Comme f;.p(bo)= ko./o et comme K*® est s-ordonnée, on a
(klnkz,/'lﬂ/'z,/lf\/,‘,,p(blﬁbz))GEK'f

nous noterons ce quatuor Q N 0 2"

Mais a(fynf,), a(f,rf,) €p(H;), donc, d'aprés Fp¢, ona
/'1"/'2'/;”[2 eF,
et par suite on a :
(0N Qz,blnbz)efa.
Il est clair que (Q,NQ,, b nb,)=(0,h, ) (0Q,,h,), que
o8B0, no,.b,nb,)=aB0, 5 )nablo,.,)
et qu'il en est de méme pour les unités A droite. ‘

eH

T.e théoréme 4 de (7 ) entraine alors que ( ,< ) est une caté-

gorie sous-préinductive.

DEFINITION 4. On dira qu'une sous-classe F p.o.a. de K* est sous-
préinductive (abrév. p.o.a.s.p.) si la propriété EPS ainsi que la propriété
HPS suivante sont vérifiées dans F :

Hp ) Soient (/xB,e,.) e?E i=0,1,2, tels que
(18, ep<crBien (1, e0<Be ) et (rpe)ntry epimodp:
alors il existe g’ € H,y tel que

a(g')=e,ne,, B(g')=e et [ nf, = [0 (8"

DEFINITION 5. Soit (C*,< ) une classe sous-préinductive; une sous-
classe C' de C est appelée partie sous-préinductive de C si les condi-
tions f,f', " €C', "< [, [" <[ entrainent ' [" € C".
THEOREME 7.

-Si (H*,< ) et (K*,< ) sont des catégories sous-préinductives

- Si (H,;, ,< ) est semi-régulier

-Si p est fidéle et sous-préinductif et si 29 vérifie P

-Si F estp.o.a s.p.

alors
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-(H*, = ) est une catégorie sous-préinductive

- p est fidéle et sous-préinductif et 5y~ve’ri/z'e P

-H* une partie sous-préinductive de (H*, = )

- O est une équivalence de catégories sous-préinductives.

T.es conditions du théoréme 2 étant réalisées, les conclusions de
ce théoréme subsistent.

Ne plus la condition }(PS et la proposition 7 permettent d'appli-
quer le théoréme 3.1, par suite (H*,= ) est une catégorie sous-préinduc-
tive; il est clair que p est sous-préinductif.

Il reste A montrer que H* est une partie sous-préinductive de
(H*,=):

Soient x, €H*,i=0,1,2, tels que x, o« x_ et x, « x_; alors il

1 2 o’

existe bi €H'* tels que & (bi) =x;.0 étant un isomorphisme de classes
ordonnées, ona h, <h_ et h,<h _ et par suite :
- o
Lo m m m
(p(hy) b )<(p(h )b ) et (p(h,) b, )<(p(h ) 0h,).
Il en résulte que
m m
(p(h )T b )n(p(h,) 5 b,)
. H L1 s m
existe dans (£ 1<) etestégala (p(h,Nb,) b, 0Vh,).
D'autre part on a :
x Nx, =3 (p(blnhz)a,blnh2)

donc x,0x,

=g (h,nh,) et H* est une partie sous-préinductive de
(H*,x ). En outre o est sous-préinductif.

b) ELARGISSEMENTS.
LEMME 4. Soit (C*,< ) une catégorie sous-préinductivetelle que(C,;, , <)
soit un groupoide ordonné. §i f; € C,;, » i=0,1,2, sont tels que [, <f_,
f, < {4+ alors on a :
g=finf,c¢€ C;, .
En effet, (C)', ,< ) étant ordonné, on a /"11< /;1 et /';< /;1 et,

par suite, g' = Iln f;l existe ; en vertu du théoréme 4 de (7) on a :

a(g)=a(f)nalf,)=B)nB(f1=Bg").
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On a de méme a(g') = [5(g); il en résulte que (g, g') €C*x C* et que
a(g.g')=B(g.g") = B(g); ces relations et les relations g.g"<B(f )
B(g)< B(f,) entrainent alors g.g' = [B(g), puisque (C*,<) est s-
ordonnée.

On montrerait de la méme maniére que g'.g=a(g).

Il en résulte que g € C,;, et que g' = g-l .

THE OREME 8.

-Si (H*,< ) et (K*, <) sont des catégories sous- préinductives

- St (H,;, ,< ) est un groupoide régulier et (K,;, , <) un groupoide
ordonné

- Si p est sous-préinductif et si 129 vérifie P

-Si F vérifie § p¢
alors

“(H*,« ) est une catégorie sous-préinductive

- p est sous-préinductif et ;77 vérifie (fl

-H* une partie sous- préinductive de (H*, « )

- O est une équivalence de catégories sous- préinductives.

Montrons que la condition HPS est vérifiée pour F :

Reprenons les hypothéses de cette condition avec les mémes nota-
tions; alors il existe g € H,; tel que

a(g)=ce,, B(g)=e et f, =/.0(8)

La situation du début de la démonstration du théoréme 3 est réa-
lisée et par suite ona g< eo*
Les relations g<e_ et e,<e_  entrainent l'existence de g’ =g MNe, et
on a:

a(g')= O.(g)r\el =e,Ne,, B(g')=,3(g)(\e1= ey g'< e,

et, en vertu du lemme 4, g' € H,; .

Il en résulte que l'on a :

[=11:0(8") <f, alf)=alfnf,) e f(f)=B(fn],);

donc f=/[,N{, etla condition }(PS est satisfaite.
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Le théoréme résulte alors du théoréme 3 et de la démonstration du

théoréme 7.

7. Cas sous-inductif.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons que (H*,<)
et (K*,<) sont des catégories sous-inductives et que p est un foncteur
sous-inductif (p € QS).

a) EXTENSIONS.

Soit 3: la condition suivante sur F :

.‘} ) Soit [ €F et (f;);.; une famille d'élements de F majorée
par f; alors la condition a(Uf )€ p (H; ) entraine U f; €F.
PROPOSITION 13. Si F vérifie ¥¢ et Fp¢ alors (NB,<) est une caté-
gorie sous- inductive.

Soit (Q,h) € ?B et (Q b, )161 une famille d'éléments de @E
majorée par (Q,h); alors U h;=bh, existe dans H"* et {j fi =1,
Urii=r. ijki = k, existent dans K.

F.n tenant compte du théoréme 5 de (7) et de p € 95 ona:

(1) B( ( )
acr)="0"acr="0" 8o cr = A8 0 (5,0

=B(g_(@ b)) =B(p (k).
On montre de méme que :
a(f)=alp(h ) B(1,)=alk,) e B([,)=f(k,).
Les relations /, </, [, < [', b, <h, k, <k entrainent alors :
foeb (h)<[p(h) et kyofy <k.f.
Mais, comme /.p (h) = k./ et comme K* est s-ordonnée, on a :
Q0= (koo foforp (hy)) €TK".
Napres Fg, ona [, /) €F, donc (0, h,) € €5 et il est clair

que

H
(Q.h) a={Q,h)
0y 5,0="U" 0, p. aBro,p,)=""G" aBro, ).

et qu'il en est de méme pour les unités 2 droite.
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Fnfin p , étant sous-inductif, applique le plus petit élément e  de
(H,<) sur le plus petit #lément de (K,<),et par suite (p (eo)B, e,)
est le plus petit élément de (£,< ); donc (9,<) est une—classe sous-
inductive.

D'autre part, d'aprés la proposition 12, ((DB ,<) est une catégorie
sous-préinductive.

T.es conditions du théoréme S de (5) étant re’*z\lisées,(fE ,< ) est,

en vertu de ce théoréme, une catégorie sous-inductive.

DEFINITION 6. On dira qu'une sous-classe p.o.a. de K est sous-induc-
tive (abrév. p.o.a.s.i.) si elle est p.o.a.s.p. et si la propriété 3"5 et la
propriété }(S suivante sont vérifiées dans F.
H) Soient (H/B,e) e® et (18, e, (1B e, ., deux famil-
©

les d'éléments de Lo
(/iB,el.)<(/B, e),(fl'.El,e'i)<(/E,e) et (/I.B,ei/,\,(/'id,e;)modp
(Viel);

, ayant méme classe d'indices I, telles que

alors il existe g € H,; tel que :

' '
Bgr)= 0 eparg)=Gere U =00 1.0 (g)-

THEOREME 9,

-Si (H*,<) et (K*,<) sont des catégories sous-inductives

- Si (H,;, ,< ) est semi-régulier

-8i p est fidéle et sous-inductif et si b, vérifie P

-S8i F est p.o.a.s.i. )
alors

-(i; ,x ) est une catégorie sous-inductive

-b est fidsle et sous-inductif et 5')/ ve’ri/z;e P

-H* une partie sous-inductive faible de (H*, = ) (voir(4))

-0 est une équivalence de catégories sous-inductives.

Les conditions du théoréme 7 étant réalisées, les conclusions de
ce théoréme subsistent; de plus la condition }(S et la proposition 12 per-

mettent d'appliquer le théoréme 4.1; donc (H',= ) est une catégorie sous-

inductive, et il est clair que p est sous-inductif.
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Il reste > montrer que H* est une partie sous-inductive faible de

(;1',« ):

Soient x, €H* et (xi)iel une famille d'éléments de H: majo-
rée par x5 alors on a x, = _C_T_(bo) et x, = g_(bi), avecbo,bz. €EH (Vi €l).
o étant un isomorphisme de classes ordonnées, on a bi< ho (Vi €I,
d' ot LLi< L(Viel), avec L,= (E_(hi)m’bi)' L= (E_(bo)m,bo); par

suite |J L, existe dans ® etona:

L p (b ) o b h o b
UL;=(U° p(h)) U° hi)=((p (U b)) Uk,
Mautre part on a
x ~ L x b
e x;=p(U L;) don oni=g(U° hi)s
donc H* est une partie sous-inductive faible de H* et o est sous-induc-
tif.
b) ELARGISSEMENTS.
LEMME 5. Soit (C*,< ) une cate’gofz’e sous-inductive telle que (C,;, , <)
soit un groupoide ordonné. Si [ € C,;, et si ([;); ¢ est une famille d'élé-

13
ments de C, telle que [, <[ (¥Yi€l),alorsona

Y
/ _ c-
U f; - 8 € v
Tn ef_flet, (C,;, ,<) étant ordonn4, on a /;1< f'l (Vie€l) et par
suite g' = J f;l existe; en vertu du théorAme S de(7) on a

af) sty
alg) = U alfpy="U "Bf;")=EFg)

et de méme [(g)= a(g'), la démonstration se termine alors comme

celle du lemme 4.

THEOREME 10.

-Si (H*,<) et (K*,<) sont des catégories sous-inductives

- Si (r",;, ,< ) est un groupoide régulier et si (K,;, ,< ) est un
groupoide ordonné

-S8i p est sous-inductif et si b, vérifie @

-Si F vérifie Fpcet “

idlors
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~

-(H*, = ) est une catégorie sous-inductive
-p est sous-inductif et by vérifie P .

-H* est une partie sous-inductive faible de (H*, « )

-0 est une équivalence de catégories sous-inductives.

Montrons que la condition }(S est vérifiée pour F :

Reprenons les hypothéses de cette condition avec les mémes nota-

tions; alors il existe, pour tout i €1, g; € H,;, tel que

alg;)= e ,B(g!.) =e; et fi= /t..-p_(gi).
Compte tenu de la remarque qui suit 1'énoncé du théoréme 3, on a g;<e

e
(Vi e€l); il en résulte que g = |J g, existe et on a

e e e
a'(g) = U a(g,) = U e;': /B(g) = U ei: g< e.
En vertu du lemme Sona g €H_ .
Yoo
Il en résulte facilement que l'on a { f;= (J f;+p (g), et par
suite la condition }(S est satisfaite.

Ce théoréme résulte alors du théoréme R et de la démonstration

du théoréme 9.

8. Cas inductif.

Nous n'étudierons que le cas de groupoides.

THEOREME 11.
-Si (H*,< ) et (K*,< ) sont des groupoides inductifs
-Si (H*,< ) est local et complet (voir(4))
-Si p est inductif
-Si F vérifie les conditions Cf' et ?S
alors
-(P';‘, « ) est un groupoide inductif
-p est inductif
-H* est une partie sous-inductive faible de ([':I f, e )
-0 est une équivalence de groupoides inductifs.

Montrons déja que (f)'(B ,< ) est une classe inductive :

Soient (k,f, e) €JU et (k;»f; €;); ¢ une famille d'éléments de
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JU majorée par (k, [, e); alors | e;= e  existe dans H' et Ufri=1,
U k; =k, existent dans K*. Il résulte des propriétés des groupoides
inductifs que
5(/0) =U 5(/,-) = U al(k;)=al(k,).
D'autre part, p étant inductif, on a
a(f,)=U a(f;)=U g(ei)=£(U e,~)=_[7_(€o)-

En vertu de SIS, ona f €F;par suite (k,,f, ,e_) eN et il est
clair que (/eo, fo, eo) = U (ki' fi' ei).

D'autre part p, étant inductif, applique le plus petit élément e
de (H,<) sur le plus petit élément de (K, < ),et par suite (p(eo)B ve,)
est le plus petit élément de (N,<).

Il résulte de ce qui précéde que (J1,<) est une classe inductive
et,comme (7'(E ,<) est (F.0) (voir prop. 11), c'est un groupoide induc-
tif.

Montrons maintenant que la condition | (voir prop. 7.1) est vérifiée
pour o' dans (T(?,<) :

Soient (18, ¢), (1B, ey enB e (/B 1B e, .,
deux familles d'éléments de T(? ayant méme classe d'indices et telles

que :

(18 en<erBencrBencrBen (B eynirB epmodp
(Viel).

Alors pour tout i €1 il existe g; eH,;, tel que :
Blg,)=ei alg)=e; et [, = /;..?_(g,-),
d'od p(g,)=f".f;- U/ et U [ existent dans K* etona
CoarU = uelry= U B = BOU f,)-

Donc (Ufy™M(U f; )= A existeetona A>f;™ 7 (Viel),

Par suite la famille /;'-l'fi admet un agrégat et on a
a( U (f'i'l.f,-))'—' Ua(f; )=a(d),
dor A= U (ft.1;)= U p(g,):
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Les éléments p(gx.) forment donc une famille compatible (voir [ 4])
et il en est de méme des éléments g;3 comme (H*,<) est local et com-

plet, U 8; existe dans H*. p étant inductif, on a :
p(U g)=Uprlg)=4,
d'od | f;=0CU f})p (U g;),et comme
BCU gi)= U e; et al( U g,‘)z §] €
alors on a
(U718 U epnccU B, U emod .

Il est clair que tout élément de JU H équivalent 4 une unité est lui-
méme une unité; par suite la condition I¢ du théoréme 5.1 se raméne a la
condition I pour les unités. On peut donc appliquer ce théoréme qui en-
trafne que (H*,= ) est un groupoide inductif.

D'autre part, la condition PS (voir prop. 5 de 1) est aussi véri-
fiée, donc 17 est inductif. Les autres affirmations du théoréme résultent

des propositions 10 et 11 et du théoréme 10.



CHAPITRE III

GROUPOIDES FONCTORIELLEMENT ORDONNES (F.0) OBTENUS
LOCALISATION D'UN GROUPE

Dans le ler paragraphe, on applique au cas des groupes la notion générale d'atlas
dans une catégorie définie dans [ 2 ] .

Une sous-classe d'un groupe G* est un atlas, si et seulement si, elle est une classe
a2 droite modulo un sous-groupe de G °;le groupoide @o(G') des atlas de G*'muni de l'ordre
< opposé a I'inclusion est un gtoupoide inductif. On montre ensuite qu'a tout groupoide
(F. 0) (’)",() obtenu par localisation du groupe G*, on peut associer un foncteur ordonné
d'hypermotphismes saturé CP=((@°(G'),< » e, (’)",< )) appelé foncteur majorant associé
a (y*,<) (théoréme 1).

Dans le 2éme paragraphe la réciproque est envisagée; elle donne lieu 3 un théoréme
fondamental (théoréme 2) qui peut se résumer de la maniére suivante :

Si (H*,<) est un groupcide (F.0),(K*,<) un groupoide (F.0) obtenu pat loca-
lisation du groupe G* et p =((K*,<), p,(H*,<)) un foncteur ordonné bien fidéle, on peut
plonger (H*,<) dans un groupoide (F.O-)-([:l‘,—<) obtenu par localisation de G*.

Le cas particulier on (K*,<) est le groupoide des atlas de G® est étudié au para-

graphe 3; dans ce cas, le groupoide (H*®,—=) construit dans le théoréme précédent est une

projection de p dans une catégorie de quatuors de foncteurs ordonnés (catégorie }'().

1. Généralités.
A) ATLAS DANS UN GROUPE.
Soit G * un groupe.

LEMME 1. Pour qu'une sous-classe X de G soit un atlas dans G* (voir
déf. 1 et 2 del 2]),il faut et il suffit que X soit une classe a droite modulo
un sous-groupe U de G*(X =s.U, s €G).
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X est alors compatible a droite avec U et @ gauche avec le sous-
groupe U' = s, U.s™L.
Ce lemme résulte immédiatement des définitions.

Soit Q(G*) la classe des atlas de G*.

NOTATION. Si X désigne un atlas de G, alors X désignera I'élément

correspondant de @( G*).

LEMME 2. @(G*) est un groupoide pour la loi de composition suivante :
Soient X,Y € R(G*) avec X =s.U, Y=1.V (U et V sous-groupes de G*
et s,t €G);alorsona :

YoX=2Z et Z=t.s.U si, et seulement si, V=s.U.s™}

Ce lemme est l'application au cas des groupes du théoréme 2 de

[27.

REMARQUE Si a et ,Bo sont les applications source et but dans @°(G)
ona:ao(X)—U ,8°(X)‘U',s1 X=s.Ue U =s.U.s4 xV=x",
si X*=s"t U,
LEMME 3. Soit < la relation suzuante sur @°(G+) :
si X Y e®°(Gy, X< Y si et seulement si XDVY ;
alors la relation < est une relation d'ordre et (R°(G*),< ) est un grou-
poide inductif.
Posons R°(G*) = {°. 1] est clair que la relation < est une relation
d'ordre.
Remarquons que si };, ; € @° sont tels que )‘é < ; etsi X=s5.U,
Y =1:.V (U et V sous-groupes de G*),alors ona XD VY, d'oit 1 €X, et
par suite X =¢,U. Cette remarque permet de vérifier facilement 1'axiome
I' de [4 ] ; par suite
(1) (e < ) est un groupoide fonctoriellement ordonné.
. Soient Y €@ et (X, )1” une famille d'élément de & majorée
par Y. Il résulte de la remarque précédente que si Y = ¢,V on peut écrire
X;=t.U; (V, U, sous-groupes de G*).

Soit U = N U;; alors U est sous-groupe de G'et soit X =¢.U; il
i€l
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~
est facile de montrer de X = ﬂIXi et que par suite X est l'agrégat dans
v ie v v v

(@°,<) de la famille (Xl.),.”,c'est-é-dite X = UI X,.. Enfin G est le
i€

plus petit élément de (@,< ) donc

(2) (&,< ) est une classe inductive;

il résulte de (1) et de (2) que (d°,<) est un groupoide inductif (voir[ 4 ]).

B) FONCTEUR MAJORANT ASSOCIE A UN GROUPOIDE OBTENU PAR
LOCALISATION D'UN GROUPE.

DEFINITION 1. Un groupoide fonctoriellement ordonné (y *,<) sera dit
obtenu par localisation du groupe G* (en abrégé O.L.G.) si G* est un
sous-groupoide de y * et si la condition (Q) suivante est réalisée

(£) Quel que soit [ €y*, il existe s € G* tel que s> f.

REMARQUE.

1) Tous les éléments de G* sont maximaux dans (7y,<) et €,
élément unité de G, est le plus grand élément de ('yo' ,<). '

2) G* est une composante de C* (voir [ 1] déf. 13 p. 7).
PROPOSITION 1. Quel que soit le groupe G*, le groupoide inductif

(@°(G+),<)

est obtenu par localisation d'un groupe G° isomorphe a G*.

En effet, il est clair que la classe des s €@°(G) correspondant
aux atlas {s} de G°, munie de la loi de composition induite par o estun
groupe G° isomorphe a G- ;la condition £ est vérifiée puisque,si X € @%(G*)

~ ~

etsi s€X,ona s>X.

REMARQUE. 1)Si s € G et si U est un sous- groupe de G} alors le pseudo-

produit svl; est égal & s\-.JU .

PROPOSITION 2. Soient G* et G'* deux groupes et p =(G'*,p ,G*) un

homomorphisme, alors p induit un foncteur ordonné -
p*=((®°(G"*), <), p*. (@°(G*), <))

dont la restriction @ G° est p.
Soit X G@O(G'); alors X = s.U, U sous-groupe de G* et s €G"*;

posons
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p¥(X)=X"si X'=p(X)=p(s).p(U).
Il est facile de vérifier que 1'application p * est sous-jacente 2 un

foncteur ordonné p *.

THEOREME 1. Soit (7y *,< ) un groupoide fonctoriellement ordonné obtenu
par localisation du groupe G*.

Soit, pour tout f €y*, 9°(f) la classe des s € G* tels que s> {;
alors @°(f) est un atlas de G*, et l'application cp de v dans Q(G*)

définie par @(f)= ¢ (/) est sous-jacente d un /oncteur ordonné d'byper-
morpbzsmes saturé (voir E, déf. 5 p. 55 et déf. 20 p. 72)
P=((Q°(G*), <), 9. (y*.<))

qui est, en outre, compatible avec I'agrégation.

En raison de (£), ¢°(f) n'est jamais vide.

Soit e €Y, ; alors si s,s’ €G* sont tels que s>e et s'>e, on
as.s">e et s"1>e, et par suite ¢°(e) est un sous-groupe de G°.

-Soit fey*; posons a(f)=-e, B(f)=e'. Les relations s> [ et

-1

s'> [ entrainent s™ .s'> e et les relations s> f et t> e entrainent

s.t> f; il en résulte que :
P°(f)=s. 9%(e) si s € 9°(f);

on montrerait de méme que ¢°(f) = 9°(e').s;donc P°(f) est un atlas de
G* et, en outre, on a la relation
(1) ¢°(e')=s.9%(e).s!

Soit (g, fley'sy*.s € 9°(f) et t € 9°(g); alors on a :

P°(f)=s.9°[a(f)] et 9°(g)=t.9°[B(f)].
D'aprés (1) on a:
(¢ (g). 9 (f)e@(G)xG(G*) et 9(g)og(f)= X

avec X =t.s.@°%[a(f)].

Mais t.s € 9°(g.f).,d'on CP(g)o-CE(/):f(g./).

D'autre part on a vu que si e AN (e) e(&o(G‘))o, donc ¢

est sous-jacente A un foncteur (@°(G*), ¢ ,7y*).
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Soit fey"* tel que ¢ (f) 6(@0(6'))0; alors 9°(f) est un sous-
groupe de G° et, par suite, —;n a f< € ; donc [ est une unité et par con-
séquent ¢ est bien fidéle.

Soient e A 17 =@ (e) et )\é €@°(G*) tel que ao(}‘z) = D.‘ alors
X=s.,Uoh s€eG".

Soit f = se (pseudo-produit); alors f€y*, a(f)=e et ¢ ()= )\é,
donc ¢ est un foncteur d'hypermorphismes saturé. -

Soient f, [ €7y* tels que f'< [; alors si s € G est tel que s>/,
on’a s> f* et par suite 9°(f')D ¢°(f).donc

PI<e(])
et ¢ est ordonné.
Soit (f;);¢; une famille d'éléments de 7y * admettant un agrégat
f= 1UI/1. . Par définition de f, on a s> [ si et seulement si s> /i,V iel.,

i€
Il en résulte que :

9°(f) = n 9°(f;) et, par suite, ¢ (f)= U @ ().
iel - i€l —
Donc ¢ est compatible avec l'agrégation.
COROLLAIRE. St (7y*,<) est un groupoide inductif, ¢ est quasi-inductif
(voir[21]).

REMARQUES.

1) ¢ n'est pas, en général, compatible avec I'intersection.

2) Soit C° = @(7y*);alors C° est un groupoide d'opérateurs sur Yy
et [ C%, ¢ 0 'y(;] est |'espéce de stchtures correspondante. Il est facile de
vérifier que [C?, Py 'yo'] est une {l-espéce de structures (voir [ 2 ]) mais
n'est pas en général une espéce de structure ordonnée.

DEFINITION 2. Le foncteur 9= ((R°(G*),<), ¢ ,(7y*.<)) sera appelé

foncteur majorant associé a (y*,< ).
2. Immersion d'un groupoide fonctoriellement ordonné dans un groupoide o.l.g.

A) PRELIMINAIRES.

LEMME 4. Soit C* un groupoide. Soit D une sous-classe de C telle que :
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1)si fe€D, alors a(f), B(f) €D,
2)si eeDNC; etsi feC est tel que a(f)=e,alors f€D.
D définit un sous-groupoide saturé de C*.

Démonstration simple.

LEMME 5. Soit C* un groupoide, D | un sous-groupoide saturé de C *;alors
C-D, =D, définit un sous-groupoide saturé de C* et C* s'identifie au
groupoide somme des deux groupoides Dy et D (C* =D+ D).

Démonstration simple.

LEMME 6. Soit C* un groupoide, D * un sous-groupoide saturé de C*, p une
relation d'équivalence sur C* telle que

1)C*/p= E soit un groupoide quotient strict de C* .

2) D" soit aussi saturé pour p .
Alors p (D) = 5 définit un sous-groupoide saturé de E

“Soit x 65; il est clair que a(x), ,Z?(x) 65.

Soit u 6l')‘f\Cc; et x EE' tel que a(x)=u; alors il existe f € C*

tel que :
P(f)=xetplal(f)=u.

Donc, comme D est saturé pour o, on a a(f)€D' et, comme D est
saturé dans C*,ona f €D, d'od x 65.

Le lemme résulte alors de 'application du lemme 4.

LEMME 7. Soit (C,< ) une classe ordonnée, p une relation d'équivalence
sur C telle que la condition suivante soit réalisée :

Soient f, " € C tels que [~ ['mod p; alors, si [ ou ' n'est pas
maximal,on a = f'.

Alors (5.« ) est une classe ordonnée, si E' =C/p et si « est
la relation quotient de la relation < par p .

En effet, soient x,y, z 65 tels que x x y et y « 2z, il existe [ € x,
g€Y, g €y, b€z tels que f< g et g'<h.

1)Si g ou g’ n'est pas maximal alors g = g’ et f< h,d'ot x« z.

2)Si g et g’ sont maximaux alors b = g',d'odl x x y = z.

Soient x,y € C tels que x«x y et y « x; alors il existe f, ' €x et
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g, 8 €y telsque f<getg'<f.

1)Si g ou g’ n'est pas maximal,alors g = g’ et g n'est pas maxi-
mal, d'od f=f', et par suite f =g, d'od x = y.

2)Si g et g' sont maximaux, alors [’ = g', d'od x = y.

B ) THEOREME FONDAMENTAL.

THEOREME 2. Soient (H*,<) et (K*,<) deux groupoides fonctorielle-
ment ordonnés et p =((K*,<),p,(H*,<)) un foncteur ordonné tels que :

1)(Hy,<) ait un plus ;-rand élément E dont la composante dans
H* est réduite a un sous-groupe A* de H".

2) K* soit obtenu par localisation d'un groupe G*.

3)p soit bien fidéle, et p(E)= € (&=¢élément unité de G*).

Alors il exzste un groupo:de /onctonellement ordonné (H*,~) et un
foncteur ordonné p =((K*, <), p (H‘ —=)) tels que :

1) H* soit obtenu par localzsat:on d'un groupe G*;

2) il existe une équivalence ordonnée T = (H ,T ,H*)de(H", < )
sur un sous-groupoide régulier Hde H ;

3);; soit bien fidéle et vérifie p = t;o T, de plus; la restriction de
[; 2 G* estun isomorphisme de & * sur G°.

Soit F=K.p(H}) et X(F p)=(F, -I:I-',g';) I'extension canoni-
que de (F, p), avec p=(K* p H ).

Rappelons (voir II.1) que H *= T(B/p si T(B est le groupoide des
triplets (k, [, e) tels que :

k,[, e €K, e €H;, B(f)=a(k), ?_(e):a(f),

la loi de composition s'écrivant :
(kyfpe)BeR 1 e)=(k ki )
si, et seulement si, e=e, et [ =k.f
et o étant la relation d'équivalence suivante :
(k.fre)n(ky, [y, e )mod p
si, et seulement si, k& = ki’ et il existe g € H tel que

Blg)=e, a(g)=e et [ =[.p(g);
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p est défini par p [ (k, [, e)mod p]l =k et I'équivalence (-I-;‘ ,o ,H*)ou
HCH* par o (h)=Cp(h).p(al(h)),alh))mod pysi b €H" .

Si (H*,<) et (_K‘ ,<-)_ sont des groupoides fonctoriellement ordon-
nés (voirII,5) et si p=((K*,<),p,(H"*,<)) est otdonné, alors (I;',« )
est fonctoriellement ordonné, « dési;nant la relation d'ordre quotient de la

relation d'ordre < définie sur J par :

(k, fre)<(ky [y, e,)
si, et seulement si, k< k,, [<fy e< e,.
p=0K",<),p ,(H*, = )) est ordonné, H* un sous-groupoide régulier de
(H*,x) et O’=((E‘,u ),o ,(H*,<)) une équivalence ordonnée (voir II,
th. 5).

Le théoréme résultera alors des lemmes suivants.

LEMME 1. La sous- classe A de T(B formé des éléments de la forme (t,s ,E))
o t,s €G*, définit un sous-groupoide saturé de T(B qui est en outre satu-
ré pour p.

Remarquons que, compte tenu de p (E)= & et du choix de F, le
triplet (¢, s, E) e?’(B quels que soient ¢, ;E G*.

Soit (¢,s,E) €A;alots on a :

a(t,s,E)=(e,s,E)elA; B(t,s,E)=(¢e,t.s,E)el.

D'autre part, soit (le,/,e)ej'(B tel que a(k,f, e) €l ; néces-
sairement on a e = E et f €G',donc a(k)= € et, puisque la composante

de €& dans K* est G* (voir la remarque 2 qui suit la déf. 1), ona k €G*.

Le lemme 4 entraine alors que A définit un sous-groupoide saturé AB de
7.
Soient (&, f, e) ET(E et (t,s, E) EAB tels que :
(k' f: e)'v(t:s: E)mOd,o;

alors k =t, etil existe g €H* tel que a(g)=e, B(g)=E et f=s.p(g).

En raison de 1'hypothése sur E, on a
g€EA* et e=E,d'od a(f)=¢€ et f€G";

donc (%, f, e) EAB et I est saturé pour pO.
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CONSEQUENCES. Les lemmes G et 5 entrainent que A = P(AY définit un
sous-groupolde saturé de f; * et qu'on peut poser -

PR i,
E‘ étant un sous-groupoide saturé de I; ‘.

D'autre part, soit B* = p(A*); alors B* est un sous-groupe de G*
isomorphe 4 A‘; soit G/B l'espace homogéne de classes 3 gauche mod B;
alors G* opére sur G/B et on notera t& 1'élément de G/B obtenu en fai-
sant opérer t € G* sur € € G/B. Soit ; I'application canonique de G sur
G/B.

Puisque (¢, s, E) et (t',s',E) €A+ sont équivalents mod p siet
seulement sit =t et s"1.s'€B"*, on peut identifierl'élément (t,s,E Jmod p
de A au couple (¢, 6 ) od 0= ;(s).

Avec cette nouvelle notation la restriction de la loi de composition
de ;1 a 5 s'écrit:si t,t' €G' et §,0' €G/B ona:

(t',60').(t,0)=(¢t".1,6)
si, et seulement si, ' =16 .
De plus
a(t,0)=(e,6) et 5(:,9)=(a,t¢9).

LEMME 2. Soit R la relation d'équivalence sur. A+ associéea la restriction

~

de pald et \la relatzon a"equwalence sur H obtenue par réunion de R
sur & et de l'identité sur C . Alors H*= H /N estun groupo:de quotzent
strict de H ‘et p définit par passage au quotient un foncteur p = (K ‘,p ) H')
bien fidele. B
La restriction de § 2 § est un foncteur de & sur G* définissant
A

~

G* comme quotient strict de puisque p (t,8)=1t. Donc A*/R est un
groupe G isomorphe & G*. B

11 résulte alors de la définition de A et des lemmes 5et 6 que H '=f;'/)\
est un quotiegt strict et que H* s'identifie & la somme G*+ C* od C* est

isomorphe & C*. On posera
A(t.6)=¢
pour (t, 8) €A’ et
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1>

(x)=x
pour x € E‘ . Dans ces conditions g; est définie par :
pA(tA)=t pour ;66' et [;(;)35(::) pour feé'.
I1 est clair que [; est bien fidéle.

LEMME 3. T = Ao O est une équivalence de H* sur un sous-groupoide ig
de H*.

En raison du lemme 5, H* s'identifie au groupoide somme A*+ L
ol L* est un sous-groupoide saturé de H* .

Par o, A* s'identifie au sous-groupe A+ de A+ formé des élé-
ments de la forme (¢,8) od t€B et 8 =b(€), et L* & un sous-grou-
poide L+ de C*, et on peut écrire :

He=L"+ A
Par }\,Z' s'identifie au sous-groupe A* de G'formé des élé-

ments ¢ tels que t € B* et L* & un sous-groupoide L* de C*. Si on pose

a

A=A+L",
alors T= Ao O est une équivalence de H* sur H°. -
REMARQUE. Les relations p=po0 et p =po A entralnent p = poT.

LEMME 4. La relation — quotient de la relation = par A est une relation
d'ordre; de plus, st % € & et t‘€ &', alors on a J?—<; st et seulement si
p(%)<t.
B Montrons déja que tous les éléments de A sont maximaux dans
(I;,« ):

En effet, soit (¢, 0) 65 et x 61;' tel que (¢, 0)« x . Il existe
(k,f,e) €x et s €0 tel que (t,s,E)<(k,[,e). Tous les éléments de

~

G étant maximaux dans (K, <) et E étant le plus grand élément de (H; < ),
onat=k,s=fet e=E, donc (t, ) est maximal.

Il résulte alors du lemme 7 que la relation — est une relation d'or-
dre.

Soit £ €C* et t €G* tels que #~t; alors il existe § € G/B tel
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que x o« (¢, 0); comme 5 est ordonné on a :
p(#)=F(x)<F(1,6)=1.

Réciproquement, supposons que {; (%)<t et soit k= [; (%); alors
il existe (k,f ¢) €T tel que B (k /. e)=x. Soit s €G* tel que s> /;
alors on a B

(k,f,e)<(t,s,E)
et par suite x < (¢, 6), si 6 = ;(S), d'od %<t .
LEMME 5. (ii',-«) est fonctoriellement ordonné et obtenu par localisation
de G*.

Soient (y, %) 6&‘*&' et s,t€G"* tels que i—<;, £ = §; alors,
d'aprés le lemme précédent, on a p (y) < t et p (x)<s.

Mais, comme p (y.%) = p (y) p (£)<t.s, le méme lemme entraine
alors y.x -<t/\s = t.s

Soit maintenant # €C* et t,s €G* tels que <t é= ts; il
existe 0 € G/B tel que z« (t.s, 0).

Comme (t.s,0)=(t,s0).(s.0) et comme (;l‘,« ) est foncto-
riellement ordonné, il existe (y,x) € ;l' ‘% ;I * tel que:

z=y.x et xx(s,0), yx(t,s6),
dod £=7.% et £ <3, § ~t.

Soit £ € C tel que 7 = ;-:; alors il existe 6 € G/B tel que z—(¢,0);
mais (&,0) € I;; et par suite z, donc aussi Z,sont des unités.

L'axiome I’ de [6] est donc vérifié dans un cas particulier; dans
les autres cas la vérification de I’ est immédiate du fait de 1'équivalence
ordonnée entre (E‘ ,x ) et (&', ).

Par suite ( fl *, =) est fonctoriellement ordonné

Soit £ € C‘; alors il existe ¢t € G tel que p (z)<t; il en résulte

z -<t et la condition (53) de la définition 1 est vénﬁée, ce qui prouve la

deuxiéme partie du lemme.

LEMME 6. T est une équivalence ordonnée, p est ordonné et H* est un

sous-groupoide régulier de He.
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Soient b, b’ €H* tels que h<h';alors g (h)ex o (h') et par défi-
nition de la relation —< ona T (b, <T (h').

Réciproquement, supposons que T (h) =T (h').

Sih,h' €L",alorts o(b)xa(h') et h<bh'.

Si heL* et h' €A, alots on a T (bh')=p(h') et, d'aprésle
lemme4,g;(7‘(b))<p(b'), d'od p(h)<p(h') puisque [;oI(b)::p(b).

Soit b1= b'a(h); alors on a

p(b1)<p(b').

La relation a(p(bl))=a(p(b)) entraine p(bl)'-‘-p(b) et,

comme p est bien fidéle, on a:
b = bi d'ott h< A",
Les deux derniéres affirmations du lemme sont faciles & démontrer.

3. Application au cas ot (K*,< ) est le groupoide des atlas d'un groupe.

Interprétation des résultats.
A) APPLICATION DU THEOREME FONDAMENTAL.

Supposons que les hypothéses du théoréme 2 soient réalisées et
qu'en outre (K*,<) soit le groupoide des atlas de G*.

Soit i = (E; *,i.,G*) l'isomorphisme de G* sur é * défini par

1'_(!)=t‘, sit€G.

Soit i*=(®°(G*),i*, @°(G*)) l'équivalence induite (voir pro-
position 2).

Soit zp= ((‘f"(é‘ ), 29 s I:I *) le foncteur majorant associé i I} * (voir
définition 2).
PROPOSITION 3. i*o;; = Ep

a) Soit ;Eé’;alors ona:
P(E)=t, p(t)=tei(t)=1t,
d'od (i*op )(£)= (t).
b)Soit % €C*; alors Ep°(z‘) est la classe des t € G tels que

z —=t. Mais la relation # —<t est équivalente 3 L"l(t) =1t>p(z),etdans
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f°(G*) la classe des t €G tels que t>;;(z‘) est égale 3 ([;(z‘))", donc
i(1) € 9°(3)
si, et seulement si, ¢ e(g;(z‘)) v,

Il résulte alors de la définition de i* que
9(£)=i*(p ().
COROLLAIRE. (i*,$,p,7T)eC T.

En effet, les relations [;o T=1p et i*o;; = 29 entrainent

zpo T=1i*o0p.
B) CONSTRUCTION DE LA CATEGORIE X .

Soit }(o la classe des triplets 5 =(G*,p,H") tels que :

1) H* soit un groupoide fonctoriellement ordonné tel que H; ait un
plus grand élément E dont la composante connexe dans H* soit réduite
a un sous-groupe A* de H*.

2) G* soit un groupe.

3)p= (Q°(G%,<), p.(H*,<)) soit un foncteur ordonné bien
fidele tel que p (E) = & (&, élément unité de G*).

Soit }(—la classe des quadruplets de la forme (pﬂz ) pxl, q.u) tels
que :

l)pi 6}(0, i=1,2 avec p:.:(Gi',pi,Hi‘).

2)gq =((H; ,<).q, (Hi' < ))soit un foncteur ordonné tel que q(E1)=
=(E,). N B

3) u soit un homomorphisme de G4 dans G, tel que

(u*,0,,0,,9) €CQQ,Q)
PROPOSITION 4. H est une catégorie pour la loi de composition suivante :
(ﬁ.ﬁl,q'.u')(ﬁ. 5\1, q.u)=(z;72,z?1: 9'oq.u'ou)
si, et seulement si, ;’1 = 52 .

}(o est une classe d'objets pour .
Vérification immédiate.

Soit S?o la classe des groupoides fonctoriellement ordonnés (H*,<)
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obtenus par localisation d'un groupe G*.
Soit £ la classe de foncteurs ordonnés g = (H,,q,H,) tels que
H,e® ,i=1,2. -
2)g9(E;)=(E,) (E, élément unitéde G,).
3):1.uel que soit f, €H ,si s, €G, esttel que s, >_q_(/'1) alors
il existe s, eG1 tel que sl>/1 et Z(sl) =s,.
PROPOSITION 5. Muni de la loi de composition naturelle entre foncteurs,
8 est une catégorie admettant go pour classe d'objets. Elle est en outre
isomorphe & une sous-catégorie pleine de K.
La lre affirmation de la proposition se vérifie facilement.
Définissons une application J de £ dans K :
Soit H* 6530; posons j(H‘—) =(G*,p,H*) ou p est le foncteur
majorant associé & H*. Il est clair que T(H € }(o .
Soit q=(H2 ’.?.'Hl) eﬁ; posor;—s
T(q)=(3(H,).T(H,).q.9/G,)
ol ¢9/G, est larestrictionde ¢ 4 G,.
Il est facile de vérifier que J = (H,5,8£) est un foncteur injec-

tif et que J (L) définit une sous-catégorie pleine de X que I'on notera
H' .Remarque : On identifiera X“a L.

C) PROJECTIONS DANS LA CATEGORIE X .

THEOREME 3. H est une catégorie a H' - projections (voir E déf. 13, III,
p. 142).

Soit p=(G*,p,H*) € H; alors les conditions du théoréme 2 sont
réalisées et soit [; =(@®°(G*), 1; , H *) le foncteur construit dans ce théo-
réme. B

Compte tenu de la remarque qui suit la proposition 5, on a Hee }{;‘ ;

le corollaire de la proposition 3 entraine alors que :
(fl',;?, T,i) el .

Nous allons montrer que ce quadruplet est un (H',H)- projecteur.

Soit (H'-,[’;‘, q,u)e}(:.}(alors on a H"e}(oL et H' est obtenu par
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localisation du groupe G'*.

Soit @' = (&°(G'), ¢',H") le foncteur majorant associé et
Cro = cpl(Hi.)_
REMARQUE PRELIMINAIRE. Soit cp; la restriction de @' a HO"; on sait
que (C'°, %..H. ) est une espéce de structures,le foncteur d'hypermorphis-
mes associé étant (C*°, @ ', H'") (voir la remarque qui suit le th. 1). Il
en résulte que C'° est un groupoide d'opérateurs sur H' ' relativement a la
loi de composition K : (A, e)+ Ae si et seulement si
A€C'® et e € H] sont tels que al(A)= (e
eton a:
=B(/),
f' étant 1'élément unique de H'* tel que a(f')=e et @'(f')=A
On identifiera dans la suite f' au couple (A, e) qui le détermine.

On a les relations suivantes :

(1) _c_p;(Ae)=,3°(A);
(2) (Bo A)e=B(Ae), si (B,A) €C'®°, C'°;
(3) (B,Ae).(A,e)=(BoA,e).

Les notations employées dans la suite sont celles du théoréme 2, on posera

en outre
u*(f)=f* si fe®(G*)

et on remplacera P par pet g parg.

De/'zmssons une applzcatzon Y de T(B dans H'* :

Soit (&, f, e) € Msalots k,/e(f"(G') ete€H:.

Des relations a®(f)=p(e) et ' 0 g=u*op on déduit

al(f*)=(a(fN* =(p(e))* = 9'(q(e))»
donc (f* gq(e)) €H'* et d'aprés (1) @ '(f*q(e))=/B°f*); comme
B°(f)=a°(k), ona Bo°(f*)=0a®(k*) et par suite
(k*,f*q(e)) €H'";

posons alors :
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Yk, [, e)=(k*, [*q(e)).
Si (/E,e)ey'@ ona\L(/B,e) =f*q(e) €H.
Soient T = (k, [, e), T' = (k',[".e') €N tels que (T", T) € T NT.
Alors on a :

e'=e, f=k.fee TTHT=(k".k. [, e).

Posons f*q(e) = a; alors on a, par définition de ' :

—

_\ﬁ(T)=(k*,a).f(T')=(k'*: (kof)*q(e)).
Mais d'aprés(2), on a
(kof)*q(e)=(k*o[*)g(e)=k*([*q(e))=k*a,
d'od
YT )=(k'*, k*a).

Il résulte alors des expressions de Y (T) etde Y (T') que
a(_lé(T'))=k*a=,3(\ﬁ(T)),
donc (¢'(T').£(T))€H"*H". Et on a, d'aprés (3) :
- YT ) Y (T)=(k'*, k*a).(k*,a)=(k'*ok*,a).
Mais - -
(k'*ok*,a)=((k"ok)* a)=Y(T'.T):
donc 'application Y définit un foncteur -
p=(H, <)y, (T8,

et il est facile de montrer que ' est ordonné.

Montrons que ) est compatible avec p.

Il suffit de vérifier que si (/i re;) ET(O. i=1,2 sont tels que
(f,e )~ (fy,e,)mod p, alors on a kﬁ(/l.el):k,b(/z,e,‘,), ol

fpe)=frale) e (. e,)=1Fale,).
Il existe, par hypothése, g € H* tel que
a(g)=e, et B(g)=e, et f,=(,0p(g).

d'od f}=fFo(p(g))* et, en raison de(2),
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Y(fe)=(15o(p(g)*)qle,) = 5((p(g)* qle));
mais
(p(g)*=¢'(q(g)) et ¢'(q(gllq(e,)=q(e,),
d'ot
Wifye)=1f5ale,) =Y (f,.e,)
Par suite ) définit par passage au quotient un foncteur
P <) (H =)

qui est encore ordonné.
~

Montrons que \\ est compatible avec X :
Soit (t,s,E) €A, od t,s €G*; alors on a
Y(t,s,E)=(t*,s*q(E));
comme q(E)=E' et s*,t*€G',on a s*q(E)=E' et (t*, E') = t¥*,
d'od
Y(t,s,E)=t* ee Yy (t,0)=1t*, si 6= b(s);

donc Y est compatible avec A et définit par passage au quotient un fonc-
teur § = ((H", <), 4§, (fl', —~)) qui est encore ordonné.

Soit 74 la restriction de § a é'; il résulte de ce qui précéde que
12(;) = t*, donc # est un homomorphisme de G*dans G* et, puisque
t

=i (t)ett*=u(t), ona

Hol=u
H P » @°(Gy
7'1 i*
H- i , @°(GY .

»

Y

¥ @06
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Montrons que § € H* .
Soit £€C* et (k.f.e)€z; on sait que @ (£)=i*(k), d'od
EH(Q(Z)=p*oi*(R)=u*(k)=k*.
D'autre part, on a
G(2)= Y (kifie)=(k*, [*q(e)),
d'ot

et par suite
%o 9= 9o 4.
. 1l en résulte que § € H' .
Montrons que 4o T = q.
Soit g € L*;alors on a:
ag(g)=(p(g).p(e) e)mod p= z,

sie=a(g), et T(g)=2z2.

Par défini;on de 4 on a

a(2)=y(p(g) ple)e)=((p(g)* (p(e)*g(e)).

Or on sait que, d'une part,
(p(g)*=9'(q(g)), (p(e))*=9'(q(e))
et que, d'autre part, - B
¢ '(q(e))g(e)=q(e) et (9'(q(gl).q(e))=q(g).
Il en résult: que : -

§(£)=4q(g),
et par suite B
goT=gq.
En résumé, on a construit un foncteur § =((H", <), g ,(fl‘,«))e}(t‘ tel
que -
(H' g H*)(H*S B, T,i) = (H'. B, q.).

Il reste A vérifier que, si §' =((H',<)§’, (;1' ,~))e XY et vérifie
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1=

I'égalité précédente, alors ona §' = g .
Soit #' la restriction de §' 3 G, alors ' est un homomorphisme

et vérifie #'oi=u,d'od ' =uoi
- ~ ~
Soit @ €C;, alors, a €C;. Il existe z € C et e €L; tel que

,é(z)=a et a(z)=c(e)

d'otr
Bi)=d et af2) =T (e),

>

eton a
#(alZ)=§oT(e)=qle)=d(alz)).

D'autre part, soit 7 € G tel que Z—=1, alorson a:
@(0)>4'(Z2) et a(9)>4(z).
Mais #'(9) = d(7) et, compte tenu de 1'égalité précédente, on a
§'(2)=4(z),d'ot §'(d)=4(d).
Soit z € é; d'aprés ce qui précéde on a

§'(al)=4(al%)

et le méme raisonnement entraine alors que
§'(2)=4(2).



CHAPITRE IV

CONSTRUCTION D'UN FONCTEUR ORDONNE
D'UN GROUPOIDE FONCTORIELLEMENT ORDONNE
DANS LE GROUPOIDE INDUCTIF DES ATLAS
D'UN GROUPE ET APPLICATIONS

Dans le ler paragraphe, on montre que la catégorie S:g des groupoides est une caté-
gorie a @- proiections,g désignant la sous- catégorie de S:g formée par les groupes, et on
donne diverses méthodes pour déterminer une (Q,?g)- projection d'un groupoide donné.

Les résultats de ce paragraphe sont utilisés dans le suivant pour la construction
d'un foncteur ordonné bien fidele d'un groupoide F.0 (Y*,<) dans le groupoide inductif
des atlas d'un groupe G°, le groupe G ° étant précisément une (g,ffg)-ptoiection d'un
sous-groupoide majorant M* de (7Y°*,<).

Dans le paragraphe 3, on introduit la notion de foncteur spécialement ordonné entre
couples (7Y, M) formés par un groupoide F.0 Yy *,<) etun sous-groupoide majorant M*
de (¥ °*,<), et on montre, en utilisant les résultats du parageaphe précédent,que la caté-
gorie fD de ces foncteurs est isomotphe 3 une sous-catégoriede la catégorie }( du chap.III.

Le paragraphe 4 est consacté 3 l'étude de la catégorie f}go des foncteurs ordonnés
entre groupoides ordonnés :

Cette catégorie est a Q-pmiec:ions. si Q désigne la sous-catégorie pleine de g:go
définie par les groupes munis de 1'ordre trivial. Les résultats du paragraphe 2 sont, ensuite
utilisés pour la détermination explicite d'une (g,f}‘;)-pmi ection d'un groupoide F.0 donné.

Dans le paragraphe 5, on étudie dans un groupoide inductif une relation d'équiva-
lence associée a unsous-groupoide majorant régulier et on montre que, dans ce cas, le fonc

teur construit dans 2 est compatible avec cette relation.
1.(G, Szg )- projection d'un groupoide.

Soient ?g et § les sous-catégories pleines de F ayant pour uni-
tés respectivement les groupoides et les groupes.
Ire définition.

Soit M* €gg et soit r la relation d'équivalence bicompatible en-

gendrée par la relation r_ suivante !
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(e 17 €5 ) € T,
si, et seulement si, e, €M>;i=1,2.

Il est clair que,si f, € M* (i =1,2) sont tels que (fy:f3) €r et si
fyouf, }E’Mé,alors fi=1,-

Il en résulte que M*= M*/r est un graphe multiplicatif associatif
dont tous les éléments sont inversibles (prégroupoide) et ne possédant qu'une
seuli unité, soit e, et que la restriction de r a M*- M; est une bijection
sur M~ ¢ .

On posera r(f)= / si feM*.

Soit N(M ) la F - projection de M construite par la méthode du théo-
réme 10 de~E, page 157 :

~

N(M) est le groupe quotient du monoide libre L (M), construit sur
M - & et auquel on a ajouté 1'élément unité ¢, par la relation d' équivalence
bicompatible o engendrée par la relation p
((fysfy)if, f)€pP,
si, et seulement si, (/2 , /1) EM* 4« M-,
Soit v (M*)=(N(M*'),v(M*),M*) le projecteur correspondant et soit
T(M*)=v(M*)o £.0On a alors
mT(M)edF .

THEOREME 1. ?g est une catégorie a G- projections, une (G, ?g)-projec-

tionde M* € “}g étant le groupe N(M*) construit ci-dessus.

Soient M'effg, G'€Getp=
=(G*,p,M*)eF. Alors, siee’ €M;,
on a p(_e)=p(e'); donc p est com-
patibl: avec r—et définit par passage
au quotient un néofoncteur

F=(Gr.f. M),
V(M) etona['z"o~;=p.

N(M*) étant une F-projection
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de M*, il existe un homomorphisme (unique)
p'=(G*,p',N(M*)) tel que p'.v(M*) =['7'.
Il en résulte la relation
(1) p' (M) =0p.
Soit p" =(G*,p",N(M*)) €F tel que p".7m(M*)=p, alors on a
P V(M) r=p.r;
r étant un épimorphisme, on a p”,v(M*) = § et par suite p” = p'; ce qui
démontre le théoréme.
2éme définition.
Soit M* € g:g et B un systéme de générateurs de M*; alors B défi-
nit un sous-graphe [ B ] de [ M*] (voir déf. 24 p. 153 deE).
Soit B'=B-[B], et ¢ une bijection de B’ sur une classe B*
telle quue B* "B’ = @ ; on posera @(f)={* pour f € B".
Soit B =B UB* et [B] le graphe construit par la méthode du théo-
réme 9, p. 157, de E.
Soit B’ = B' UB* .
Soit b 1'application de B’ dans M- définie par
b(f)=fet b(f*)=(" si feB".
PROPOSITION 1. Soit Gyi. le groupe admettant la classe de générateurs

B’ et le systéme de relations D suivant :
fpe [y €D, [; €B" si, et seulement si, b(f).....h([)= e,

o2 e €M} ; alors G), . est une (G, ffg)-proiection de M*.

Soit ['(B)* le groupoide construit sur [ B] (voir F th.9,3).

Tout morphisme de I'(B)* est un chemin propre du graphe [ B ] tel
que deux éléments consécutifs ne soient pas associés par ¢ . Les unités de
["(B)* sont les sommets de [ B ] c'est-a-dire les unités de M*.

Soit k 1'application de ["(B)* sur M* définie par :
([ v [ )= (] )u e h(f)s si [, €B';

k(e)=e si e €[ B] 0 Alors 'application & est sous-jacente 4 un foncteur
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k=(M*,k,["(B)*) qui définit M* comme groupoide quotient strict de
I'eB)" .

Soit GL(B) le groupe libre construit sur B’ et € son élément
unité; tout élément de GL(B) différent de € est un produit formel f ... f,
tel que /, € B’ et tel que deux éléments consécutifs ne soient pas assocCiAs
par ¢.

Soit k' = (G',,, k',GL(B)) I'homomorphisme canonique.

Soit 77 I'application de ['( B)* dans GL(B) définie par:
T(fpreen (=1 pen [y

si f; € 1:3'; m(e)=1¢ si e€[ B] o+ 1l est clair, compte tenu des défini-
tions similaires du produit dans ["(B)* et dans GL(B), que 7 est sous-
jacente & un foncteur 7 = (GL(B), 7 ,I"'(B)*), et il est facile de vérifier
que 77 est un (@,?g)-projecteur.
Soient (f, ..., f{)=(]) et (gp""' g,)=1(¢g) el'(B)* tels que
k((f))=Fk((g)).
Alors on a

h(fp)eeee ([ )=h(gy) e .h(gy)
Il en résulte, compte tenu de la définition de G),., que :
(o [ ) =R (g 8y

donc 77 est compatible avec les relations d'équivalences associées & k et
k' respectivement; il existe donc une application 7' tel que

(m' k' b, ) eCT.
k et k' étant des pq - épimorphismes, l'application 77' est sous-jacente 3
un foncteur 7' = (G ., 7', M*) tel que

(77" k'ik ;W) ecff.
(voir [ 1] prop. 4, p. 116)

I'(B): k Soit G' €G etp=(G',p, M) €T,
771 GL (B ) étant une (Q,f}'g)-projec-
GL(B) k' tion de ['(B)* il existe

\ 9=(G',q,GL(B)) e¥
9 tel que :
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qoT =pok.
Soit f ... f, €D, alors h(f, ).... .b(f)=e €M et

Gy )7 0T) ([ [) = (D 0 R) (fyromer fy)-
Mais' comme
k(e [0 =h(,) eer h( ),
q(f,- f4) est 1'élément unité de G'; il existe donc ¢’ =(G', q', G}, ) tel
que
9ok’ =g
eton a
G oT'ok=qg'ok’oTT=qgoTT=pok
k étant un épimorphisme, on a :
‘ q' o' =p.
Soit ¢, =(G',q", Gy) €F tel que
qiom'=p
alors on a :
qyok'oT =g oT'ck=pok.
Puisque GL(B) est une (9, ?g)-projection on a
g o k' = q' o k',
et k' étant un épimorphisme on a
=9
Donc Gjy. est une (9, ffg)-proiection de M-.
3eme définition.
Soit M* € 3:8'
Soit G, Ia classe des produits formels My my tels que M €M~ M5
et (my ,m) EMYM, i=1,2... n-1.
On peut définir dans G, une loi de composition interne qu'on appe-
lera multiplication et qu'on notera . , de la maniére suivante :

Le produit de deux produits formels de G, s'obtient par juxtaposi-
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tion, calcul dans M lorsque c'est possible et suppression des unités

pouvant en résulter.

PROPOSITION 2. Gy est un groupe et une (G, ﬂ:g)-projection.

J.a démonstration est dans [ 12 ] .

REMARQUES.

1) dans Gy l'élément unité € est défini par le produit vide, I'in-

-1

versede m_ ... m, est m7t... m1.
n 1 n

2) soit T (IM *) I'application qui & m € M* ~ M; associe le produit
formel & un élément m EGy eta e GMC; associe €, alors 7T est sous-
jacent a un foncteur m(M*) = (G} yTT (M), M*) qui est (Q,?g)-projec-
teur. De plus la restriction de 77 (M*) & M* - M est injective.

Dans la suite, pour éviter des confusions, on notera m l'image de
m par T (M*).

3)si M* et M'* sont deux sous-groupoides d'un méme groupoide 7y
et si Gy = Gy alors M* = M".

2. Construction d'un foncteur ordonné d'un groupoide ordonné vers le grou-

poide des atlas d'un groupe.

A. PRELIMINAIRES.
DEFINITION 1. Un sous- groupoide M* d'un groupoide ordonné (7 *,<’) est
dit majorant si la propriété suivante est vérifiée :
f ey, il existe m € M* tel que m> [,
REMARQUES.
1) M est une partie cofinale de (7y,<).
2) Il existe toujours au moins un sous-groupoide majorant d'un grou-

poide ordonné donné, & savoir le groupoide lui-méme.

PROPOSITION 3. Si Y est un ensemble et si (y *,< ) est un groupoide local
complet (voir [4]), alors le sous-groupoide M*® engendré par les éléments
maximaux de (7y,< ) est un sous-groupoide majorant de (y *,< ).

Montrons que tout élément de 7y est inférieur & au moins un élément

maximal de (7y,<):
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Soit f €7y * et soit /< I'ensemble des g €y * tels que g> /.

Soit B un sous-ensemble de /< totalement ordonné; alors B est
un ensemble compatible (voir [ 4]) et admet par conséquent un agrégat b
dans (7y,<); évidemment, on a b €/< .

Par suite l'ensemble ordonné (/< ,<) muni de l'ordre induit est
inductif au sens de Bourbaki.

Le théoréme de Zorn entraine alors !'existence d'au moins un élé-
ment maximal /M dans (/< ,<).

Soit f' €7y * tel que > f ;alors [ €/< et par suite [’ = f, ;donc
fy est maximal dans (7 *,<) et la proposition est démontrée.

Dans la suite de ce chapitre (7y *,< ) désignera un groupoide or-
donné régulier (voir [ 21), M* un sous-groupoide majorant de (7y *,< ),
Gy=6G"* la (G, (fg)- projection de M* et m=(G*, 7 ,M*) le projecteur
définis dans (1 ,3°) .

DEFINITION 2. Une suite finie non vide F =(f, ,...,/1.) d'éléments de
Y * sera dite de base f €y * si les conditions suivantes sont réalisées :
1)(fi+1'/i) EYyxy;i=1,2..n.
2) [ e pgeeee fy =10
On notera B(f) la classe des suites de base /.

(B(f) n'est pas vide car elle contient au moins la suite ( f)).

DEFINITION 3. Une suite finie non vide S =(mn veees ml) d'éléments de
M* sera dite majorant la suite F=(f_,.../,) € B(f)si m;> [, Vie(1,2,.n).
On écrita SSF et on notera § la classe des suites finies non vides d'élé-

ments de M.

DEFINITION 4. Soit s € G;,' on dira que s est associé a f €y * s'il existe
F=(f,sef ) €B(f) et S=(m ,...om ) € tels que

S>F et S=m, ... amy.

On dira alors que s est associé a ar I'intermédiaire de F et
q

de S et on écrira

F,S
[ r—— s
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LEMME 1. S{ s €EG* estassociéa f€7y * etsi [ €y * esttel que </,
alors s est associé a ['.

En effet, il existe F=(f, ,..., f,) €B(f) et S=(m, ,...., m,)€S
tels que />_'__;s. Nn sait que, si a(f)=e et ,5(/.')= e', on a

fr=e'(fe). (voir [21).
Nans un groupoide ordonné régulier le pseudo-produit étant asso-
ciatif,on a
(1) = )y [,( ).

D'autre part, par définition du pseudo-produit, le deuxiéme membre

de (1) estégala f .7 fy.fietona

-"n_l..
fy<fyes ;< f; > Vie(2,..., n=1),f,,<ef,.
Par suite on a
(2) fi<m; Vie(1,2,.... n).

Posons F' =(/;l,..., /’1); d'aprés (1) on a F' € B([') et d'aprés
(2)ona S) F' d'ou [ )_.F_'.'_‘.g___._\ s.

PROPOSITION 4. Si (7Y *,< ) est muni en outre d'une structure de caté-

gorie préinductive, alors s € G* est associé a f €y * si et seulement si

il existe § = (mn eeer mi) €9 tel que
1)s=mn.... myoet2)m, ... m1>/
m ... m, étant le pseudoproduit des m.

En effet, si s est associé a f, il existe F=(f ,..., /1) €B(f)
F,S§
et § =(mn,...,m1; €S tel que fr———nu-3's.

Par hypothése sur (7 *,<) le pseudoproduit m ... m, existe et

1
par définition on a :

[= peren of (<o my.

Réciproquement, supposons qu'il existe S =(m_,..., m,y) €9 tel

que s=m_ ....m et m ..m;>f; alors par définition du pseudo-pro-

duit on a :
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et on a

fi<m,, Vie(1,2,..., n).
. F',s
Il résulte que F' = (/! ,..., fl) € B(f') et par suite que [’ >———— s,

Comme on a f< [’ le lemme 1 entraine alors que s est associé a f.

LEMME 2. Supposons que (y *,< ) soit fonctoriellement ordonné et soit

s €G* associéa [ €y *.

a)Si s¥ €, soient ny €M =M;, i=1,2,....p , tels que npnl
soit le produit formel qui définit s dans G- .
Si S'=(n,,..., ny). alors il existe F'=(f ,..., /’l) €B(f) tel
Fr,st P p

que [ y—— s s,

b)Si s=c¢,alors feY .

Par hypcl):thsése il existe F:(/’n,..., fl)éB(/) et § = (mn,...,ml)es
tels que fy————— s etona

SEM e my

Si, pour i =i_, ona mio €M;, alors f; €7y;.

Si on supprime ces deux éléments dans les suites § et F respec-
tivement on obtient deux nouvelles suites S et F_ et on a toujours f»—2—5;
si, aprés avoir supprimé tous les m; € M:, on aboutissait 4 une suite vide,
on aurait nécessairement s = € et fi €Y, Vie(l,2,.., n), dou feyo'.

On peut donc supposer que S et F ne sont pas vides et que m; %’}’o'
Vie(l1,2,...,n).

Si m,.... .m est un produit formel, le lemme est démontré; sinon il
existe aumoins 7 €(1,2,..., n) tel que ('”i+1'mi) EV'xY"*.

p L=m, . L= . . A L.

osons mji=m; y.m; et [i1=[; 4 .f;; alors ona f;<m]
Distinguons deux cas : 10) my %Mo'; 20y my € M;, alors /; €Y,
Posons
(fores Tigorfio fymyreen [y) dansle ler cas
Fl=
(fyrenes /".+2,[2._1,..., fy) dans le 2¢ cas

et
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! 14
(mn,..., Myigp s My Mg heeey ml) dans le ler cas

st=
(mn,..., Myggr My seres my) dans le 2e cas.

a)Si S! et F! sont vides,alors nécessairement on avait § = (m'll, ml),
et par suite F = (1L, f,)idonc s = e,et f€y;.
B)Si S! et F! ne sont pas vides on a, dans les deux cas, FleB(f),
1 14 1 : Fl'si .
A) 65, §*> F* et enfin f—————» s puisque :

.

.
M_ wess .mi+

n .my dans le ler cas

, .
Loy g

. .

LT (FIPRS PRI (Y dans le 2e cas

Si l'une ou l'autre de ces deux expressions est un produit formel, le
lemme est démontré, sinon on recommence la méme opération.

Au bout de g opérations de ce type, on aboutit nécessairement, par
construction de G*, au produit formel qui définit s.

Si s % € ce produit formel est non vide et la suite F? correspondante
est non vide; c'est donc la suite cherchée.

Si s = € alors §7 est vide et le méme raisonnement que celui effec-

tué dans a) appliqué a S9! et F97! entraine que [ € Yy

B. CONSTRUCTIbN ET PROPRIETES DU FONCTEUR.
Soit f €7y * et soit ¢°(f) la classe des s € G* qui sont associés a f.
¢°(f) est non vide, Vf €y *, car, par hypothése sur M‘, il existe
m €M* tel que m> f et, par suite, on a f)—i'-—> s, si F=(f), S=(m)
et s=m.

1 est associé a

PROPOSITION 5. Si s €G* est associé a [ €7y *, alors s~
f; si s' €G* est associé a [' €y et si ([,[) €y 'y alors s'. s est
associé a f'.f.

Par hypothése, il existe F = (f _,....,f,) € B(f), F' = (f;,..., fy) € B(f"),
yeees ml) €S, s = (m;7 eees m’l) €9 tels que

F,S§ F',S'
fr———— s et ft r———s’,

S=(m

n

. — - - _ -1 - - s
Soient F"=({',..,[1), S"=(m},om ), s"=mt., mt
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alors on a
-1 - F”' S"
F" €B(f™), " €8 et S"~F" d'od ™y, s";
mais s” = s~} dans G", d'ott la lre partie de la proposition. Soient

F' = (fy oo oSy [0 S™0 = (e s m ),
s"'=m' .7;1’1.”1 m

F n 1’

alors on a S
F"" o
F"? EB(f'.f), grre ESet S*t—F"t d'ot /r./' as"';

mais s”'=5',s dans G *, d'oi la 2éme partie de la proposition.
THEOREME 2. 9%(f) est un atlas de G* et, si ¢ (f) est I'élément de R°(G*)
qui correspond a 9°(f), alors ¢=((R°(G*), <), ¢,(7y *, <)) est un foncteur
ordonné. ‘

Soit e €y et s,s'€ ¢%e), alors, d'aprés la proposition 5, on a

sle 99%e) et s'.s € 99e),

donc 9%(e) est un sous-groupe de G°.

Soit f €y et soient s, s’ € ¢2(f);alors, d'aprés la proposition 5, on a

s"teqrf™) et s' s et tf)=9%(a(f)).
Soit ¢t € p9(a(f));alors on a :

s.t€9°( f.a(f)) = 9°([)

donc
P[) = s.9%(a(f), sis€9°(f),

et ¢°(f) est un atlas de G°.

On montrerait de méme que 9°(f)= ¢°( B(f)).s, d'on

PUB([)=s.9%Ca(f).s.

Le méme raisonnement que celui effectué dans la démonstration du théo-
réme 1,III montre que ¢ est un foncteur.

Soient f, f' €7y * tels que f'< [ et soit s € °(f). D'aprés le lemme 1
on as € 9?(f") et par suite 92(f)C 2(f')d'od 9 (f)> @ (f') et ¢ estordonné.

DEFINITION 5. On dira que le foncteur ¢ construit par cette méthode a pour
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support le foncteur 7 .

PROPOSITION 6. @ est bien fidéle si et seulement si (y *,< ) est fonc-
toriellement ordonné,

M aprés le lemme 2, si (¥ *,<) est fonctoriellement ordonné et si
ee€¢(f),ona f €7y, et ¢ est bien fidele.

Si (7y *,<) n'est pas fonctoriellement ordonné, il existe /o €Y=y,
ete €7, tels que f,<e,;alors on a €€ $(e ) et par suite € €9?(/ ),

donc ¢ n'est pas bien fidéle.

PROPOSITION 7. Si (7Y *,<) est un groupoide inductif, ¢ est quasi-in-
ductif (voir[ 21 ).

Soit ([;); ¢y une famille d'éléments de (7y *,<) majorée et soit

1= Y1

i€l

Si s €9%(f), on a, d'aprés le lemme 1, s € cp"(/i) V i €1,donc
vehHc Nogoer).

i€l
Réciproquement soit s € G* tel que s € cpo(/l.), Viel
Sis=¢,alorsf ey, Viel, etpar suite / € ¥ ; donc g€ go(f).
Si s# e, soit r;zn 7;11 le produit formel qui définit s dans G*

et soit § = (mn,..., ml) €.

D aprés le lemme 2, il existe, pour tout i €], Fi=(/;,..., /i)EB(fi)

tels que .
, Fis
S}Fi et fiy— 3 5.
Pour chaque indice p €(1,..., n) la famille (/';)1. e] €St majorée

par ™y, donc

f,= iLiI/; existe dans (y *,<):
on a les relations
a(f )= U a(fi)=U alf)=a(f),
a(f,)=U a(fi)=U B(f%) =L,
et par suite (f, ,f,) €Y %Y " .

Ne proche en proche on montre que
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(/p+1' /P) E')"*')":Si P’E(I. 2 00, n—]),
et finalement on a
[y ooe ofy = }jl(/:, RRVAPE iU fi=1

donc
F,S
F=(/n,...,/1)€B(/),S>F et [, _.s.

Il en résulte
e°(f)= N Cpa(fi), et par suite ¢ (f) = U P (f;)
i€l -_ iel—
C. REMARQUES.

Soit p=(G",p,M*) €F; il est facile de montrer qu'il est possi-
ble de construire un foncteur Cpp =(d°(G"), ¢ p,')/ *) ayant pour support
le foncteur p, par la méme méthode que celle utilisée pour construire le
foncteur .

¢, est lié 3 <« de la maniére suivante :

PROPOSITION 8. Soit h =(G", bh,G) I'"homomorphisme unique tel que
p = ho;alors
— * .
9,=h*o g
oa h* =(A°(G'*),b*, A(G")) est le foncteur induit par b.
En effet, s € G* (resp. s’ €G*') est associé a [ €y * si et seu-

lement si il existe F = (/'n ,...,/1) €B(f) et S =(mn yeees ml) €3S tels que

F,S F,S
fr——o— s (resp. f) —— s')

et
s = r;zn e .7;21 (resp. s’ = p(mﬂ) .p(ml)).

Il en résulte que, si s € G* est associé & f €y *, alors

s'=p(m,) .. op(my)=h(s)

a

est associé & f €y * et, réciproquement, si s’ € G'* est associé a f €y *,

alots s=m_ .... .m, est associéa f et s'=h(s).

1
COROLLAIRE. Si (7 *,< ) est fonctoriellement ordonné et si N est le noyau

de b, alors ¢, est bien fidéle si, et seulement si,

NOngo()=¢, VYiey -vy;.
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Némonstration trés simple.

On peut préciser ces résultats dans le cas suivant :

PROPOSITION 9. Supposons que (7y *,< ) soit un groupoide préinductif. Soit
s€G, s+ e et soit mn 7;71 le produit formel qui définit s dans G;
alors s JECP"(/) v/ €Y =Y. si, et seulement si, le pseudoproduit
Mmoo m €Y.

Fn effet, supposons que s E9o(f), Vfey ‘=Y., et soit [=
=m,...m ;s est associé & f (voir prop. 4),donc /6’)’;.

Réciproquement, supposons que m ... m,=/[ €7 si s estasso-

cié 3 ' €y *, il existe d'aprés le lemme ?

F=(f.,..[\) €B([") tel que /')L;s, si S$=(m_,. .., m,).
Nécessairement, d'aprés la définition du pseudoproduit, on a f'< [ et par
suite f' €7y .

CONSEQUENCE. Soit C la classe des s €G * tels que s %Cp"(/), V/E(’}/'—-’)’;).
C contient C™! mais n'est pas en général stable par multiplication ni par
les automorphismes intérieurs de G* .

Cependant, tout sous-groupe distingué N tel que NN f)=¢
Viey: - Y o doit étre contenu dans C.

Il est facile de montrer que, si C est un ensemble, 1'ensemble ordonné
par inclusion des sous-groupes distingués ayant cette propriété admet des
éléments maximaux.

I.'exemple suivant illustrera cette remarque.

D. EXEMPLE.
Soit 7y * le groupoide formé de 4 morphismes, f, g, b, k, de leurs in-

inverses et de S unités (e,.), i=1,2,..., 5,avec

a(f)=e,, B(f)=alg)=e,, Blg)=eg h=¢g.[; alk)=e, B(k)=e,

Y est ordonné suivant le diagramme suivant :

‘2 ®1 [ e, ) g
N
el -b’ ea eu
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Il est clair que (7 *,<) est un groupoide fonctoriellement ordonné;
(Y *,<) serait un groupoide inductif si on ajoutait un plus petit élément e .
Soit M* le sous-groupoide
(/e gtbb™ e i=1,23])
et soit
B ={ g'/:ei; i= 1:2: 3 }’
alors B est un systéme de générateurs de M*.
11 résulte de la proposition 1 que le groupe libre construit sur B={g, f}
est une (g, ?g)-projection de M*, notée G.
Soit G, le groupe Z/(4) et G, le groupe de Klein;alors
G,=10,1,2,3} et G, ={e,a,b,c}.
Il existe deux foncteurs P1=(G1,-[7_1,M‘) et p, =(GQ,£2,M‘)
définis par :
/pl(f)=2 P2(f)=a
pi(g)=1 po(g)=1b
et soit ¢, =(@°(Gy), 9, 7") et ¢,=(Q(Gy), ¢ ,,7") les fonc-

teurs qui ont pour support p, et p, respectivement; il est clair que :

Py(f)=2 Py(e)=0; i=1,2,3
¥,(8)=1 J PAe;)=(0,2);i=4,5
Py(h)=3 ( PUAR)=(1,3)
P(f)=a Pyle;)=e; i=1,2,3
_‘fg(g)=b 95(e;)=(e,a);i=4,5
Pplb)=c 95(k) =(b,c)

ces foncteurs sont bien fidéles.
Il résulte, de la proposition 13 et de son corollaire et du fait que
b, et _112 sont surjectifs, que G, et G, sont des quotients de G par des

sous-groupes distingués N, et N, respectivement qui vérifient la condi-
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tion du corollaire.

D'autre part, ces sous-groupes sont nécessairement maximaux vis
&4 vis de cette condition, car tout quotient strict de G, ou G, est isomor-
phe & Z/(2) et, si b désigne I'homomorphisme canonique, alors h*o P,
ou h*o 9, ne sont plus fideles.

Ils sont en outre distincts,car G, n'est pas isomorphe & G, .

REMARQUE. Les relations qui déterminent G, et G, & partir de G sont

respectivement : /2 =0, g2 =/ et [2=g? =(gf)%2=0.

3. Application a I'immersion d'un groupe ( F. 0) dans un groupoide ( F.0)

obtenu par localisation d'un groupe.

A) PRELIMINAIRES.

Soient (¥ *,<) et (y'*,<) deux groupoides fonctoriellement or-
donnés, M* et M'* deux sous-groupoides majorants de (y *,<)et(y¥'*,<)
respectivement.

Soit g =(7y'*,<),q.,(y *,<))un foncteur ordonné.

DEFINITION 6. On dira que q est spécialement ordonné si les conditions
suivantes sont réalisées :

1)g(M)CM;

2)si m' €M’ et f€y " sont tels que m'> q(f), alors il existe
m €M tel que m>f et g(m)=m"; -

3) soit fey: e? F' = (/;z"“‘ f’l) €B(q(f)), alors il existe F =
= ([yoed ) €B(f) tel que fy=q(f), i=1,2,0 n.

REMARQUE. Si 7" et ’yo‘ * ont des plus grands éléments E et E res-
pectivement, alors on a q(Eo) = (E'o).

En effet, nécessairement E.; EM et E;> q(Eo); d'aprés 2) il
existe m €M'* tel que m> E_ et g(m)=E_; m:is la relation m > E,
entraine m = E et par suite ¢ (Eo):(E'o).
PROPOSITION 10. Si g est bien fidéle et vérifie la condition suivante :

(50) Si m' €M’ et e €7, sont tels que a(m')>q(e),

alors il existe m e M* tel que a(m)> e et q(m)=m'.
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alors q vérifie les conditions 2)4et 3) de la définition 6.

Montrons déj3 que la condition E ; de E p. 55 est vérifiée pour g :

Soient f" €7y'* et e €7y, tels que g(e) = a(f") etsoit m" €M’
tel que m'> f';alorsona a(m')> q(e) etTd'aprés (SO), il existe meM*
tel que )

a(m)>e et g(m)=m'.

Soit f = me;alors on a
g(f)<m" et alq(f))=a(f), doa g(f)=/".
Il en résulte que g est un foncteur d'hypermorphismes.

Soit alors m' e M'* et f ey * tels que m'"> g (f);le raisonnement

précédent montre qu'il existe m € M* tel que

g(ma(f))=q(f) et g(m)=m".
Comme g est bien fidéle on a ma(f) = [ et 2) est vérifié.
Soient f €y et F'=(f ,..., f)eB(q(f)).
Il existe, d'aprés E, f, €7y * tel que a(f )=a(f) et q(f,)= /[
d'ol q(,@(/l)) = ﬁ(/’l) = a(f,). Toujours d'aprés E,, il existe f, €7y *
tel que
alf,)=B(1y) et a(1,) =1
De proche en proche, on constriit une suite F =(/ ,..., f,) d'élé-

ments de 7y * tels que

q(/i)=/;‘li=1121~--: n,et (/i+1,f1)€')/*')/.
Soit fo=f .....f;;alors on a gq(f ) ={ et, comme g est bien fid?le,

/o = f, d'od F € B(f) et 3) est vérifiée.

B) DEFINITION DE LA CATEGORIE 9.
Soit fDo la classe des couples (y *,M*) tels que :
-(7y *,<) soit un groupoide fonctoriellement ordonné N
-, ait un plus grand élément E dont la composante dans 7 * soit
un sous-groupe Ade 7y .
-M* soit un sous-groupoide majorant de (Y *,<).

Soit D la classe des triplets [ (Y, M) q, (Y, M)] tels que:
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(YpM)eD  i=1,2e g=(7,,9.7))
est un foncteur spécialement ordonné.

PROPOSITION 11. T est une catégorie pour la loi de composition suivante :
[(7’2 ’ M,2 ):q': (7’1'/\4’1)] E(72 IM2 )l q’(’y I'Ml)] = [(’)/'2 'M'g )'q'O q'(yl'M 1)]
si, et seulement si, ('y’l, ‘Wl) = (’)/2 s M2 ).
5\0 est une classe d'objets pour T.

Vérification immédiate.

THEOREME 3. T est isomorphe & une sous- catégorie de H.

Définissons une application y de P dans H.

Soit (7y *, M) ETO; posons B

Xy M) =(Gy. 9,7 ")

o Gy, estla (@,f?‘g)-projection de M* construite dans 1 , 30 déf. et g
le foncteur (@o(GM ), ¢, *) admettant pour support le foncteur 7 (M*) =
= (Gl (M), M),

(mM' on notera toujours 77_(,_\4’)(m)= r;z).

Soit (;,77) le foncteur naturalisé associé & 7 (voir E, prop. 25,
I11).

Soit s € GM. associé a F. Alors il existe F = (fn eees /1) €EB(E)

et S=(mn,..., ml) €S tel que

F,S
E)—__)S.

Par hypothése sur E, on a nécessairement f, € A et m,; = f.} par suite, comme
fpoe fy=E d=f ...f = ¢, donc $(E)= eet $=(Gyy, v, 7 )€,
Soient (’)’i',Mi') 690, i=1,2, tels que z(’}/l',Mi‘) =-)_<_(’)/2',M,‘;);
alors y ;' =7y, et GMi =Gy é,par suite M{ = M; (voir remarque 1, 3°déf).
Soit maintenant [(’}’2,M2),q.(’)’1. M1 €D et X(yi'Mi)=cPi’
i=1, 2.

Soit ¢ , la restriction de g 3 M alors g, =(M,,q 1 Ml) est un

1
foncteur.

Soit ;T-(ql)=(GM ’;(‘11)’61&1 ); alors on a
2 —— 1
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(7(q,), (M, ), (M), q,) eCT.
Posons
x[(Y, M) a.(y o M)1=0%,,¢.,4.7(q,)]
et montrons que
(TT(q )* 9, ¢y, q) €CT.

Pour simplifier les notations nous poserons %(ql) =r.

Soit [, €y, et s, €99([,), il existe F1=(fL, ..., [} €B([)
et Sl’—'(m;,..., mi) 651 tel que

Fist
[{y——— syet sl=m"1.... .m

-

Posons
g(fh)=1f% qm})=ml, i=1,2,.n, q([)= [,
Soient F?2 :(/s eers /i) e2t 22 =(m: yeu o mi),’ il est clair que
F2,s , . .
F? €B(f,), 52 6526t [y pe———rs,, sis, :m: mf
Puisque,

.2 .
mg =(T(My) ogq,)(mi)=(rom(M))(m})=r(m}),

on a
s, =r(s,) etparsuite r(97(f,)C 95(f,).
Réciproquement si f, = ¢ (f,) etsi s, €¢5([, )il existe
2 _ /42 2 2 _ . 2 2
F2=(ff.....[2)eB(f,) ecSP=(m? .., m})eS,
tel que

F2,s2
/2,____.___, S, -
Daprés les propriétés de ¢ il existe Fl= (/i,..., [’i) €B(f,) et
. :
S":(mi,..., mi) 651 tels que q(fii)=f,.2, q(mil)=m1?, i=1,2,...,n,
et S*> F!;0n a donc
F', st . .y .
fl:»-——-——*si’ sis, =m_...m;
et comme précédemment, on montre que r(sl) =s,, et par suite que

IR ERHINY

Il en résulte que r*. P,=9,.q:d'od (652,‘54‘71, q,ﬁ(ql))e}(.
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Il est facile de montrer que l'application y de D vers H définit
le foncteur N
X = (}(,}/_, Dy
et il est clair que ce foncteur est fidéle. Comme sa restriction & qo est

injective, il est, lui aussi, injectif et applique 9 sur une sous-catégorie

de K.

4. Application des résultats du par. 1 @ la détermination d'une projection.

Soit 5:; la catégorie des foncteurs ordonnés entre groupoides or-
donnés (7 *,< ) ayant la propriété suivante :

Y, aun plus grand élément E.

Soit §° la sous-catégorie pleine des groupes muni de I'ordre tri-
vial, alors §° s'identifiea §.

Soit (¥ *,<) 63:2, et soit R la relation d'équivalence bicom-
patible engendrée par la relation R :

Si f,[" €y, alors (f, ") €R_ si et seulement si f< f'.

Soit * =7y */R le graphe multiplicatif quotient.

Toutes les unités de y* étant équivalentes mod R a4 E, ¥ * 4 une
seule unité e; d'autre part, tous les éléments de * sont inversibles.

Soit N(%+)=T"1a F-projection de ¥* construite par la méthode
du théoréme 10, IIl de E.

Alors ["* est un groupe, quotient du monoide libre construit sur
¥+~ & et auquel on a ajouté 1'élément unité & par la relation d'équiva-
lence p engendrée par la relatjon Pyt Six,x"€ ¥ salors ((x,%'),x .x') €Q,
si et seulement si (x,x') €Y  x¥".

Soit (¥ )=(N(¥"),v(¥*), ’; *) le projecteur correspondant et
soit u(y*)=v(5*).R.

THEOREME 4. ?Z est une catégorie a Q-proiections, une(g, ?;)-projec-
tionde (y*,< )€ ?2 étant le groupe [" construit ci-dessus.

Soit (7y ',<)€3’-2, G €Getp =(GZ£, 'y')e?Z; alors si f,f" €y
sonttels que < f,ona:p(f)=p(f).
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Nonc p est compatible avec R et définit par passage au quotient
un néofoncteur ;7= (G*,p,Y").

[+ étant une ff—-projection de 7y*, il existe un homomorphisme
unique p’ = (G, p',["*) tel que p'.v(y*)=p.Dod
p' (Yt )=p.
V'unicité de p’' se démontre comme dans le théoréme 1.

PROPOSITION 12.
Soit (y*,< ) 6?2 et G'€G.
Soit CP=(@°(G’),<P ,Y*) un foncteur ordonné tel que G°* soit

engendré par /l;J e (]).

Soit N IZ sous-groupe distingué de G engendré par U . ¥ e)
et soit G'*=G*/N. %o

Alors G'* est un quotient de "+, "+ étant la (G, ?Z)-projection
de (7y*,< ) construite dans le théoréme précédent.

Soit C° le sous-groupoide de ®°(G*) engendré par 9(7y).

Deﬁmssons une application ¢: de C° dans G" -

Soit X € C%; il existe e € y* tel que a (X)'“ U— cp(e) comme
nécessairement on a UC N, tous les s € X sont équivalents mod N, et par

suite on peut poser
WXy=Py(s)

si s € X et si py estlarelation d'équivalence dans G* associée a N.

Il est facile de montrer que 'application i est sous-jacente & un
foncteur Y = (G", J, C°)

Soient f, " € y* tels que ['< /. Alors, puisque ¢ est ordonné, on a

®(f)D 9°(f), et par suite Y o @ (') =Y o ¢ (/).

Il en résulte que Yo @€ 3’; .

Le théoréme précédent entraine alors qu'il existe un homomorphisme

'unique @=(G"",0,I") tel que

bo@=0ouly*).

I résulte ensuite de I'hypothése sur G* que (Yo @) () est un
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systéme de générateurs de G'* et,comme on a

(Yo @) (Y)=(EBopu(y) (Y

G est une surjection et la proposition est démontrée.
1l existe des situations particuliéres od G * est isomorphe 2 ['*; on

a, en fait, les deux théorémes suivants :

THEOREME 5. §i (y*,< ) est fonctoriellement ordonné, si M* est un sous-
groupoide majorant de (y*,< ), si G* estla (Q, f}'g)-projection de M* cons-
truite dans 31, Ire,3éme définitions,et ¢ le foncteur ayant pour support le
projecteur T(M*), alors G'* est isomorphe & | *.

Considérons le diagramme suivant , dans lequel les notations de la pro-

position précédente sont conservées et

i=(YL,M)
est l'injection canonique.
Le foncteur ¢ vérifie la condition de la pro-
position 1?7 et par suite & est une surjection.

Nous poserons pour simplifier :

M) =7 ,u(y)=p et v(y)=v.
o1 étant un foncteur, il existe un homomorphisme p = (I"*,p, G*) tel que
(1) ,L,Loi‘-:po’/'T.

Comme, par définition d'un sous-groupoide majorant, tout élément de

y* est équivalent mod R 4 un élément de M* , on a

~

(Roi)(M)=7
et,comme V(’;) est un systéme de générateurs de I *,
(Loi)(M)=(pom)(M)

est un systéme de générateurs de [ *,et par suite p est une surjection.

11 résulte ensuite de la relation (1) et de lzrelation Yo¢=060opu que
(2) Vogoi=0opor.

Mautre part, si m € M* on a W(m):r;y €4%i(m))=X,et par défi-
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nition de Y on a ¢(§)= 5N('r;z).
Par suite on a
(3) glloCPoz'=,5No77.
Il résulte alors des relations (2) et (3) et du fait que 77 est un pro-
jectedr que
(4) Bop=py-
Il en résulte que N = Ker 5N =p Y Ker6), et par suite que, si

P=rFerp, ona PCN.

Soit s € U 9% e) tel que s+ e ; il existe e €7y, tel que s soit
eey;
associé & e; par sune.sx m ... m, est le produit formel qui définit s dans

G* etsi S§S= (’m’z eees ml). il existesd'aprés le lemme 2,
F,S
F=(f ,...,/ YeEB(e) tel que ey— ;5.

Calculons p(s)“p(m ). p(ml)
Ilrésultede(l)que p(m )—(,U.oz)(m )—(VoRoz)(m )y, i=1.
Mais z(ml) est equwalent A f: mod R, donc
(Roi)(mi)=R(/,~),
et par suite
p(m)=(voR)(f;) et p(s)=(VoR)(f, . f)=(VoR)(e),

d'ou p(s)= ep., I'élément unité de M et par suite s € P,
N étant le plus petit sous-groupe distingué contenant U ¢°(e,,

eey’
ona NCP. Il résulte alors de ce qui précéde que °

p'[Ker6]1=N=P= p'l(ep.).
P étant une surjection, cette relation entraine
Ker 6 = 8'[1, .

Par suite & est un isomorphisme.

THEOREME 6. Si (7y*,<) est un groupoide fonctoriellement ordonné obtenu
par localisation de G* et si ¢ est le foncteur majorant associé, alors G'* est

isomorphe a I+
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Dans ce cas, N est le sous-groupe engendré par la classe B des
s €G ayant la propriété suivante : il existe e €y tel que s> e.
En effet, soient s €B, t €G* et e €Y, tels que s> e; soit

e’ =fB(te); alors e = B(t™te’). Dron a :
(t.s.t™)e'=t(sPB(t7re').(t7re')) =t(se.t™ e’)=t(e.t™re’) = e'.
Donc le sous-groupe N' engendré par B est distingué et,comme
B= U goe),
e€ey’
ona N' =N,
Montrons maintenant que la relation R est identique a la relation
Pyoyp*
Fn effet, on a vu que si /, [’ € y* sont tels que f< [', on avait :
(Woo)(/)=(Yo)(f).
Réciproquement, supposons cette relation vérifiée et soient s € ¢9(f),
s' € %(f'); alors on a s s'mod N,d'od s=s".t, od t €EN. Mais ¢ =
=t ..oty 002 € B, et par définition de B on a ti,\,EmodR, i=12...n;
par suite, comme R est bicompatible, on a t o, EmodR, d'ou s, s'mod R.
Les relations s> f et s'> [’ entrainent alors f ., f'mod R.
Les relations R et p¢°cp sont donc identiques; mais comme G ' est
contenu dans 7¥* on a y'/p% o= G, et par suite Y+ est isomorphe 4 G'*,

4+ étant un groupe, [ * est isomorphe & ¥ * et par suite 3 G'*.

5. Relation d'équivalence sur un groupcide inductif associé @ un sous-
groupoide majorant régulier. Application.

Soit (7y*,<) un groupoide préinductif.

Soit M* un sous-groupoide régulier majorant de y* (M* est stable
par pseudoproduit) .

Soit r la relation suivante sur y*: Si f,f' €7y, alots (f,f") €r

si et seulement si /’< NM:= /'< NM*, ou /’< désigne la classe des majo-

rants de y* dans (7y°*,<).
r est une relation d'Aquivalence et elle a la propriété suivante :

(])Sif, " €y sont tels que [ ~, f'modr, alors on a [, f'modr.



CONTRIBUTION A L'ETUDE DES CATEGORIES ORDONNEES 93

LEMME 3. Soient f[,f',g.,8" €7y tels que g~ g'modr, (g,[) €EYx7y;
(g, f) ey ;s'il existe m €M* tel que m>[ et m> ', alors on a
g.f~g .f'modr et fa [fmodr.

Soit W € M* tel que W> g.f. Cette relation et la relation mt> 1

entrafnent
Wm™>(g.[).["=g.
M:* étant régulier, et g étant équivalent & g'modr, on a
Wm™ eM: et Wm™> g'.
Cette relation et la relation m > f' entrainent alors
(Wm™)m> g' . f'.
Or on a
(Wm™)m=Wa(m) ec Wa(m)< W,
d'od W>g’'.f". Il en résulte que g.f g'.f'modr. g et g' étant équi-
valents mod r,il existe m' € M tel que
m'>g et m>g.
Le méme raisonnement entraine
gt (g.f)ng (g . ") modr,
c'est-a-dire [, f'modr.
LEMME 4. Soit e €y et [ €y tels que B(f)~ emod r; alors il existe
ey tel que B(f')=e et ' fmodr.
Soit m € M tel que m > f; alors on a
B(m)>pL(f), et par suite B(m)> e.

Soit ' = em; les relations [3(f) A emodr, m>f, m> ' entral-

nent, envertu du lemme 3, la relation

fa ['modr.
THEOREME 7. r est une relation d'équivalence bicompatible et y*=y/r
est un groupoide quotient strict de y*.

Soient [, f' €7y tels que fa, f'modr, et soit m €M tel que m> f. 1l

en résulte :
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m>f, a(m)>a(f) et a(m)>a(f).
Le lemme 3 entraine alors que a(f) , a(f')mod r et,puisque
e f ™ modr,
que B(f)~ B([" )mod r.
Il résulte également du lemme 3 que r est compatible avec la mul-

tiplication, donc r est bicompatible.

Le lemme 4 entraine alors le théoréme.

PROPOSITION 12. Si f€7y* et e €Y' sont tels que [~ emodr, alors
fevs.

En effet soit m € M tel que m> e; ona a(m)> e et par hypothése
a(m)> f; par suite f €7 .

Supposons maintenant que (7y*, <) soit un groupoide inductif.
LEMME 5. Soient [, ", g €7y tels que [, ' modr et [< g; alors il existe
g' €y tel que g'> [ et g' n g modr.

Soit m € M tel que m > g;alors on a par hypothése m> f et m > [’
donc g' = gu /' existeetona m>g’.

Si m €M esttel que m>¢g’, ona m>g. Il en résulte que
g~ g modr
et, comme g’ > [’, le lemme est démontré.

PROPOSITION 13. La relation « sur % quotient de la relation < par r
est une relation d'ordre.

Soient f, g, g' €C tels que g< f< g’ et g A, g' modr.

Soit m € M* tel que m> f; alors ona m>g.SimeMet m>g,
on am > g'et par suite m > f.

Il en résulte qu'on a f g modr, la condition Q, du lemme 1.I est
donc vérifiée.

La condition O, de ce méme lemme est aussi vérifiée pour l'ordre

opposé a l'ordre <, en vertu du lemme S; il en résulte la proposition.
LEMME 6. Soient . €7y*, e, €7y, i=1,2tels que

f1< [, ey<e, et B(f;)n~ emodr;
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alorsil existe f; €y*, i =1, 2,tels que
fim fymodr, B(f;)=e;et fi<f,.

D'aprés le lemme 4, il existe f; €7y tels que [;~ fymodr et
ﬁ(/l'.)= e;. Soit m €M tel que m>f,;alorsona m>f, eem>f,, dod
m> [’ set comme B(f)<B(f,) ona f,<f,.

A

LEMME 7. Soit x une classe modr et (fi)iel une famille d'éléments de
v telle que f, €x (Vi €l); alors |Jf; existe et Jf; € x.

Soit i €l et m €M tel que m> f; ; par hypothése, on a m> f,

[e]

(Viel),donc U f; existeetona m> {J f;.

Soit m €M tel que m> {J f;; naturellement on a m>f; »et par

o

suite /io.,,, U fi mod r.
THEOREME 8. (¥ *, = ) est un groupoide inductif.

Soient (y,x),(y", x") 6”')"'*")7' tels que x « x" et y o« y'. Alors il
existe f €x, [ €x’, g€y, g’ €y’ tels que:

f<f, g<g, B(f)aal(g)modr, B(f)~ alg) modr.
Comme on a a(g)< a(g'), il existe, d'aprés le lemme G, fl' /’1 €y* tels

que :

[infmodr, fyn [rmodr, B(fy)=a(g"), B(],)

11

alg) et [L< [

[t}

Il en résulte que g./l<g'.f’1 et,comme y,x ,5(g./1)et yl.ox' =
=Z>(g'./'1),onay.xo<y’.x'. )

Soit (y,x) €Yy'sy et z' €y* tels que z' «x y.x; alors il existe
h€y.x et b' €z tel que ' < h. En vertu du lemme 4, il existe f € x tel
que a(f)=a(h), et g€y tel que a(g)=B(f).

Soit b1=g./;alots on a bl,\,bmodr et, comme a(b1)=a(b),
ona b, =h.

Il existe g', " € y* tels que
g'<g, ['<fetg.fr=h"
Soit x' = p(f"), y' = p(g'), alors on a
y.x'=2z', x"xx et y'xy,

Soit x €Y* et u €Y, tels que x « u, alors il existe e €u et fex



9 G. JOUBERT

tels que < u; d'aprés la propositionl?, on a e €Y' et par suite f€7y ",
donc x € ’5'/0‘.

Il résulte de ce qui précéde que (¥*,= ) est fonctoriellement or-
donné (1).

Soient (x;);.; une famille d'éléments de % majorée par y €7 .

Alors il existe, pour tout i €1, f, €x; et g, €y tels que f,<g,.

Naprés le lemme 7, |J g; = g existe et |J g; €y; comme f;< g
(Viel), U f; = [ existeetona f<g.

Soit x = p(f); alors on a x = y. Soit z €Y un majorant de la fa-

mille (x;) alors il existe, pour tout i €1, f; €x; et h; €z tels que

iel
f;<b;. D'aprés le lemme 5, il existe, pour tout 7 €1, h; €z tel que f,< b}

et, d'aprés le lemme 7, |J b} existe et on a

Ubjez et U f,<Ub;.
Il en résulte x « z,et par suite

x = U X .-

iel !

(¥,= ) est donc une classe inductive (2 ).
Il résulte de (1) et de (2) que (5/',« ) est fonctoriellement or-

donné.

REMARQUES. ((¥*,« ),_r:_,(’y',<)) est foncteur ordonné quasi-inductif _

et bien fidéle dont la restriction & M* est injective.

APPLICATION.
THEOREME 9. §7 :

(7v*,<) est un groupoide inductif,

M* un sous-groupoide majorant de 7y ,

GM une (9’, ?g) projection de M,

Py = ((@°(GM),< )y @ys (¥*.<)) le foncteur construit par la
méthode de (1V, 2),

M le sous-groupoide régulier de (y*,< ) engendré par M*,

ry la relation d'équivalence associée a M-,

(’;M, « ) le groupoide inductif quotient de (y*,< ) par ™M

alors @y définit par passage au quotient un foncteur
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u=((Q°(Gy). <) By, Vo= )
qui est ordonné quasi-inductif et bien fidéle.

En effet, soient [, [’ €y ", tels que [, f'mod ry et soit s € R ([f);
alors il existe § = (mn yeres ml) €8M tel que

m, .o om =s

2)__'”11 emy=g>f;
mais g € M* donc, par hypothése, on a g> f'>et par suite s € P ('), donc

Pu(f)=H(f).
Donc ¢, définit par passage au quotient E{:)M qui a les mémes propriétés

que ¢, , compte tenu des propriétés de ;M .



CHAPITRE V

Le chapitre débute par quelques rappels sut la théorie des structures feuilletées et
tout particuliérement sur la notion d'holonomie.

Dans le patagraphe 2, on montre qu'étant donné un pseudogroupe (Y *,<) d'homéo-
motphismes locaux d'un espace topologique E, la donnée d'un revétement ()? , p)d'un espace
topologique connexe et localement connexe X et d'un foncteur <P=((@O(G'),< B Py <)
ordonné, bien fidele et quasi-inductif, ou G* estle groupe d'automotphismes de ce revéte-

~
ment, permet de construire un feuilletage (T, T") =(E, 7y, ¢, X).

Le paragraphe suivant est consacré a l'étude de 1'holonomie de ce feuilletage etles

résultats du chapitre III sont utilisés pour établir un théoréme fondamental (théoréme 1).

~

Dans les paragtaphes 4 et 5, on étudie diverses propriétés du feuilletage (E, 7y, ¢, X).
1. Rappel sur la théorie des feuilletages topologiques.

A ) DEFINITIONS GENERALES (voir[9]).

Soit E un ensemble muni de deux topologies T et T'. On dira que
(T, T') définit sur E un feuilletage topologique si la condition suivante
est vérifiée :

Pour tout x € E il existe un voisinage ouvert U’ de x relativement
a T' sur lequel T et T' induisent la m&me topologie.

T' est supposée localement connexe.

Une composante connexe de E relativement 3 T' est appelée une
feuille de (T, T"').

Les feuilles de (T, T') forment une partition de E; la relation d'é-
quivalence correspondante est appelée relation d’équivalence sous-jacente
a (T, T') et I'espace quotient E muni de la topologie quotient de T estap-
pelé espace transverse de (T, T').

Si U est un ouvert de E relativement & T,le couple des topologies
induites par T et T' sur U définit un feuilletage topologique sur U, appelé
feuilletage induit par (T, T') sur U etnoté (T, T'), .

Une feuille F de (T, T’) est dite simple si tout point de F a un
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systéme fondamental de voisinages U ouverts relativement & T et tels que
I'application canonique de l'espace transverse E/ de (T, T')ydans 1'espace
transverse E, qui associe a toute feuille de U la feuille de E qui la con-
tient, soit un homéomorphisme sur un ouvert de E Un tel voisinage est
appelé ouvert distingué de (T, T').

Le feuilletage est dit simple si toute feuille est simple; il est dit
localement simple si tout point x € E admet un voisinage ouvert U relative-
ment & T tel que (T, T’ )U soit simple; un tel ouvert est appelé ouvert sim-

ple et une feuille de (T, T')U sera appelée plaque de U.
B ) NOTION DE CHAINE PURE ET D'HOLONOMIE.

a ) Chaine pure : Soit (T, T') un feuilletage topologique localement
simple.

Soient O et O' deux ouverts simples tels que O' soit distingué
dans O et que l'ouvert obtenu par saturation de O’ relativement 2 la rela-
tion d'équivalence sous-jacente a3 (T, T’)o soit identique & O ; alors nous
dirons que le couple (O, O') ou le couple (0O', O) est un chatnon pur. On
appelle chaine pure une suite C' = (Op seeer O ) telle que, pour tout i< n,
le couple (04, O; 4 1) soit un chainon pur.

A toute chaine pure C’ est associé un homéomorphisme I(C’') de

A4 -
O, sur OP obtenu en composant les homéomorphismes canoniques ou leurs

- inverses associés & chaque chainon pur.

b )Groupoide d'holonomie : C'est le groupoide H' des triplets
(0O*,f,0) tels que:

1) O et O* soient des ouverts simples;

2) il existe une chaine pure C' =(0_,..., 0)) telle que
01=O et Oﬂ:O*;
Y f=1(C").
La classe H’o s'identifie & la classe des ouverts simples de (T, T').
Soit < la relation suivante sur H' :

(O’i‘. /1, 01)< (O*,/,0) si et seulement si O"l‘ est distingué dans O*,

O, est distingué dans O et
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u*of,=fou
v o v
u* et u étant les applications canoniques de 0% dans O* et de O, dans
v
O, respectivement .

Alors (H', <) est un groupoide ordonné régulier (voir [2]).

c ) Pseudogroupe transverse d'holonomie : Soit w' un ouvert simple
et H'(w') le sous-groupoide de H' formé des triplets (O*, f, O) tels que
O et O* soient saturés dans w, alors 5* et 5 s'identifient & des ouverts
®(0) et ®D(0*) de &' et { & un homéomorphisme local de &', soit
®(0*1,0).

® est une appliéation de H'(w') dans le pseudogroupe :}/-(;‘
des homéomorphismes locaux de @t

(On identifiera les unités de ;w. aux ouverts de &').

Soit y v =Q(H'(w')).

Alors 7y, définit un sous-pseudogroupe 7y .. de ;w et I'applica-
tion @ est sous-jacente & un foncteur ordonné

®=((75,<),Q, ( H(w'),<))
qui est un isomorphisme ordonné.

L'ordre < sur 7y étant l'ordre habituel, ¥ s'appelle le pseudo-
groupe transverse d'holonomie relatif @ w' et il a les propriétés suivantes :

1) c'est un sous-pseudogroupe faible de -’;w. (voir[41]);

2) il est saturé par induction;

3) (’)’;,,)o est la classe de tous les ouverts de &' .

Le groupoide &w des jets locaux des éléments de 7y, s'appelle le

groupofide transverse d'holonomie relatif & «*(voir[101]).

2. Construction d'un feuilletage.

Soit (7y*,<) un pseudogroupe d'homéomorphismes locaux d'un
espace topologique E ayant les propriétés 1),2),3).

(On notera a et [ les applications soutce et but dans y* et B(x)
I'ensemble des voisinages ouverts d'un point x € E ).

Soit (;(', p) un revétement simplement connexe d'un espace topo-

logique X connexe et localement connexe et G le groupe d'automorphismes
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de ce revétement; € , 1'élément unité de G (voir[1]).

DEFINITION 1. Soit y € X; un voisinage ouvert V de y sera dit normal si
p(V)estun ouvertde X tel que chaque composante connexe de p~Hp(V))
soit appliquée homéomorphiquement par p sur p(V) et si V est l'une de ces
composantes connexes; alors V est connexe.

On sait que (voir[1]):

A) Quel que soit y € );, I'ensemble des voisinages normaux de y,
noté B”(y),constitue un systéme fondamental de voisinages de y.

B)Si s €G, s¥% € et si V estnormal,alors s(V)nV =¢ .

C)Si G’ est un sous-groupe de G et si p est la relation d'équi-
valence sous-jacente & G',alors l'espace )h('/p est connexe et localement
connexe, et (.;', P) est un revétement normal de ).{'/,o, le groupe des auto-
morphismes de ce revétement étant G'.

Soit F le produit topologique E X )? et J la topologie produit de
celles de E et de )? .

Soit fey*, a(f)=U, B(f)= U’ et soit s €G, alors, au couple
(fis) on peut associer un homéomorphisme local f  de F en posant:
fo(x,y)=(f(x),s(y)), si x €U ety 6)?; la source de fs est I'ouvert
U X ); et le but I'ouvert U’ X )?

Soit (&o(G), <) le groupoide inductif des atlas de G (chap. III).

Soit ¢ =((A°(G),<), ¢ ,(7*, <)) un foncteur ordonné quasi-
inductif. -

Soit [" la classe des homéomorphismes locaux fs de F associés
aux couples (f, s) tels que s € 9°(f).

Soit (T ,<) le pseudogroupe de tous les homéomorphismes locaux
de F.

PROPOSITION 1. La classe I définit un sous-pseudogroupe faible de T".

REMARQUE PRELIMINAIRE. Si f_, /'s’ef sont tels que f_< f7, alors on
a f<f et s=s".
Soient g, f if‘ et U =p8(f), V=a(g), W=U'NV;alors

,B(/s) Na(g,)=W XX et par suite, compte tenu de la remarque préli-
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minaire, le pseudoproduit g‘fs dans [ est égala gf, .
Par définition du pseudoproduit on a
gf =g .f avec g'< g et ['</f;
¢ étant ordonné, on a t € 9%(g') et s € 9°(f') et ¢ étant un foncteur, on,
ats €99 g .f')= 9% gf); donc g/ts el
Soit /€ ["; alors on a

(f)t= /;_11 et f;}l el
car 9°(f™)={9°(f)}  dans G.

Soient (f;'i ); e; une famille d'élément de I" majorée par fs el
alors, d'aprés la remarque préliminaire,on a s;=s, Vi el.L'agrégat de .
cette famille dans | est égala (U /i)s; mais, comme ¢ est quasi-induc-
tif,on a 99([) =if31 ®°(1,), et par suite s € 99(f), d'od (U /¥, €I

Ces trois conditions sont suffisantes pour que [  soit un sous-

pseudo groupe faible de T+ (voir [41]).
COROLLAIRE. [ est un pseudogroupe (voir[41]).
REMARQUE. Tout point (x,y) € F appartient 2 au moins une unité de [ .

PROPOSITION 2. Soit J' la topologie sur F, somme des topologies des
sous-espaces de F de la forme {x} X )?, si x €E. Alors [ est aussi un
pseudogroupe d'homéomorphismes locaux pour cette topologie.

Le fait que tout f_ el" applique homéomorphiquement le sous-
espace {x} x ; de F sur le sous-espace {f(x)} X )? entraine immédiate-
ment la proposition.

Dans la suite on posera {x} x X =X _.

PROPOSITION 3. Soit R la relation suivante sur F :Si (x,y),(x',y') €F,
alors ((x,y),(x',y")) €R si et seulement si il existe /s el tel que
/S (x,y)=(x",y"); alors R est une relation zz;'équivalence ouverte par
rapport & J eta J'.

Résultat classique.

Soit F' = F/R 1'ensemble quotient de F par R, g: F+ F' l'ap
plication canonique, T et T’ les topologies quotients de J et J*' respec-

tivement.
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Nous supposerons dorénavant que ¢ est, en outre, bien fidéle.

PROPOSITION 4. (T, T') définit sur F' un feuilletage topologique loca-
lement simple.

Remarquons déja que (J, J') définit sur F un feuilletage simple
dont les feuilles sont les sous-espaces );x .

Soit z € F' et (x,y) € F tel que g(x,y) ==z.

Soit U €B(x) et V € B"(y), et soient (xi,yi) €F, i=1,2tels
que x, €B(x), Y €B"(y) et (xl,yl),\,(xz,y2)modR,' il existe f €y
et s € Cpo(/) tels que /(xl) =x, et s(yl) =y, - V étant normal, on a
s = € et,y étant bien fidéle, on a f e’y‘;,d'oﬁ Y Ty, et X = x,.

Par suite la restriction de ¢ & U X V est injective et, comme R est
ouverte, q est un homéomorphisme local de U XV sur q(U X V) pour les
deux topologies (1).

Il en résulte que ¢g(}x} X V) est un voisinage ouvert de z par
rapport 2 T', tel que les topologies induites par T et T' soient identiques;
comme, par ailleurs, T' est localement connexe, (T, T') déterminent sur
F' un feuilletage topologique.

De plus, il résulte de (1) que g est un isomorphisme local de(j,fr')UxV
sur (T, T')q(U x v); comme 9,9 )U xy est simple, il en est de méme
pour (T, T’ )q(U x )€t par suite (T, T') est localement simple.

NOTAT ION. On notera ce feuilletage (E, vy, ¢, X).

PROPOSITION 5. Tout sous-espace X, ., x €E, est un revétement normal,
pour la projection q, d'une feuille de F'.
Soit x_€E et ’yxo la classe des fe€7y* tels que f(x )= x, et
soit
S = U (pa(/).
€y,
o
. . . . 73 o
Soient s, s’ esxo, alors il existe f, f e’yxo tels que s € 99(f)
et s' €9°(f) et, comme ffey, ets's €9%(f'f), on a s's €S, .
] ]
D'autre part, /! €Y, -et st eqo(fty, donc st €S, .
o o

Il en résulte que S"o est un sous-groupe de G.
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~

Soit R, la relation d'équivalence induite par R sur Xx ; alors on
[o]

((x,,y).(x,,¥")) € R"o

si et seulement si il existe s €S, tel que y'= s(y); par conséquent
X /Rx est homéomorphe a X/S o
° Donc X est un revetemen(; normal de X /R, ( rappel C ), le
groupe de ce reveotement étant isomorphe & §_ o o

Par axlleurs, R étant ouverte par rapport é T, et X étant un ou-
vert de J', Xx /R, est homéomorphe a q(Xx ) muni d: la topologie
induite par- T'. ° ° °

Enfin q(X ) est une feuille de F' puxsque q(X ) est un ouvert

O
connexe de T’ et que,si x €E et x#x ,ona q(X )= q(X ) ou bien
O
q(Xx)ﬂ q(Xx )=¢.
o
3. Holonomie de ce feuilletage.
PROPOSITION 6. Soit z€F' et O un ouvert simple de F' contenant z .
Soit (xo,yo) € F tel que q(xo,yo) = z; alors il existe Uo EB(xo) et
Vo € B"(yo) tels que q( Uo X Vo) soit un ouvert distingué de O.

Dans F, muni de J, les ouverts de la forme U X V ou U €B(xo)
etV e B"(yo) constituent un systéme fondamental de voisinages de (xo,yo).
Par suite, comme R est ouverte, il existe U, € B(x ) et V, € B"(xo)tel
que W'1 = q(Wl) soit contenu dans O, si Wl = U1 X V1

Mais W’ est un ouvert simple de F';par suite il existe un voisi-
nage O, de z, ouvert par rapporta T, qui est distingué dans O et dans WY.

Il existe alors U_€B(x,) et V EB"(yo) tel que W! = q(W ) soit
contenudans O_,si W =U XV

1 o o o
Mais Wo est distingué dans Wl, donc W’o est distingué dans W’1 et

par suite dans O, donc dans O.

COROLLAIRE. Soit y' €X tel que q(x_,y,) =z, alors il existe €7y
et s € 9(f) tel que f(x,)=x, et y,=s(y,).
Soit Vi=s(V,) et U;:f[Uoﬂa(/)]; alors q(U, X V') con-

tient z et est aussi distingué dans O.
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~

DEFINITION 2. Soient V, et V, deux ouverts normaux de X tels que
V,CV,;

est un chainon simple normal.

alors nous dirons que le couple (Vi’ V2) ou le couple (V2 , Vl)

Nous appellerons chaine simple normale toute suite C = (V_,...,V,)

d'ouverts normaux telle que pour tout i <=z le couple (V,V ) soit un

i+1
chainon simple normal.

Soit C = (Vn yee s Vi) une chaine simple normale et U un ouvert
de E. Posons W, =UX YV, et W= q(W,).

Il est clair que la suite (W;: yeees Wi) est une chaine pure de F’

qu'on appellera chaine pure normale associée a C et @ U et qu'on notera

cy -
v

REMARQUE. Soit f' =1(CYy;) et v, : W;» W} I'application canonique. Soit
x €U et x| = vl(q({x} XV );alors si x) = f'(x"), ona
= (q(ix} XV ).
PROPOSITION 7. Soit D = (Op seees O,) une chaine pure de F' et soit
g =I(D).
Soient z €0, et 2

1 4
Soit (x,,y,) € F tel que q(x,,y,)=z,.

€ O[J reliés par D.

Alors il existe unme chaine pure normale Ciy =(W; ..., W' )»avec C =
= (Vn yeees Vl)' W'i =q(UX Vi),telle que :

1)x, €U, y, €V, etil existe yp €V tel que q(xl,yp) = zp.

2)si fr=1(Cy), alors (Wr‘l,f',W'l)<(Op,g',Ol).

Démontrons déja cette proposition dans le cas d'un chainon pur
(0,,0,),avec 0,CO,.

Soit a; la plaque de O; qui contient z;,1=1,2; alors on a

a2=a1f\02.

Quel que soit z € a, (resp. Eaz) il existe U(z) €B(x,) et V(z)
normal dans X tel que q[U(z)X V(z)] soit distingué dans 0, (resp.
dans 02 ). En effet il suffit de choisir y € X tel que q(xl, y) =z et d'ap-

pliquer la proposition 6. En particulier pour z , nous choisissons Yy

1
Posons V'(z)=q({x1}x V(z))} alors les V'(z), pour z €,



106 G. JOUBERT

recouvrent a .

a étant connexe, il existe une suite finie (V’(zl),..., V'(z" ))
telle que z, € V'(z ) et V'(z,)NV'(z;4,) +¢.

X”l étant un revétement de q(Xxl) qui contient a, et les V(zi)
étant normaux, on peut relever la suite (V'(z,),..., V'(z )) en unesuite
(V... V:;) d'ouverts de );x tels que Vl.1 = {xlf x V¥ ot V;* est normal
dans )? et V¥n Vi,  #¢ ,i=1,.., n-1.

On peut toujours choisir Vl* =V(z,).

Il existe, pour tout i =1,2,...,n, f;€Y et s;€G tels que Vi=
=s5;(V(z;), s; €9°([;) et fi(x,)=x,.

D'aprés le corollaire de la proposition 6, il existe U* € B(x;) tel
que g(U*X V.*) soit distingué dans O, et dans O, s'il est contenu dans
0

2
= U *
Posons V, ; , = V.*.
V,;= une composante connexe de V*nV¥, ., ,i=1,2,..,2-1;
alors C = (Vz,n.1 eeos Vi) est une chaine simple normale.
. — n * . - » » -
Soit U = U,. , et soit CU (W2n~1"“’ Wi) la chaine

- i=1,2,.,n
pure de F' associéed C etda U.

On a y,€V,car V = V";= V(zl),et d'autre part z €V'(z,)donc

2
il existe ygeV“_ltel qQue g(x,,y,)=z,.

Enfin il est clair que (W'2ﬂ_1, f W'l) < (O2 » & Oi)’ si f'= I(C'U)
et g =1(0,,0,); par suite la proposition est démontrée dans ce cas par-
ticulier.

Dans le cas général, la proposition se démontre facilement par ré-
currence; il suffit de réduire convenablement U-

Soit H' le groupoide d'holonomie du feuilletage (T,T'): soient
V* un ouvert normal de ;(, W=EXV*et w'=gq(w).

Alors le feuilletage (.T, 3")w est isomorphe au feuilletage (T, T')w,;
par suite l'espace transverse &' s'identifie A l'espace transverse & qui

n'est autre que E.

PROPOSITION 8. Soit fe€7y*, a(f)=U, B(f)=U; alors il existe une

chaine pure normale C'U =(W;1,..., W'l), avec C=(V",..., Vl) et W;.=
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=q(UXV,;) telle que si ' =1(Cy;) on ait avec les notations de 1:
1)T=(W,.f, W) eH ();

2)9(7)=1{.

Soit s € 9°(f) et soit V*= sV,

Il existe une chaine simple normale C=(V_,..., V) telle que
Vi=V¥er V =V*,

Soit C}, =(W, ..., W) la chaine pure associée &3 C et a U,on
Wi =gq(UXV*) et W =q(UX V*)=q(UX V*); W' et W! sont donc
saturés dans @' et par suite, si I(C'U) =/f,ona

T=(W, [ W) EH ().

Soit x € U; alors la plaque de W! associée a la plaque g({x} X V*)
de W, est la plaque g(ix}x v,)= g(if(x)} X V*). 1l en résulte que
Q(T)x)=[(x).

PROPOSITION 9. Soit 7y, le pseudogroupe transverse d'holonomie de (T ,T')
relatif a w'; alors pour tout g €7y, et tout x €a(g) il existe U* € B(x)
tel que la restriction gU* de g a U* appartienne a 7y .

Soit D =(Op soo0s 0y) une chaine pure de F’ telle que,si g’ =
=1I(D ),on ait
(1) ®(0,.8'.0,)=¢g;
alors O1 et OP sont saturés dans «'.

Soit x, ea(g), Yy EV* et z, = q(xl,yl)-, alors z, 601.

Soit z, EOP associé a z, par c.1l existe‘yi7 EV* et xp € E tels
que q(xp,yp)=zp.

D'aprés la proposition 7, il existe une chaine pure normale C’U=
=(W, ..., W) avec C=(V_,..., Vl) et Wi=gq(UXV,) telle que:
x, €U,y € Vi’ il existe y € v, tel que q(x,, V) = z, et sif = I(CL'])
on ait :

i 12 ’
(W, f .W'1)<(Op. g,0,).
On peut toujours choisir V, = V*.
Par ailleurs il existe f € ¥* et s € 92([) tel que Xy = f(x,)ets(y )=

=Yps et, comme on peut toujours supposer que Vn = s'l(V*), on a
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(W, [fwWy)="7 eH' ().
Soit U¥=UnNa(f) et C'U* la chaine pure associée & C et a U*; alors
si f'*=1I1(Cy%)ona:
TH= (WX, %, W*) eH'(w) et T* T

d'ol
(2) (D(T*)<*D(7')<‘P(Op.g',01);
or f¥*=®(T*) est, d'aprés la démonstration de la proposition 8, égala fU*;
donc f* €7y *, puisque ‘y est saturé par induction.

Les relations (1) et (2 ) entrainent alors f*= gU*, et comme x, €U*

la proposition est démontrée.

PROPOSITION 10. ¥, et y* ont méme groupoide de jets.
Il résulte de la proposition 8 que 7y 'C 7y, et de la proposition 9 que
si g€y, etsi x€a(g), alors il existe f €y " tel que jz\g = ji\ f.
L'étude qui précéde et les résultats du chapitre IV vont maintenant

nous permettre de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit 7y un pseudogroupe d'homéomorphismes locaux d'un espace
topologique E ayant les propriétés 1),2),3), du paragraphe 1; alors il
existe un feuilletage topologique localement simple (T,T') admettant un
ouvert simple o' tel que

1) I’espace transverse &' soit homéomorphe a E ;

2) si on identifie E et o, le groupoide transverse d'holonomie f/w
de (T, T') relativement a «' est identique au groupoide des jets du pseudo-
groupe 7y .

En effet, soit M un sous-groupoide majorant de y ‘et G, une G ,3:8)-
projection de M* (voir chap. IV, 1 ); alors le théoréme 2 et les propo. 6 et 7
de IV montrent qu'on peut construire un foncteur ordonné bien fidéle et quasi
inductif ¢=((A°(Gy), <), 9 ,(y*,<)).

On sait par ailleurs q:e le groupe G peut é&tre réalisé comme groupe
d'automorphismes d'un revétement X d'un espace topologique X connexe et
localement connexe (voir par exemple [ 13] ol l'espace X construit est un

polyédre).
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La proposition 10 entraine alors que le feuilletage (E,y ,¢,X)

construit au paragraphe 2 a les propriétés requises.
4. Déroulement faible de (T, T’) =(E,7y, ¢,X) au-dessus de o'

A) PRELIMINAIRES.
DEFINITION 3. Une chaine pure normale C'U =(W;,..., W'l) avec C =
=(Vn,..., Vl) et W;=gq(UX V'.) sera dite de base (x,y) € F si
1)U e B(x); 2)V, =V*, 3)y eV,.

Une telle chaine a la propriété suivante : W, est saturé dans o'

eton a:
i ffovieq(x,y) =x,

si v, est l'apphcanon canonique de W', sur ‘;‘/' ff=1(Cy) et i I'in-
jection canonique de W dans E.

Il en résulte que C’U définit un élément bien.déterminé de F'*(w),

déroulement faible de (T T') au-dessus de w', a savoir :

Gy (WL [ W), sioz = q(x,y).

LEMME 1. Deux chaines pures normales de méme base (x,y) définis-
sent le méme élément de F'*(w )

Ce lemme ;acile 4 démontrer résulte en particulier de la remarque

qui suit la définition 2.

THEOREME 2. Le déroulement faible F'*(w) du feuilletage (T, T') =
=(E,y, 9, X) est isomorphe au feuilletage (T ,T.)=(E, %P, X)

si @ est la restriction de ¢ a Yo

REMARQUE. Par hypothése sur y*, Y, est constitué par l'ensemble des
ouverts de E.

Soit (x,y) € F. Soit C'U = (W;‘ e ees W‘l) une chaine pure normale
de base (x,y). Soient f' = I(C'U) et z=¢(x,y). Posons

E(x,y)= gh(w, /W),
il résulte du lemme précédent que & : (x,y)+» £ (x,y) estune applica-

tion de F dans F'*(w).

Soit X € F'*(w)} alors il existe une chaine pure D = (Op sveenn 04)
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de F' telle que Op soit saturé dans w', et que si g' =1(D), on ait
A ,

X = x]z (Opng‘,ol), et x = ]-g'.ll(Z)
avec z application canonique de O, dans 61 et j injection canonique de
Op dans w'.
Soit Yy EV* et z, = q(x,yp); alors z est relié a z, par D.
D'aprés la proposition 7, il existe une chaine pure normale Cj, =
yeees W'i) avec C = (Vn yeoes Vl) et W;.: q(U X Vi) telle que :
a)x €U et Yp €V,,etil existe y €V, tel que g(x,y) = z;
b)si [ =1(Cy)ona (W, [",W)<(0,.g,0,). (1)

On peut toujours choisir V= V* de sorte que C}; soit une chaine

:(W’

n

pure normale de base (x,y).

La relation (1) entraine alors que
A , — A ,
‘f(xl )’) = X]Z (Wn,f', w’l) - x]z (Op:g 101);
donc £ est surjective.

Soient (x,,y,) € F, i=1,2,tels que

E(xy)=E(x,,5,)
et soient z,=q(x,,y;).

On a nécessairement x = =x, et z =z,; il existe donc fey:

et s € 9°(f) tels que
f(x)=x et s(y )=y,
soient U, = a(f), U, =B([) et C1=(Vr’;1,..., vi), c? :(ij ver V2)
deux chafnes simples normales telles que
y, €V vy, eVie v}l =v2 =v*,

1 7y

On peut toujours supposer que Vf = s(Vi).

Soient C'L =(w'l ..., W'l)e C'3 =(w?2 .., W?) les chal
U1 ny 1 U2 n, 1
nes pures normales associées a C, C? eta U,, U, respectivement; alors

11 12 T —
CU est de base (xl,yi), CU2 est de base (xl,yz) et on a, si f‘.—

1 ,
=1(ci )y

xijz?\i(w:li-'f;" Wi=£&(xuy).
1
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De plus, par construction, on a W’f= W'i; il en résulte que D=
=(W’;;’2 veees W'i,W'i,..., W;zll) est une chaine pure de F' et on a, si
fr=1(D),

T = (W'nzg,f', W;z11) €eH'(');
il est clair que ®(7) = {.
On sait que ]"Z‘If € ’?w détermine un automorphisme de la feuille de

F'*(w) déterminée par x et, par construction de la chaifne D, on a
s
T f(E(xy ))=E&(x,,y,)=&(x,y,)
1
donc jx)‘f= x,. Par suite, il existe U € B(x ) tel que fU soit égal a U
1
et,comme 9°(f)C 9%(U),ona s € 9°(U).
Réciproquement si y,,y, € X sont tels qu'il existe U € B(x )et

s €99(U) tels que ¥, = s(y,)il est facile de montrer que

E(xny)=8(xy,).

Donc en résumé on a :

E(xy )=8(x,.5,)

si et seulement si x, = x, et il existe U € B(xl) et s € p9(U) tels que

1 2
Y, =s(yy)

Par conséquent la relation d'équivalence associée & l'application
£ n'est autre que la relation d'équivalence R sous-jacente au pseudo-
groupe I_'; d'homéomorphismes de F construit & partir de 7y et de @ _.

Soit F) =F/R_ e q :F »F/R_ l'application canonique; £
définit donc par passage au quotient une bijection £ de F' sur F'*(w).

Soit (T,.T,)=(E,7:,9,,X) le feuilletage défini sur F',
(T*,T'*) le feuilletage de F'*(w).

Soit U un ouvert de E, V un ouvert normal de )‘2 .

Les ensembles q,(UXV), qo({ x} X V) forment une base d'ouverts
de T, T, respectivement et les ensembles E(UXV), E({x} X V) forment
une base d'ouverts de T*, T'* respectivement; donc 5 applique une base

d'ouverts de T, T/ sur une base d'ouverts de T*, T'* respectivement; c'est
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donc un isomorphisme du feuilletage (T, T;) sur le feuilletage (T*, T'*).
REMARQUE :
PROPOSITION 11. Soit 9=((®°(G*)< ), 9.,(7y*,<)) un foncteur ordon-
né bien fidéle et soit y* le groupoide des jets de 7y*; alors ¢ définit
par passage a la limite (inductive) un foncteur
Y=(Q°(G*), Y ,¥*) bien fidele.
Soit X €¥* et x =a(X); posons
o9x)= U /).
¥ rex ¥ )
Soient s,s' €)% X); alors il existe [ et f' €7y* tels que s € 9°(f),
s' €Qof) et jz‘ f= jz‘ fr, d'ou j’): (f1f) = x,; d'autre part, d'aprés
les propriétés de ¢, on a s’ ts € 9°( 7 ).
Il en résulte que, si X = x, alors Y ?(X) est un sous-groupe de
G et, si X est quelconque, Y °(X ) est contenu dans une classe i gauche
mod Y %(x).
Soit t €y °(x); alors il existe g € y* tel que t € 9°(g) et j: g =x;
or ]Z\ fg =X et st € ¢%(fg);donc st €y °(X) et par suite
YOo(X)=syO(x).
On montrerait de la méme manidre que, si y = 3(X), on aurait
YorXx)=y°y)s,dot:
YOory)=s°(x)st.
Soit alors (X ) 1'élément de (@°(G*) correspondant a Y °(X) ;
en utilisant la méme méthode que dans la démonstration du théoréme 1 du

chap. IV, on montre que l'application ) est sous-jacente & un foncteur
¥ =(Q°(6"),9,5°).
Soit X €y * tel que €€y 2(X). Il existe f €y" tel que
M =X, si x=a(X), et ee9?(/).

Comme ¢ est bien fidéle, on a f €Y+, et par suite X = x; donc Y est bien
fidele.
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CONSEQUENCE. Soit x €E et % le groupe des X €7y tels quea(X) =
=B(X)=x.

11 est facile de voir que

U__ Yyox)=S (voir prop. 5)
Xey, x

o = ¢o
et Yox) Sy -
) étant un foncteur bien fidele, nécessairement S est distingué
v H o
dans S et Yy est 1somorghe as /S;.
Or X, est un revétement normal, de groupe § , d'une feuille a de

F'; et un revétement normal, de groupe S7, de la feuille a* de F'*(w)
déterminée par x,; donc a* est un revétement normal de a de groupe
o_ 5.
Sx/Sx =V
On retrouve ainsi une propriété fondamentale de F'*(w).
5. Propriétés particulieres de (7,T') =(E,7y,¢,X).

L

PROPOSITION 12. L'espace transverse F' est homéomorphe a I'espace
E/p,ou p est la relation d'équivalence (ouverte) sous-jacente au pseudo-
groupe 7y °.

Soit 7 : F'» ;" , p: E+ E/p les applications canoniques res-
pectives.

Soit x € E? alors q()?x) est une feuille de F’', et par suite la
correspondance x - 'r)(q()?x)) définit une application 7' de E dans E;
qui est évidemment surjective.

Compte tenu de la définitionde R, il estclair que »'(x) =r'(x"') si
et seulement si (x,x") € py donc r' définit par passage au quotient une
bijection 7 de E/p sur I‘;' .

La relation d'équivalence o et la relation d'équivalence sous-
jacente & (T, T') étant ouvertes, il est facile de montrer que 7 est un
homéomorphisme.

Soit J" la topologie sur F somme des topologies des sous-espaces
Ex{y}=Ey, si ye}?.

Soit T" la topologie sur F’ quotient de la topologie J" .
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THEOREME 3. Si E est connexe et localement connexe et si U .CPC(/)
est un systéme de générateurs de G, alors (T, T"-') définit sur F €un feuil-
letage simple, supplémentaire au feuilletage (T, " ).

L'espace transverse I;" de ce feuilletage est homéomorphe a X.

(F,J") définit sur F un feuilletage simple dont les feuilles sont
les sous-espaces Ey.

Tout f € I" applique homéomorphiquement tout ouvert de In, uxiyl,
ot U est ouvert dans E, sur I'ouvert de J", /(U )x{s(y)lidonc I" est un pseu-
dogroupe d'homéomorphismes locaux pour la topologie I

Il résulte de cela et du fait que T" est localement connexe que (T, T")
définit sur F' un feuilletage topologique.

Si U est connexe et V normal,alors g est un isomorphisme local de
(ff,ﬂ'" )U « y sur (T, T")q(U x v); par suite (T, T") est localement sim-
ple.

Enfin il est clair que ¢g(UXV ) est un ouvert bisimple, donc (T, T')
et (T, T") sont supplémentaires.

Pour pousuivre la démonstration, nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME. Soit E un espace topologique, (0,); . une famille d'ouverts con-

nexes; si,quel que soit (i,7) €1 X1, il existe une suite finie (i ,..., i . )
telle que i =i, i,e1=1 et Opﬂ OP_H# @ pour p=1,2,..., n alors
o=U 0; est connexe.

i€l
Démonstration simple.

~

Soit A une trajectoire de X relativementa G* et soit 6 = U Aq(Ey).
y €
Soient y,, ¥ € A; alors il existe s €G* tel que ¥, = s(y,).

Par hypothése sur G*, on a s =s_.....s, avec s; € U ®°(f);
coy*
il existe donc pour tout i €1,2,..., n, f, €* tel que s; € 99([,).

Soient Y, = sl(yl) et par récurrence Yig1 = si(yi); alors on a
Yugr = (SpeSp g s )y )=y
Soient, pour tout i €1,2,..., n, x; Ea(/i); alors on a(xi,yl.)eEyi,

(fi(%;),Y;41) €Ey;yq et (x5, y;) ~(fi(%;),y;, ,)mod R;donc

q( Ey;)nq(Ey;, )% Q.
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Comme ¢(Ey;) est ouvert et connexe par rapport a2 T"”, le lemme ci-
dessus entraine alors que & est ouvert et connexe.
Par ailleurs, il est clair que si y' A et y € A on a
q(Ey') N(Ey) = &;
donc le complémentaire Cy, de @ dans F' est égal a U g(Ey) qui estun
ouvert pour T"; donc & est une feuillede (T, T"). vfA
Soit " l'apphcatxon canomque de F' sur F"

Soit r" I'application de X sur F" définie par
r(y) =mn"(q(Ey)) siy €X;
d'aprés ce qui précéde, r” définit par passage au quotient une bijection 7"
de X sur F” et il est facile de montrer que 7" est un homéomorphisme.
Soit (x,y) € F, U un ouvert connexe € B(x) et V €(B"(y)); alors

q(U X V) est un voisinage distingué de z = g(x,y) et (T, T") est sim-
ple.

PROPOSITION 13. Si E et X sont des variétés topologiques respective-

ment @ p et n—-p dimensions,alors F' est une variété @ n dimensions et

(T, T') définit sur F’ une structure de variété feuilletée de codimensionp.
Vérification simple.

(Pour la définition des variétés feuilletées voir par ex. [11] ).

6. Cas particulier.

Supposons que le pseudogroupe 7y soit obtenu en saturant par induc-
tion un groupe H d'homéomorphismes de E sur E alors 7y est obtenu par
localisation de H.

Soit 77 un homéomorphisme de G sur H. A tout s € G on peut asso-

cier un homéomorphisme s* de F sur F en posant

s* (x,y)=(m(s)(x), s(y)).
Soit G’ I'ensemble de ces homéomorphismes; alors G' est un groupe
isomorphe & G.
Soit Py = (R°(H), ¢ 1,')") le foncteur majorant associé a 7y (voir
chap. III) et 7= (@°(G)-,—7T"1 :&O(H)) le foncteur défini par la restric-



116 G. JOUBERT

tion de 77!

aux classes 4 gauche modulo un sous-groupe de G.

Soit ¢=(®°(G*), ¢,y )=7"0¢,. ¢ est un foncteur ordonné
quasi-inductif et bien fidéle.

Soit I" le pseudogroupe d'homéomorphismes locaux de F associé
a yeta @.

Soit 1, el"s alors 7(s) € CP‘;(/) et par suite on a < 7(s),d'on
fs<s*; comme s*¢€ " quel que soit s € G, [ est obtenu par localisation
de G’ et la relation d'équivalence R est dans ce cas la relation d'équi-
valence sous-jacente & G'.

On retrouve ainsi, comme cas particulier, une construction classi-
que (voir par exemple [111] ).

Dans ce cas particulier, le feuilletage simple transverse (T, T")

est une fibration.
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