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SUR LA QUESTION DU PRIX BORDIN 1933

PAR FLORENT BUREAU

En décembre 1931, l’Académie des Sciences de Paris a proposé, pour le Prix
Bordin 1933, un sujet de concours dont voici 

"La Physique mathématique a, dès l’origine, fait usage de deux catégories de
méthodes profondément différentes pour représenter les solutions. D’une part, celles-
ci peuvent être exprimées par des intégrales définies portant sur les données du

problème ; de l’autre, ces données étant représentées par des séries de forme appro-
priée, dont la plus connue est la série de Fourier, on peut se proposer de mettre
la solution sous une forme analogue. Chaque élément de la donnée influe directement
sur la solution sous sa première forme, tandis qu’ils n’interviennent que globalement
dans les méthodes de la seconde sorte.

L’Académie propose de rechercher une liaison entre ces deux catégories de métho-
des. On pourra, par exemple, étudier dans cet esprit les séries de Fourier - ou tout
autre type de séries de forme analogue - qui ne sont différentes de zéro que dans

une partie de leur intervalle de définition."

D’après H. Lebes e2 rapporteur de la Commission, l’Académie avait "suggéré
que les progrès récemment faits dans la théorie des séries de Fourier, par exemple,
permettraient peut-être d’aborder cette question difficile par certains à-CÔtés."

Deux mémoires ont été présentés ; seul le mémoire de S. Mandelbrojt, Sun l’ unl-
cité de6 de Fourier3, a été retenu. Bien que ne répondant pas à la question
posée, ce mémoire a obtenu le Prix Bordin 1933 parce que les raisonnements qu’il
contenait "sont basés sur des prémisses dont les unes sont de la nature de celles

qu’on ne saurait utiliser que dans la première des deux méthodes d’intégration qu’on
proposait de rapprocher, tandis qu’on ne saurait utiliser les autres que dans la
seconde méthode" (H. Lebesgue) .

Dans sa Notice sur ses -tltavaux S. Mandelbrojt écrit (p . 45 )
"qu’il lui serait difficile de cacher qu’il n’a retenu qu’une phrase de la question
posée", à savoir la dernière, et il ajoute : "Nlon Mémoire portait surtout sur les
séries de Fourier ; dans mes méthodes la quasi-analyticité et les fonctions analyti-
ques ont joué un rôle très 

Pour établir les résultats de son Mémoire, dont il dit (p. 16) "qu’il est peut-
être son travail le plus difficile", Mandelbrojt a dû vaincre de "très grosses dif-
ficultés techniques" (Lebesgue). Pour rendre son Mémoire plus accessible, Mandelbrojt
a donné, dans un article préliminaire , un exposé plus intuitif de l’idée



fondamentale qui l’avait guidé et a utilisé sa méthode "dans quelques cas fort sim-
ples qui, à la rigueur, pourraient être traités d’une manière élémentaire" (p. 145).

Quoi qu’il en soit et malgré "le très léger rapprochement établi par son mémoi-
re entre les deux procédés d’intégration envisagés" (Lebesgue) , la question posée
restait entière et sa solution demandait de nouvelles recherches.

Dans les premiers jours de novembre 1931, j’étais arrivé à Rome où je comptais
entendre les leçons d’Enriques, de Severi et surtout celles de Volterra. Mais, Vol-
terra et Levi-Civita venaient d’être privés de leur chaire pour avoir refusé d’adhé-
rer au régime fasciste. Néanmoins, Volterra, extrêmement accueillant, m’a reçu à
maintes reprises, s’intéressant à mon séjour dans cette belle ville de Rate et aux
recherches sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier
ordre et du premier degré que je poursuivais à cette époque. Au début de 1932, Vol-
terra m’a demandé si j’avais consulté certains travaux de Casorati et, c j ’étais
fort intéressé par des références précises, nous sommes passés dans sa splendide et
extrêmement riche bibliothèque. Les références de Casorati furent rapidement retrou-
vées grâce au Poggendorff et l’entretien se poursuivait quand, apercevant le dernier
fascicule des Comptes Rendus (Paris) qui venait de lui parvenir, Volterra m’indiqua
une "fort belle question" qui n’était autre que le sujet proposé pour le Prix Bordin
1933. Cornue je lui demandais s’il y avait une certaine bibliographie, il me dit :
"On ne doit pas s’occuper de la bibliographie, sinon on perd son originalité." Il
est à peine besoin de dire que j’ai continué mes recherches sur les équations diffé-
rentielles 15 ,16 et que je n’ ai plus pensé à la question du Prix Bordin.

En octobre 1932, j’ai été chargé à l’Université de Liège d’un cours de mathéma-

tiques à la licence en sciences physiques. J’ai été ainsi amené à m’intéresser de
nouveau très activement aux problèmes posés par les équations aux dérivées partiel-
les de la Physique. Je revenais ainsi, et plus amplement, à des questions qui m’a-
vaient occupé quelques années plus tôt lorsque j’avais décidé, contrairement à l’avis
formel du Professeur qui était supposé superviser mon travail, de faire,de l’intégra-
tion des équations de la théorie de l’Elasticité, le sujet de ma dissertation de fin
d’études.

L’étude de l’intégration des équations linéaires aux dérivées partielles, ellip-
tiques ou totalement hyperboliques, m’a occupé pendant de nombreuses années. Ce n’est
que plus tard que je suis revenu à la question du Prix Bordin.

Pour expliciter le problème posé, il me parait plus simple de reprendre le pre-
mier paragraphe du Mémoire [ 1, c] :



"Pour représenter les solutions des problèmes aux limites relatifs à des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires totalement hyperboliques, on peut recourir
à deux catégories de méthodes nettement différentes. D’une part, on peut exprimer
la solution par des intégrales définies ; d’autre part, on peut représenter la solu-
tion cherchée par une série de solutions particulières, simples, de l’équation don-
née. Les premières méthodes utilisent un théorème de réciprocité, une solution élé-
mentaire et une solution auxiliaire convenablement choisies de l’équation (ou seule-

ment une fonction de Riemann pour une équation à deux variables indépendantes) ; les
secondes méthodes, qui occupent une place importante dans le développement de la Phy-
sique mathématique, utilisent le plus souvent des séries de fonctions orthogonales
dont la plus connue est la série de Fourier."

Le sujet du Prix Bordin était précisément de chercher à établir une liaison en-
tre ces deux catégories de méthodes.

Pour limiter les difficultés, j’ai seulement considéré des équations du second
ordre à deux variables indépendantes. D’une manière précise, il s’agit de trouver

u(x,.t) , solution de

avec les conditions initiales

et les conditions aux limites

La. est une expression autoadjointe que l’on suppose ramenée à

Ce problème admet une solution unique susceptible de plusieurs expressions,
entre lesquelles il s’agit d’établir une liaison.

Ces expressions sont obtenues

(i) à l’aide du système orthogonal ( ~ v (xJ ~ ~ complet dans L 2 I D ~ 1 ) ~ des
fonctions propres de Lx 1 relativement aux conditions aux limites u(0)=u(.~)=0 ,
les valeurs propres correspondantes étant (~~j ; le noyau de Green de L est



on pose

ou bien en utilisant la fonction de Green-Riemann ;

(iii) ou encore à l’aide de la fonction Hn (x,y;t) , n  0 entier quelconque ;
cette fonction est construite en utilisant la méthode des singularités et
s’écrit

(iv) et enfin à l’aide de la fonction

cette fonction est analytique en s pour 03C3 > 0 ; on pose

La formule de réciprocité donne alors 

relation dépendant analytiquement de .6 et vérifiée par la solution u ( x, t) du

problème aux limites .

En effectuant le prolongement analytique pour .6 et en calculant la valeur

pour ~=0 des deux membres de la relation précédente, on établit une liaison entre
les deux formes envisagées de la solution u(x,~) ,

J’ai obtenu ces résultats dans le courant de l’année 1951 et je les ai exposés
au W Congrès de l’ Unione Matematlca Italiana à Taormina.

Au début de 1952, j’ai envoyé à J. Hadamard une Note destinée aux Ren-

dus et présentée le 11 février ( [ 1, b] ) . A cette Note, J. Hadamard a ajouté la remar-
qu e suivante : "Le p roblème que traite M. Florent Bureau, l’un des plus attachants
de la Physique mathématique et qui est en rapport avec les questions mathématiques
que pose la Mécanique ondulatoire, avait déjà attiré (1933) l’attention de l’Acadé-

mie qui l’avait proposé au concours du Prix Bordin. Elle avait, à cette occasion,
été saisie d’un beau Mémoire de M. Mandelbrojt. M. Bureau apporte une contribution
essentielle à la connaissance de ce sujet."



Le 11 février 19 51, j ’ ai reçu de J. Hadamard une lettre, postée la veille,
dans laquelle il écrit : "Inutile de vous dire que votre Note excite chez moi un

très vif intérêt. Lorsque j’ai, autrefois, proposé ce sujet pour le concours du

prix Bordin à l’Académie, il y avait longtemps que je voyais là un curieux mystère,
et je serai très heureux de voir le détail de votre solution."

Le 21 février 1951, j’ai envoyé à J. Hadamard une lettre explicative, de laquel-
le je retiendrai le passage suivant :

"J’avais remarqué depuis longtemps sur l’équation des cordes vibrantes étudiée

par Lagrange (la corde est remplacée par un nombre fini de points matériels), que
l’on peut formellement obtenir soit la formule d’Euler, soit celle de Bernoulli,
suivant la manière de faire la sommation . J’ai alors cherché à passer du développe-
ment en série de Fourier pour le problème mixte (cas des cordes vibrantes non amor-

ties ou amorties) à la formule donnant la solution du problème de Cauchy (pour un
dcrnaine convenable) .

Pour aller plus loin, j’ai considéré après bien des tâtonnements et des travaux

d’approche, résumés dans les trois dernières lignes de ma Note, la fonction K J

dépendant de la variable complexe -6 et analytique si Rs est assez grand. En ap-
pliquant la formule de réciprocité, on obtient la formule (4) de ma Note. Mais, il

faut faire le prolongement analytique . "

On trouve

D’autre part, on a

si R6 >"7r ~ pour à=0 , 1e second membre est

On a une expression analogue pour la partie de l’intégrale dépendant de uo ( x) .

On voit que l’on peut, à partir de l’ensemble des valeurs propres (a ) et des

fonctions propres ( u~ ( x j ) , obtenir la solution de problème mixte sous la forme
d’une intégrale.

La méthode utilisée s’applique évidemment à des équations plus générales et à



d’autres problèmes aux limites.

Lagrange considère un système de n points matériels de même masse, équidistants
disposés en ligne droite, les liaisons entre les points contigus étant élastiques ;
en faisant tendre n vers l’infini, dans des conditions convenables, on obtient

l’équation des cordes vibrantes.

Cette méthode a été utilisée par G.M. Pagani ~,796-1855 8 pour intégrer des
équations plus générales.

Des considérations analogues ont conduit à la méthode du passage "du fini à l’in-
fini" ou du "discontinu au continu". Elles sont à l’origine des travaux de Volterra
sur les équations intégrales et le calcul fonctionnel et des études de I. Fredholm
et de D. Hilbert sur les équations intégrales (cf. déterminants infinis ) . On retrou-
ve une idée analogue dans les procédés d’intégration graphique des équations diffé-
rentielles et des équations aux dérivées partielles (J. Massau~’~ .

Pendant mon séjour à Rome, j’ai demandé à Volterra cernant lui était venue
l’idée du "passage du fini à l’infini". Il m’a répondu que, étant encore étudiant
à l’Ecole Normale de Pise, il avait étudié le procédé utilisé par Riemann pour
construire une intégrale définie et que ce procédé lui avait suggéré ce passage du
fini à l’infini. (Voir à ce sujet : V. Volterra : Sui dei Calcolo integra-

Giornale di Matematiche, vol. XIX, 1881, pp.333-372 = Opere matematiche, vol. I,

pp.16-48, Roma(Accademia naz. dei Lincei).)

Enfin, ajoutons que le schéma de Lagrange (déjà utilisé par Newton pour rendre

compte de la vitesse de propagation du son dans l’air) a été repris par Fermi en sup-
posant quadratique la force de liaison entre les masses contigues.Les résultats ob-
tenus expérimentalement sont restés longtemps inexpliqués et ont finalement conduit

Zabusky et Kruskal à montrer que ce modèle est lié à l’équation de Korteweg-de Vries
dont certaines solutions, les solitons, se propagent sans se déformer ni interférer
entre elles. Ce nouveau champ de recherches concernant les phénomènes physiques non
linéaires - et les équations différentielles ou aux dérivées partielles non linéai-
res - est en pleine expansion

Adde.ndum (25 février 1985) :

Cet article était rédigé lorsque j’ai retrouvé la note suivante (22 mai 1948)

qui n’est peut-être pas sans intérêt en ce qu’elle montre que la question du Prix
Bordin relève étroitement de deux tendances de l’Analyse fonctionnelle entre lesquel-
les une liaison est établie.



"La comparaison entre les solutions du type d’Euler et celles du type de
Bemoulli est en quelque sorte la confrontation de deux points de vue du Calcul
fonctionnel : le point de vue des (Volterra, Hadamard) ,considérant
une courbe canne dépendant d’une infinité continue de valeurs , et ce lui arithmétique
(Hilbert), considérant une fonction came définie par l’infinité dénombrable des
coefficients de son développement en série (de Fourier, de Legendre, etc. ) ."
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CORRESPONDANCE AVEC JACQUES HADAMARD

I.

Paris, le [[ 10 février 1952 ]]

Mon cher Ami,

Inutile de vous dire que votre Note excite chez moi un très vif intérêt. Lorsque

j’ai, autrefois, proposé ce sujet pour le concours du prix Bordin à l’Académie, il

y avait longtemps que je voyais là un curieux mystère, et je serai très heureux de
voir le détail de votre solution.

Je vous fais envoyer l’épreuve à corriger. A défaut de démonstrations que vous
êtes obligé de réserver à plus tard et pour lesquelles je vous ai fait confiance,
je vous signale les premières lignes de votre page 2, où le système "supposé incom-

patible" appellerait peut-être un mot d’explication.

Croyez à mes sentiments bien cordiaux.

J. Hadamard

II.

Liège, le 21 février 1952

Monsieur le Professeur,

Je vous remercie très vivement pour le grand honneur que vous m’avez fait une

nouvelle fois en accompagnant ma dernière Note d’une Remarque. Permettez-moi de vous

exprimer encore ma profonde gratitude pour les nombreux encouragements que vous
m’avez prodigués depuis longtemps.

J’ai accepté de faire des conférences en Italie, et un petit cours à Rare en
mars prochain, sur la théorie des équations aux dérivées partielles. C’est ce qui
fait que, pressé par le temps, je n’ai pu recopier, pour vous l’envoyer, le Mémoire

développant ma dernière Note des Comptes Rendus. Voici des indications sur la métho-
de que j’ai suivie.

J’avais remarqué depuis longtemps sur l’équation des cordes vibrantes étudiée

par Lagrange (la corde est remplacée par un ncmbre fini de points matériels), que
l’on peut formellement obtenir soit la formule d’Euler, soit celle de Bernoulli,



suivant la manière de faire la sommation. J’ai alors cherché à passer du développe-
ment en série de Fourier pour le problème mixte (cas des cordes vibrantes non amor-
ties ou amorties) à la formule donnant la solution du problème de Cauchy (pour un
domaine convenable).

Pour aller plus loin, j’ai considéré après bien des tâtonnements et des travaux

d’approche, résumés dans les trois dernières lignes de ma Note, la fonction K ( 
dépendant de la variable complexe ~s et analytique si 4~s est assez grand. En ap-
pliquant la formule de réciprocité, on obtient la formule (4) de ma Note. Mais, il
faut faire le prolongement analytique.

1. On étudie r ( ~5 ) ~~ ( x, y ) . Si x ~ y , ~ ( x, y ) est une fonction entière de

6 ; y , ~d ( x, y ) est encore analytique en ~5 , avec un pôle simple en

~ = -~- ; , en outre, > possède les zéros de -=-~r- ( ~ = 0,-1,-2,...) . .

Pour étudier le prolongement de l0 u(y,t) 03B6s(x,y) d y on décompose l’interval-

le (0,.~) en jx+~,~) . Pour ~s=0 ,

est nulle. On montre alors que, si T est un ncdbre fixe ,

où est régulière pour ~ > - ~ . On a alors

l étant analytique pour Rs > - 1 2 . Donc pour s=0 on a 

2. Pour effectuer le prolongement du second membre de (4) , j ’ai utilisé les

approximations connues de ~M et ~. et aussi la relation

R ( x, ~; y, 0 ) étant la fonction de Riemann. Alors, il vient

et, en procédant ccmne pour l’intégrale (*) , on arrive à



En réalité, on peut aller plus loin et remplacer la fonction de Riemann par oel
le que vous avez introduite en 1903, de France, sur un problème
mixte

Si on écrit, ce qui est possible si Rs est assez grand,

et Si on remarque que Î§ Ui l Yl UE l Yl dy|  # SOUS des conditions générales, On

on voit que la série de Dirichlet du second membre a une abscisse de convergence ab-

solue qui n’est pas à droite de élô = - 11 . Donc, pour à =0 , la fonction (**)

s’écrit 03A3 ak vk lx) sin03BBk t  
, ak étant le coefficient de Fourier.

~l
En utilisant, dans le cas qai a fait l’objet de ne Note des Comptes Rendus, les

formules d’approximation de 03BBk , on peut montrer qçe

~(~) étant la fonction dzéta de Riemann une fonction analytique pour

~5~_1 2’
Les recherches précédentes montrent la voie à suivre pour les problèmes plus

compliqués ; avant tout, il faut compléter les formules d’approximation obtenues pour
les valeurs propres et les fonctions propres, dans le cas des équations à plusieurs
variables indépendantes.

Je vous remercie beaucoup pour m’avoir signalé la nécessité d’un mot d’explica-
tion au sujet du système "supposé incompatible". Il fallait écrire : ... les valeurs

propres du système

pour x=0 , ce système est supposé incarpatible, ce qui veut dire que, pour ~=0 ,
le système n’admet aucune solution, non identiquement nulle, continue ainsi que sa
dérivée première dans tout intervalle.



Je pense depuis longtemps que le problème des rapports entre la méthode de
Bernoulli et celle d’Euler est en liaison étroite avec les problèmes mathématiques
que pose la Mécanique ondulatoire. C’est pour moi un précieux encouragement à pour-
suivre cette étude, de constater que vous avez la même opinion.

Depuis de nombreuses années, je demande à tous les théoriciens de la Physique,
que j’ai l’occasion de rencontrer, ce qu’il faut entendre par "quantifier" un problè-
me. Il est impossible d’avoir une réponse satisfaisante quand ce n’est pas : "c’est

très difficile à expliquer". Car enfin, pour les équations de Dirac elles-mêmes,
on doit poser un problème de Cauchy ce qui fait qu’on est en plein dans le détenni-
nisme, pour un électron supposé isolé. Mais, il y a une singularité à l’origine
(noyau) et c’est pour cette raison que l’on peut parler de nombres propres et de
valeurs propre$ pour ces équations (la singularité agit une espèce de mur sur

lequel il y a "réflexion").

S’il y a beaucoup de systèmes semblables en présence, on a un problème de sta-

tistique pour un système d’équations aux dérivées partielles et il est très ccnpii-
qué.

Il est assez curieux de constater - mais vous l’avez certainement remarqué -
que ni Hilbert futurs des Mathématiques, Congrès de Paris 1900), ni Poin-
caré des Mathématiques, Congrès de Rome 1908) ne signalent l’étude des équa-
tions aux dérivées partielles du type hyperbolique comme un problème important. Et
pourtant !

Je m’excuse d’avoir été aussi long. Mais la bienveillance que vous me marquez
m’a incité à confier à ce papier quelques réflexions que peut-être vous approuverez.

Croyez, Monsieur le Professeur, à ma très respectueuse affection.

FI. Bureau 14
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14 F. Bureau nous écrit le 1er février 1985 :

"A la suite de ma lettre, Hadamard m’a envoyé une carte manuscrite dans laquel-
le il me répétait que ce problème lui avait toujours paru "un très curieux mystère"
et que "vous avez montré comment le résoudre". (Je cite de mémoire).

Malheureusement, cette carte a été détruite avec d’autres, lorsque j’étais aux
Etats-Unis en 1968. Faut-il dire mon désappointement lorsque j’ai constaté cette

disparition ! Cornue je n’ai plus le documenta je n’en ai pas fait état."

15 On doit ajouter à la 

BUREAU F.J., Recherches sur les fonctions définies par les équations diffé-
du premier ordre et du (Mémoires de la Société royale

des sciences de Liège, (3 ) , 18 ( 1932 ) , 1-53 ) .

16 F. Bureau nous écrit le 12 avril 1985 :

"Ce travail15 m’a servi de Thèse d’Agrégation de l’Enseignement supérieur. Il
a été signalé par H. Dulac dans son Mémorial des sciences mathématiques, fascicule
61 : Paris (Gauthier-Villars),
1934, p.52, lors de la correction des épreuves."


