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PREHISTOIRE DES IDEAUX

PAR  JEAN-PIERRE SOUBLIN®

A l'origine de la notion ensembliste d'4déal se trouvent les nombres £déaux
de Ernst Eduard Kummer ( 1810-1893 )l. On peut s'amuser a dater leur naissance2 au
18 octabre 1845, jour ol Kummer écrivit 3 son éléve et ami Kronecker une lettre con-
tenant sa définition et 1l'annonce des principales propriétés de ces nambres idéaux3.
Nous allons construire ces nambres en suivant 1'ordre dans lequel Kummer les a dé-
couverts.

Soit p un narbre premier impair, et o un nambre camplexe # 1 tel que
o’ =1 . Rumer définit Z[al , sans employer cette notation bien sir, ni le mot
anneau, ni aucun concept ensembliste. Les hombred complexes composés de £'unite et
d'une racine P de £'units, ou plus simplement les hombres complexes, i.e. les
€léments de Z[ o] , sont toujours écrits sous la forme polynomiale 4 (o) , avec
6 € ZLX] , encore que la variable X n'apparaisse jamais. Assez souvent § est
de degré < p-2 , auguel cas f est uniquement déterminé par f§(a) , et nous dirons
que le navbre camplexe est écrit sous forme canonique :

flo) =a, +aa+ ...+ ap_zap-z (a,eZ).

Kumer définit les eonjugués de §(a) comme étant les 6(o¢h) y 1 Sk<p-1,
nanbres qui ne sont donc plus écrits en général sous forme canonique, car le degré
de 5(xk) peut excéder p-? . Leur produit est la houme, notée N(§(a)) . Il in-
voque Lejeune-Dirichlet pour la propriété N(f (o)) € N .

Si 4(a) est sous forme canonique

-2
a0+ ”'+a)0"2 ap ’

il note 4 (1) 1la somme

a + +

o e ap_zeZ.

Un calcul élémentaire montre & Kummer que, si f$(a) , glo) et hla) sont sous for-
me canonique, on a l'implication

6la) gla) = hia) = 4(1) g(1) = h(1) (mod.p ) ;
et de méme, pour | < k< p-1,

gla) = §la®) = g(1) =401) (mod.p ).

* Conférence donnée le 9 mars 1983 au Séminaire d'Histoire des Mathématiques.
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I1 en déduit la congruence

N(f(a)) = G0 (modup ),

Campte-tenu du petit théoréme de Fermat, il y a donc deux cas possibles : ou bien
Nifla)) =0 (modep ),

ou bien
Nifla)) =1 (mod.p)

Kummer cherche ensuite les nombries complexes premierd, c'est-d-dire les élé&ments
4la) de Zla]l dont la norme N(§(a)) est un narbre premier ¢ . Ainsi, ou bien
q*p,oubien ¢=1 (mod.p ) .Iecas q = p est facile : on trouve le nambre

camplexe 1 - a , ses conjugués 1 - a et les nombres associés a ces conjugués
e(a) (1 - ak) , o0 e(a) est une unité de Z[o] .

Examinons alors ce qu'on peut dire des nambres complexes

s p-2
% (a) @, * ala LN a')o-Za

dont la norme N(f(a)) est un norbre premier ¢ =1 (mod.p ) . Came p divise

alors 1l'ordre ¢-! du groupe cyclique J-'z , on peut trouver p racines Ple:res

de 1'unité dans Fq ¢ 1, Uis coen u'p-l . En fait Kummer ne parle jamais du corps

J-'q i il prend les «, dans Z et leur demandera de vérifier uﬁf 1 et
u; # u, ( mod.q ) . Kummer montre alors que 4§ "annule modulo ¢ " 1l'un de ces

U disons Uy 3

6(u.1) =0 (mod.q )

[ en effet un calcul "moderne" montre aisément que

Nigla)) = ¢ = 6(u,)6(u2)...6(up_,) =0

dans F q ]. I1 renumérote alors les W ¢ en imposant

(u-h)kEbL] ( mod.q ).
On a alors
6k(u'k) =0 (mod.q ),

N k
ol je note §,(a) le nambre §(a’) . Mais Kummer exprime ainsi cette derniére con-
gruence :

" §1®) =0 (mod.q) pour o« su, "1



- 15 -

Restons dans le cas que nous venons d'examiner :
Nigla)) = ¢=1 (mod.p) .

Kummer se demande alors a quelle condition un narbre complexe
= p-2
gla) = b, + bja+ ...+ bp_za
est-il divisible dans Z[a] par f(a) , cu plus généralement par f,la) ? I1 répond
par le

Theoreme 6k(a) divise gla) dans Z[a] 44 et seaulement s4 ¢ divise

- p-2
gluy) = b, + bu, + ...+ bp_zuk dans Z .
C'est un exenple de ce qu'il recherche toujours : expliciter les divisibilités mysté-
rieuses de Z[o] en termes de congruences dans Z , et surtout donner des proprié-
tés opératoires. Il était donc bien €loigné des idées ensemblistes et non-construc-
tives qui permettront a Dedekind de batir ses idéaux.

Soit toujours ¢ un nanbre premier congru & 1 selon le module p , mais qui
n'est plus nécessairement la norme d'un &lément de Z[a] .Il1 est clair que,si un nambre
camplexe g (o) est &crit sous forme canonique

gla) = b, + bja+ ...+ b p-2

p-2°“ y on a l'équivalence

q divise gla) dans Z[a] *© ¢ divise bapbl)...gb dans Z.

p-2
Mais Kummer démontre aussi le résultat facile :

Proposition ¢+ q divise g(a) dans Z[a] © ¢ divise g(u,),...,g(up_,)
dans Z .

Ici Uys oo "up-l sont toujours des entiers appartenant & Z dont les classes sont
les p-1 racines primitives P:Lemes de 1'unité dans F ¢’ numérotées de fagon a

ce que uiEu, ( mod.q )

Lorsque ¢ n'est la norme d'aucun navbre complexe, Kummer introduit la

Déginition : Le nambre camplexe g (a) sera dit d{visible par Le nombre comple-
xe ddéal premien '6(0;{&) si et seulement si @ divise g (u’k)
dans Z .

Les nombres ideéaux, en tant que tels, ne sont jamais définis ; seule la divisibili-
té par eux est définie. Par ailleurs le symbole 6(uk) est un tout, la lettre 4§
isolée n'ayant aucune signification.
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Ainsi la proposition et la définition précédentes montrent que ¢ divise g (z)
si et seulement si 6, (“)"“’6)9—1 () divisent gla),que les hombres 6k(a) = 4({a)

soient des nonbres "existants" ( premier cas envisagé ), ou.fidéaux". Bien slr, Kum-
mer considére que le nambre idéal 6(ak) = 4 k(“’ est le kY™ confugué du nombre
idéal {4 (o) , et que sa noume est ¢ ; et ces conjugués sont pensés déja camme les
facteurs premiens de q .

Kummer va alors s'employer d définir les autres diviseurs premiers idéaux d'un
nambre camplexe existant quelconque g (a) , diviseurs dont la norme ne sera plus
supposée égale 3 un nambre premier congru & 1 selon le module p .

Soit donc ¢ un narbre premier qui ne soit congruni & 0 nia 1 selon le
module p . On note alors 4 l'ordre de ¢ dans le groupe F; ; c'est un diviseur
de l'ordre p-1 de ce groupe : p-1 = e [ 4 sera plutdt défini par Kummer com—
me étant le plus petit entier =1 tel que q6 =1 (mod.p ) ]. Kummer introduit
alors tout un attirail malcammode ; 3 cammencer par les pérdiodes de Gauss n =
NaNqeeeesN, g définies par

£ e+d 2e+4d (4-1)ets
n,(:’otg +ozg +ag +...+ag ’

ol g € Z est un générateur quelconque, mais fixé, du groupe cyclique :F;: . Les
p-1 = ef conjugués de n se répartissent en e paquets de 4 conjugués chacun,
les éléments d'un paquet é&tant égaux & un certain n; . Ce que ne dit pas Kummer,
faute des concepts ad hoe ( notamment d'entier algébrique ), c'est que les n i
forment une Z-base ( normale donc ) de 1l'anneau A des entiers de l'unique sous-
corps @(n) = Q(n&») de Qo) qui soit de degré e sur € . Il emploie une nota-
tion particuliérement scabreuse pour les éléments de cet anneau d'entiers A ; un
tel élément est noté ¢(n) ; cela ne signifie pas que ce narbre est de la forme

e-1

a + a + ... + a
0 m e-1 N

avec les a, € Z come le pense Bourbaki dans la Note Historndique de son Algebre
Commutative ( Chapitre 7, page 116 ) ; non, cela signifie que ce narbre est de la
forme

a + + +
ot &Mt e F R My gy

avec les a; dans Z . Sous cette forme canonique, les @ ¢ sont parfaitement dée-
terminés. Cette conception de 1l'écriture ¢(n) n'emp@che pas Kummer de substituer
d n certains autres nambres ! ce qui nécessite 3 chaque fois une explication. Par
exemple ¢(n;) désigne 1'image de ¢(n) par l'un des autamorphismes de Qla) qui

envoye n en n. .
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Kunmer prouve a grand hahan que :

(i) Le polyncme
FP;@ = (X"no) ‘X-nl) e ‘X-ne'l)
appartient a Z[X]
[ Avec les concepts modernes cette propriété est facile ; dans le cas précédent
(mod.p ) , 00 41 et e=p-1, les n; sont les a'c et F _
< o, -1

l.

q=1
est le polyndme cyclotamique <I>P

(ii) Ce polyndme se décampose camplétement dans F q[ Xl s

FPIQ = (X_u-o’.-o (X-ue_l)
[ Contrairement & ce qu'affirme Bourbaki ( ibid. ), les 4, ne sont pas néces-

sairement distincts dans J-'q ; bien slr chez Kummer les u, sont pris dans Z ].

1 , une fois choisi U, » Kummer numérote d'une certai-

(iii) Comme dans le cas ¢ =
ne facon les autres u, .

(iv) si

ol =agn t..ra, m, g€ A,

Kummer introduit les entiers ¢ (u.‘é) € Z par

cp(u.&,) = a.ou.OL(o) oL+ a.,e_lu.c’(:(e‘_” ,

est une certaine permutation de { 0,7,...,e-] }.

ol o i
peut s'écrire, de fagon unique, sous la forme

(v) Tout. g(a) € Z ol

Poln) + apytn) + ...+ ool o)

avec les wj(n) dans A .

(vi) Avec les notations ci-dessus on a la double équivalence

q divise g(a) dans Z[o] <

(trivial)
q¢ divise les tpj(n) dans A [ce qui correspond i chaque fois & e
congruences] ¢

q diviseles‘pj(u’é) dans Z, 0<j<4¢-1, 0<d4L<e-1,

Et Kumrer introduira de nouveaux nambres premiers idéaux par la
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Définition, Soit 0 < £ < e-1 . Le nambre camplexe

-1
glal = v,ln) + o+ a¥ ol )
sera dit divisible par Le nombre complexe idéal premier 64;(“) =
§(a*) si et seulement si ¢ divise les § entiers ¢ f (w ,é)
dans Z (0 <j<¢4-1).
Cette derniére condition est exprimée ainsi par Kummer : " gla) =0 ( mod.q ) pour
n* U~4: L |
Désormais, Kummer dispose de sa panoplie de narbres premiers existants ( = élé-
ments de Z[o] ) et idéaux, indicés par les nambres premiers ¢ , et, pour chaque

q , par un indice variant d¢ 0 & e-1 ( ou plutdt e(g)-7 ). Il n'aura plus be-
soin d'autres nambres premiers idéaux.

L'un des buts poursuivis étant d'écrire chaque "nambre camplexe" camme produit
de facteurs irréductibles, idéaux ou non, il peut seulement, d ce stade, dire quels
facteurs vont intervenir dans la décamposition, mais pas avec quelle Muftiplicife,
I1 semblerait que la définition de cette multiplicité soit due & une collaboration
entre Kummer et son éléve Kronecker, dont elle constituerait la Thése de Doctorat.

Pour bien camprendre 1'idée, d'ailleurs trés simple, de Kronecker, on peut re-
prendre une image développée par Hensel, un autre éléve de Kummer. Soit a définir
une théorie satisfaisante des irréductibles dans le monoide multiplicatif E des
entiers 2 1 dont le nambre de facteurs premiers est pair. Dans ce monoide, il n'y
a pas unicité de la décamposition en facteurs irréductibles, car, par exemple,

210 = 6x35 = 10x21 = 14x15 .

I1 s'agit de chercher a définir des facteurs premiers "idéaux", dont 1l'ensemble
J rajouté aux é€léments "existants" de E fourniront un monoide M =E UJ ol il
y aura unicité de la décamposition. Ici bien slir on prendra Il = N* , et on aura
210 = 2x3x5x7 .

Soit par exemple d introduire le nambre "idéal" premier 2 . Ce n'est pas tant

ce narbre 2 gque Kummer, ou Hensel, va construire, que la relation
" le nombre existant e est divisible par le nombre idéal 2 ".
Et ceci de la fagon suivante :

" le navbre existant e est divisible par 2 si et seulement si le nambre
existant 15 e est divisible, dans E , par le navbre existant 6 ".
Ainsi, 3 supposer qu'on ait pu, par un procéddé ad hoe, déceler la présence cammne
de 3 (etnonde 2 ) dans 6 et 15 , et cellede 2 (etnonde 4 ) dans
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6 , la divisibilité par 2 revient 3 un pur prabléme interne au monoide donnée
E . Nous venons précisément de décrire un tel procédé, ol l'on remplace E par
Z[a]\{O}etharéi(a).

Cette idée conduit aux facteurs multiples, car il est clair que,"pour tout en-
tier n=1, le narbre existant ¢ est divisible par 2" (dans M ) si et seu-
lement si (15)"e est divisible par 6" dans E ". Cette analogie ( due 3 Hensel ? )
fait comprendre la définition suivante de Kumer ( due & Kronecker ? ) :

Définition. soit h un entier >1 . Le nombre idéal premier §(o) sera dit
diviser n fois le narbre gla) € Z[a]l si et seulement si qn
divise (vin))"8(a) dans Zlol .

Dans cette définition, ¢ et ¥(n) Jouent les rdles de 6 et 15 dans l'analo-

gie précédente, et sont définis ainsi :

- ¢ est le nombre premier dont il a été question précédemment, et qui a servi a
construire le nanbre idéal 4 (o) ( dont la norme sera ¢° ) ;

- Kummer construit expédcitement ( page 409 du tame 1 de ses Oeuvres ) un ¢ (n)
dans A = Z[n, ..., 4] tel que le produit l])(n)lp(nl)...lll(ﬂe_l) ( qui est la

‘norme sur @ de cet &lément de Q(n) , donc dans Z ) soit divisible ( dans

Z ) par ¢ mais non par qz,ettelque § o) divise ¢(n) .

- Il pose alors V(n) = ‘“”1’-'-‘“%-1’ € ACZa] . Ce nombre v(n) est donc
construit pour que §(a) divise ¢ mais non v(n) , et que ¢ divise §(a)v(n) .

La définition précédente de Kummer est du type calculatoire : il ne se conten-
te pas de la divisibilité dans Z[o] , qui risquerait de n'étre pas opératoire,
mais se raméne en derniére analyse 3 des congruences modulo q"’ dans Z , congruen-
ces entiérement explicitables en fonction des seuls coefficients de ¢ (o) &crit sous
forme canonique. Bien sir ces calculs deviennent vite énormes et on peut douter de
1'avantage d'une telle attitude. Mais il semble bien que Kummer avait fait par lui-
méme une masse de calculs explicites et qu'il disposait d'une table de certains fac—
teurs premiers idéaux. Il émet le voeu de voir créer une telle table pour p < 1000
et ¢ < 1000 !

Rien de tout cela n'est publié en 1845, mais Kummer, dans sa lettre & Kronecker
du 18 octabre, en connait déja les résultats essentiels. Notamment :

Théoréme 1 : Un nambre camplexe donné ne posséde qu'un nombre fini de diviseurs
premiers idéaux ou existants.

Théoréme 2 : Si deux narmbres camplexes ont les mémes diviseurs avec les mémes
multiplicités, ils ne différent que par une unité.

Théor&me 3 : Dans Z[a] , hlo) divise gla) si et seulement si les diviseurs
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de hl(a) apparaissent dans g (@) avec une multiplicié au plus
égale.

Puis, plus tard, Kumrer, qui n'employera jamais le langage des idéaux de Dede-
kind, étudiera de fagon trés approfondie les ¢fasses de nambres idéaux, dont il sau-
ra calculer le nambre h(p) pour p < 100 !

NOTES DE LA REDACTION

1 Sur E.E. Kummer et son ceuvre on peut lire avec profit : K.-R. Biermann, Kummex,
Ernst Eduarnd, p.521-524 du t.VII du Dietionary of Scientigic BLography, New York
(Scribner), 1973 ; H.M. Edwards, Feumat's Last Theorem, Berlin(Springer), 1977 ;
W.J. et F. Ellison, Théornie des nombres, p.165-334 du t.I de 1'Abrige d' histoine
des mathenatiques, Paris(Hermann), 1978 ( en particulier p.195-200 ).

Toutefois, la source principale pour étudier l'oeuvre de Kummer sont ses
Collected Papers, édités en deux volumes par André Weil, Berlin(Springer), 1975.
Particulierement précieux est le tame I qui contient 1'Introduction ( p.1-14 ) d'An-
dré Weil, Nachwg 4ir Ernst Eduard Kummer ( p.15-30 ) de E. Lampe, Geddchinisrede
aug Ernst Eduard Kwnmer ( p.33-69 ) de K. Hensel et Kummers Brdege an Leopold
Ktonecker ( p.76-102 ). On y trouve &galement la trés belle lettre de Kronecker 3
son ami Kummer du 9 septembre 1881, dans laquelle Kronecker écrit ( p.133 ) que leur
amitié, vieille de 36 ans, "constitue une part essentielle de mon bonheur".

2 Les premiers éléments de la théorie de Kummer sont développés dans son mémoire De
rumendis complexis, qui radiedibus unidatis et mumends integhis neakibus constant
( Sur les nombres camplexes qui sont formés avec les nombres entiers réels et les
racines de 1'unité ), publié & Breslau ( aujourd'hui Wroclaw ) en 1844 et dans le
Journak de Mathematiques pures et appliquées de J. Liouville, t.12(1847) ( p.165-
192 du t.I des Collected Papens ).

La premiére synthése de sa théorie, "qui puisse servir de base stre" (t.I,p.364),
a été publié par Kummer, en frangais, dans le Jourmal de Liouville, t.16(1851) :
Memoine sun Le théonie des nombres complexes composes de racines de L'unite et de
nombres entiens ( p.363-484 du t.I des Collected Paperns ).

3 P.94-98 du t.I des Collected Papers,



