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éclatement

Résumé. Nous exhibons des équations fonctionnelles pour l’expression fs11 ... fskk où fl , ... fK
sont des fonctions holomorphes sur une variété analytique. Nous les relions à la géométrie du
morphisme à valeurs dans CK défini par ces fonctions.

Abstract. We exhibit some functional equations for the formal expression fls, ... fskk where
f, , ... fK are holomorphic functions on some analytic manifold. We give a relation between
these and the geometry of the mapping with values in CK defined by these functions.

Introduction

Etant donné un K-uplet de fonctions analytiques f = ( fl , ..., fk) sur une
variété analytique complexe X et une fonction F~ à support compact 9 sur
X, on peur définir l’intégrale

comme une fonction méromorphe sur CK à pôles contenus dans une réunion
d’hyperplans rationnels. Ce résultat s’obtient en utilisant la résolution des
singularités des hypersurfaces f, = 0, ... , fk = 0, si ç est à support au

voisinage de xo E X et fk(x0) = 0 pour tout k (voir [K-K, ] thm 1).
Comme cette intégrale est a priori convergente si Re (sk) ~ 0 pour tout

k, on peut obtenir le même résultat comme lorsque x = 1, c’est à dire en
utilisant des équations fonctionnelles. De fait, il résulte immédiatement de

Classification A.M.S. : 14 B 25, 14 F 10, 14 E 40, 32 C 38, 32 C 40, 32 C 45, 35 A 27. Unité
de Recherche associée au C.N.R.S. n° 169.
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[SI] que l’on a des équations fonctionnelles du type suivant, pour tout

où Pk est un opérateur différentiel à coefficients dans OX[s], s = (s1,..., sk),
f s = fls’ ... fjK et lE est un ensemble fini de formes linéaires à coefficients
entiers positifs ou nuls; enfin bL,k est un polynôme non nul à une variable.
On peut aussi obtenir comme dans [K2 des équations fonctionnelles pour
fs · u, si u est une section locale d’un -9,-module holonome (voir §1).

Le résultat principal de cet article est que si ce -9,-module holonome est
régulier, un ensemble Y convenable peut être calculé à partir de la géométrie
de la variété caractéristique de ce module relativement à f. Supposons par
exemple que x = 2 et que f = (f1, f2): X - C2 soit sans éclatement (c’est
le cas par exemple si f-1 (0) définit une intersection complète à singularité
isolée, c’est le cas aussi si f2 est une forme linéaire générique par rapport à
ft). Cette application admet, si l’on se restreint à un voisinage assez petit de
xo , un discriminant qui est un germe de courbe dans (C2, 0). L’ensemble des
rapports des multiplicités d’intersection en 0 de chaque branche du discrimi-
nant avec les deux axes passant par l’origine donne les pentes d’un ensemble
F convenable au voisinage de xo pour les équations (*)k (il faut y adjouter
éventuellement les pentes 0 et oc).
Ce résultat précise donc les directions des hyperplans le long desquels une

fonction méromorphe comme I~ ou, de manière analogue, une fonction
obtenue en intégrant fi ISI ... IfKlsK a une partie polaire.

Je montre pour cela, toujours pour les DX-modules holonomes réguliers,
comment calculer la variété caractéristique relative de certains sous--9-
modules relatifs, calcul qui est crucial pour la preuve du théorème principal,
et qui est analogue à celui de Kashiwara ([K1]) ou celui fait dans [K-K1]. Je
suivrai cependant le livre de Bjôrk ([Bj]).

Cet article fait suite à l’article [SI ] dont il reprend les notations et les
définitions.

1. Equations fonctionnelles

Nous explicitons ici quelques conséquences des résultats obtenus dans [SI].
Soient fl , ..., fk des fonctions analytiques sur une variété X, que nous
supposerons non constantes. Soit de plus M un DX-module holonome et u
une section locale de M. Soit if: X - X x CK le plongement associé au
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graphe de f. Le DX Ck-module if*M = ~03B1~Nk M Q ~03B1t03B4(t - f), où t =

(tl , ..., tK ) sont les coordonnées sur C", est muni d’une section locale
u (8) b(t - f). Si u engendre At, il en est de même pour M (x) 03B4(t - f ) et

if*M et, en utilisant les notations de [SI §2.1, nous voyons que V. (DX Ck).
u (D b(t - f) est une bonne K-filtration de if*M, que nous noterons
U. (if* M).
Considérons d’autre part le DX[s]-module Nf = DX[s] · (fs ~ u) (rap-

pelons que s - (sl , ... , sk) et que f s = fs11 ...fskk). On peut définir la
multiplication par tl , ... , tx en posant tksk - sktk -f- tk et tk (fS (8) u) =
fk (fs (8) u). On obtient ainsi un DX Ck/Ck[s]-module coherent. Via l’identi-
fication sk ~ - ~tktk et f ~ 03B4(t - f ) c’est un V0(DX Ck)-module cohérent
isomorphe à U0(if*M). On peut munir Nf[1/f1, ... , 1 /fx d’une structure de
DX Ck-module pour laquelle sk = - ~tktk et on obtient un module iso-
morphe au localisé de if*M le long des hypersurfaces {t1 = 0},..., {tk = 0}.

No te : Quand 03BA  2, il se peut que Ai ne soit pas DX-cohérent, même si At
est régulier, contrairement au cas OÙ K = 1 et où M est régulier.

Traduisons maintenant les résultats de [SI] à l’aide de ces isomorphismes. La
proposition 3.1.1 de [SI devient:

1.1. PROPOSITION: Pour toute forme linéaire L sur QK à coefficients dans N
premiers entre eux, il existe un polynôme non nul bL E C[À] tel que l’on ait

Dans cet énoncé, P03C3(x, ô,, s) est une section locale de DX[s]. A l’aide de
[SI] 2.2.3 on obtient:

1.2. PROPOSITION. Il existe un ensemble fini ,p de formes linéaires à coefficients
dans N premiers entre eux et, pour tout k ~ {1, ..., KI et L ~ Y, un

polynôme bL,k à une variable tels qu’on ait

La preuve de cette proposition va aussi préciser la manière d’obtenir 2.
Considérons la K-filtration U. (if*M) introduite ci-dessus. Il suffit de montrer
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l’existence d’un ensemble fini fil tel que l’on ait pour tout a E 7LK:

où 1 k est le kème vecteur de base de Z03BA.
Nous dirons qu’un ensemble Y vérifiant la propriété ci-dessus est un

ensemble de pentes pour la K-filtration U.(if*M). Nous avons alors les

propriétés suivantes:

1.3. Si Ef est un ensemble de pentes pour une bonne K-filtration (au
voisinage d’un point x de X), c’est aussi un ensemble de pentes pour toute
bonne K-filtration (au voisinage de ce même point).
En effet, si U’ est une autre bonne K-filtration, il existe deux multi-entiers

a et b tels que l’on ait U03C3-03B1 c U’03C3 c Ulb pour tout a E 7LK. On en déduit
(**)k pour U’ par itération des inclusions (**)¡ pour U.

1.4. Soit E un éventail adapté à U. (if*M) (nous dirons encore que 03A3 est un
éventail de platitude pour U. (if*M)). Alors l’ensemble F = F(03A3) des
formes linéaires primitives sur le 1-squelette de Y- est un ensemble de pentes
pour la K-filtration saturée O. (if*M) (voir [SI] 2.2.3 pour ces notions).
En effet, nous savons que U03C3(if*M) = ~L~F(03A3)LUL(03C3) et que LU(if*M) =

LU(if*M) pour toute forme linéaire L. L’assertion 1.4 est conséquence
immédiate de [SI ] 3.3.1.

Enfin, les assertions 1.3 et 1.4 permettent d’obtenir la proposition 1.2.
~

Note: Un résultat moins fin a été aussi montré par B. Lichtin ([Li]).

Nous allons maintenant donner un critère un peu plus fin que 1.4 pour
obtenir un ensemble Y. Dans la suite, nous noterons M ce que nous notions

if*M plus haut et X ce que nous notions X x CK.

1.5. PROPOSITION: Soit U. (JI) une bonne K-filtration d’un -9,-module
holonome M et 1 un éventail subdivisant le premier quadrant de (QK)* qui
vérifier la propriété suivante:

Pour tout cône 0393 de X, R0393 (JI) est un R0393 (,-?,)-module cohérent et relativement
holonome.

Alors 2 := 2(L) est un ensemble de pentes pour U. (M).
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Le preuve de cette proposition serea donnée au §4. Son intéret provient du
fait suivant: nous introduisons au paragraphe suivant la notion d’éventail
d’équidimensionnalité pour la variété caractéristique de vit (ou éventail
caractéristique) qui se calcule uniquement à partir de la géométrie de la
variété caractéristique de At relativement aux hypersurfaces {tk = 0}. Le
résultat principal de cet article, qui sera montré au §4 est

1.6. THÉORÈME: Soit M un DX-module holonome régulier et 03A3 un éventail

caractéristique pour M. Alors F(03A3) est un ensemble de pentes pour toute
bonne K-filtration de M.

Nous donnerons au paragraphe suivant des exemples de calculs d’éventails
caractéristiques (la lecture de ce paragraphe n’est pas nécessaire pour la
compréhension de la preuve de 1.6). Remarquons que si M n’est pas

régulier, l’existence d’un éventail satisfaisant la propriété de 1.5 n’est pas
toujours assurée. Par contre, si At est régulier, nous montrerons qu’un
éventail de platitude pour une bonne K-filtration est aussi caractéristique, la
réciproque pouvant être fausse (je remercie le rapporteur de me l’avoir fait
remarquer).

1.7. FXEMPLE: Soit (f l@f 2): (Cn+1, 0) ~ (C2, 0) un germe d’application
analytique sans éclatement en codimension 0 (voir [H-M-S] §4) et A son
discriminant. On a une telle situation quand cette application définit une
singularité isolée dans la fibre de 0. Si ç est une fonction F~ sur cn+ 1 à
support compact suffisamment petit et contenant 0, l’intégrale

peut s’étendre en une fonction méromorphe sur C2, à pôles le long de droites
dont les pentes sont les rapports des multiplicités d’intersection des branches
de A avec les deux axes de e2. L’utilisation d’une résolution des singularités
de ( fl , f2 ) permet de préciser que les droites polaires sont rationnelles et
ne coupent pas l’ensemble {(s1, s2)/Re SI &#x3E; 0 et Re S2 &#x3E; 01.

1.8. REMARQUES: 
a) Je ne sais pas si il y a un ensemble Y qui donne des équations du type

(*)k et qui soit meilleur que les autres.
b) Il peut être intéressant de faire s2 = 03BB · s dans 1.7 et obtenir ainsi une

équation fonctionnelle pour l’expression ( fl · f03BB2)s (voir aussi [Li]).
c) L’équation fonctionnelle (*)k obtenue comme dans la proposition 1.2

donne des polynômes de Bernstein bL,k dont les zéros sont des décalés entiers
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Fig. 1.

des zéros du polynôme de Bernstein de L(~tt) pour U. (if*M). En par-
ticulier, si L est une forme de coordonnée Lj, le polynôme bLJ,k a pour zéros
des décalés entiers de ceux du polynôme de Bernstein de 1; ~ u. Par contre,
nous ne pouvons pas affirmer la même chose, dans le cas régulier, quand
nous obtenons (*)k comme en 1.6, c’est à dire quand nous imposons à
l’ensemble 5£ d’être géométrique.

2. Eventails caractéristiques

Nous nous plaçons maintenant dans la situation de [SI] §2.1. Soient

Y1,..., Yk des hypersurfaces lisses en position générale dans X, définies par
K fonctions t1,...,tk, de sorte que le morphisme t: X - C" soit lisse (c’est
la situation du § 1 pour X x C03BA). Soit Z c X un sous-ensemble analytique
fermé irréductible. Nous avons défini dans [SI] §2.1 un morphisme ~:
fI ~ CK qui est lisse, et de même pour tout cône simplicial r dans le premier
quadrant de (Qk)* un morphisme çr : ir - ,Sr obtenu par changement de
base du précédent à l’aide de la modification torique S0393 ~ CK définie par r.
D’autre part on a une modification naturelle X ~ X x C K (resp.
X0393 ~ X x S0393). On notera -12’ (resp. S0393) le transformé strict de Z x C"

(resp. Z x S0393) par cette modification. Comme 9 (resp. ~0393) est lisse, nous
pouvons définir l’espace conormal relatif à ~|Z (resp. ~|Z0393) qui est un sous-
espace du fibré cotangent T*(X/Ck) (resp. du fibré cotangent T*(X0393/S0393)),
comme adhérence dans cet espace cotangent du fibré conormal relatif qui est
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bien défini sur un ouvert dense de e (resp. Y.). On le notera T*~|Z(X/C03BA)
(resp. T*~0393|Z0393(X0393/S0393)). Nous obtenons un morphisme naturel

et de même avec tout cône r.

2.1. DÉFINITION: Nous dirons qu’un éventail simplicial E subdivisant le
premier quadrant de (Q)03BA)* est un éventail d’équidimensionnalité (relative-
ment à Yt, ... , Y03BA) pour T*ZX, espace conormal de Z dans X, si pour tout
cône r de E, les fibres du morphisme composé

sont de dimension constante (égale à dim X = dim X0393 - K).

Dans la terminologie de [H-M-S], ceci signifie que ~0393|Z0393 est sans éclatement
en codimension 0. Ceci équivaut aussi au fait que toutes les fibres du

morphisme ci-dessus sont lagrangiennes. On dira alors que l’espace co-
normal de Z0393 relatif à çr est relativement lagrangien. Soit maintenant M
un DX-module holonome et Car (At) sa variété caractéristique. C’est une
réunion d’espaces lagrangiens homogènes T*ZX avec Z fermé irréductible
dans X.

2.2. DÉFINITION: Nous dirons que 1 est un éventail caractéristique pour M
si c’est un éventail d’équidimensionnalité pour toute composante irréduc-
tible de Car (M).

Le calcul d’un éventail caractéristique n’est pas chose aisée dans la pratique.
Nous allons montrer comment, sous certaines hypothèses, on peut se

ramener au calcul d’un éventail d’équidimensionnalité pour des espaces
lagrangiens T*TlC03BA, ce qui est particulièrement intéressant quand K = 2.

Soit donc Z c X un sous-ensemble analytique fermé irréductible. Nous
ferons dans ce paragraphe l’hypothèse suivante:

Le morphisme t|Z: Z -+ C’ est sans éclatement en codimension 0.

Cela signifie (voir [H-M - S] §4) que toutes les fibres du morphisme

ont la même dimension dim X - yc. Dans la suite on notera B = C" la base
du morphisme t.
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Soit xo un point de Z. On a alors la propriété suivante au voisinage de xo :
il existe des (germes en t(x0)) de sous-ensembles analytiques fermés (Ti)i CI de
B tels que la projection dans T*B de t*T*B n T*ZX (où X désigne ici un
voisinage assez petit de xo ) ait pour composantes irréductibles les ensembles

T*TlB. On a en fait un résultat plus précis (voir [Sl ] prop. 3.3). Si l’application
t|Z est ouverte, un de ces T n’est autre que B. Nous dirons que la réunion
des T*TlB est l’image conormale de Z par t (au voisinage de x0) et que cette
réunion privée de la section nulle T*BB (si elle apparait effectivement) est le
discriminant conormal de (tlz, xo).

2.3. REMARQUE: Soit aV un 2.èx-module holonome, Car (A) sa variété carac-
téristique. Si pour toute composante irréductible T*ZX de Car (M), le mor-
phisme t|Z est sans éclatement en codimension 0, et si de plus M est régulier,
il résulte du théorème 3.3 (voir paragraphe suivant), qu’il existe dans A un
sous-DX/B-module X qui engendre M et qui est relativement holonome, c’est
à dire dont la variété caractéristique est relativement lagrangienne. On peut
alors appliquer le théorème d’image directe locale de [H-S] au DX-module
A au voisinage de xo : si X désigne un voisinage assez petit de xo, le

complexe 1, A est à cohomologie holonome au voisinage de t(xo) et la
variété caractéristique des groupes de cohomologie est contenue dans l’image
conormale de Car (A) par t.

2.4. EXEMPLE: Supposons de plus que Z soit lisse et égal au graphe de K
fonctions analytiques ( fl , ...,f03BA) sur Cn (au voisinage de l’origine). On a
alors

où J(f) (x) est la matrice jacobienne de l’application f en x. Il est clair que
la réunion de certains sous-ensembles Ti est égale au discriminant usuel de
tlz.

Le résultat principal de ce paragraphe affirme la possibilité de réduction
dimensionnelle (ou symplectique) pour le calcul d’un éventail caractéristique:

2.5. THÉORÈME: Supposons que tlz soit sans éclatement en codimension 0. Si
03A3 est un éventail d’équidimensionnalité pour le discriminant conormal de

(t|Z, xo) au voisinage de f (xo), c’est aussi un éventail d’équidimensionnalité
pour T*ZX au voisinage de xo.
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Remarquons qu’il est équivalent de dire que 1 est d’equidimensionnalité
pour le discriminant conormal de (tlz, x0) ou pour l’image conormale de
(tlz, xo) puisque tout éventail est d’équidimensionnalité pour la section nulle
T*BB.
Commençons par rappeler quelques résultats concernant la géométrie

des morphismes sans éclatement en codimension 0. Considérons le cône
normal de t*T*B n T*ZX dans T*ZX (ici et dans la suite, l’intersection de
deux espaces est munie de la structure analytique non nécessairement réduite
donnée par la somme des idéaux de ces espaces). Pour chaque composante
irréductible Ci de ce cône, soit Zi sa projection dans Z. Sous l’hypothèse de
non éclatement, Ci est la composante de dimension maximum du produit
fibré T*t|Z. (X/B) x Tl T*TlB, où Ti = t(Zi), et de plus t|Zl est aussi sans éclate-
ment en codimension 0 (voir [SI] prop. 3.3). Les Ti qui interviennent ici sont
les mêmes que ceux introduits plus haut.

Considérons la même situation avec paramètres. Autrement dit, soit

des morphismes lisses, posons ~ = t/J 0 f, et soit ft c X irréductible tel que
fl.2" soit sans éclatement en codimension 0. Soit Fi une composante irréduc-
tible du cône normal de f*T*(B/S) n T*~|H(X/S) dans T*~|X(X/S) et Xi sa
projection dans X.

2.6. PROPOSITION: Le morphisme f le, est sans éclatement en codimension 0 et
Wi est la composante de dimension maximum du produit fibré

où î-i est l’image (locale) de Xi dans B.

Nous dirons que Ui T*03C8|Bt(B/S) est l’image conormale relative de e par f.

2.7. COROLLAIRE: Si f|H est sans éclatement en codimension 0 ainsi que 03C8|Bl
pour tout Ti dans l’image conormale relative de e par f, il en est de même de
(pie -

Preuve de 2.7 : Sous ces hypothèses, nous voyons d’après 2.6 que pour tout
i, Wi est à fibres équidimensionnelles au-dessus de S, et leur dimension est
dim (PI/S). D’autre part, il existe une déformation naturelle de T*~|Z(X/S)
sur son cône normal W paramétrée par C. L’espace total .91 de cette déforma-
tion est donc muni d’une application W -+ S x C. Au-dessus de S x {0}
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nous obtenons l’application W - S qui est à fibres équidimensionnelles de
dimension dim (./S). Par suite les fibres au-dessus de S  {1} sont de
dimension  dim (XIS) et ce sont les fibres de l’application T*~|Z(X/S) ~ S,
d’où le résultat. ~

Preuve de la proposition 2.6 : On peut adapter sans mal la preuve de [S1 ]
(2.4.1) pour obtenir l’inclusion

où "prime" désigne la réunion des composantes qui se surjectent sur
Ti. Rappelons que Fi est naturellement contenu dans le produit fibré

T*(X/B)  x f*T*(B/S) et est bi-homogène par rapport à cette décom-
position. Ainsi, T*(X/B) est identifié à T*(X/B) x {0}. La condition de
non-éclatement pour f|Z implique que l’on a l’inclusion

2.8. LEMME: Pour tout i tel que Zi ~ e, il existe un ouvert de Zariski dense
Zi,0 de Zi le long duquel Y satisfait la condition Acp de Thom.

Admettons ce lemme et terminons le preuve de 2.6. Nous pouvons adapter
la preuve du lemma (2.4.2) de [S1] en utilisant 2.8 pour obtenir l’assertion
On a l’égalité

Il suffit en effet, pour obtenir (1), de montrer l’égalité

et puisque T*f|Z(X/B) est irréductible, il suffit de montrer (2) au point
générique de ei. En appelant encore Zi un voisinage assez petit de ce point,
on peut donc supposer que = f(Zi) est analytique fermé dans 86. Le
lemme (2.4.2) de [S1] dans ce cadre relatif, vrai du fait de 2.8, montre que
l’on a l’inclusion



223

Nous allons montrer l’égalité

ce qui donnera (2) et donc (1).
Rappelons que est bi-homogène et donc est contenu dans le produit

fibré

Par suite, on a

D’autre part on a

et (3) montre que

On en déduit donc

Enfin on a

donc l’inclusion (0) et l’inégalité ci-dessus impliquent (4). On obtient en fait
plus précisément les propriétés:
a) Pour tout i, dim ~(Zi) = dim ~(Z),
b) [T*f|Z(X/B)|Zl]’ = T*f|Zl(X/B) et par suite f|Zl est sans éclatement en

codimension 0. 

c) Soit gi l’image locale de Zi par f au voisinage de x, qui est analytique au
voisinage de f(x), puisqu’en particulier f|Zl est à fibres équidimension-
nelles. Alors Wi est la composante de dimension maximum du produit fibré
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Ainsi la proposition est montrée. Il reste cependant à montrer le lemme
2.8. D’après [H] Remark 1, p. 238, il suffit de montrer a priori que l’on a
dim ~(Zi) = dim ~(Z) pour tout i. Soit m : S’ - S une modification

obtenue comme suite finie d’éclatements locaux.

2.9. Rappels. On appelle modification un morphisme m: X’ ~ X entre deux
espaces analytiques réduits pour lequel il existe un sous-ensemble analytique
fermé E’ de X’, partout de codimension  1, tel que m : X’BE’ -+ X soit un
isomorphisme sur son image (en particulier cette image est un ouvert de X).
On n’impose pas que m soit propre. Un éclatement local est le composé (J 0 i :

X’ ~ X où i : X’ - X est une immersion ouverte et a: X ~ X l’éclatement
d’un idéal de (9x. Un éclatement local est une modification, ainsi que le
morphisme composé d’un nombre fini d’éclatements locaux successifs. Soit
U un ouvert de X et (mi)i~I une famille finie de modifications mi : Xi ~ X.
On dit que cette famille est complète au-dessus de U si pour tout compact
K de U il existe des compacts Ki dans m-1i(U) avec K c ~i~I mi(Ki).
Dans la suite, si ~|Z est propre, on remplace la famille complète par une

seule modification propre, obtenue comme suite d’éclatements; pour la
preuve du théorème ci-dessus, nous pouvons choisir une modification
propre obtenue par un procédé torique. Considérons le diagramme
commutatif suivant:

où "prime" désigne le transformé strict par m et e est l’éclatement de

f * T*(B/S) n T*~|Z (X / S) dans T*~|Z (X / S). Soit D le diviseur exceptionnel de
e. C’est le projectifié du cône normal considéré. Soit D’ l’image inverse
de D. C’est le diviseur exceptionnel de e’, et e’ n’est autre que l’éclatement
de f’*T*(B’/S’) n T*~’|Z’(X/S) dans T*~’|Z’(X/S). Si on choisit m pour que
1) ~’(Z’) soit analytique fermé dans S’ (au voisinage de l’image inverse de

x et ~(x))
2) ~’|Z’ soit sans éclatement en codimension 0
alors, d’après ce que nous avons vu, toute composante D’j de D’ vérifie
a’), b’) et c’). Si nous choisissons suffisamment de telles modifications
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ma : S: -+ S pour obtenir une famille complète au-dessus d’un voisinage de
qJ(x) (voir [H-L-T]), la réunion Ua D’03B1 se surjecte sur D et par suite a) est
satisfaite pour toute composante Di de D.

L’existence d’une telle famille finie (m03B1) est conséquence du théorème
d’aplatissement local (voir [H-L-T]) ou plutôt de sa démonstration (voir
[S2]). ~

Preuve du théorème 2.5. Reprenons les notations du début de ce paragraphe.
Considérons l’application t: X ~ B. Le morphisme qJ: PI -+ S se factorise
en ç = 03A8 03BF f avec f: Y - é3 et ’Y: -4 ~ S où par définition, T est la
déformation de B sur les fibrés normaux des hypersurfaces {tk = 0}. Il en
est de même pour gr, si F est un cône. Pour un tel cône r notons Z0393, i les
espaces associés à Z0393 construits en 2.6. Alors, d’après a), on a

dim ~(Z0393, i) = K et on vérifie, en se plaçant au point générique de Sr (où le
morphisme ~0393: Yr - Sr est localement trivial) que Z0393, i n’est autre que le
transformé strict de Zi (introduit après l’énoncé de 2.5) par le morphisme
Yr - X. Le théorème 2.5 est alors une conséquence immédiate du corollaire
2.7 appliqué à Z0393. ~

Considérons maintenant un exemple. Nous supposerons ici que x = 2 et
que t 1 z: Z - C2 est sans éclatement en codimension 0. L’image conormale
de Z (au voisinage de x E Z) par t est la réunion de T*0394C2 et éventuellement
de T*{f(x)} C2 et T*C2C2. Ici, A est un germe de courbe plane en f(x). Si Z est
lisse, A est le discriminant usuel (image du lieu critique) de t|Z. On déduit du
théorème 3.1 que si E est un éventail d’équidimensionnalité pour T*0394C2, il est
aussi d’équidimensionnalité pour T*ZX. Dans la suite, nous supposerons que
f(x) est l’origine de C2.

2.10. COROLLAIRE: Soit 1 l’éventail subdivisant le premier quadrant de (Q03BA)*
dont le 1-squelette est formé, outre les formes linéaires de coordonnées, des
formes linéaires Li (sl , s2) = mis1 + nis2 où mi (resp. ni) est la multiplicité
d’intersection à l’origine de Ai avec l’axe {t1 = 01 (resp. {t2 = 01) et (0394i)i~I
est l’ensemble des composantes irréductibles de A. Alors 03A3 est un éventail

d’équidimensionnalité pour T*ZX.

Il suffit de montrer que l’éventail dont le 1-squelette est formé, outre les
formes de coordonnées, de la forme

est un éventail d’équidimensionnalité pour le conormal d’un germe de
courbe irréductible (C, 0) c (C2, 0).
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Considérons une paramétrisation de C: tl = Lm, t2 = Ln . 03BB(03C4) avec

03BB(0) ~ 0, m = (C- {t1 = 0})o et n = (C · {t2 = 0})0. Ici, B est égal à
C2 x C2 muni des coordonnées (ul , u2, vl , V2) et le transformé strict F de
C par la modification de -4 dans le produit C2 x C2 définie par t1 = u1 · 03C51
et t2 = u2 · V2 est la projection dans -4 de la sous-variété de B x C définie
par les équations

Considérons maintenant r, l’un des deux cônes de dimension 2 de
l’éventail E:

Remarquons qu’il suffit de vérifier que le transformé strict de T*~|F(B/C2) par
le morphisme S’0393 ~ C2, où S’0393 est un revêtement fini de S0393, est à fibres

équidimensionnelles. Ainsi nous pouvons supposer que S’0393 = e2 avec les
coordonnées (u’1, u") et que le morphisme S’0393 ~ e2 est donné par

ou bien

Dans le premier cas Wr est la projection dans B’0393 de la variété d’équation

et dans le second
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On vérifie alors qu’en tout point de Wr m {u’1 = u’2 = 01 avec v, et v2 non
tous deux nuls, il existe une unique limite d’hyperplans tangents aux fibres
de Wr - S’0393, d’où le résultat. ~

2.11. REMARQUE: Soit f : (Cn+1, 0) ~ (C, 0) un germe de fonction analytique.
Si 1 est une forme linéaire générique, on peut vérifier que (f, 1):
(cn+ 1, 0) ~ (C2, 0) est sans éclatement en codimension 0 (utiliser par exemple
le fait que les variétés polaires Pk ( f ) sont aussi les variétés polaires Pk ( f, l)
pour k (= codim Pk)  n - 1, voir [H-M-S]). Les courbes de l’image
conormale de ( f, l) sont la réunion du diagramme de Cerf de f (image du
lieu critique de f privé de Sing {f = 0}) et de la droite {f = 01 de C2. Les
formes linéaires de l’éventail E ont été considérées par Lê D.T. ([Lê]). Si f
est à singularité isolée, le 1-squelette est donné par les formes (eq + mq)sl +
mqs2 avec les notations (eq , mq ) de B. Teissier ([T]). Remarquons enfin que
pour f à singularité isolée, on peut appliquer les résultats ci-dessus à ( f, l)
même si 1 n’est pas générique. Il suffit de supposer que f|l=0 est aussi à
singularité isolée.

3. Variétés caractéristiques de D-modules relatifs

Nous donnons ici quelques résultats qui seront utiles à la preuve de 1.6, et
qui sont intéressants par eux-mêmes. Soit ç’: X’ ~ S’ un morphisme lisse
entre espaces analytiques complexes. Soit 1’ un -9x,ls, -module cohérent, où,
-9x,ls, désigne l’anneau des opérateurs differentiels relatifs à 9. Si cp’ provient
par changement de base d’un morphisme ~: X ~ S avec X et S lisses et
S’ c S, le DX/S-module N = i*N’ est cohérent, où i désigne l’inclusion de
X’ dans X. On a alors l’égalité 1’ = 1 */ := X ~OsOS’. De même, pour
tout sous-DX/S-module F de N on a aussi l’égalite F = i*i*F.
La variété caractéristique Car X est contenue dans l’espace cotangent

relatif T*(X/S). Chaque composante irréductible est relativement involutive
en ses points génériques (cela résulte de [G]). Par suite toutes les fibres de
l’application naturelle Car X --+ S sont de dimension supérieure ou égale à
dim (X/S), dimension des fibres de cp.

D’autre part, on peut appliquer les résultats de [Bj] Chap. 2 §7 et Chap. 5
§6 à l’anneau DX/S et au DX/S-module X. Il existe par suite une filtration finie
F. (X) par des sous--9x/s -modules cohérents telle que, pour tout j, 3j /Fj-i
ait une variété caractéristique de dimension pure j. De plus, Fj (X) est le
plus grand sous-DX/S-module de X dont la variété caracteristique soit de
dimension  j. Nous en déduisons

3.1. PROPOSITION: Soit S’ un espace analytique réduit et équidimensionnel. Soit
1’ un DX’/S’-module cohérent. Supposons que N’, en tant que OS’-module,
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n’ait pas de OS’-torsion. Alors toutes les composantes de Car N’ sont de
dimension supérieure ou égale à dim X’.

Preuve: Le problème est local sur X’ et S’, aussi pouvons-nous supposer
S’ ~ S et X’ c X avec X et S lisses et X’ = X x s S’. Soit comme ci-dessus

N = i*%’. Soit j le minimum des k tel que Fk(N) soit non nul. Le

DX/S-module Fj (N) a une variété caractéristique de dimension j. Soit Zj le
support de Fj (N). Si on localise la situation en un point générique de
Zj, on peut supposer que qJ(Zj) est analytique fermé dans S. On a alors
dim ~(Zj)  j - dim (X’/S’). Si l’on a j  dim X’, on en déduit que
dim qJ(Zj)  dim S’ et ceci implique que i*Fj(N) = 0 puisque formé
d’éléments de (9s,-torsion. Donc Fj(N) = 0, d’où une contradiction. *

3.2. THÉORÈME: Soit M un gx-module holonome régulier et JV c M un

sous-DX/S-module cohérent. Alors toute composante irréductible de Car JV est
égale l’espace conormal relatif de sa projection dans X, c’est à dire s’écrit
T*~/Z(X/S) avec Z c X. De plus, Z est tel que T*ZX soit une composante de
Car A.

Note. Ce résultat est une généralisation de [K1] prop. 5.10. La généralisation
de [K1] thm 5.13 est alors

3.3. COROLLAIRE: Dans la situation du théorème 3.2, supposons de plus que JV
soit sans (9s-torsion. Alors toute composante T*~|Z(X/S) de sa variété caracté-
ristique est dimension dim X, c’est à dire qu’on a dim Z - dim~ Z = dim S.

On a noté par dim. Z la dimension générique des fibres de glz. Ce corollaire
est conséquence immédiate de 3.1 et 3.2 puisque l’on a

Preuve du Théorème 3.2. Commençons par voir comment la deuxième
assertion se déduit de la première. Supposons d’abord que toutes les com-
posantes de Car X ont la même dimension. Nous pouvons supposer de plus
que M est engendré par X. Notons alors Car At = ~i~I T*XlX et choisis-
sons une stratification de Whitney (Z03B1)03B1~A de supp At = supp % adaptée
aux ensembles X et telle que sur chaque strate 9 soit de rang constant ra . Soit
r le maximum des r03B1 pour a E A et Ar = {03B1 E A/r« - r}. Soit a E Ar et
x E Z03B1. Nous allons montrer qu’au voisinage de x on a
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Quitte à se restreindre à des voisinages convenables de x et 9(x), nous
pouvons supposer que ~(Z03B1) = S03B1 est une sous-variété lisse de S. Au

voisinage de x, M est à support dans X« - ~-1(S03B1). Si y1, ... ,yp sont des
équations locales pour Sa dans S dans un système de coordonnées, on a
At = M03B1[~y1,..., ~yp], où At(X est un -9x,, -module holonome. La condition
a) de Whitney pour (Z03B2)03B2~A implique que ç est non caractéristique pour M03B1
au voisinage de x et donc At(X est DX03B1/S03B1 -cohérent, de variété caractéristique
donnée par le deuxième membre de (*).

D’autre part, At(X est aussi un -9xls -module cohérent qui engendre A sur
DX. Il a par suite même variété caractéristique que N (la variété carac-
téristique d’un sous-DX/S-module cohérent de At engendrant A ne dépend
que de M, voir [H-S]), d’ou l’assertion.

Ainsi, soit Ir = {i ~ I/dim Xi - dim~Xi = r}, où dim, Xi est la dimension
générique des fibres de glx. Alors Car N contient comme composantes
irréductibles les ensembles T*~|Xl(X/S) avec i E Ir . Montrons qu’il n’y a pas
d’autre composante. Une telle autre composante C est égale à T*~|Z(X/S) où
Z est la projection de C dans X, d’après la première partie du théorème. De
plus, on a dim Z - dim~ Z  r puisque Z ne coupe aucune strate Za avec
a E Ar . Par suite on a dim C  dim (X/S) + r = dim Car X, et donc
C = 0 puisque Car JV est équidimensionnelle.
Dans le cas général soit d la dimension de Car X et considérons la

filtration F.(N) introduite plus haut. Soit At’ le sous-DX-module de M
engendré par Fd-1(N) et M" = M/M’. Remarquons que l’on a

N ~ M’ = !Fd-1 1 (X). En effet, on a Fd - 1 (X) c JV n At’ et ces deux
sous-modules de At’ ont même variété caractéristique, puisqu’ils engendrent
At’. Par suite N n At’ est un sous-DX/S-module de N dont la variété
caractéristique est de dimension  d - 1, donc contenu dans Fd-1(N).
L’image JV" de JV dans M" est égale à Fd(N)/Fd-1 1 (,f ) et, d’après ce
qui précède, vérifie l’assertion voulue. On obtient le résultat par récurrence
sur d. ~

Revenons maintenant à la première assertion. Remarquons que l’assertion
est une propriété de A puisque nous avons vu que la variété caractéristique
d’un DX/S-module qui engendre At ne dépend que de -0Y. La preuve va
se faire par récurrence sur le couple (dim (Supp A), dim ~(Supp At)).
Rappelons que dim ~(Supp (M)) = max dim ~(Z) pour Z une com-
posante de Supp (M) et que dim ~(Z) = dim Z - dim~ Z où dim~ Z est la
dimension générique des fibres de ~|Z.
Quand dim ~ (Supp (M)) = 0, le support de M est contenu dans une

fibre de ~ (localement) et dans ce cas le résultat est clair. Fixons (d, b) e rBJ2

avec 03B4  1 et supposons démontré le théorème pour tout module At tel



230

que (dim (Supp M), dim 9 (Supp -eY))  (d, ô) (au sens de l’ordre lexico-
graphique). Nous allons nous ramener à une situation "à croisements
normaux". Pour cela considérons la situation suivante: soit 03C0: X ~ X un
morphisme d’une variété lisse X dans X tel que Ç = qJ 0 03C0 soit lisse. Soit -i9
un D-module holonome régulier contenant un sous-O-module cohérent 
qui l’engendre. Nous supposerons aussi que la restriction de 03C0 au support de
JI est propre.

3.4. LEMME: Si  satisfait la propriété du théorème et si on a (dim 03C0(Supp ),
dim (Supp ))  (d, ô) les images directes ~*03C0 JI satisfont au théorème.

Preuve: Nous pouvons décomposer 03C0 en une immersion fermée et une

projection. Comme le premier cas ne présente pas de difficulté, nous
supposerons que 03C0 est lisse. Posons À7 = D/S ·  et

où DR/X désigne le complexe de de Rham relatif au morphisme n. On a un
morphisme naturel

dont l’image Nl est un -9,/,-module cohérent qui engendre ~i03C0 . Il suffit
donc de vérifier que la variété caractéristique de Xi est une union de
conormaux relatifs. On voit de plus, comme dans le cas des D-modules, que
l’on a

3.5. LEMME: Soit Z analytique fermé dans X et propre sur X. Les composantes
irréductibles de dimension maximum de 03C0[T*|(/S) n 03C0*T*(X/S)] sont de
dimension dim (X/S) + dim () et sont relativement lagrangiennes.

Pour finir la preuve- de 3.4 il suffit de montrer que les composantes
de dimension b + dim (X/S) de Car Xi sont relativement lagrangiennes.
En effet, l’inclusion ci-dessus et le lemme 3.5 montrent d’abord que
b + dim (X/S)  dim Car Ni. D’autre part, F03B4+dim(X/S)-1(Ni) vérifie

l’inégalité dim ~(Supp F03B4+dim(X/S)-1 (Ni))  03B4 - 1, ce qu’on voit en se

plaçant au point générique de chaque composante irréductible de
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n(Supp ). Enfin, par hypothèse de récurrence, Car F03B4+dim (X/S)-1 (Ni) est
une union d’espace conormaux relatifs.

D’après le lemme 3.5 et l’inclusion ci-dessus, les composantes de dimension
03B4 + dim (X/S) de Car Ni sont parmi celles de n[Car Y n 03C0*T*(X/S)] et
sont donc relativement lagrangiennes. ~

Preuve de 3.5. La difficulté dans ce lemme provient du phénomène d’éclate-
ment. Quand S est un point ou une courbe, on peut trouver une stratification
de T*|(/S) compatible avec 03C0*T*(X/S) et qui vérifie la condition a) de
Whitney dans le premier cas, la condition de Thom relative au morphisme
T*|(/S) ~ S dans le second. On en déduit que toute strate est isotrope
relativement à la forme symplectique relative wX/s. Comme sur 03C0*T*(X/S)
cette forme est égale à la forme 03C0*03C9X/S, relevée de wxls, on en déduit que
toute composante de 03C0[T*|(/S) n 03C0*T*(X/S)] est relativement isotrope,
d’où le lemme (voir [K1] prop. 3.9).
Dans le cas général, une telle stratification n’existe pas nécessairement.

Aussi, nous allons employer une méthode analogue à celle utilisée au §2.

Assertion. Si ¡Plz est sans éclatement en codimension 0 (voir [H-M-S]), le
lemme 3.5 est vrai.

En effet, on peut utiliser la version relative de [SI] (2.4.2) pour obtenir que
toute composante de 03C0[T*|(/S) n 03C0*T*(X/S)] est relativement isotrope.
Une telle composante Ci est donc contenue dans un espace conormal relatif

T*~|Zl(X/S) avec Zi c Z = 03C0(). On a

On a donc dim Cl = dim X/S + dim () si et seulement si Ci = T*~|Zl (X/S)
et dim ~(Zi) = dim (). De plus, de telles composantes existent, puisque
T*~|Z(X/S) est nécessairement une composante de 03C0[T*|(/S) n n*T*(X/S)].
On obtient ainsi 3.5 sous l’hypothèse de non éclatement.
Dans le cas général, on voit de même que T*~|Z(X/S) est une composante

de 03C0[T*|(/S) n 03C0*T*(X/S)] et est de dimension dim X/S + dim ().
Soit Ci une autre composante de cet espace et Zi son image dans Z. Si
dim CP(Zi) = dim g(Z) ( = dim Ç(2 )), on peut appliquer le lemme (2.4.2)
de [S1], du fait de [H] Remark 1 p. 238, pour conclure que Ci est contenue
dans T*~|Zl(X/S) (c’est le même argument que dans le preuve de 2.8).
Pour démontrer le lemme, il reste donc à vérifier que si dim cp(ZJ 

dim g(Z), on a dim C1  dim X/S + dim (p(Z). Pour cela, considérons
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une modification m : S’ - S obtenue comme suite d’éclatements (ou
d’éclatements locaux) de centres nulle part denses dans ~(Z), et telle que
le transformé strict T*|l(’/S’) ~ S" soit à fibres équidimensionnelles
(l’existence d’une telle modification est montrée dans [S2] en utilisant les
résultats de [H-L-T], et on a en fait une famille complète de telles modifi-
cations, cf. 2.9).
Tout composante Cl de 03C0[T*|(/S) n n*T*(X/S)] est l’image par l’appli-

cation naturelle d’une composante Ci’ de 03C0’[T*’|’(’/S’) n 03C0’*T*(X’/S’)]
(ou de plusieurs, si on a choisi une famille complète de modifications). Si
dim CP(Zi)  dim g(Z), on a aussi dim cp’(Z:)  dim cpl(Z/) (ici, "prime"
désigne toujours le transformé strict par m) et donc

d’après l’assertion ci-dessus. On a donc

Terminons la preuve du théorème 3.2. Soit 03C0: Y - supp M une modifi-
cation propre telle que le lieu exceptionnel soit un diviseur à croisements
normaux dans Y et que hors de ce lieu, le DY-module n*-4 soit une
connexion. Nous supposerons de plus qu’on a choisi des coordonnées
tl , ... , tK sur S identifié à (CK 0) de sorte qu’il existe un diviseur
à croisements normaux D c Y tel que les composantes des diviseurs

(~1 03BF 03C0)-1(0), ... , (~k 03BF 03C0)-1(0) et du lieu exceptionnel de 03C0 soient des

composantes de D. Le DY-module A’, localisé le long de D du module 03C0*M
est holonome régulier (voir [K-K2], [Me]). Soit  son image directe par le
plongement Y ~ Y x CK associé au graphe de ~ 03BF n. Il suffit alors, d’après
le lemme précédent et l’hypothèse de récurrence, de prouver le théorème
pour . La question est maintenant locale. Dans des coordonnées locales
sur Y telles que D soit une union d’hyperplans de coordonnées, on peut
écrire ~k 03BF n(x) = 03BBk(x) · gk(x) où 03BBk est une unité et gk un monôme. A un
isomorphisme près de Y x CK, on peut donc supposer que ~k 03BF 03C0 est un

monôme pour tout k.

D’après [G-G-M] prop. IV. 3.2, le DY-module -0Y’ est localement iso-
morphe à une extension de DY-modules du type DY/F où f est l’idéal
engendré par les équations

et I est un sous-ensemble de {1, ... , n}. On peut ainsi se ramener au cas où
.A’ est un tel module. Alors le DY Ck-module  admet un générateur



233

u Qx b(t - cp) satisfaisant en particulier aux relations

et

Ici, ôt t = (ôt, t, , ... , ~tktk) et Ai est la forme linéaire sur Qk telle que le
coefficient de sk soit l’exposant de Xi dans le monôme 9k - 71;.

Soit X le DY Ck/Ck-module engendré par u ~ b(t - 9). Il suffit de

montrer que chaque composante C de Car X est de dimension égale à
dim Y + dim qJ 0 03C0(Z), si Z est la projection de C dans Y = supp Jt c
Y x Ck. Soit r la dimension du sous-espace de (Qk)* engendré par les
formes Ai (i El). Ce n’est autre que le rang de qJ 0 n sur YBD. Soit Ir c I
tel que {Ai}i~Ir soit une base de cet espace. L’élément u Q à(t - ç) vérifie
alors des équations du type

Par suite Car N est contenue dans l’ensemble défini par les équations
suivantes

Cet ensemble est irréductible de dimension dim Y + r: en effet, c’est une
variété lisse hors de UjEIBIr {xj = 03BEj = 01; de plus, toutes ses composantes
sont de dimension supérieure ou égale à dim Y + r vu le nombre d’équation
qui le définissent; enfin la restriction de cet ensemble au-dessus de

I, (xj = 03BEj = 01 est de dimension  dim Y + r, ce qu’on voit en se
restreignant aux ensembles du type ~j~J’ {xj = 03BEj = 01 B Ui.i- {xj = çj = 01
avec I/Ir = J’ u J". Ceci finit la preuve du théorème. ~
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Considérons maintenant un sous-ensemble analytique fermé (réduit) ,S’

de S et soit X’ son image inverse dans X. Soit JV un DX’/S’ -module cohérent
et JV = i*N’

3.6. COROLLAIRE: Supposons que JV soit contenu dans un DX-module holo-
nome régulier M. Supposons de plus que, vu comme OS’-module, N’ soit
OS’-plat. Alors N’ est relativement holonome.

Démontrons d’abord le résultat suivant:

3.7. LEMME: Soit N’ un DX’/S’-module cohérent et relativement holonome.
Si N’ est OS’-plat, pour tout point s de S’, la restriction Ns = N OaS,,s
(OS’,s/Ms), où Ms désigne l’idéal maximal de OS’,s, vérifie l’egalité 

Supposons d’abord que S’ - S. Nous allons montrer un résultat

plus précis que 3.7: Soit Ch (X) le cycle caractéristique de J’V. Il s’écrit
X ml T*~|Zl(X/S). Notons Ch (%)s le cycle 03A3 mi[T*~|Zl(X/S)]s, où [T*~|Zl(X/S)]s
désigne le cycle (de dimension dim X - dim S) associé à la fibre en s du
morphisme T*~|Zl(X/S) ~ S. Nous allons montrer que l’on a en fait l’égalité
de cycles 

Remarquons d’abord que Car X est équidimensionnelle de dimension
d = dim S + dim X. En effet, avec les notations du début de ce para-
graphe, on voit que g;d-1 (%) est contenu dans la OS-torsion de N, qui est
nulle puisque X est OS-plat. Montrons que, si T est un germe en s d’hyper-
surface lisse dans S, on a

avec X, = X où,, (9,. Pour cela, soit f ~ OS,s un germe lisse définissant T.
Considérons le complexe défini par la multiplication par f

et soit F. (X) une filtration bonne pour F. (2t1x/s) (filtration par le degré des
opérateurs). Une telle filtration existe localement sur X. Ce complexe est
filtré par F. et, localement sur X, la suite spectrale associée dégénère en un
rang fini r (voir [M] lemme 3.2 pour une démonstration analogue). Nous
avons alors une égalité dans le groupe de Grothendieck des faisceaux de
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OT*(X/S)-modules cohérents à support dans Car (X)T:

On voit aussi que Car (JV)T est équidimensionnelle et on a

dim (Car N)T = dim (Car X) - 1. En considérant alors le cycle de

dimension dim (Car X) - 1 associé aux deux membres de l’égalité ci-dessus,
nous obtenons l’égalité Ch (%T) = Ch (JV)T. Par récurrence sur dim S,
nous obtenons le résultat voulu.
Dans le cas général, soit m : S’ -+ S’ une résolution des singularités de S’.

Soit ’ = m-1 (%) Q9m-l(lDs’) O’, C’est un D’/’-module cohérent et rela-
tivement holonome. Sa variété caractéristique est la transformée stricte de
celle de X par m, puisque  est (9g, -plat et donc Car À n’a pas de
composante verticale. Soit s E S’. Alors Car (N)s = ~~m-1(s) Car(%)s. On
sait, d’après ce qui précède, que Car () = Car et par définition on
a  = Ns. Donc Car (X), = Car (Ns).

Preuve de 3.6. Le problème est local sur X et S. Supposons d’abord que
S’ = S. Soit mi : Si ~ S une modification telle que Si soit lisse. Posons
Ni = m-1i(N) Qas (9s,. C’est un DXl/Sl-module cohérent, plat sur OSl. Il est
de plus contenu dans un -9x,-module holonome régulier: en effet, si oK est
contenu dans -o7 qui est holonome régulier, posons Ati = m-1i(M) ~ OS (9s,.
On a un morphisme naturel fl - -iV; , qui est injectif au-dessus d’un ouvert
de Zariski dense de Si , donc partout puisque Xi n’a pas de OSl-torsion. De
plus, d’après [K-K2] et [Me], Ati est holonome régulier. Il résulte alors de 3.2
et 3.3 que Car (Ni) est la transformée stricte de Car N par mi.

Soit s E S et x E ~-1(s). Si Car oK n’est pas à fibres équidimensionnelles
sur S, il existe une famille finie complète mi : Si ~ S (i E I) de modifications
telles que pour chaque i, la transformée stricte (Car N)i de Car N par mi
soit à fibres équidimensionnelles sur Si (d’après le théorème d’aplatissement
de [H-L-T]). Nous pouvons de plus supposer que Si est lisse, quitte à
résoudre les singularités de Si. D’après la remarque ci-dessus, nous avons
alors l’égalité

D’autre part, puisque la famille (mi)i~I est complète, la fibre (Car N)s
est réunion des fibres (Car Ni)sl pour si E m-1i(s). Enfin, pour tout i, Xi
satisfait les hypothèses du lemme 3.7. Nous savons alors que (Car Ni)sl =
Car (Ni,sl). Mais Xi,,, = Ns pour tout si E ml 1 (s) et tout i ~ I. Par suite on
a Car (Ni)sl = Car (Ns) et finalement (Car N)s = Car (Ns), donc Car N
est à fibres équidimensionnelles sur S.
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Dans le cas général, soit ml: Sl ~ S une modification de S qui vérifie les
propriétés suivantes: Sl est lisse, le transformé strict S’i de S’ par mi est lisse,
et mi induit une modification m’i: S’i ~ S’. Soit Di c Si l’ensemble excep-
tionnel de mi. Posons enfin ’i = mj-1 1 (S’) et considérons le D’l/’l -module
’i = m-1i(N’) ~m-1l(OS’) O’l. C’est un O’l -module plat. Soit son image
directe par l’inclusion X;’ -+ X . On a alors un morphisme naturel i ~ Mi
(où Ati est défini plus haut), et donc un morphisme naturel i ~ Ai [*Di].
Soit Xi son image. Alors Car (Ni) est la transformée stricte de Car X par
mi. En effet, Car (Xi) est une réunion de conormaux relatifs d’après 3.2 et
Xi n’a pas de sous-module à support dans Di.

Assertion. Il existe une famille finie et complète de modifications mt : Si -+ S,
chacune vérifiant les propriétés ci-dessus, et de plus le fait que la transformée
stricte Car (Nl) de Car X par m’i soit relativement lagrangienne.
En effet, soit (m’i)l~I une famille finie complète de modifications, ml :

S’l ~ S’, telle que la transformée stricte (Car X")i de Car X" soit relative-
ment lagrangienne. Le théorème d’aplatissement ([H-L-T], voir aussi [S2])
nous donne non seulement l’existence d’une telle famille, mais aussi le fait
que chaque m’l peut être obtenue comme suite d’éclatements locaux. On peut
donc trouver mi: Si ~ S telle que mi|S’l = m’i. Il en est de même en ce qui
concerne la résolution des singularités de S;’ et de Si.

Choisissons une telle famille (m,)i El. Nous voyons alors que Xi est rela-
tivement holonome pour tout i E I. De plus, si N’i désigne la restriction de
Nl à 1’ (de sorte que Xi est l’image directe de Xi par l’inclusion X’ ~ Xi),
on a un morphisme surjectif ’i ~ N’i. Son noyau est à support dans Di.
En tensorisant par (Çs,, et en utilisant la définition de ’i’, nous obtenons un
morphisme surjectif

dont le noyau est à support dans Di n Si", qui est partout de codimension
 1 dans S;’. Comme le module de gauche est US, -plat, ce noyau est nul.
Finalement nous voyons que les deux modules ci-dessus sont isomorphes et
relativement holonomes (puisque celui de droite l’est).
On peut alors terminer la preuve de 3.6 comme dans le cas où S = S’, en

remplaçant X, par le module de gauche ci-dessus. ~

4. Equations fonctionnelles et éventails caractéristiques

Nous reprenons ici la situation du début du §2. Soit M un -9x-module
holonome et U.(M) une bonne K-filtration. Nous savons (voir [SI] § 2.1)
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que l’anneau de Rees RV(DX), un fois tensorisé par OX, s’identifie à l’anneau

DX/Ck des opérateurs différentiels relatifs à ~: Y - C", et on a un résultat
analogue pour R0393 (2)x), où r est un cône simplicial dans le premier quadrant
de (Qk)*. Soit RU(M) le module de Rees associé à la filtration U. (M) (et de
même R0393(M)). Il est équivalent de dire que RU(M) est C[u, , ... , uk]-plat
(resp. RV(DX)-relativement holonome) ou que RU(M) ~RV(OX) OX est Co-
plat (resp. DX/Ck-relativement holonome). On a un résultat analogue pour
R0393(M). Dans la suite, nous considèrerons RU(M) (resp. R0393(M)) comme un

DX/Ck (resp. DX0393/S0393)-module via cette tensorisation.
Nous allons maintenant démontrer 1.5 et 1.6. Commençons par appliquer

les résultats généraux du §3 pour obtenir.

4.1. LEMME: Supposons que M soit régulier. Alors 03A3 est un éventail carac-

téristique pour At au voisinage d’un point x de X si et seulement si 03A3 satisfait
la propriété de 1.5.

Considérons le -9,-module M[u, u-1] ~RV(OX) OX, où u = (ul , ... , uk)
sont les coordonnées sur C" . Il s’identifie au localisé le long de l’hypersurface
{03A0 ui = 0} du 2)fl£ -module p* At, où p: Y - X est la projection naturelle.
Comme p*M et son localisé sont holonomes réguliers si M l’est, nous

voyons que ku(W) est contenu dans un 2)fl£-module holonome régulier.
De la même manière, soit r un cône simplicial dans le premier quadrant

de (Q03BA)* et soit N’ le réseau de (Q03BA)* engendré par r n N, où N = 7 " est
le réseau standard de (QK)*. La variété torique Si associée à r dans ce réseau
est par suite lisse (voir [Da]) et on a un morphisme fini SÇ - Sr. Alors
R’0393(M), transformé strict de R0393(M) par ce morphisme fini, est contenu dans
un DX’0393-module holonome régulier (YÇ est le produit fibré de grr par 5’r)’
Le théorème 3.2 montre que la variété caractéristique de R’0393(M) est une

union d’espaces conormaux relatifs au morphisme 9’: YÇ - Sr , et puisque
R’0393(M) n’a pas de OS’0393-torsion (par construction), cette variété n’a pas de
composante verticale.

D’autre part, soit 03C0: YÇ - Yr le morphisme fini induit par SÇ - Sr. On
a un morphisme naturel R0393(M) ~ 03C0*R’0393(M) qui est injectif au-dessus du
tore dense S*0393, donc partout puisque R0393(M) n’a pas de OS0393-torsion. La
variété caractéristique de 03C0*R’0393(M) est contenue dans l’image de celle de
R’0393(M) par le morphisme fini naturel T*(X’0393/S’0393) - T*(X0393/S0393), qui est une
réunion de conormaux relatifs. Nous voyons alors que Car R0393(M), con-
tenue dans une réunion de conormaux relatifs, n’a pas de composante
verticale sur Sr puisque R0393(M) n’a pas de OS0393-torsion et d’après 3.1. D’autre
part, en restriction au tore dense de Sr, nous voyons que Car R0393(M) n’est
autre que la réunion des espaces conormaux des espaces Z0393, i relatifs à qJr,
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où Z0393, i est le transformé strict de Zi par la projection Yr - X et Zi est tel
que T*ZlX soit une composante de la variété caractéristique de M. En effet,
sur ce tore, toute la situation est localement triviale. Comme Car R0393(M) n’a
pas de composante verticale, l’égalité a encore lieu au-dessus de S0393. Ceci
prouve le lemme. ~
A l’aide de ce lemme, nous voyons que 1.6 résulte directement de 1.5.

Nous obtenons aussi une autre conséquence:

4.2. COROLLAIRE: Soit M un -9,-module holonome régulier et U. (M) une
bonne K-filtration de M. Alors tout éventail de platitude pour U. (M) (au sens
de [SI 2.2.3) est caractéristique pour .A.

En effet, si r est un cône simplicial d’un éventail de platitude pour M,
ô est (9s, -plat, donc, avec les notations ci-dessus, R’0393(M) est (9si -plat
(par changement de base) et, d’après 3.6, relativement holonome. Par suite,
R0393(M) est aussi relativement holonome et donc 03A3 est caractéristique.

Preuve de 1.5. Il n’est plus nécessaire de supposer que M est régulier. Soit
U. (M) une bonne K-filtration de M et L un éventail simplicial tels que la
condition de 1.5 soit satisfaite. Nous avons montré dans [SI ] (preuve de
2.2.3) que la K-filtration U’(aV) définie par

est bonne, et ceci quelque soit E. D’autre part, il est clair qu’une fois 03A3 fixé,
on a pour cône r de E l’égalité

En effet, on a bien sûr U’03C3(M) c 0393U03C3(M) pour tout (5 E 7LK et donc

0393U’03C3(M) c 0393U03C3(M). D’autre part on a aussi l’inclusion U03C3(M) c U’03C3(M)
pour tout a et donc 0393U03C3(M) c 0393U’03C3(M).

Il suffit alors de montrer l’assertion suivante: pour tout cône r de X, on
a (pour tout k ~{1, ... , KI) une équation de Bernstein

En effet, si cette assertion est montrée, nous en déduisons que Z(03A3)
(= ~0393~03A3 Z(0393)) est un ensemble de pentes pour V’(uH) et donc, d’après 1.3,
Z(03A3) est aussi un ensemble de pentes pour U. (uH).



239

Fixons donc un cône r de E (on suppose toujours que 1 et U. (M)
satisfont à la propriété de 1.5). Par un changement de réseau dans (Qk)*
nous pouvons supposer que r est engendré par une (partie d’une) base du
réseau 7LK et par un changement de variables que r est le simplexe standard,
qu’on supposera aussi de dimension maximum K. Nous sommes ainsi
ramenés à démontrer l’assertion suivante:

Soit U. (M) un bonne k-filtration de M telle que RU(M) soit relativement
holonome. On a alors des équations fonctionnelles (pour tout k ~ {1, ... , KI)

Cette assertion va résulter des considérations ci-dessous. Soit, d’une
manière générale, un morphisme lisse 9: fI -+ S et des hypersurfaces lisses
Hl , ... , Hx dans S en position générale, avec x = dim S. Soit N un
DX/S-module cohérent relativement holonome, qui est de plus muni d’une
structure de V0(DX)-module, où K (DX) est la K-filtration de DX associée aux
hypersurfaces ~-1(H1), ... , ~-1(Hk) (voir [SI §2.1). Le DX/S-module N
est alors aussi V0(DX)-cohérent (rappelons que -9,fls c V0(DX)). Enfin

supposons aussi que X est muni d’un endomorphisme E (comme V0(DX)-
module). Nous avons alors:

4.3. LEMME: Dans ces conditions, E admet un polynôme minimal sur JV au
voisinage de tout point de fI.

Preuve. Soit At := DX ~V0(DX) N. C’est un DX-module cohérent. De plus,
comme on a V0(DX) = DX en dehors de l’hypersurface H = ~k ~-1 (Hk), et
puisque N est relativement holonome, on voit que, en dehors de H, JI est
un -9. -module holonome. D’après un résultat de Kashiwara ([K2]) le

localisé de M le long de H, noté M[*H], est aussi holonome. Le morphisme
naturel X -+ M[*H] est un isomorphisme en dehors de H. Son noyau 9
vérifie les mêmes propriétés que N, mais est à support dans ~-1(H).
Comme l’endomorphisme E de JV s’étend en un endomorphisme de M
comme -9, -module, et aussi de M[*H], E admet un polynôme minimal sur
M[*H]. Il reste donc à voir que E admet un polynôme minimal sur 6.

Puisque 6 est à support dans H, et si on note uk une équation locale de
Hk, on voit qu’il existe un entier n tel que l’on ait (u1 ··· uk)n · 03B5 = 0 au
voisinage d’un point x de fI. Considérons 03B503BA = 03B5/unk03B5. C’est un -q-fklhk -
module cohérent relativement holonome (on a posé Xk = ~-1(Hk)) qui
est muni d’une structure de V0(DXk)-module et d’un endomorphisme E
(ici, V. (DXk) est la (K - 1 )-filtration de DXk associée aux hypersurfaces
~-1(Hj n Hk ) pour j ~ k).
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Par récurrence sur x = dim S, en voit qu’il existe un polynôme bk tel que
bk(E) · 03B5k = 0. Finalement, on obtient

d’où le lemme. ~
Terminons la preuve de 1.5. Considérons le module de Rees RU(M). C’est

un DX/Ck-module cohérent, relativement holonome par hypothèse, et il est
muni d’une structure de V0(DX )-module: en fait, si l’on considère Ru (M)
comme un sous-module de M[u, u-1], et si on se souvient que M[u, u -’] =
p*M[u-1], où p : X ~ X est la projection naturelle, 0,-f" (At) est tk ~tk + sk sur
Us.

Soit k ~ {1, ... , 03BA} et i l’inclusion de {uk = 01 dans Ck. Considérons le
module i*RU(M). On a

où s = (sl , ... , s03BA), s’ = (sl , ... , gk, ... , SK) et 1 k est le kème vecteur de
base de 7LK. On peut alors appliquer le lemme précédent à X = i*RU(M)
et à l’endomorphisme E = uk ôuk. On obtient ainsi l’existence d’un polynôme
b tel que b(E) · i*RU(M) = 0, c’est à dire que pour tout sk E Z, on a
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