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Notations
X voisinage ouvert de C?
Cy catégorie des faisceaux de C espaces vectoriels sur X

D(Cy) catégorie dérivée associée.
Pour #° complexe d’objet de C,, on note:

KW (F ) son i*™ groupe de cohomologie

F. sa fibre en un point x de X

F'[k] complexe égal a F*" en degré n dont la différentielle est celle de F-
multipliée par (— 1)*

E faisceau constant de fibre E

I, foncteur de Cy, — C, est égal pour 4 fermé au foncteur section a
support A4 et pour 4 ouvert 4 iyi~' ol i: 4 = X est I'inclusion
ouverte

r, est aussi deéfini pour les localement fermés de fagon que
Lyl = Tynp

RT', foncteur dérivé de I',.
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Introduction

Ce travail fait suite aux articles [3, 4, 5, 6, 7]. Son objet est de donner une
description de la catégorie Perv®(C?) des faisceaux pervers relativement a
une courbe plane A ou du complexe des solutions d’un 2-Module holonome
dont la variété caractéristique se projette sur A. L’équivalence entre ces deux
points de vues résulte de [1, 12, 13, 18, 19, 20]. La méthode d’étude consiste
a introduire une coupure H de C? et une coupure M de la coupure H. Les
propriétés de ces coupures sont telles que le foncteur &

F (0> RT., ,F — RT, ,F - RT,F -0 = a(F)

est un isomorphisme fonctoriel de Perv®(C?). On décrit alors précisémment
&(Z ) en remarquant que c’est un complexe de faisceaux constructibles
relativement 4 une stratification de (C?, H, M). Afin de simplifier I’exposé,
nous insisterons sur la version topologique. Nous renvoyons le lecteur a [8]
pour sa version analytique et le lien entre les deux versions.

R. MacPherson et K. Vilonen, J.L. Verdier et L. Narvaez traitent par
d’autres méthodes dans [15, 16, 17, 21, 24] de problémes analogues.

0. Definition d’un faisceau pervers relativement a une courbe plane

Soit X un voisinage de I'origine de C* et A un germe de courbe plane de
C{x, y}.

0.1. DEFINITION: un élément & de D(C,) est dit pervers relativement a la
courbe plane A si les conditions I, II sont vérifiées

L W(F ) ix-ss W(F ) a—i0)» W(F ), sont des systémes locaux
W(F ) =0 pour j¢{0,1,2}
W(F )iy =0 hz(f’)lczﬁ{o, =0

Il méme condition que I pour R# om (¥, Cy)

Dans [3], on montre le résultat suivant:

0.2. PROPOSITION: Dans la définition 0.1, on peut remplacer les conditions II,
au choix par les conditions Ilbis ou Ilter:

IIbis) Yxe A — {0} RT,,F =0
RTwF = RT,,F = 0.

Ilter) RT,ZF n’a de la cohomologie qu’en degré = 1
R F " n’a de la cohomologie qu’en degré > 2.
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I. Coupures associees a A et enonces des resultats

Soit S, la sphére de rayon ¢ centrée a I'origine dans C?. Soit L un entrelacs
de S, associé au germe de courbe plane A. On peut prendre L = S, n A.
Nous dessinerons L dans un tore de R® d’axe Oz au moyen d’une projection
stéréographique. Pour obtenir des dessins réalisables, on peut prendre pour
L la tresse associée a A.

En A, on représente I'entrelacs associé a la courbe A d’équation
¥y’ — x> =0 et en B a la courbe irréductible paramétrée par (x = ¢°,

y =02+ 1.

Si C(L) désigne le cone sur L de sommet I’origine de C?, on a ’homéomor-
phisme de paires:

(€ CL) = (€4 A).
Désormais nous identifierons ces deux espaces topologiques.
I.1. Coupures associées a A

Notons w l'origine de R*. Quitte a faire un homéomorphisme de la paire
(R?, L), on peut supposer que la projection de centre w de L sur une grande
sphére de R* centrée en w n’a que des points doubles ordinaires. Notons ¢
le nombre de ces points doubles.

I.1.1. DEFINITION DES OEILLETS: Associons a L, les é points (¢, t,, . . . , ;)
nommeés oeillets qui verifient la propriété suivante.

1) La demi-droite [w, #,[ rencontre L en un unique autre point ¢;. Ce point
est de plus extérieur au segment [w, £,[.
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2) Silest un point de L distinct de ¢, et ¢, [0, /[ ne rencontre L qu’au point
L.

Orientons maintenant L dans le sens des arg X croissant. Soit ¢, un
oeillet, T,,: et T,,: les tangentes ¢ orientées de L en z, et ¢;. On peut supposer
que tous les triedes (7;,, T, 67,; ) sont indirects pour 'orientation
canonique de C x R (c’est bien le cas si on prend pour L la tresse associée
a A, voir aussi [8] page 20, remarque 1.5.6).

1.1.2. Notation: ¢(L) = |, o, 1], le cone compact de centre w de R® sur
L (plus exactement son image réciproque par la projection stéréographique).
¢(L) est stratifiée de la fagon suivante:

<R3 — ¢(L), c(L) — O [w,t,] — L, L — O {t.},
k=1 k=1

5 5
kgl lo, 2, [, kgl {t.}, w)

Donnons quelques propriétés de ces strates

1) R® — ¢(L) est simplement connexe.

2) L — Ui_, {t,} a 6 composantes connexes. En effet suivant notre
orientation de chaque point 7, part une composante connexe de
L — Ui_, {t,}. Notons _, cette composante connexe. On désignera par
z, un point de _,.

3) (L) — Ui_, [w, 4] — L a & composantes connexes, on notera
c(k, L) la composante dont "adhérence contient _, et par y, un point de
c(k, L).

4) On désignera enfin par x, un point de ]0, #,[.
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I.1.3. DEFINITION: On appelle coupure associée a
H = C(c(L))

le cone de sommet I’origine de ¢(L) dans C*. On appelle accident de H:

M = C(O [, tk]>.

I.1.4. DEFINITION: On note X la stratification suivante de (C?, H, M): £ =
{CC—HH-MUA,A-MnAMnA-{0},M —(MnA) —
C({w}), Cw}) — {0}, {0}}, A = C(L) et C(w) désigne la demi-droite
[0, w[. X — H est simplement connexe; d’aprés les propriétés de la stratifi-
cation de ¢(L), H — M UA), A— (M nA), M — Mn A - C{w}),
M ~n A — {0} ont chacun § composantes connexes.

1.1.5. Notations

Composante Isomorphe a point de cette
connexe de composante
H, “cloison” | H — (M U A) Cle(k, L) — {0} | »
A, “fil” A — (M n A) C(d) — {0} Z,
D, “oeillet” Mn A - {0} c{t}) — {0} t
S, “coins” M—AnM-—C{w}) | CJO, ) — {0} | x,
D = C({w}) — {0} )
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1.2. Enoncé des résultats X = C?

1.2.1. RESULTAT: Si & est un faisceau pervers relativement a A, les com-
plexes RI'y_, %, RT,_,% , R,  sont respectivement concentrés en
degré 0, 1 et 2.

On déduit en utilisant comme pour la preuve du théoréme 1.2.4 les lemmes
de I’'appendice 4 que le foncteur a:

F ~uF) = 0—RTy 4% — RT, ,% — RT,F —0)
est un isomorphisme fonctoriel de Perv®(X).

1.2.2. RESULTAT: Si & est un faisceau pervers relativement a A, le complexe
a(ZF ) est constructible par rapport a X.

Pour décrire un tel complexe constructible, on est amené a introduire la
catégorie C(A).

1.2.3. DEFINITION: Les objets de cette catégorie sont la donnée de 6 + 2
espaces vectoriels de dimension finie reliés par des morphismes

U Uy

ou k décrit {1, 2, ..., 6} assujettis & vérifier les conditions

1) v,u, + 1ld = M, est un isomorphisme
2) ”/:u;(k) = WUy
Vil = — Oy €St un isomorphisme
v, = 1d
vu, =0 si c¢{k,aCk), bk)}
3) Ma(k)v/:(k) = U Oy i
4 I Moo, =0
5) 22=1 u/;uk = 05
ou a(k) et b(k) sont définis en I11.3.8 et M, est un produit de M; défini en
11.5.3.2.

1.2.4. THEOREME: Les catégories Perv®(X) et C(A) sont équivalentes.

On démontrera ce théoréme en décrivant a l'aide de C(A) le complexe
constructible de 1.2.2. On obtiendra ainsi un foncteur o Perv®(X) — C(A)
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dont on construira un quasi-inverse f. Pour démontrer 1.2.1, 1.2.2, on
supposera vérifiées des propriétés topologiques du type suivant: soit par
exemple x un point de M, B(x, ¢§) n (H — M) est une réunion disjointe
d’ouverts de H — M et ces ouverts se rétractent sur des pointsde H — M
en respectant la stratification X. Cela ne pose pas de problémes vu la
construction de H et M.

1.2.5. REMARQUE: “Un mot sur le cas analytique”. Dans [8], on montre que
I’on peut choisir pour H

H = {(x,y —il); f(x,y) = 0Oet AeR"}

ou f(x, y) = 0est une équation de A dans un bon systéme de coordonnées.

II. Triangles associes a un faisceau pervers relativement a A
A tout faisceau pervers #  de perv®(X), associons les deux triangles:

RT, &

|

RT,F — F —> RTy_,F

|

RU,_yF

II.1. Les complexes RUy_p %", Rl'y_, %, RT & sont concentrés
respectivement en degré 0, 1 et 2

Soit i I'inclusion ouverte de X — H dans X. Rappelons que T'y_, = iyi™"

La condition de perversité I) de 0.1 entraine:
iT'\F = i"'(h°(F)) (dans D(Cy)).
On a donc un isomorphisme fonctoriel en % ":
RTy_,F = Rix(i"'(H°(F)).
B(x, ¢) désignant une boule de centre x et de rayon ¢, on a:

Ry (i'H(F ), = —=> RT(B(x, ¢) — H, l°(F")).
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B(x, &) — H est, pout tout x et pour tout ¢ petit une réunion disjointe

d’ouverts contractiles. Puisque A est disjoint de ces ouverts, A°(F ) en

restriction a chacun de ces ouverts est un faisceau constant. On a donc:
k>1 R (i 'W(F)), = 0.

Par suite, on obtient I'isomorphisme fonctoriel en & de D(Cy):

IL1.1. RTy_,F = i '"h(F")
D’autre part,

RT,7 = T,h(F).
La restriction a C*> — A de A°(# ") étant un systéme local, on a I’égalité:
T(F) = T(F).

D’aprés la condition de perversité Ilter) de la proposition 0.3, ce dernier
faisceau est nul. On a ainsi montré que

RT,F = 0.

& nayant de la cohomologie qu’en degré 0, 1 et 2, la suite exacte longue
du triangle horizontal se réduit a

00— W(F) — ROFX_,,%)

C»erﬂﬁf' — s WN(F ) ——— 0 D

CRZFHQ"' — s (F) ———— 0.

I1.1.2. REMARQUE: R, % n’a donc de la cohomologie qu’en degré 1 et 2,
et R’Ty & est isomorphe a h*(# ") faisceau supporté par {0} (d’apres la
condition Iii) de la définition 0.1).

Soit j I'inclusion ouverte de H — M dans C*:

(4

Ry = Rjx(j~'RTF)

Rjx(j~'RT,F ) 1]

i
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le deuxiéme isomorphisme se déduit de I1.1.2). Soit x un point de C*:

RY(j7'RTyF ), = —=» RT(B(x, &) 0 (H — M), RT, 7).
En I1.2, nous établissons que les restrictions de R°Ty_,,# ~ aux strates de T
sont des faisceaux localement constants d’espaces vectoriels de dimension
finie. En utilisant la suite exacte longue du triangle horizontal et la condition
I de la définition 0.1, on obtient que cette propriété est encore vraie pour
R'T,% . Soit x un point de M, B(x, ¢) n (H — M) est une réunion dis-
jointe d’ouverts de H — M. Ces ouverts se rétractent sur des points de
H — M en respectant la stratification Z. Du lemme 2 de ’appendice 2 de
[11], on déduit que la fibre de R*j,(j~'R'T,# ') en un point de M est somme
de fibres de ce faisceau en des points de H — M. Comme pour x dans
H — M et k non nul:

R (j7'RT, %), = 0, on aétabli:

IL1.3. RT,_,F =~ RT,_,, % [—1].

II.14. RT,_,F = jj 'RT,%F
La suite exacte longue du triangle vertical se réduit donc a

0—— RT,# —— RT,F —— erH_Mgr')

C RT,F —— RI,F —— 0.

RT,, % ne peut donc avoir des groupes de cohomologie non nulle qu’en
degré 1 et 2. Appelons m l'inclusion fermée de M dans X.

Soit x un point de M — A — C({w}); comme x n’appartient pas a A et
d’aprés la condition I de la définition 0.1, on a les isomorphismes:

RT,

F = RUKW(F) =~ (F),[—-4]

En I1.3, on montrera que R'T,, ,, % est constant en restriction aux strates
de X. En utilisant la suite exacte longue du triangle vertical, cette propriété
étant vérifiée pour R'I,# et R’T,%, on 'a déduit pour R'T,,F et
RT,, % . On a donc:

RT,(m™'RT, F ') = (RT,F ), [—2].
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Or R, (m~'RT,#) = RT.# n’a de la cohomologie qu’en degré 4. La
suite spectralle de ce foncteur composé montre que (R'T',,# ), = 0. Par
suite, R'T,,# " est supporté par A U C({w}).

Soit x un point de C({w}), on a

RT,, (m™'R'T,,F")

Il

R'TyF ) [-1].

D’autre part R°T,,# = 0; et comme x n’appartient toujours pas a A,
RI,, %" est concentré en degre 4. La suite spectralle du foncteur composé
I, = I, (m~'T,) permet alors d’affirmer que R'T, % est supporté par A.

Soit x un point de A — {0}, on conclut par le méme argument que
R'T,, % est supporté par {0}, car d’aprés les conditions de perversité II de
la proposition 0.3, RI",# " n’a de la cohomologie qu’en degré supérieur ou
égal a 3.

Comme R°T',# = 0, on a donc:

RT,F = RT,F .
Ce dernier faisceau est nul d’apres la condition II de la proposition 0.3.
II.1.5. RT,,F =~ RT,# [-2]
II.1.6. REMARQUE: Soit &# un complexe vérifiant les conditions I de la
définition 0.1. Alors RT',_,% " est concentré en degré zéro et si RI',,_,,F "
et RT,,#  sont concentrés respectivement en degré 1 et 2, & est pervers
relativement a A.
I1.2. Le faisceau RTy_,F = Ty ,h%(F') = ii '((F "))

(i désigne linclusion ouverte: X — H <% X).

Posons E = Iy ,h%F )X — H)

W(F )X — H).

h°(F ) x_y est un faisceau constant, X — H étant simplement connexe:
Ly yh™(F7) = iu(E).

Pour ¢ assez petit et 0 < ¢” < ¢, B(x, ¢§) — H se rétracte par déformation

sur B(x, ¢’) — H. Si n(x) désigne le nombre de composantes connexes de
B(x, ¢) — H, on en déduit
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I12.1. Ty_yhi(F'), =~ E"™

Avec les notations de 1.1.2, projetons ¢(L) sur une sphére de R* de grand
rayon et de centre |’origine par rapport a I'origine de R*. La courbe obtenue
est un graphe a ¢ points doubles. Ce graphe est connexe, B(w, ¢) — H a
donc § + 2 composantes connexes. En suivant les notations de 1.1.5, on
obtient le tableau:

x Fibre de R°T,_,# " en
X
0 E
E5+2
X E*
I E?
Yk E?
Z E
ae X — H E

Soit x un point d’une strate de £, B(x, ¢) — H se rétracte par déformation
en respectant X sur B(x’, ¢') — H, ou x’ est un point de la méme strate de
¥ que x, assez proche de x, et ¢’ assez petit. On en déduit la proposition
I1.2.2.

I1.2.2. PROPOSITION: Les restrictions de Ty_ ,h°(F ) aux strates de T sont des
faisceaux localement constants d’espaces vectoriels de dimensions finie.

Le faisceau I'y_,h°(F ) est donc déterminé par sa restriction aux strates de
X et par les morphismes de recollement entre strates. Soit Set S’ deux strates
de X. Supposons S incidence a S”. Soit x un point de S, B;, B,, . . ., B,y
les n(x) composantes connexes de B(x, ) — H. Pour y proche de x dans S,
B(y, ¢’) — H a n(y) composantes connexes: B, . . ., B, . Pour ¢ petit,

Vjdi; B < B.

I1.2.3. PROPOSITION: Avec les notations précédentes, le morphisme de recolle-
ment entre la strate S et la strate S’ s’exprime par

En® —— En()
(€1, €25 - - -5 Eu) (€1, €5, . . ., €1))),

A ’ : ’
oue = e siB < B.
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I1.3. Le faisceau R'Ty,_\F"

Soit j 'inclusion de H — M dans X, on a vu en II.1 que R'T, % est un
faisceau localement constant en restriction aux strates de et que

RT,_ yF = j«j 'RT,F .
Le méme argument que pour 11.2.2 permet d’affirmer:

I1.3.1. PROPOSITION: Les restrictions de R'Ty_,,F  aux strates de X sont des
faisceaux localement constants d’espaces vectoriels de dimension finie.

I1.3.2. DEFINITION: F, = R'T,% (A;)
(R'T, %, est donc isomorphe au faisceau Fo).

I1.3.3. DEFINITION: A°(Z "),y _4 est un systéme local. Soit M, le morphisme
de franchissement de H, de sa face négative vers sa face positive associé a
ce systéme local. Cette orientation est fixée par le dessin suivant:

dessin: dessin dans C,(H) n S,
Mk

Soit B( y., €) une boule centrée en y, de rayon ¢; B(y,, §) — H a deux
composantes connexes: B* (y,, ¢) (resp. B~ (y,, ¢€)) placé du coté positif de
H, (resp. négatif). h°(# ") étant un systéme local, on a les isomorphismes:

I(F = BT NB (3 8) = BT NX = H) = F

= ~

d -
K(F B~ (y, €) M, -~

= ~

WF )X — H) = E7

M, est alors I'isomorphisme qui fait commuter ce diagramme.
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D’autre part y, n’appartenant pas a A, on a le diagramme commutatif
entre suites exactes courtes:

0 — K(F"), — Ty_yh(F"),, — (R'TF "), — 0

0 > E > ET @ E- > E > 0

R

e——— (e, Mi'e) (e, /)— M f — e,
ou Et = E- = E, le + indiquant par exemple que le morphisme de
recollement de I'y_,h°(# ') entre H, et un point placé du co6té positif de H,
est la projection:

E*t®E- — E*.

Du lemme des cing, on déduit une identification de (R'T,.# ), avec E et
I'isomorphisme de faisceaux constants.

1134. RT %y, = E
H, et A, étant disjoints de M, on a donc:

I13.5. RTy_yFa, = F,.
11.3.6. RTy_yFy = E.
Déterminons maintenant (R'T,,_,, % ),:
(RTy_yF ) & =2 RT,F (B0, &) n (H — M))
~ @ =5 RT,Z (BO,¢) n (H, uA)).

B0, &) n (H, U A;) se rétracte par déformation, en respectant X, sur
B0, &) n (H, U Ay) pour 0 < & < ¢ et ¢ petit:

An, RT, % (BO, &) N (H, U A) = RT,F (BO, &) N (H, L Ay)).

H, U A, se rétracte par déformation sur un systéme fondamental de voisi-
nage de A,, on en déduit un isomorphisme canonique:
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37 (RT,_yF = @ ; RT,F (Ay) = i ® F,.

ke{l,...,

11.3.8. Numérotation des strates de X
Utilisons pour cela le dessin de ¢(L):

Hb (k)

(en suivant I.1.5).

REMARQUE: Si le nombre de Milnor de la courbe est strictement supérieur
a 1, c’est-a-dire si la courbe est non lisse ou différente de y* — x? = 0, les
trois nombres de {1, 2, . . ., 8}: k, a(k), b(k) sont distincts.

11.3.9. Calcul de la restriction de R'Ty_\F " aux strates S, D, D
(en utilisant les mémes arguments de déformation-rétraction).

11.3.9.1. Restriction a D,
(RIFH—Mg;‘):k = RIFH—Mg.(Ha(k)) ® R'T,_yF (Hyp v Apwy)
@ RTy 7 (H, uA) = E® Fyy ® F,.

11.3.9.2. Restriction a S: x, désignant un point de S;, B(x,, &) n (H — M)
a quatre composantes con-
nexes, numérotées dans le
dessin suivant «, f, y, 6. Ces
composantes connexes sont
incluses respectivement dans
H,, Hy, Hy, Hy. On en

déduit 'isomorphisme

RTy_yF ), 2 E, ®E ®E, @ E,,
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ou par exemple E, = E et ou le morphisme de recollement entre la strate S,
et un point proche de x, sur la composante « est la projection sur E,.

11.3.9.3. Restriction a D. w étant un point de D, B(w, &) n (H — M) a 26
composantes connexes. Pour tout &k de {1, 2, . . ., 6} et pour x, proche de
o sur S, partent deux composantes connexes de B(w, ¢) " H — M T'une
contenue dans H,, autre dans H,,.

w

Xk

Ya(k)

On obtient ainsi:
RTy_yF), = . (‘29 5 (Ex ® E),

ou E, = E,,) = E et ou le morphisme de recollement du faisceau
R'T,_,, % entre la strate D et le point y, est la projection sur E,.

11.3.10. Les morphismes de recollement entre strates du faisceau
RI FH—M cg; '

I11.3.10.1. DEFINITION: Pour tout k de {1, 2, . . ., 8}, on note v;: F, > E le
morphisme de recollement du faisceau R'T',# " entre les strates A, et H,
déduit des isomorphismes 11.3.2 et 11.3.4.

I1.3.10.2. REMARQUE: A l'aide de E, F,, v,, on reconstitue un faisceau #
isomorphe & R'T',#;,_,,. On a alors

RT,_yF = ju(H#).

Par les isomorphismes I1.3.5 et I1.3.6, le morphisme de recollement de
R'T,_,, & entre les strates A, et H, s’exprime par le morphisme:

‘Uk: P}(_> E.
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Les morphismes de recollement de R'T,_,, % " entre les strates (D, H,),
(D, i), (Sis Hy), (Sis Hy)s (Sis Hyy) €t (Dyes Ar)s (Dyes Apey)s (D Hygy)
s’expriment avec nos identifications par des projections évidentes. De méme
pour le morphisme entre les strates (0, A,).

Etant donné leur commutativité, les morphismes de recollement entre les
autres strates s’expriment a 1’aide des v,.

11.3.10.3. Morphisme de recollement de R'Ty,_, % entre (D,, H,),
(D, Hyy) et (D, S;)
Ces morphismes s’expriment respectivement par:

E@Fy@F—E
(€, fowy> Ji) = v (Sfi)
E® Fyy @ F,— E
(e, fowy> [r) F= vy (foy)
E@E;(k)@Fk'—’Ea@Eﬁ('BEY@Ea
(e, fowy> J3) F— (e, e, v (i), Uy (o)

11.3.10.4. Morphisme de recollement entre (0, H,), (0, D), (0, D,) et (0, S;)
Ces morphismes s’expriment respectivement par:

(‘B 5 Fk — ke{@ 5) (Ek @ Ea(k))
(fo) — (v (f1), va(k)(fa(k))

Py E®F,OF

(1) P @aySaw)s Sow> i)
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FF— E,®E,®E, & E;

ce{1,2,...,6}
(f2) P @agy (faw)s atoy (Saw)s 2 (fi)s Doy (Sow))
I1.4. Le morphisme:
U: RTy_y 7 = Iy gh™(F) — jx(RTyFy_y) = RTy_yF

U est la composée UU, ou U et U apparaissent dans les suites exactes
longues de nos deux triangles

I, (F)-L RT,F
|
Jx(R' Ty Fh_ur)-
I1.4.1. Restriction de U a A, (définition): On note
u.: E— F,
le morphisme qui rend commutatif le diagramme suivant:

T b F ), = e R Ty ),
I 112
E F,

Uj

I1.4.2. Restriction de U a H,
Cette restriction est donnée par I’ isomorphisme I1.3.4, elle s’exprime par la
formule:

E*®E — F,
(e f)F— M. f — e.
En utilisant la commutativité de U avec les morphismes de recollement

entre les strates de X, on obtient les restrictions de U aux autres strates, en
fonction de E, F,, M,, u,.
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114.3. Fibre a l'origine de U

EF—— F,.
® u ke{l,(?...,a} k

11.4.4. Restriction de U a D,
Avec la numérotation de I1.3.8, soit ¢, un point de D,.

FX_HhO(f')’k = Eb(k) @ Ek’

ou E,y, = E, = E et ol le morphisme de recollement de I'y_,h°( ") entre
D, et la strate A, (par exemple) est la projection sur E,,.
La restriction cherchée s’exprime par

Ey® E,— E® Fy) ® kK
(epays €) F= (Mygyepuy — €r Uny (€pry)s ic(€r))-

114.5. Restriction de U a S,
Soit x, un point de S,, numérotons par {1, 2, 3, 4} les composantes con-
nexes de X — H au voisinage de x,

conformément a la numérotation de I1.3.9.2. Notre morphisme s’exprime
par:

E®E®EDE,—E ®EDE D E,
(e, e, €5, ) (Ma(k)e3 — e, M,ye, — e, Mye, — e, Myyye; — e,).

11.4.6. Restriction de U a D

Soit w un point de D. Pour x, appartenant a .S, proche de w, le secteur (y, a)
délimite une composante connexe de B(w, ¢) — H. Indicions par k cette
composante connexe. Indicions par I (resp. II) la composante connexe de
B(w, ¢) — H contenant un point proche de w, sur I’axe des z et au-dessus
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de w, dans ¢(L) (resp. en dessous). U, s’exprime par:

E ®E; re (&) E,— ® 5 (B, ® Ea(k))

(1,2....,8) ke{1,2,...,
(€1, e, &) — (&, 3a(k))

ou par exemple si H,,, est adhérent aux composantes r et k.

oy = My, — €.

11.4.7. Condition exprimant que U est un morphisme de faisceau
La commutativité de U au morphisme de recollement entre les strates A, et
H, se traduit par la commutativité du diagramme suivant:

e l[' -~ 5 F,
(e,e) E®E E

e&fN)F— M f—e
Cette commutativité s’exprime par la relation
‘Uk llk + ld = Mk‘

Nous laissons le lecteur se convaincre que le fait que U commute aux
recollements entre les autres strates n’apporte aucune autre relation.

IL5. Le faisceau R’T, F "

Ce faisceau est supporté par M. En utilisant la suite exacte longue de 'un
de nos triangles, on déduit que comme A*(F '), R T, %, R'T,_,,F , le
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faisceau R’I',, %  est constant en restriction aux strates de Z: (0), D, D,, S,
incluses dans M.

dessin d’un
morceau de M

w D o

I1.5.1. Restriction de R*T\ F a S,
Considérons les deux suites exactes courtes

0

I

. 0\‘ .
0— (erH‘g7 )Xk e j*(erHg'TI.I—M)xk - (Rer'g'- )xk — 0

U‘k

E* >~ I“X_Hho(gf")xk
E=W(F),
0

(R'Ty ), estdoncisomorphe a E* et (R’T,,# '), est isomorphe & E. Pour
préciser ce dernier isomorphisme, nous allons déterminer I'image U, , donc

'image de U, . Avec les notations de 11.4.5, (¢,, &, €,, &) appartient a
Im U, ¢'il existe (e, e,, e;, e,) Vérifiant:

&, = M, ye; — e
Sﬂ = Ma(k)ez il e4
g, = Me — ¢

& = Myye — e.
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Im U, étant de dimension 3 dim¢ E, on en déduit qu’une équation de cette
image est

&

- Sﬂ + nga —_— Ma(k)eé = 0,
les M, étant alors nécessairement reliés par la relation

IL5.1.1. Mygy My = MM,
On reviendra plus loin sur cette relation. Nous obtenons ainsi le diagramme
commutatif suivant entre suites exactes horizontales

0— (RTyZF ), — RTy_yF ), — RI,F), —0
I 114
0— RI,F), — E,®E®E ®E,— E— 0
(&> &5 &, &) > &, — & + Mg, — M5
Du lemme des 5, on déduit un isomorphisme:
(R'T, &), = E.

I1.5.2. Restriction de R°T\ %" a D,
Considérons les deux suites exactes suivantes:

0

(ZF"), E® Fy @ F
12
0— (RT,7# )lk ——k“’]*(erH*%H—M)rk —_— (Rzl_‘Mf')tk —s 0

0,

%

E? = (Ty_gh(F )y

1

K(F "),

0
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D’autre part z; et z,,, désignant deux points proches de ¢, respectivement
sur A, et Ay,,. On a les morphismes des suites exactes courtes

0— W(F'),, — Ty yh"(F),, — RT,F, — h(F'),— 0

S { [ 1

R
R

0— B(F)y — Ty yh(F'), — RTyF, — h(F),— 0

ke

I
R

2 v

0— ho(g'—.)zwd-—) l_‘X—Hho(g;‘ )Zb(k) - RIFH'Z;M)__’ hl(‘f;' )Zb(k)—> 0
Les morphismes verticaux des extrémités du précédent diagramme sont des
isomorphismes, car les restrictions 8 A — {0} de /°(F ") et h'(F ") sont des

systémes locaux. On en déduit

dim¢ (R'T,# ), — dime Ty_,h°(F'), = dim (R'T,%")

2b(k)

— dim¢ Iy,_,h%(#"),,, = dim¢ F,, — dim¢ E.

Zb(k)
On a donc
dimc (RIFH‘?‘)U( = dlmc I:'b(k) + dlmc E.

(R*T) &), estalors isomorphe a F,, pour déterminer un tel isomorphisme,
nous allons calculer Im U, .
Puisque UU = U,Im U, = Im U,.

U, Eypy ® E,— ED Fyy @ F,

(€spy> ) = (Mgyeppy — €xs Uy (€sy)s (1))

{(M, e = € Uy (@0, u,(e))} est donc inclus dans Im U, .
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Nous avons encore un diagramme commutatif’:

B
//
P R

~
0— RTZ#), = RTuF),— 0

= |yt

0— (RT#"), > RTyF'),— RTy g #),— 0

x|y

0— (RT3F )y, = RI,F),,— 0

Zb(k)
~
~ 114
\

~N
E;(k)
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Tout comme on a montré que R'T,# " est constant en restriction a A, on
peut montrer que R'I'y % est constant en restriction a A, U Ay, U (S, N A).
Cette remarque explique que les deux fléches verticales y* et y~ soient des

isomorphismes. On en déduit un isomorphisme.

11.5.2.1. Otb(k),ki P;)(k) - Fk

Soient fy, un élément de F,,, s la section que détermine f,,, dans
(RT3, %), par (y~)~'. D’aprés I'identification 11.3.9.1, U, (y(s)) s’identifie

a

O, frwy» i fow)) € E @ Fyyy @ Fi

{0, foy> %ok (fowy)} est donc inclus dans Im U, .
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Comme le faisceau (R'T,.# *), estisomorphe & Im U,k , ce dernier faisceau
est de dimension: dim¢ F,,, + dim¢ E. On a donc:

Im L-]Ik = {(_ekvf;(k)’ ab(k),k(.fb,(k)) + w(e)); e, € E et ﬁ:/(k) € F}y(k)}
Une équation de Im U, = E @ F,,, @ F, est donc:

Je = Oy u(fowy) + we(e) = 0.

Comme on a vu que (M,u(€yu)s Usp(€yu)> 0) € Im T, , on obtient la
relation:

11522 ukMa(k) = ab(k)‘kub(k)
Considérons alors le diagramme commutatif entre suites exactes horizon-
tales:

0— (RT,F ), — (RTyy_pF ), — (RT,F ), — 0
I 114

0— (RT,#), — E@ F, ® F, . F, ' 0

& fowys J) S — %oou (fowy) + we(€)

On en déduit par le lemme des 5, une identification

(RT,F'), = F,.

11.5.3. Restriction de R*T\, % a D
Ecrivons les deux suites exactes courtes
0 E25
e
1t
0— (RT,7), Lo, xR TyFy_m)o — (RT,F),— 0

1
14

%)

E*? = (Ty_yh™(F7)

I
W(F ).,

|

E

(4
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On en déduit successivement que (R'T, & '), est isomorphe 4 E°*! et que
(R’T,F "), est isomorphe a E°~'.

Avec les notations de I1.3.9, rappelons que le morphisme de recollement
du faisceau R'T,, ,, & entre la strate D et S, se lit comme un morphisme de
projection

D.: ® ED®Ew—E®@E®E, D E;.

ke{l,2,..., 8}

11.5.3.1. Notation: Pour ¢ appartenant a {1, 2, ..., d}, on notera 4, le
morphisme

Ac. (Ek @ Ea(k)) I E = E

kefl, 2 .....
(> ) 6, = e, — eg + Me, — M,,e;,
ou
(€. e, e, €) = peiler, ea(k))}-

Soit z,, un point de L adhérent 4 la composante connexe I de B(w, &) —
(voir 11.4.6). Considérons alors I’application:

A: (Ek ® E) — ® E,

@®
ce{l,2,...,8) — {ko} ke{12 ,,,,, ke{l1,2,...,8)—{ko}

Chaque ¢, ou e, apparait exactement deux fois dans
{A4.((exs €apykeqn,s,... 5 POUT ¢ décrivant {1, 2, ..., d}.

On en déduit en se déplagant sur L que les lignes de la matrice donnant
@, .k, A. sont indépendantes. Cette matrice est donc de range (6 — 1)
dimg E.OrIm U, = Im U, etIm U, = Ker (®, ., 4.) (utiliser IL.5.1 et le
fait que U commute aux morphismes de recollement entre strates de X).
Comme dim¢ Im U, = (6 + 1) dim¢ E, on en déduit

ImU,,,gKer(@) A)

c# ko



240 Ph. Maisonobe
Nous avons donc le diagramme suivant entre suites exactes horizontales:
0— RT;Z#),— RTy_yF ),— RT,F),— 0

Il I

@c#ko Ac

0— (RT,%),— wi® (E. @ E,u) ® E—0

2,..., k# ko

Par le lemme des cing, on obtient I’identification:

2 778 ~ E
(BT &), = ke{l,2,.@6}~{ko} k
{(exs euw)ieia.. y3 Ary((exs €,49)) = 0} contient Im U,. L’endomorphisme
A,, s’écrit donc comme combinaison linéaire (a coefficients dans End (E))
unique des autres 4,.

11.5.3.2. DEFINITION DE M, : B(w, &) — H a pour ¢ assez petit & + 2 com-
posantes connexes, fixons k dans {1, 2, . .., é}.

Soit y, un chemin partant d’un point de la composante connexe de
B(w, ¢) — H adhérente a x, numéroté 4 ci-dessus, allant dans la com-
posante I de B(w, &) — H (voir I1.4.6) et évitant H* = {(x, y + il);
(x, y) € Aet A € R*}. Suivre une section de 2°(F )(X — H) le long de y,
définit un isomorphisme de #°(%# )(X — H) que I'on notera M, . Par un
argument d’homotopie, M, ne dépend pas du chemin y, choisi.

I1.5.3.3. PROPOSITION: 2.y, . 5 M.A. = 0.

Preuve: Nous allons montrer que les coefficients de e, et e, qui apparaissent
dans X ., 5 M.A.((e, e,) sont nuls

.....
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ler case: k = B(k’)
Le coefficient de e, est

w *k alors M, — M,.. Mais
M, = M, car la com-
posante connexe 4 associée
a ket a k’ est la méme.

2éme cas: k = d(k’)

Le coefficient de e, est alors
M, — M. M,,. Ce coef-
ficient est nul, car la com-
posante 4 associée 4 k est la
composante 2 associée a k.

ler cas(bis): a(k) = B(k")

w

Le coefficient dg e st
alors M, M, — M, qui est
nul puisque la composante
4 de k’ est la composante 1
de k.

Xk

2%me cas(bis): a(k) = 6(k")
Le coefficient de e, est alors

w ~
Xk MkMk - Mk'Ma(k') qui eSt IllIl
4 puisque la composante 2 de 4’

. est la composante 1 de k.
kl
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I1.5.4: Notation: La fibre en zéro de R*T,, &’
G = (RT, ),

11.5.5: Morphismes de recollement de R*T,,F"
Donnons, sous forme d’un tableau, les définitions des morphismes de recol-
lement de R’T,, % entre les strates {0}, D,, S, et D.

Morphisme de | Expression du morphisme
recollement
entre les
strates
11551 | Oet D, v:G— F,
11.5.52 | D,et S, wi: F,— E
11.553 | Oet D " i
v O knry? G ke(1,2, .8} —{ko) E
I11.5.54 | Det S, P ) ety ek
W= (W)rky’ cefl2, @,6)-{1(0} E

Exprimer que G est un faisceau se traduit par la seule condition sur les
morphismes de recollement:

I1555.Vke {1,2,...,08} wiv, = wo,
Nous montrerons en I1.6 que les morphismes w;, v” et w; s’expriment a
laide des v, v; et M, .

11.6. Le morphisme U’: R'Ty_,,# — RT,F’
U’ est le morphisme issu de la suite exacte longue de I'un de nos triangles.

11.6.1. DEFINITION: Muni des identifications précédentes, on note u’ =
@rer,2,....5y U le morphisme faisant commuter:

(RIFH-My')O_" (RZFM‘?.)O

I 14
® F, D uy
ke{l,2,..., 6}
Aux paragraphes I1.5.1, 11.5.2, 11.5.3, nous avons donné I’expression des
restrictions de R’I',, % aux strates de T ainsi que I’expression des restric-
tions de U"’. Il reste a traduire que U’ est un morphisme de faisceau et que
Uvu=0.
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11.6.2. U’ commute au morphisme de recollement entre (0) et D,
Cette condition se traduit par la commutativité de
@D uy,

) ® F——G

ce{l,2,..., &}

[

(‘Ua(k)(fa(k)), fb(k)aﬁc) E® E;(k) @ F, Fy

(& fb(k) S fi — Xpk), k (fb(k)) + u(e)

On a donc

116.1.
v u;(k) = U Uy
v ul;(k) = —%pwk
v, = id

viu, = 0 pour ¢ ¢ {k, a(k), b(k)}.

11.6.3. U’ commute au morphisme de recollement entre D, et S,
Le diagramme suivant est commutatif

(e, fb(k), Jo) — fi — ab(k),k(fb(k)) + w.(e)

(e, fb(k)afk) E® Fb(k) @ F, F,

| |

(e, e, v (fo)s 'vb(k)(fb(k)) E, @ Eﬁ ® Ev ® E; E

(e, €5, €,,€5) > €, — e + Mye, — M, e;

On a donc

243
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Willypox = a(k) Ubk)
wiw, = M, — 1d.

Compte tenu de la relation I1.4.7 (v,u, + 1d = M), ces relations équiv-
alent a

116.3.1.
wp = 7
Ma(k)”b(k) = U Xy k-

11.6.4. U" commute au morphisme de recollement entre les strates {0} et D
Le diagramme suivant est commutatif':

D u
) @ g0
Ok kyAic
()5 Vo) fay) re {1,@..,5} (BEx @ E ) — kge-Bko E,

On a donc, Vk # k:

"’/Z( Z }uc/(fc)> = v (fi) — ”a(k)(fa(k)) + Mk"’a(k)(fa(k))

cefl,..., é
— My Dbk (fb(k) )-

Cette égalité se traduit, pour tout k différent de k,, par:

7 /’

Uelhoy = Mk'va(k) — Ya)
YU = v,

” /7

UkUpy = — MypyUppy

vu, = 0 si c¢{ak), bk), k).
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116.5. U’ commute au morphisme de recollement entre D et S
Le diagramme suivant est commutatif

®c#k0Ac

@ (Ec @ Ea(c)) chko Ec

wi = Wk )c;eko

Ak

E

E, ® E;® E; @ E;
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La surjectivité de @,,,, 4. assure I'unicité¢ des w; qui font commuter ce

diagramme. Pour k£ # k,, on obtient ainsi
wl, = 0 si c#k
wy, = ld
Pour k = k,, comme Mko = 1d et d’aprés la formule 11.3.5.4:

~

w, = —M

¢.ko c*

11.6.6. Relation traduisant 11.5.5.5
I cas k # k,: On obtient I’expression de v;:

”
Ve = Wi
7
= Uy
2 cas k = k,: On obtient

7 r ’
- Y My, = 9,7
K7k

Comme Mko = 1d, cette relation s’écrit:

116.6.1. % ;1.2

,,,,,

Compte tenu de l'expression des v/, les relations obtenues en I11.6.4

s’écrivent:
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11.6.6.2. Vk # k,

’ / —_—
Uplgpy = MUy — Vo
VUU, = Yy

i _
Uk UklUpy = — My Upk

vou, = 0 si ce {a(k), b(k), k}.

11.6.7. Traduction de U'U = 0

U'U = U'UU = 0, car U et U sont deux morphismes consécutifs d’une
suite exacte longue de triangles. A 'origine cette nullité se traduit par la
relation

11.6.7.1. Eke{l.z '''' 5} u/:uk = 0.
En restriction aux autres strates, la nullité de U’U se traduit, par construc-
tion de U’, par les relations II.5.1.1 et 11.5.2.2

11.7. Conditions sur E, F,, G, u,, u;, v,, v; exprimant que
RT,_ ,% — RT,_ ,ZF - RT,F estun complexe de faisceau

’

Uy Uy
Elles expriment que, avec la définition 1.2.4, F \Fk G est
U Uk

un élément de C(A). Les relations 11.4.7,11.6.2.1, 11.6.3.1, 11.6.6.1, I11.6.7.1 ne
sont respectivement autres que les relations 1, 2, 3, 4, 5, de C(A).

D’autre part ces relations 1, 2, 3, 5 entrainent en effet la relation 11.6.6.2
ainsi que les relations:

MMy = MMy, 11511 6.

WMy = Oy utp) 11.5.2.2 7

I1I. Théoréme d’équivalence de catégorie
II1.1. Catégorie C(A) et foncteur a
Au chapitre II, nous avons construit un foncteur

a: PervA(X) — C(A)
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de la catégorie des faisceaux pervers relativement a A, vers la catégorie
c).

II1.2. Le foncteur B: C(A) — Perv*(X)

Uy U
Soit E F, G un élément de C(A).
\——-/
Vs Vi

II1.2.1. Les faisceaux <, B, € associés a cet élément de C(A)
i désignant I'inclusion ouverte de X — H dans X, considérons E le faisceau
constant de fibre E sur X — H et notons:

od = iy(E).

j désignant I'inclusion de H — M dans X, s le faisceau sur H — M
obtenu en recollant les faisceaux E et F, sur H, et A, par le morphisme v,.
Notons:

B = f*(f)-

Recollons les faisceaux G, E°~', E, F, sur respectivement {0}, D, S,, D, par
les morphismes de II.5.5 exprimés a l'aide des u,, v,, u;, v, grace aux
formules données en 11.6. La relation I1.5.5.5 étant vérifiée, on obtient ainsi
un faisceau sur M. Son prolongement par zéro sur X définit un faisceau que
I’on notera ¥.

II1.2.2. Le complexe of —— B > &

Les morphismes U et U’ sont constants en restriction aux strates de . Leurs
restrictions a ces strates sont données pour U par les formules 11.4.1 a I1.4.6
et pour U’ par les formules I1.5.1 a I1.5.3 et I1.6.1. Les relations entre u, , u;,
v, ¥; permettent d’établir facilement que U et U’ sont des morphismes de
faisceaux et que U'U = 0.

II1.2.3. Définition et propriétés du foncteur f
A notre objet de C(A), associons le complexe:

0— o 3-% ¢ —0,
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ou &/ est placé en degré zéro. Notons ce complexe:

B(E F, G).
— C——

/ﬂ /—\ .
PROPOSITION: S(E F, G) est pervers relativement a A, et B définit
—— e —
un foncteur de C(A) — Perv®(X).

Seule la perversité est délicate a établir. Elle résultera des paragraphes
111.2.3.1 a 111.2.3.4, ou on posera

. Y
4 = B(E F, G).
——

I11.2.3.1. B(% ) x_a» W(G ) a_10), H(F"), sont des systémes locaux

h(%") = Ker U. Par le calcul, on peut montrer directement que 2°(%") y_,
est un faisceau localement constant de fibre E. Ce calcul est un peu pénible
en un point de D ou il faut utiliser la relation 6 de I1.7. Soit y, un lacet
entourant A, une seule fois, de point base (par exemple) le point (0, i),
traversant H, de sa face négative vers sa face positive, ne traversant aucun
autre H,. On peut alors remarquer que pour k décrivant {1, 2, . . ., 8}, les
lacets y, engendrent 7,(X — A) et que les relations entre les y, sont engen-
drés par

Yaty Yoy = ViVa)-

Cette remarque, le fait que U ne dépend que de E et M,, qu’il existe un
faisceau pervers &  dont A°(# ") est une représentation arbitraire de
m,(X — A) permet de démontrer sans calcul que /°(9"),y_, est un systéme
local associ€ a la représentation de n,(X — A)

F— FE

e—y.re = M.e.

Déterminons maintenant 2°(%" ),y _ g . h°(%"),a, est le faisceau constant de
fibre Ker u,; h°(9"),,, est le faisceau constant de fibre

{(eka eb(k)) EED® E, ub(k)(eb(k)) = wu(e) =0 et Ma(k)eb(k) = ek}'

La relation u, M,y = 0y xUpx)» OU Xpsy 4 €St UN isomorphisme, montre que
les morphismes de restriction entre les strates (D, , A,) et (D,, A,,) sont des
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isomorphismes:
ho(g.)mk — ho(g.)wk - ho(g.)m,,(k,
e, — (& eb(k)) F—— ey

K(% )a_ (o est donc le faisceau localement constant de fibre Ker u, sur A,.
Le morphisme de franchissement de la strate D, n’est autre que M, .
(%), = Ker . {‘gk) 5 u, est bien un espace vectoriel de dimension finie.
€

,,,,,,

HI12.3.2. K% )yy_a = 0; B (G )y €t K'(F'), sont des systemes locaux

Ker U’
ImU

NG =

2 étant supporté par H, pour montrer que h'(9°),_, = 0, il suffit de le
montrer fibre a fibre sur H — A. Sur S, le calcul Im U o Ker U’ est facile.
Sur D, on peut éviter tout calcul en utilisant le caractére universel de notre
construction, puisque U’ et U ne dépendent que de E et M,.

Déterminons A'(9°),_y; h'(9 ), est le faisceau constant de fibre
F./(Im u,), h'(%),p, est le faisceau constant de fibre la cohomologie du
complexe suivant:

Eb(k) @E—E® FL(k) ® F,— F
(eb(k)’ e) — (Ma(k)eb(k) — €k ub(k)(eb(k))a u, (e))

(e, f;)(k)’fk) — fi — ab(k),k(fb(k)) + w(e).

Les morphismes de restriction de h'(%°) entre les strates (D,, A,) et
(Dy, Ayy) sont

hl(g.)mbm — hl(g')wk I hl(g')mk

—

Tro — (& fos o) —— fi.

De la relation u, M,y = oy 1 Upys OU Xpgry x €T inversible, on déduit que ces
morphismes sont des isomorphismes. Plus précisément, h'(%"),,, est le fais-
ceau constant de fibre F, /(Im u,) et le morphisme de franchissement de la
strate D, est o) ;-
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h(%), = (Ker @ u;)/(Im @ u,) est bien un espace vectoriel de dimen-
sion finie.

II1.2.3.3. (%9") est supporté par 0 et h*(%"), est un espace vectoriel de
dimension finie

€

2@y —
(%) U

Comme €, h(%") est donc supporté par M. Les formules donnant U’
mettent en évidence la surjectivité de la restriction de U’ a S, et D,. Pour D,
on peut par exemple utiliser le caractére universel de notre construction.

G
Im @ u;

(G ), =
est bien un espace vectoriel de dimension finie.
111.2.3.4. Vérification des conditions de perversité sur G’

LEMME: RTy_,% =~ o, RT,_,% = B[—1], R[,% = €[-2

Preuve: Notons #°, le complexe 0 - # — € — 0. On a alors le triangle de
D(Cy):

H — G 5 o
Comme " est supporté par H, on en déduit que RI',_,7 est un isomor-
phisme de D(C,). Par le méme argument qu’en II.1, on établit aisément que
le morphisme de complexe

I'y_yd — RIy_p o
est un quasi-isomorphisme. Comme &/ = i,(E), le morphisme

A — Ty_yod = ixi~ix(E)

est un isomorphisme. En composant ces applications, on obtient ’isomor-
phisme de D(Cy)

YR Lt A

*2
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(4, est le morphisme du triangle: R,/ - &/ — RIy_,&/). On a donc
pour les morphismes naturels de diagramme commutatif dans D(Cy):

2 u o

R

RTy_,% 5%, RTy_pof

On a donc le diagramme commutatif de D(Cy):

H — G — o

<

€mmmm—————

I t Ap(RTy_ym) ™"

R, Y% — 4 — RI,_,9
On en déduit un isomorphisme ¢ de #  vers RI,¥%°, tel que (¢, =,
A, (RTy_ym)~') soit un isomorphisme de triangles.

Considérons maintenant le triangle:

¢[—2] — # = B[—1].
Les complexes de ce triangle étant supportés par H, on a le diagramme
H ——s B[—1]

A =~ =

RT,# —, RT,B[—1]

! |
RT,_, o 24", RT, , Bl—1]

% étant supporté par M, RI;,_,n’ est un isomorphisme. # étant supporté
par H, morphisme de complexe
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est un quasi-isomorphisme. Par le méme argument qu’en II.1, on établit que
le morphisme de complexe suivant est un quasi isomorphisme

T, ,,#— RT,_,,®.

Par construction de # (# = j«(H#), ou A est un certain faisceau supporté
par H), le morphisme

I,2— T, &

est un isomorphisme. Du diagramme commutatif

RT,B[—1] r,28[—-1]
RT,_,B[—1] ——T,_,B[—-1],

on déduit ’existence d’un isomorphisme u de D(C,) rendant commutatif le
diagramme:

#[—2] > H T >RB[—1]

RT, # —— RT,# ——— RT,_,, #".

——————

On en déduit un isomorphisme  de RT',, % " vers €[— 2], tel que (¥, 4, 1)
soit un isomorphisme de triangles. En utilisant I'isomorphisme ¢, on obtient
I'isomorphisme de triangles

%[-2] y H > B[—1]
;J (RT), (@A) y ! gJ » ~ l(Rl"H_M((p,{));A_I
RT, % RT,% — RTy_, %

Le lemme est ainsi démontré.
D’aprés 111.2.3.1 a 111.2.3.3, ¢  vérifie les conditions I de perversité
relativement & A de la définition 0.1. La remarque II.1.6 et le lemme
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montrent que ¢ appartient a Perv®(X). On peut également remarquer que
les conditions II.Ter de perversité de la proposition 0.3 sont facilement
vérifiées. En effet

R,%9 =~ RI,(RTy%') = RIL(0 - % - ¥)—1]
Rl %" = RI,(RT,%9') = RI,(4)[—2]
I11.3. THEOREME: Les deux foncteurs o et f
o

PervA(X) «——~ C(A)

B

sont quasi-inverses.

Preuve: Le théoréme pourrait se démontrer mot pour mot comme celui de
[3] aprés avoir remarqué que ’on a étudié les sommets du carré:

RT,F = RI,F — 0
|

RT,F N 9% — RTy_, 7
| ..

Un lemme de [2] et un lemme que m’a communiqué B. Malgrange permet-
tent de donner une version plus esthétique de cette démonstration.

I11.3.1. o B est isomorphe au foncteur identité
Notons encore:

@

Il

——
B(E F, G)
—— N

AL L@

Ty w = ixi™, # = (0 > B — %) est supporté par H, iy est 'adjoint de
i~!, on a donc

Vj € Z Extpe,,(#", RTy_,%°) = 0.
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D’apres le lemme A.l, I'isomorphisme ¢: #° — RI,% construit en
111.2.3.4 tel que (¢, =, 4,(RTy_,m)~") soit un isomorphisme de triangles est
unique. Par le méme argument, ¥ étant supporté par M,

Vj € Z Exthe,(6[—2], RTy_y#') = 0.

L’isomorphisme y: RI,,# — €[—2], construit en II[.2.3.4, tel que
(¥, 4, w) soit un isomorphisme de triangles est unique. On en déduit ’exis-
P ——

tence d’isomorphismes de triangles fonctoriels en E F, G:

¢[-2]
e ,(”n_n“’ A)
X’ ¥ o
/q, ' A (R 1
#[-1] LI 2Ry ™)
-1 ~. . v
(RT, (0 AN Y J /Rrﬂg g ~RIy_.%°

RT 9"

En passant aux morphismes de suites exactes longes, on obtient un isomor-
phisme fonctoriel entre 1d et of.

I11.3.2. Bo est isomorphe au foncteur identité — ———y

A
Soit % un élément de PervA(X), o(F ') = (E F, G) et
\_/ —

Bau(F) = (0 — o L 255 ).

En tronquant les complexes RI;,_,, & et RI,, & et en utilisant les défini-
tions de 4, €, U’, on obtient les isomorphismes dans les triangles suivants

R[, & —— RT,_,, % —— RT, % [+1]

1 I 11
(%) : A | RT,_,F (-1 RT,F[-1]|1
l 1 I

O0— B> ¢)— 2[—1]

%[—1]
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R Hom (RIy_,, &, €[—2]) n’a de la cohomologie qu’en degré strictement
positif, puisque RI;,_,, & n’a de la cohomologie qu’en degré supérieur a 1.
Pour les mémes raisons qu’en II1.3.1,
R Hom (RT,,Z [+1], #[—1] = R Hom (R, & [+ 1], RTy_,F ")
=0
D’aprés le lemme A.2, il existe un unique isomorphisme de D(C,)
i RT,F — (0 — B> %)
tel que le diagramme ci-dessus soit un morphisme de triangles.
F — RIy_, 7 -5 RT,ZF [+1]
T Ig l Al+1]

pu(F ) — o L (0— 25 @)

7 est le morphisme de tronquature évident. Nous allons montrer que
A[+ 11U = Ur. Considérons pour cela les morphismes entre les 4 triangles
suivants:

0 —— RT, ,# " R, ,& (1)
o 0
J J
RT, 7 [+2] «— RTy_p F [+1] — RT,F [+1] 3)
an w | e A+
G —V B ©— B — %) 2)
0 «—— RT,_,# «=— RTy_,F (1)
0 « o —= JJ )
v v

¢ « B — 0= B— %) )
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Le morphisme entre les deux triangles 1 et 3, provient du carré donné en
1.3, et on a tU = t'[+1]0".

Comme Hom,¢,,(RTy_x &, 6[—1]) = Homp, (0, #) = 0, du lemme
A.2, on déduit A[+ 11U = Ux. Les hypothéses du lemme A.2 sont encore
vérifiées pour le diagramme *, on en déduit un isomorphisme unique

F — pu(F),
qui permet de compléter * en un isomorphisme de triangles. D’ou le résultat,
car toutes ces opérations sont fonctorielles en % .
IV. Exemples et applications
1V.1. Extension de Deligne ou complexe d’intersection

IV.1.1. Rappels
Si & désigne un élément de Perv®(X), les axiomes 4x 1 définis dans [9] se
traduisent par

h'(Z ") est supporté par {0}

(F) =0
Ax 1
X RT,% = 0pourxeA — {0}
Rzr{\,}g; = O

Dans [9] est démontré que le foncteur d’extension de Deligne (& un décalage
de 2 pres):

Systémes locaux sur Faisceaux pervers relativement
P \ y .
X —A —_ a A vérifiant Ax 1

“Perv®(X) n Ax 17
est une équivalence de catégorie. Un foncteur quasi-inverse est le foncteur
F — W(F ) x_a-
(P est aussi noté 1.C).

1V.1.2. Traduction sur o(&F ") des conditions Ax 1

Uy Uy
. A —a
Notons a(F') = E F, G.
" \——/
Uk Ui
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Il est facile [8], de voir que ces conditions se traduisent par: Vk € {1, 2,
..., O}, u, est surjective.

@ F B, G est surjective.
ke{l,..., 8}

Vie{l,2,...,d} v estinjective.

Kervy) = 0.
kef{l,2,..., &}

IV.1.3. Description d'un foncteur isomorphe a oo P
Soit & un systéme local sur X — A, notons oo P(Z):

Uy U
/A\ /——N
E F, G
V\__/ e
Uk Vi

Les uy, u;, v, v vérifient les sept relations de I1.7 et d’apres 1V.1.2,

Vke {1,2,..., 0} u est surjective, v, est injective
u = @ u: ® F, > G est surjective
v = @ v G - @ F, est injective.

LEMME: Si un morphisme d’espace vectoriel u: E — F est surjectif et un
morphisme v: F — E est injectif, on a le diagramme commutatif :

E > F - E

passage au E vu

quotient Ker vu - E

On en déduit donc des relations entre les u,, u;, v,, v; les diagrammes
commutatifs suivants:

E uk 5 F, k v E

I = | I

P E M—1d

" Ker (M, — 1d) £
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Fy(k) ———2= s F

uy, (k) x~

[N

My E
Ker (M, — 1d) Ker (M, — 1d)

F,(k) > F,

u, (k) x~

113
=
ES

E Magy—1d E
Ker (M,, — 1d)  Ker (M, — 1d)

@I:k u’ e v"'®Fk

@ F}( v'u’
Ker v'u’

@ F @ F

On en déduit que aP(#) est isomorphe a

( M —1d v} @ E
AT E s+ ke(1,2.....5) Ker (M, — 1d)
pussge s’ Ker (M, — 1d) Pusageaw’ K

ou K est avec la numérotation de I1.3.8, le sous-espace vectoriel

*(&2) d’équation:

€ — Ma(k)T(k) + (Ma(k) - ld)% =0

et ou

‘vk((ec)ce{l,z .... 5}) = € — Ma(k)eb(k) + (Ma(k) - ld)ea(k)'

Notre construction et les résultats rappelés en IV.1.1 s’énoncent:
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PROPOSITION: Soit & un systeme local sur X — A, E = (X — H), M,:
E =5 E les morphismes définis par le franchissement des H, (voir II.3.3).

F — x(Y)
est un foncteur de

Systémes locaux — C(A)
sur X — A

isomorphe a oo P.
IV.2. Calculs de multiplicités et autres applications

Soit C,, C,, . . ., C, les s composantes irréductibles de A, N, la multiplicité
de C; a I'origine. Soit & " un faisceau pervers relativement a A, m,, m; et m,
les multiplicités de & le long de T¢¥X, T*X et T X. Dans [8], on montre
que

m; = dim¢ Fy;, (ou t;, € C)

m, = dim G — Y (6, — N)) dim¢ Fy;,.
j=1
On montre ensuite que
j=1

Cela permet de donner une preuve du résultat, bien connu suivant: 7} X est
la variété caractéristique d’un faisceau pervers si et seulement si les com-
posantes irréductibles de A sont lisses. On montre enfin comment donner a
partir de notre description de C(A) une démonstration topologique élémen-
taire d’un théoréme de prolongement de solution (proposition 4.6.1 de [14]
ou de la proposition page 76 de [22]).

Reconnaissance

Je remercie J. Briangon, M. Granger, B. Malgrange et F. Pham pour les
fructueuses discussions échangées avec eux.
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A. Appendice: Deux lemmes sur les catégories triangulées

(Les résultats et démonstrations de cet appendice m’ont été communiqués
par B. Malgrange).

Soit K une catégorie additive triangulée, T son foncteur de translation.
Considérons le diagramme suivant entre deux triangles distingués:

A—“ B—2H C—2% T(4)

;a B y E T(x)
i H

. B = C'—— T(4),

ou yv = 2’f. D’aprés ’axiome TR2 et TR3, il existe un morphisme «, tel
que («, B, y, T(x)) soit un morphisme de triangles (se reporter a [10] ou [23]).

A.1. LemME: Si Homg (4, T~'(C’)) = 0, o est unique.
A.2. LEMME: Si Homy (B, T~'(C’)) = Homy (C, B’) = 0, « est unique.
Preuve de A.1: C’est une partie de la proposition 1.1.9 de [2].

Preuve de A.2: On a le diagramme commutatif entre suites exactes

Hom, (B, T~'(C"))

Hom, (4, T~'(C")) == Homy (4, 4) —— Homy (4, B)

(=T7'(w) J J (=T'(w)

Hom, (T~'(C), T~'(B")) —— Hom, (T~'C, T~'C") Homy (T~'C, A").

_
—T—1(w).

Par hypothése, les morphismes (.(— T~ '(v))) = Homg(— T~'(v)), T~'(C"))
et (—7T7'(v").) = Homy(T~'(C), — T~'(v")) sont injectifs. Si (a, B, ) est
un morphisme de triangle, 'image de « dans Homy (A4, B’) est u’'a = fu et
dans Homg (7 'C, A") est —aT'(w) = — T~ '(w’) T~ '(y). Ces images ne
dépendent donc pas de a. Pour démontrer le lemme il reste a chasser dans
le diagramme.
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