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QUELQUES ASPECTS DE LA DESCENTE SUR UNE COURBE
ELLIPTIQUE DANS LE CAS DE REDUCTION
SUPERSINGULIERE

Patrick Billot

Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres F, a
multiplication complexe par un corps quadratique imaginaire K que
nous supposerons inclus dans F. Si p est un nombre premier, le corps
F(E,-) engendré sur F par les coordonnées des points de p*-torsion de
E contient une unique Z,f-extension F,_ de F. Pour chaque corps N avec
FC N CF,_, on définit le groupe de Selmer:

S(N) = Ker(H‘(N, E.)-TIH'(N, E)).

Si N est le corps F,, ou une Z -extension de F contenue dans F,, le
dual de Pontryagin S(N) de S(N) est un module de type fini sur
’algeébre d’Iwasawa du groupe Gal(N/). Dans le cas ou p est un
nombre premier de bonne réduction ordinaire S(F, ) est conjecturale-
ment un module de torsion et la structure des modules S(N ) ainsi que
leur interprétation arithmétique ont été largement éclaircies.

Le cas ou p est un nombre premier de bonne réduction supersinguliére,
que nous considérons ici, reste encore trés obscur; le module S(N ) n’est
plus de torsion sur 'algebre d’Iwasawa ce qui en rend I’examen plus
délicat. L’objet de cet article est de montrer que I’étude du sous-module
de torsion de S(N) est étroitement liée & celle du dual de Pontryagin
d’un sous-module 3(N) de S(N) naturellement introduit dans la théorie
de la descente:

3(N) = Ker(S(N) - H)H‘(Nv, Epw))‘

Les deux principaux résultats, énoncés ci-dessous, sont obtenus dans le
paragraphe 3 en faisant I’hypothése de Léopoldt sur tous les corps
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intermédiaires de la Zf,—extension F,_, signalons toutefois que pour le
premier cette hypothése est superflue ([1]).

Casa: N=F,

On montre (Théoréme 3.24) I’existence d’un pseudo-isomorphisme entre
le sous-module de torsion de S(F, ) et (F,,), avec I'action inversée du
groupe de Galois sur ce dernier module (voir 3.4).

Cas b: N est une Z -extension de F.

On suppose ici que Z(N) est un module de torsion sur lalgébre
d’Iwasawa identifiée a Z ,[[T]], on pense que cette condition est toujours
satisfaite mais on ne la vérifiera que pour presque toute Z -extension de
F contenue dans F, . Si f(T) est la série caractéristique de sous-module
de torsion de S(N) et g(T) celle de =(N), on établit I'égalité & un
élément inversible prés (Théoréme 3.25):

8N =1(137-1).

Ce dernier résultat permet de donner, pour certaines courbes, des exem-

ples de Z -extensions N telles que le sous-module de torsion de S (N) ne
soit pas pseudo-nul. Notons enfin que les deux premiers paragraphes
sont de nature purement algébrique et consacrés a la définition et aux
méthodes de calcul de I’adjoint d’'un module de torsion sur 1’algébre
d’Iwasawa d’un groupe topologique isomorphe a Zg.

§1. Résultats préliminaires
(A) Quelques resultats de cohomologie locale

Les démonstrations des résultats rappelés ci-dessous se trouvent dans le
livre de A. Grothendieck cité [L.C].

Soient A un anneau local noetherien, m son idéal maximal, k& son
corps résiduel.

On note H/, les foncteurs dérivés du foncteur sur Mod(A4):

M- HJ(M)
= {sections de M a support dans le fermé défini par m }.

Propriétés des foncteurs H,.
C1. La suite exact longue de cohomologie associée a toute suite exacte:

0>M - M—M" —0.
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C2. Pour tout A-module M et tout i >0, H) (M) est une 4-module a
support dans le fermé défini par m.
C3. La suite:

(*) 0-H,(M)—> M- H(Spec(A4) — {m}, M)
- H,(M)—0

est exacte ([L.C] Proposition 2.2).
C4. Changement de base:

Si 4 — A’ est un homomorphisme local tel que mA’ soit un idéal m’
primaire et si M’ est un A’-module:

H!.(M')=H!(M’) ([L.C] Corollaire 5.7).

THEOREME DE DUALITE LOCALE ([L.C] Théoréme 6.3):
Soit A un anneau de Gorenstein complet de dimension n:
(1) H, (A) est une enveloppe injective de k.
(2) Pour tout A-module M de type fini on a un isomorphisme fonctoriel:

Ext! (M, A) = Hom (H; (M), H.(A4)).

REMARQUE: On appliquera ce théoréme dans le cas ou A4 est un anneau
régulier complet ou le quotient d’un tel anneau par un élément non nul
de m.

Dans la suite nous rencontrerons la situation suivante: A est un anneau
vérifiant les hypothéses du théoréme de dualité, contenant Z , et de corps
résiduel F,. L’enveloppe injective Q ,/ z, de F, sur Z, est alors facteur
direct de H,(A4) comme Z ,-module, notons ¢ la projection de H,,(A)
sur Q, /7 ; si M est un A-module 'application ¢ induit un homomor-
phisme naturel de A-modules:

¢« : Hom (M, H!(A)) - Homzp(M, Q,,/zp)-
(Ie second module est un 4-module par I'action de 4 sur M).

PROPOSITION 1.1: Soit M un A-module dont le support est le fermé défini
par m, alors I’application ¢, est un isomorphisme.

DEMONSTRATION: On suppose tout d’abord M = k, le résultat est alors
conséquence des isomorphismes suivants:

HomA(IFP, H,’,’,(A)) > Home(IFp, IFP) > HomZP(IFp, Qp/l,,)'
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Ces isomorphismes résultent du fait que H,,(A4). (resp.: Q,/ z,,) est
I'enveloppe injective sur A (resp. sur Z ,) de F,.

Supposons maintenant que M est de type fini, il admet alors une suite
de composition dont les quotients successifs sont isomorphes a F,. Les

deux foncteurs Hom ,(+, H,(A)) et Hom, (+,Q,/Z ) sont exacts sur
Mod(A), le résultat est alors conséquence du cas particulier déja traité.

Dans le cas général, on écrit M comme limite inductive de ses sous-mod-
ules M, de type fini:

Hom,,(M, H;(A)) = Hom ,(limM,, H;(4))
=1lim Hom,(M,, H(A))
> lim Hom, (M,,Q,/; )

=Hom, (M, Q,/, ).

COROLLAIRE 1.2: Les hypothéses sur A étant les mémes que précédemment,
si M est un A-module de type fini on a un isomorphisme:

Ext),(M, A4) > Hom, (H:™'(M),Q,/; ).

REMARQUE: Lorsque A4 =2Z[[T]] ce résultat et la suite exacte (*)
permettent de montrer immédiatement que I’adjoint d'un 4-module de
torsion M tel qu’il est défini par Iwasawa [4] est isomorphe a
ExtL (M, A). '

(B) Comportement des invariants \ et p dans une (Z , )?-extension

Notations:

© = un groupe topologique isomorphe a (Z p)z

A=Ag=1imZ,[0/gm]

A tout choix v, v’ de deux générateurs topologiques de © est associé, par
la méthode classique, un isomorphisme Z ,[[7, T']] = A qui a T (resp.
T") associe y — 1 (resp. ' — 1). Ce choix étant fait, si n, et m, sont deux
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entiers, on pose pour n > n, et m > m, h et m positifs:

L (1+T)" -1
-1 1+7)" -1

v -1 (1+T)" -1
Y7 -1 1+71)"" -1

v, =

Nous conviendrons que si n,<0 (resp. m,<0), v,=vy? —1 (resp.
v, =v'?" — 1), enfin on notera A, =Z [[T"]].

LEMME 1.3: Soient M un A-module de type fini et de torsion, f sa série
caractéristique et n>n,. Le A,-module M/v,M est de torsion si et
seulement si (v,, f)=1.

DEMONSTRATION:

M/, v de Aj-torsion & dimAz(M/U"M) <1
edim, , A(M/, ) <1edim,(M/, ) <1.

Le derniére condition est vérifiée si et seulement si les localisés de M/,
en les idéaux premiers de hauteur 1 de A sont nuls, C’est-a-dire si et
seulement si (v,, f)=1.

LEMME 1.4: Soient M vérifiant les conditions du Lemme 1.3, n>n,
m=my. M/, v p est fini si et seulement si (v,, f)=1 dans A et
(v, f,)=1 dans A, ou f, désigne la série caractéristique de M/, \
comme A ,-module.

DEMONSTRATION: On utilise le lemme 1.3 et le fait que, pour un
A ,-module N de type fini N/, » est fini si et seulement si N est de
torsion et v/, est premier a la série caractéristique de N.

Dans la suite si M est un A-module de torsion tel que, pour tout n > n,
M/, y soit un A,-module de torsion, on notera A (M) et p, (M) les
invariants d’Iwasawa du A ,-module M/, ,,.

PROPOSITION 1.5: Soit M un A-module pseudo-nul (i.e.: M, =0 pour tout
idéal p de A de hauteur 1), les invariants X\, et p., sont constants pour n
assez grand.
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DEMONSTRATION:
vﬂ
O—»U”(M) ——»M—»M—»M/U"M—>O

On sait ([2] Proposition A) que, pour presque tout choix de y” générateur
topologique d’un facteur direct de 0, le module M est de type fini et de
torsion sur Z [[T"]] avec T” = y” — 1. En particulier ce résultat est vrai
pour y” =y? y avec n assez grand. Si 'on constate maintenant que les
structures de , (M) et M/, ,, comme Z ,[[T"]] et Zp[[T”]] -modules sont
les mémes puisque y”" opére tr1v1alement sur ces 2 modules, on peut
affirmer que les invariants de , (M) et M/, ,, sur Z ,[[T"]] sont égaux a
ceux relatifs a Z [[T”]]. La suite exacte précédente, regardée comme
suite de Z ,[[T"']]- modules permet de conclure a 1’égalité des invariants de

o (M) et M /. m- 11 ne reste plus qu’a vérifier que la suite croissante des
sous-modules , (M) de M est stationnaire, ce qui est clair puisque M est
noetherien.

Signalons le résultat plus général dt & Cuoco [2] que nous n’utiliserons
pas dans la suite.

PROPOSITION 1.6: Soit M un A-module de torsion tel que M/, , soit de
A ,-torsion pour tout n > ng. Les invariants \,(M) et p,(M) pour n assez
grand ne dépendent, a une constante pres, que de la série caracteéristique de
M et ils ne sont tous deux constants que si M est pseudo-nul.

§2. Adjoints: Définition et Calcul

Dans la suite, le groupe O et les anneaux A, A, sont ceux définis dans
le paragraphe 1.(B).

Soit M un A-module de type fini et de torsion, B. Perrin-Riou a
défini dans sa thése I'adjoint de M par a,(M)=Exti(M, A). Nous
montrons que, sous des hypothéses assez larges, cet adjoint peut se
calculer par des techniques analogues a celles utilisées par Iwasawa dans
le cas d’une variable.

Rappelons ici que dans la situation analogue a une variable, c’est-a-dire
0 =Z,, Iwasawa [4] a montré, dans notre terminologie, que si M est de
torsion et les v, premiers a la série caractéristique de M, H (M)

llm(M /»,m)> 12 limite étant prise sur la multiplication par U—p pour

n
p=n.
Revenons maintenant a notre cas. Si M est un A-module de type fini,
pour tout couple (n, m) d’entiers tels que n > n, et m > m, soit M, ,,,
=M/, psv,m- S1 p=>n et g>m on définit un A-homomorphisme

(p.q) .
¢(n m) * (n m) M(p,q)
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en faisant correspondre a la classe de x modulo (v, M + v,, M) celle de

v,
£« < x modulo ( v,M +v;M). On forme ainsi un systéme inductif

L,

n m

indexé par les couples (m, n).

LEMME 2.1: Soit M un A-module de type fini, pseudo-nul, tel que
M/, ro,m SOIt fini pour n>ny, m>mg alors imM,, .= 0.

DEMONSTRATION: L’hypothése faite sur M/, /. ), montre que v, est
premier a la série caractéristique de M/uy,M sur A,. En utilisant les
résultats d’Iwasawa on sait que:

Homzp( li_‘}"(M/unMH;,M)’ Qp/lp) = aAz(M/u,,M)'

D’aprés la Proposition 1.5, il existe un entier n; (> n,) tel que, pour
n > ny, les invariants de M/, ,, soient tous égaux. La projection naturelle
de M/, . sur M/, ,, est alors un pseudo-isomorphisme dont I'adjoint
donne un isomorphisme a, (M/, ) > a, (M/, ). Enfin par pas-
sage au dual on obtient: im(M/, .. p) = Um(M/, ., p) induit

m m
par les projections naturelles. Ce dernier isomorphisme permet d’identi-
fier im(M/, ppi0 a) @ Um(M/, ., a) €t par conséquent:
. Mo, . mM+u,

m m

li_r’n M, = li_{n ( li_l;n(M/v,,M+v;,,M))
(n.m) n m

= ]‘m( - (M/U",MH'MM))

—
n

_

- —
m n

= Iim(lim(M/UnlMﬂ,mM)).

Le systéeme inductif lim(M/, ..., a) est pris selon les multiplications
. mM+0,

n
par v,/v, pour p > n. Il est alors clair, puisque M/, /.,y est fini et
que u,/v, tend vers 0 pour la topologie m-adique que 1i_1}1(M /U"] Mo, M)
n

0.

nm)

=0etdonc lim M

(n,m)

LEMME 2.2: Soit M un A-module de type fini, supposons que pour n > n,
v, n’est pas diviseur de zéro dans M, alors

H(M)=limH,, (M/, )

n
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oit m, est I’idéal maximal de A, et M/, \ est considéré comme A ,-mod-
ule.

DEMONSTRATION: Considérons le diagramme commutatif suivant pour
p=n:

0>M S Mo M/, =0
[ VR

< |‘<:
kS |.§<:

n

0->M— M- M/, ,,—0
Par passage a la cohomologie locale on obtient:

SHL (M) S H (MY—>H\(M/, ,))—H>(M) = H2(M) -
m m m v,M m m

U,

I L2 L2 [ Lt

0,

n

—HL(M) = H\(M) > H)\(M/, \) = HX(M) = H (M) -

Les modules H>(M) et H>(M) sont a support dans le fermé défini par
v
I'idéal m et la suite U—p tend vers 0 pour la topologie m-adique (lorsque

p — o), par conséquent lim H} (M) = lim H2(M) =0 les limites induc-

n n
1

tives étant prises sur les multiplications par _vﬁ pour p > n. Le passage a
n

la limite inductive dans le diagramme précédent donne donc un isomor-

phisme:

H2(M) > lim HL(M/, ,)-

n

En utilisant la Propriété C, du Paragraphe 1 on voit que H! (M Som) =
H,, (M/, ).

PROPOSITION 2.3: Soit M un A-module de type fini, supposons que pour
n>ny et m>my v, n’'est pas diviseur de zéro dans M et v, n’est pas
diviseur de zéro dans M /v, M, on a un isomorphisme:

Ext) (M, A)QHomZp liln (M(,,Qm)(p)), Qp/zp)
(n,m)

ou M, . (p) est la p-torsion de M

n,m)*
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DEMONSTRATION: La méthode utilisée dans le Lemme précédent, ap-
pliquée au A ,-module M /v, M, nous donne les isomorphismes:

Hr]rlz( M/u,,M) - liergz(M/u,,M-H);,,M)

n

= 12“”(%)(M/0"M+vm)

n

ou (p) est lidéal maximal de Z, Si Ton remarque que

H(Op)(M/u,,M+u;,,M) = M/v,,M+u;,,M(P) on obtient H(zm)(X)
= lim M, ,,(p). Le résultat s’en déduit en appliquant le théoréeme de

(n,m)
dualité locale (§1).

LEMME 2.4: Soit M un A-module de type fini et de torsion sans sous-A-
module pseudonul non nul tel que, pour n>ng etm>mg M/, \. . pp SOl
fini. On a un isomorphisme:

a(M) > Homz,,( li_{n M, .y Q,/z,

(n,m)

DEMONSTRATION: D’aprés le Lemme 2.2, H2(M)= limH, (M/, ,/),

n
puisque M/, .. a est fini, nous savons que v, est premier a la série
caractéristique du A,-module M /y, M, le résultat d’Iwasawa rappelé au
début de ce paragraphe nous donne

Hrlnz(M/v,,M) = li_{n M/u,,M+u;,,M-

m

Le théoréme de dualité locale achéve la démonstration.

THEOREME 2.5: Soit M un A-module de type fini et de torsion tel que pour
n=ngetmz=my M/v, M+ v, M soit fini, alors:

ar(M) > Homzp( li_IP M, mys Q,,/zp
(n,m)

DEMONSTRATION: Soit M° le sous-module pseudo-nul maximal de M et
M, le module défini par I'exactitude de la suite:

0->M">M—>M,—0
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D’apres le Lemme 2.1, lLim M/, yy o = lim My/, pro 100 a1l mOUS
- —

(n,m) (n,m)
faut donc, compte-tenu du Lemme 2.4, montrer que a,(M) = a,(M,).

Les modules Hom,(M°, A) et Ext\(M° A) sont nuls, c’est évident
pour le premier car M est de torsion, pour le second c’est une consé-
quence de [6] Chapitre 1, Proposition 8 puisque M? est pseudo-nul.
L’isomorphisme cherché s’obtient alors en utilisant la suite exacte des
Ext.

REMARQUE: Cette méthode de calcul de I’'adjoint permet de généraliser
certains résultats d’Iwasawa sur la structure du groupe de Galois de la
p-extension abélienne maximale non ramifiée hors de p d’une Z ,-exten-
sion d’un corps de nombres au cas d’une (Z p)z-extension .

§3. Torsion de groupe du Selmer

Dans tout ce paragraphe E est une courbe elliptique définie sur un corps
de nombres F, a multiplication complexe par I’anneau des entiers @ d’un
corps quadratique imaginaire K, p est un nombre premier # 2.

On suppose: (1) KC F (2) p estinerte dans K
(3) E a bonne réductionen p (4) E,C E(F).

Remarquons que, sous les conditions 3) et 4) la courbe E a bonne
réduction en toute place de F.

Notations:

- F_,=F(E,=), C’est une Zﬁ-extension de F dans laquelle toutes les
places de F divisant p sont presque totalement ramifiées.

- ©=Gal(F,/F)=(v, v}, A=Ag=Z,[[T, T'l]

AN=A; ®0,=0,T, T

- F,=F(E,)

- M_, est la p-extension abélienne maximale de F,, non ramifiée hors
de p, X=Gal(M,_ /; ) est de fagon canonique un A-module dont le
sous-module de torsion sera noté Z.

Pour Osn<ow et l<r<o

- H(F,, E,)=H'(P,/F,, E,)ou P, est extension galoisienne de F
non ramifiée en dehors de p maximale.

~ SNE)=H)\(F, E,), S(F,)=S""")(F,).

~ SUO(E)=Ker(H\(E,, E)—~ @ H\(F,,, E)), S(F,)=S""X(E,).

vlp

- ZUO(F,)=Ker(S?(F,)~> @ H'(F,

vlp

MR

E,)), 2(F,)=Z"(F).

NA
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On peut considérer S, S’ et £ comme les trois variantes possibles du
groupe de Selmer dans la théorie de la descente.

LemME 3.1. (voir aussi [7]): Pour toute place v de F, divisant p,
H(F,.,, E)p)=0

DEMONSTRATION:

H'(F,,, E)=1lim H'(F, ,, E).

n

Par la dualité de Tate ([8]): H'(F,
H(F,
normes. Le corps résiduel de F_ , est fini et donc, en négligeant éventuel-
lement un groupe fini d’ordre premier a p, lim E(F, ))=1lim E, (F,,)

v EYDE(F, ,)* et par conséquent
E)>(lim E(F,,))* la limite projective étant prise sur les

02

ou E, , est le groupe formel de la courbe en v. D’aprés [5], le groupe
formel E, , étant de hauteur 2, il n’y a pas de normes universelles non
nulles relatives a4 une Z ,-extension dans E,,(F,,), par suite
limE, ,(F, ,)=0.

COROLLAIRE 3.2:
S'(F,)=S(F,)=Hom(X, E,-).
La deuxiéme égalité est conséquence de 1’isomorphisme entre

Hom(Gal(Pw/Fm), Epw) et Hom(X, E, ).

REMARQUE 3.3: Si N, est une Z -extension de F contenue dans F,, le
méme argument donne S'(N_)=S(N,).

Dans la suite, si M et N sont deux ©-modules, on munit Hom(M, N)
de la structure de ®-module définie par:

(af)(m)=a*f(a™'m), a€® et feHom(M, N).

Le dual de Pontryagin S(F, )= HomZP(S(Fw), Qp/zp) de S(F,) sera
muni de la structure précédente.

REMARQUE 3.4: Si M est un A-module de type fini, pour 0 <i<3
Hom, (H, (M), Q,/; ) est, avec la convention précédente, un ©-mod-
ule compact. Le A-module qui lui est associé est isomorphe a
Ext3~/(M, A)" ou, pour tout A-module 7, on note T  le A-module
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obtenu par restriction des scalaires selon ¢: A = A définie par ¢(T)

=1, (1) = —1Ge: d(y)=7" " ¢(y) =71

T1+T 1+7

LEMME 3.5:
(1) Si T, est le module de Tate de E,, S(F,)=Hom,(T,, X)
@ S(E,) ® A= Hom (T, ® 6, X ® A,

A z,

DEMONSTRATION:

(1) S(F,)=Hom, (Hom; (X, E,-),Q,/, )

P

Il

mz Homz X Q /z) ’Qp/zp)

P

ll

R

(
(

m g (7}7’ Hom, Homz (X’ QP/ZP)’ QP/ZP))
my (7,

. X).

z,

(2) S(E,) ® A’=Hom, (T,, X) ® A’=Hom, (7;,, X® A')
A ’ A ’ A

puisque A=A @ 0,, enfin
ZP

Hom, (T,, X ® ') = Hom, (7;, ®0, X® A’).
’ A Tz, A
Le Z ,-module 7, est muni d’une structure naturelle de 0,-module (libre
de rang 1), si ¢ désigne 'unique automorphisme non trivial de K, sur
Q,, on a un isomorphisme de 0,-module: 7, ® 0, > T, ® T ou T est le
ZP
0,-module obtenu a partir de 7, par I'extension des scalaires 0, = 0

Résumons la discussion précédente:

LEMME 3.6:
1) S(E,) ® A’l>H0m(y (T,, X® A)e Hom@ (T, X ® A).
2) Sie: @ —>1+p0, estle caractere donnant I’ action de @ sur T,, le

groupe © agit sur T par le caractére € = c o e.

PROPOSITION 3.7: Le sous A-module de A-torsion de S(F,) est égal a
Hom z,,(T;w Z).
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DEMONSTRATION: Puisque A’ est libre de rang 2 sur A, il suffit de
vérifier I’égalité aprés extension des scalaires a A’, compte-tenu du
Lemme précédent on est amené a montrer que le sous-A’-module de
torsion de Hom,(7,, X % A (resp. Homaﬂ(Tp, X ? A") est

Hom, (T,, Z ® A’) (resp. Hom,, (T,, Z @ A)).
’ A v A

Soit ¢ = A’ = A’ 'isomorphisme défini par:

s(v)=e(v) v, o(¥)=e(v) 'y
Le A’-module Hom(pp(T;J, X % A’) est isomorphe au A’-module déduit
de X @ A’ par restriction des scalaires selon ¢ soit (X @ A’),. Puisque
zZQ® JIXX’ est la torsion de X @ A, (Z @ A'), est celle dé\(X ® A'), car
¢ e/s\t un isomorphisme, on enAdéduit le r/:ésultat pour Hom OP(T;,,AX % A).
Le méme raisonnement s’applique au module Hom, (7,, X ? A, Tap-

plication y définie par ¢ (y)=¢€(y) 'y, ¥(y)=¢&(y")" 'y’ remplagant
I’application ¢.

PROPOSITION 3.8: Le A-module =(F,) est de torsion.

DEMONSTRATION: Les conditions définissant 3(F,_) dans S(F,)=
Hom( X, E,-) permettent d’identifier ce dernier a Hom(X’, E,~) ou X’
est le groupe de Galois de la p-extension abélienne maximale non
ramifiée de F, totalement décomposée en p. Par un raisonnement
analogue a celui utilisé dans la démonstration du Lemme 3.5, on montre
que 2(F_)=Hom 2,(T,, X’) il suffit alors de noter que le A-module X’
est de torsion pour conclure comme dans la Proposition précédente.

Le reste de ce paragraphe est consacré a la comparaison des séries

caractéristiques de =(F,_) (qui est un quotient de S(F,)) et du sous-
module de torsion de S(F,,) ainsi qu’au probléme analogue lorsque I'on
remplace F,, par une Z extension L, de F contenue dans F_. Nous
n’obtiendrons cependant nos résultats qu’en supposant vérifier la condi-
tion suivante:

L’hypothése de Léopoldt est satisfaite pour tous les corps intermédiaires de
la Zf,-extension F,

LEMME 3.9: (voir aussi [6], IV Proposition 11):

Soient J,=J(F,) les idéles de F,,
V,={(x,)€J,, x,=1siv| p et x, unité Vv}
C.=J/EV,.
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1l existe une suite exacte:

0-E,— @ E,(F,,) > Hom(E,., C,)

vlp

S HY(E,, E,) = @ H'(E,,. E,»).

P
vlp

DEMONSTRATION: Pour toute extension finie L de F, contenue dans P
on note J(L) les ideles de L, J,(L)={(x,)E€J(L); x,=1si vip},
V,(L)={(x,)€J(L); x,=1siv]|petx,unitéVv}, U,(L) les p-unités
de L; J, (J, 0 Vpoo» U,) la réunion, pour LCP,, des J(L)
(Jy(L), V,(L), U,(L)).

On montre tout d’abord I'exactitude de la suite:

0- ij.oo —)Jp.oo _’Joo/P;Vp_w - 0.

Le seul point délicat est la surjectivité, pour le montrer on constate que
tout idéle (x,) de J(L) est, quitte & passer au corps de Hilbert H(L) de
L, équivalent modulo H(L)* a un idéle (y,) de J(H(L)) ou y, est une
unité pour tout v; modifiant (y,) par un élément de V,(H(L)) on
obtient un idele de J,(H(L)). Le groupe U, ,, étant divisible par p, la
suite

(1) 0-Hom(E,., U,,)— Hom(E,., J, )

P

- Hom(E,., J/psy ) =0
est exacte. Si G = Gal(P,, /F,) on obtient par passage a la cohomologie:

0 - Hom(E,., U,(F,)) » Hom(E,., J,(F,))
N Hom(Ep,., (Jw/,,;,,m)c) — H'(G, Hom(E, ., U,.))

- H'(G, Hom(E,», J, ..)).

pP.©
La théorie du corps de classe et la cohomologie de la suite exacte:

0=V, w2Jo/pr > I/ b2y, >0

" p,o

nous donnent un isomorphisme: C, = (Jw/P;Vp‘m)G(Hl(G, V, ) =0 car
I’extension P_/F, est non ramifiée hors de p). En utilisant I'identifica-
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tion de E,» avec son dual par I'accouplement de Weil et nos notations, la
suite (1) s’écrit:

0—E,— @ E,(F,,)— Hom(E,, C,)
vlp

_)H[}(Er’ Ep") - @ H](El.w Ep")'

vlp

COROLLAIRE 3.10: La suite:

(2) 0-E,.— ? E,.(F,,) = Hom(E,., C,) - 27" (F,) -0
vlp

est exacte.

Nous faisons le choix des générateurs topologiques y et vy’ de © de telle
fagon que, pour 7 assez grand, le groupe Gal(F, /g ) soit engendre par
A y"’ ou r et s sont des entiers indépendants de n. Si w, =y -1,
w!,=7v'?" — 1, nous noterons X, ,, le A-module X/, X, X
L’hypothése de Léopoldt sur F nous assure l’egahté entre la p-tor-
sion de C, =J,/Fs, etcellede J,/ v la p-torsion de ce dernier groupe
s’identifie par la loi de réciprocité d’Artin a celle de Gal(M(F,)/F,), ou
M(F,) est la p-extension abélienne maximale de F, non ramifiée en
dehors de p. Le groupe de Galois de F,, sur F, est libre sur Z , la
p-torsion de Gal(M(F,)/r) est donc celle de G, = Gal(M(F,)/r ).
L’application d’Artin induit par conséquent un isomorphisme:

Hom(E,., C,) =Hom(E,., G,(p)).

Nous cherchons a passer a la limite inductive sur n dans la suite exacte
(2), les applications de transition étant induites par la restriction sur la
cohomologie et les inclusions E,. < E .

LEMME 3.11: Il existe une suite exacte de A-modules:

0-E,-— & Epm(Fw‘u)eHomZp(Tp, lim G,,(p))
vlp g

- 3(F,)—0.
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DEMONSTRATION: On obtient le résultat en passant a la limite sur n dans
la suite exacte (2), compte tenu des identités:

lim="(F)=2(F,).

n

lim( @ E,0(F,.)) = @ Ep(F...).
= Lupp olp
lim Hom(E,., C,) = lim Hom(Epn, G,(p))

n n

= Homlp(T;,,lim Gn(p)).

n

I1 nous reste a préciser les applications j, ,,;: G,(p) = G, ,(p) définis-
sant la limite inductive des G,( p). L’image par l'application de transi-
tion de f€ Hom(E,., C,) dans Hom(E,.+1, C,,,) est I'application f
définie par le diagramme commutatif suivant

Artin

f
Epn+] - n+1(p) __,’ Gn+](p)

J/ Xp Tin,n+1 Tjn,n+l

f Artin
E, ->C(p) 2 GJ(p)

P

ou i, ,,, est induite par I'inclusion de J, dans J, ;.

REMARQUE: Dans la suite (2) E,~ a été identifié¢ a son dual, ce qui a pour
xp
effet de transformer E,» > E,»+1 en E ne1 = E .

LEMME 3.12: Les groupes G, et G,,, étant munis de leur structure
naturelle de A-module, si 6 € G,(p) est la restriction de 6 € G, , a
M(FE,):

’

w w,

. -\ _ n+1—r n+1—s .
Jn,n+1(a) - * ’ Y
W, _, w,

n—s

DEMONSTRATION: Le sous-grqupe de ® engendré topologiquement par
y?" et y’?" sera noté @, . La théorie du corps de classe nous assure la
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commutativité du diagramme suivant:
C, g Gal(M( )/ F)* = Gal(M(F,) /)

in,n+1‘lr VC[‘,I,

Coin "5 Gal(M(E ne1)/ i) = Gal(M(F, 1) /k,.,)

ou Ver est ’application de transfert.

Calculons Ver(s) lorsque o€ Gal(M(F,)/r) est la classe de o€
Gal(M(F, .,/ F, )-

Gal( n+1/F) n+1—r,n+1—s/9

={a",3";0<a,b<p—l}

ou « est la restriction de y?" "4 F,,, et B8 celle y'»" . Choisissons des
relévements & B de a, B dans Gal(M(F,,, /r,) et définissons §, , €
Gal(M(F,,,)/F,,,) par légalité a‘Bbs = 8a b""ab avec p,, €

Gal(F,, ,/FE,). Par définition du transfert, Ver(o) = . Si mainte-
b

nant oEGal(M(F)/F Xp)=G, (p) seG,,, et f1xe F_ par consé-

quent p,, = a’Bl, 8, , = (aBt)o(a’B’)"' et Ver(d)

= I—[(a"ﬁb)o(&“ﬁb) ! Compte-tenu de la structure de ©-module de
G

n

.. la derniére identité s’écrit:
Ver(o) = (1 +y7" T+ +y”"_’”’_1))

X(1+977 4 4y D)

’
Cpt1—r Wnii-s
= e———" g

4
W, Wy s

PROPOSITION 3.13:
(1) w, n’est pas diviseur de zéro dans X et w), n’est pas diviseur de zéro
dans X/w, X.
(2) Soit ¥ (resp. ¥') un élément de Gal(M_,/F') dont la restriction a F,
est égale a y (resp. ¥'). Si a,,, € X est le commutateur de 37" et
3’7", il existe une suite exacte:

Ky
02,3 X,_,,_.,~G,>0

r.,n
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k
n,0
F
Figure 1
ol I’image de p,, est engendré par la classe de a,,_, ,_, dans X, _,, .=
X/w,_, X+ w,_ X
DEMONSTRATION:

1°/ a) w, n’est pas diviseur de zéro dans X.

Notons k, ., le sous-corps de F,, fixé par le groupe ©, _, = ( yP"y et kg
celui fixé par ©, = (y*", ¥'), k,, est une extension finie de F de degré
p" et k, . est une Z -extension de k,,. Si M, . est la p-extension
abélienne maximale de k, ., non ramifiée hors de p et Y, =
Gal(M, . /k, ) la suite:

(3) 0= X/w,X =Y, - Gal(Fy/k, ) 0

est exacte. Le rang sur A, de Y,  est égal, sous ’hypothése de Léopoldt
sur k,, a r,p" avec r, =3[ F.Q] ([3] Proposition 2); il en est de méme
du rang sur A, de X/w,X puisque Gal(F, /k, )=2Z,. Si Z est le
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sous-module de A-torsion de X et X|, le quotient de X par Z, la suite:
0-Z/w,Z—> X/w,X—> X,/w,X,—0

est exacte. Le A-module X étant de rang r, ([3] Proposition 2), on peut
plonger X, dans un A-module libre de rang », avec un quotient de
torsion et de série caractéristique premiére 4 w,, on obtient alors par
réduction:

rang, ( X,/w,X,) =rang, (A?/w,A?) =r,p".

De légalité¢ entre rang, (X/w,X) et rang, (X,/w,X,) on déduit
rang, (Z/w,Z) =0, c’est-a-dire w, premier a la série caractéristique de
Z; X étant sans sous-module pseudo-nul non nul ([3] Proposition 5) w,
n’est pas diviseur de zéro dans X.

1°/ b) w,, n’est pas diviseur de zéro dans X/w, X.

Il suffit de montrer que w,, n’est pas diviseur de zéro dans Y, . Si k, ,,
est le corps fixé par ©, , et M, . la p-extension abélienne maximale de
k, ,, non ramifiée hors de p, on a une suite exacte:

O - y;t,oo/wr/n},n,oo - Gal(Mn.m/kn.m) - Gal(kn.oo/kn,m) _)O'

Puisque Gal(k, ,/k,,) =12, on obtient rang, (Y, ,/w,Y, ) =
rang, (Gal(M, ,./k, ,,)) — 1, P’hypotheése de Léopoldt sur k,, nous
donne alors rangzP(Y,,’w/w,’nY,,m) =r,p"p™. Sachant que rang, (Y, )
=r,p" et que Y, _ est sans sous-module pseudo-nul non nul on termine
comme précédemment.
2°/ Notons que F, =k et réécrivons la suite (3):

n—r,n—s

0> X/w,_, X—>Y, ,  —>Z,-0.

—r,o

En tensorisant par A,/w,_ A, aprés avoir noté que w, _
diviseur de zéro dans Y, on obtient la suite exacte:

b
, n’est pas

—r,00°

O - Zp - Xn—r.n—s - Gal(Mn/kn—r,oo) - Zp - 0'

Le groupe G, s’identifie au noyau de I'application de Gal(M, /k
dans Z, (= Gal(F(k )) et I’assertion 2° / en résulte.

n—r.oo)

n—r,oo

LEMME 3.14: Pour tout n > 0 il existe une suite exacte:

8"
0-X,_.,.(p)~G(p)—Q,z,
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et le diagramme suivant est commutatif

0- X,_...(p) —-G(p—> Q/Z,
e Linner |l
0 _)Xn+1-r,n+1—s(p) _)Gn-é-](P) _)Qp/zp

oj .1 X/w, X+ w,’,_sX/—> X/w, 11—, X+ w,1_,X est déduit de la

Wyp1—s
’

n—r

Wpt1-r
LT r.

multiplication par dans X par passage au quotient.

n—r wn—s

DEMONSTRATION: D’aprés la Proposition 3.13 la suite:

Bn
0-2,-X, ,,,~G,—0

—r,n—s
est exacte, en appliquant le foncteur HomZP(Z /P'Z, +) on obtient I'ex-
actitute de la suite:

0 _)Xn—r,n~s(pt) - Gn(pl) - EXtIZp(Z/p’Z’ Zp) = Z/p‘l'

Il suffit de passer a la limite sur ¢ pour obtenir la premiére partie du
lemme. La seconde partie du lemme est alors conséquence de la com-
mutativité du diagramme suivant:

0-2,-> X > G,—0

” l jn?n+l l jn,n+1
0-Z,-X, -G,,,—0.

n+l1—rn+1-s

Pour le carré de droite ceci résulte du Lemme 3.12. Pour celui de gauche
il suffit de remarquer que:

’
po _wn+1—r.wn+1—s
n+l—r.n+1l-s W w/

n—r n—s

‘a

n—r,n—s"*

PRrROPOSITION 3.15:
(1) limX,_, ,_(p)=H(X).

n
La limite inductive étant prise selon les applications j,~, . .
(2) 1 existe une suite exacte de A-modules:

0- Homzp(T;,, H,f,(X)) - Homzp(Y;,, limG,,(p))

— Hom, (7,,Q,/Z,).

le module Q ,/Z , étant muni de |’ action triviale de ©.



[21] La descente sur une courbe elliptique 361

DEMONSTRATION: La premiére assertion est une conséquence de la
Proposition 2.3 et de la premiére partie de la Proposition 3.13. Pour la
seconde assertion il suffit d’appliquer le foncteur Homzp(T;,, *) a la suite
exacte obtenue dans le lemme précédent puis de passer a la limite sur n.

LEMME 3.16:

//—\ .
Homzp(Y;, HX(X)) =Ext1A(HomZp(7;), X), A) i

DEMONSTRATION: Pour tout A-module de type fini M on a un isomor-
phisme fonctoriel Homy (7,, H,(M))= H,(Hom (T,, M)), la suite
spectrale des foncteurs composés nous donne alors un isomorphisme
HomZp(TP, H2(M)) = H,ﬁ(HomZp(Tp, M)), en particulier
Hom, (T,, H (X)) = H,f,(HomZP(Y;,, X)). En utilisant le théoréme de
dualité locale et la Remarque 3.4 on obtient: m =
Ext)(Hom (T, X), A): ’

La proposition suivante résume les propriétés obtenues.

PROPOSITION 3.17: Il existe des suites exactes de A-modules:

0-2(F,) 5 Homzp(T;,, limG,(p)

- & Epw(Foo,v) —’E;-):—)O
vlp

7;—>H0mzﬁ(7;, limG,,(p)) 5 ExtlA(HomZP(T;,, X), A)'_>0.

n

Ces suites s’obtiennent en dualisant respectivement les suites exactes
obtenues dans le Lemme 3.11 et la Proposition 3.15. Dans la suite on
cherche a étudier les propriétés de la série caractéristique du module
Ext} (Hom z(T,, X), A), pour cela on considére la situation plus
générale suivante: Soient M un A-module de type fini sans sous-mod-
ules pseudo-nuls non nuls et P son sous-module de torsion, on sup-
posera que (y — 1) est premier a la série cractéristique de P et donc non
diviseur de zéro dans P. Si R est un A-module de torsion (resp. un
A, =A/(y—1)A-module de torsion) sa série caractéristique sera notée
fA(R) (resp. fy (R)). Nous utiliserons les deux suites exactes suivantes:

(1) 0-P>M—->L—-0
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ou L est sans torsion

2) 0L->A->N-0
ou N est de torsion et de série caractéristique premiére a (y — 1) (il est
facile de montrer qu’une telle suite existe). En utilisant (1) on peut écrire
la suite exacte:

(3) 0-Ext\(L, A)— Ext\ (M, A) - Ext,(P, A)

- Exti(L, A).

LeEMME 3.18: ExtL (L, A) est pseudo-nul et Ext3(L, A) est fini.
DEMONSTRATION: De la suite (2) on déduit les isomorphismes:
Ext\ (L, A) =Exti(N, A)
Exti(L, A) =Ext3(N, A).

Il suffit alors de remarquer que Exti(N, A) est pseudo-nul et
Ext}(N, A) est a support dans I'idéal maximal donc fini.

L’exactitude de la suite
0->P/y_1p— (M/(‘/“I)M)tors - (L/(Y_I)L)tors -0

(tors = A ,-torsion) et I'isomorphisme entre (L/,_1y1) ors € Ny_1,= {7
€ N, (y — 1)n =0} obtenu a partir de (2) conduisent a ’égalité:

(*) A (Mo iyma) ors) = I P/iy-1yp) *Sa (Niy—1y)

a un élément inversible prés. Les hypothéses faites sur N montrent que
Ny, _1y=N{,_;, ot N°désigne le sousmodule pseudo-nul maximal de N,
on peut par conséquent remplacer f (N, _q)) par fy( N(‘,),_])) dans
I’égalité précédente. Nous utiliserons les deux lemmes suivants démontrés
dans [6].

LEMME 3.19 [6, Chapitre 1 Lemme 4]: Si R est un A-module de torsion tel
que R/, _y r soit de A,-torsion, on a I’égalité a un élément inversible
preés:

fAz(R/(y—l)R) = '”(fA(R)) 'fAZ(R(y—l))

ou m est la projection naturelle de A sur A,.
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LeMME 3.20 [6, Chapitre 1 Lemme 11]: Si R est un A-module pseudo-nul
alors:

aAz(R/(y—l)R) = EXti(R, A)(y—l)-

Le Lemme 3.19 nous donne Iégalité des séries f, (N (y— 1)) et
fAZ(N /(y—1yn°) Ppuisque fA(N% =1 ainsi que celle des séries
ISP/ - p p) et #(fy(P)) puisque P, _;, =0. Du pseudo-isomorphisme
entre Exth (M, A) et Exty(P, A) on déduit f(Exth(M, A)) =
fA(Exth (P, A)) =f,(P). L’égalité (*) devient alors:

(* *) fAz((M/(Y—l)M)tors)
= '”(fA(EXt]A(Ma A)) .fAZ(NO/(y—l)NO)

= m( fu(Exth(M, A)) - fi,(ExtR(N®, A)i-)-
La derniére égalité s’obtenant du Lemme 3.20.

LeEMME 3.21:
(1) L’application Exti(N, A) — Exti(N°, A) est surjective a noyau
fini.
(2) Exth(M, A),_,, est pseudo-isomorphe sur A, a Exti(N°, A), ;.

DEMONSTRATION:

(1) 11 suffit de montrer que, si N, =N/yo, Exti(N,, A)=0 et
Ext%(N,, A) est fini. Ces deux résultats s’obtiennent en plongeant
N, dans un modéle W sur A et en utilisant le fait que Ext3(W, A) =
Ext AW, A)=0.

(2) Le A-module Ext} (P A) étant sans (y — 1)-torsion,la suite (3) nous
donne Iégalité Extl (M, N)y-1n= = Ext} (L, A)(Y 1> ¢ce dernier
module est, d’aprés le Lemme 3.18 isomorphe 4 Ext4(N, A)-1)- La
conclusion résulte alors de la premiére partie du lemme.

THEOREME 3.22:

fAz((M/(y—l)M),ors) =fA2(EXt}\(M, A)/(y—l) Ext\ (M, A))'

DEMONSTRATION: En utilisant le lemme précédent 1’égalité (* *) s’écrit:
fAz((M/(Y_l)M)tors)

=a(fo(Exty (M, A))) « £y (Exth(M, A)-n).
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I1 suffit alors d’appliquer le Lemme 3.19 pour obtenir l’idggtiLé cherchée.
Précisons ces résultats lorsque M = Hom Zp(];,, X)=S(F,) et P=
Homlp(];a’ Z) = (S(Foo))tors'

S

THEOREME 3.23: Les A-modules =(F,,) et (S(F,))irs SOnt pseudo-iso-
morphes.

DEMONSTRATION: La Proposition 3.17 nous donne un pseudo-isomor-
phisme:

v o n:3(F,) - Exty(Hom, (7,, X), A) .

Il suffit donc de noter que ExtlA(HomZP(Tp, X), A) est pseudo-iso-

morphe & Exty(Homg (7,, Z), A)=a,((S(Fy))ors) €t the remarquer
que pour un A-module M de torsion, a,(M) est pseudo-isomorphe a M
([6], chapitre 1, §2.2).

THEOREME 3.24: On suppose (y — 1) premier a la série caractéristique de
(S(F,))ors €t 0n note L, la Z ,-extension fixée par y.

Les deux séries fy (2(L,)) et fy ((S(Ly))ors) sont égales (si A, =
Z,T1, fx,(T) =fA2(m = D).

DEMONSTRATION: Le nombre premier p étant inerte dans K, les modules
E«(F,,)/(y — DE=(F,,), T,/(y — )T, sont finis et
(Ep=(Fy ) (y-1y=0, l'application » o n obtenue dans la Proposition
3.17 donne par réduction modulo (y — 1) un pseudo-isomorphisme sur
A, entre =(F.)/(y — DE(F,) et (Extj(S(F,), A)/(y — 1)
ExtY(S(E,), A)). La série caractéristique du dernier module est égale
d’aprés le Théoréme 3.22 4 fy ((S(F,)/(y — 1)S(F,))ors)» POUr obtenir
le résultat il suffit donc de montrer que:

PR —

(L).

Pour cela considérons le diagramme suivant:

2(fe)/(y —1D2E(F,) =Z2(L,) et
=S(L,

S(F,)/(y=1)S(E,)

0 _)(E(Foo))(yfl) _)(Hi)(Focn Epw))(yfl) _)( ? Hl(Foo,v’ Ep‘”))(y*l)
vip

T T’l T’z
0->3(L,) - H)(L,, E,~) - @H(L,, E,)

vlp
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Les groupes H'(F,,/,_, E,~) et H'(F, ,/,_, E,=) étant nuls, les appli-
cations r; et r, sont des isomorphismes. D’apres le Corollaire 3.2,
H)(F,, E,»)=S(F,)et H(L,, E,-)=S(L,), les égalités précédentes
s’en déduisent par passage au dual.

REMARQUE: Les Théorémes 3.23 et 3.24 restent valables sans ’hypothése
E, C E(F) comme on le voit en faisant agir le groupe A = Gal(F(E,)/F))
d’ordre premier a p sur les divers modules intervenant.

Nous savons que le A-module S(F,,) est sans sous-module pseudo-nul
non nul, nous terminerons ce paragraphe en montrant que si L_ est une
Z extension de F contenue dans F,, vérifiant les hypothéses du

Théoréme précédent, le A ,-module S( L) est lui aussi sans sous-module
pseudo-nul non nul.

LEMME 3.25: Soient M un A’ =0,[[T, T'|]-module de type fini sans
sous-modue pseudonul non nul, o et B deux éléments de 1’idéal maximal de
A" premiers a la série caractéristique de (M),,,. Le module M/ ,, est
alors sans sous-module fini non nul si et seulement si il en est de méme de

M/BM.
DEMONSTRATION: Considérons le diagramme exact:

0 0
) )

0> M 5> M ->M/, -0

!B B ;]
0> M > M -M/, -0

l l
M/BM - M/BM
l l
0 0

Le lemme du serpent nous fornit un isomorphisme:
B(M/aM) =a(M/BM)'

Puisque M /aM a un sous-module fini non nul si et seulement si il en est
de méme de z(M/aM), le résultat est clair.

PROPOSITION 3.26: Soit L, une Z ,-extension contenue dans F,. On
suppose, en reprenant les notations du Théoréme 3.24, que le rang sur A,
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de S(L,,) est égal a celui de S(F,,) sur A (i.e.: (y — 1) est premier a la
série caractéristique de (S(F,)) ors)-
Le A ,-module S(L,,) est alors sans sous-module pseudo-nul non nul.

DEMONSTRATION: D’aprés le Lemme 3.6 on dispose d’un isomorphisme:

S(E) ® A’zHomw(I;,, X® A’) ® Hom, (Tp, X® A’).
A ’ A ’ A

Puisque S(L,,) = S(F,)/,-1)55 » il suffit donc de montrer que chacun
des A’-modules Hom, (7,, X ® A’) et Hom @p(Tp, X ® A’) réduits
P A A

modulo (y — 1) ne posséde pas de sous-module fini non nul, nous le
montrerons pour le premier.

Rappelons (Démonstration de 3.7) que Hom, (T, X ® A’) est iso-
morphe au A-module (X ® A’), obtenu a partir de X ® A’ par restric-

tion des scalaires selon 1’1somorphlsme o: N SN deflm par ¢(y)=
e(y) Y, d(y)=¢€(y")™ 1y . On obtient donc les isomorphismes:

HomOP(Tp, X® A’)/(y - 1)Hom0p(T,,, X® A')

i

(X ® A’)¢/(y - 1)(X ® A’)

¢

i

(X% A'/(e(y)ﬂy— 1)X§ A') .

@

Ce dernier module est sans sous-module fini non nul si et seulement si il
en est de méme de X ® A’/(e(y) 'y —1)X ® A’. Il nous suffit alors
A A

d’appliquer le lemme précédent avec M=X @ A’, a=y—1 et 8=

A
e(y) 'y — 1. D’aprés les résultats de Greenberg ([3]), nous savons que

X ® A’ est sans sous A’-module pseudo-nul non nul, que (y —1) est
A

premier a la série caractéristique de la torsion de X @ A’ et enfin que
A

XQ® AN/(y—1)X ® A’ est sans sous-module fini non nul, I’hypothése
A A
faite implique d’autre part que e(y) 'y —1 est premier 4 la série
caractéristique de la torsion de X @ A’.
A

APPLICATION 1: Nous donnons des exemples de Z ,-extensions sur
lesquelles la torsion du dual du groupe de Selmer n’est pas pseudo-nul.
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Nous considérons pour cela une courbe elliptique définie sur le corps de
multiplication complexe K telle que le rang sur Z de E(K) soit supérieur
ou égal i 4 et une Z -extension L, de K telle que =(L,) soit de
torsion, notons que cette derniére condition est réalisée pour presque
toute Z ,-extension de K. En utilisant le Théoréme 3.24 il nous suffit de

montrer que le module m n’est pas pseudo-nul.

Si I' = Gal(L_/K), on vérifie (voir Application 2) I'égalité:
S(K)=3(L,)".

En considérant le diagramme exact suivant:

E(K)®Q,/;, > E(K,)®Q,/;

) )
0-3(K)- S(K) - H'(K,, E,=)

On note que Ker(¢) € 2(K); le rang sur Z, du dualde E(K,)® Q,/Z,
est égal 4 2 alors que celui du dual de E(K)® Q,/Z, est, compte-tenu

des hypothéses faites, supérieur a 4. 11 résulte alors que 2( K ) est de rang

sur Z, strictement positif et que par conséquent 3(L,) nest pas
pseudo-nul.

APPLICATION 2: Soient E une courbe elliptique définie sur un corps
quadratique imaginaire K a multiplication complexe par les entiers de K,
F=K(E,), A=Gal(F/ ), L, une Z,extension de K. Si P est la
pro-p-extension maximale non ramifiée hors de p de F on vérifie les
identités suivantes:
’ 4 ’ A A
S'(Ly)=S(Ly) =H(P/, , Ep=) = H'(P/, , Ep=)
’ ’ A A
S(K)=S(F) =H'(P/, E;~) =H'(P/ , E,»)
S"P(K)=H'(P/ , E,)

SP(K) = z(p)(F)A
LEMME 3.26: Si G=Gal(L_/ ) on a:
S(K)=58"(L.)°

S(K)=3(L,)°
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DEMONSTRATION: En utilisant le fait que E,=(Ly) = E,=(L, ,) =0 on
obtient le diagramme exact:

0-3(L,) >H'(Pf;_, Ey=)’ > H' (L, ,, E,=)°
0—- E(TK) - H‘(P/}(, E,<) — Hl(KpT, E,x)
Le lemme s’en déduit immédiatement.
LEMME 3.27:
§P(K)=5(K)(p)
2P(K) =2(K)(p).

DEMONSTRATION: Le groupe E,~(K) étant nul, la cohomologie de la
suite

0 E, = Eyx - Eye—0
nous donne la suite exacte:
0-H'(P/K, E,) > H' P/ , E,=) > H' (P , E,-)
d’ou S"P(K)=S'(K)(p).
Puisque E,»(K,) = 0, le diagramme suivant est exact:
0— Z(K) — S(K) »HYK,, Ey)
0 —>2“’)T(K) —»S"”i(K) - HI(KZ, E,)
On en déduit =P (K)=Z(K)N S"P(K)=Z(K) p).

Dans la suite nous faisons I'hypothése que p ne divise pas le nombre de
classes h(F) du corps F

LEMME 3.28:
S(K)=0.
DEMONSTRATION:

(" (F)=Ker(H'(P/, E,)
— H'(F,, E,)) c Hom(Gal(H(F)/;), E,)

ol H est le corps de Hilbert de F.
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Sous notre hypothése le dernier groupe est nul donc =(?)(F) =0 et par
conséquent (K ) p)=2"(K)= (2" (F))*=0. Le groupe =(K)
étant de p-torsion le lemme est démontré.

COROLLAIRE 3.29:
(1) S(L,)=0
(2) S(L,,) se plonge dans un Z ,[[Gal(L,,/K)]l-module libre de rang 2
avec un conoyau fini.

D’aprés les résultats précédents il suffit de vérifier la premiére assertion:
c— —AG —
(E(L)4= (2(L)°) = E(K) =0.

ExeMPLE: Si E est la courbe d’équation y?= x> — x & multiplication
complexe par K = Q(i), on vérifie en calculant le discriminant du corps
K(E,) et en utilisant les bornes sur les discriminants des corps totale-
ment imaginaires [9] que 7 ne divise pas le nombre de classe de K(E,).

11 serait intéressant d’aller plus loin dans I’analyse du module S(L_,)
et de savoir sous quelles conditions il est libre, on montre sans difficulté
que Cest le cas si et seulement si $’”)(K) est de rang 2 sur le corps F;
cette derniére condition est elle-méme liée i la structure, sous ’action de
A, du groupe des unités locales en p de F quotienté par I’adhérence de
I'image des unités globales.
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