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TERMES LOCAUX DE LA FORMULE DE LEFSCHETZ POUR LES
COURBES

Daniel Alibert
Introduction

Soient X; et X, des schémas de type fini sur un corps algébriquement
clos k, A un anneau de torsion premiére a la caractéristique de k et E,
un complexe de faisceaux (étales) de A-modules sur X, (a=1,2).
Posons S = Spec k. On appelle correspondance de X; a X, un S-mor-
phisme de S-schémas ¢: X' — X; X X,. On appelle correspondance

S
cohomologique de E; a E, a support dans ¢, un élément du groupe
H°(X, X X,, ¢,R Hom(c*E,, cyE,). En général on ne considére que
S

des morphismes ¢ propres de sorte que les correspondances cohomolo-
giques de E;, a E, a support dans ¢ sont les éléments de
Hom(c*E,, cyE,). Les couples de correspondances cohomologiques
support dans des correspondances ¢’ et ¢” opérent sur la cohomologie
RT(X,, E,), ou RI'(X,, E,); lorsque X; et X, sont propres, et que E;
et E, possédent des propriétés convenables, on sait calculer la trace de
cette action en fonction de “termes locaux” associés aux composantes
connexes de 1’ intersection de ¢’ et ¢”’ (Théoréme de Lefschetz-Verdier
SGA 5 III 4.7). Pour les généralités et les propriétés de ces correspon-
dances on renvoie a (SGA 5 III).

Dans ce travail on explicite les termes locaux dans le cas ou X;, X,
X', X" sont des courbes lisses, en fonction des données locales: ramifica-
tion des faisceaux, multiplicités d’intersection.

Le premier paragraphe présente les énoncés obtenus, aprés avoir
défini les notions utilisées (1.7.1). Le second paragraphe utilise (1.7.1),
établi dans le cadre de la cohomologie étale, pour obtenir des résultats
dans d’autres contextes: cohomologie /-adique, faisceaux transcendants,
faisceaux pervers. Les constructions techniques utilisées sont renvoyées
en Annexe: mesure /-adique sur un groupe profini, chemin directs du
disque. Dans le troisiéme paragraphe, on démontre les résultats de
divisibilité, et les relations entre correspondances et revétements, utilisés
pour énoncer (1.7.1) et ses principaux corollaires. Dans le paragraphe 4,
on procéde a une suite de réductions permettant de se ramener & un cas
simplifié pour démontrer le résultat principal. Enfin dans le paragraphe
5, on calcule le terme local dans ce cas particulier a I’aide d’une théorie
de Traces non Commutatives exposée en Annexe.
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Les résultats précédemment établis pour les courbes sont contenus
dans (1.7.1) et ses corollaires: endomorphisme a points fixes de multi-
plicité 1 (Artin-Verdier [2]), cas du Frobénius (Deligne SGA 41), corre-
spondances en position générale (Illusie SGA 5 III B §1) ou équivariantes
(INlusie SGA 5 III B §6.7).

1. Enoncé des résultats

1.1. Soient X;, X,, X’, X” des courbes lisses sur un corps algébrique-
ment clos k. On pose S = spec k. Soient ¢’: X' = X; X X, et ¢”: X" —
S

X; X X, des S-morphismes. Soit z un point fermé isolé du produit fibré

X X X".Soient x’, x”, x;, x, les images de z dans X', X", X,
X, X X,
S

X,.

Pour tout point fermé y d’une courbe lisse sur k, Y, on note Y, le
S-trait strictement hensélien localisé strict de Y en y, (spectre du
hensélisé strict de 'anneau local 0y ,). On associe a la situation globale”
décrite ci-dessus une situation “locale” donnée par le couple de S-mor-
phismes:

’ ’”

Cyr o
’ 1’
X=Xy >s§ Xy, < XL,

Si on suppose de plus ¢’ et ¢” finis et tels que ¢, =pr, o ¢’ (resp.
¢y = pry ° ¢”) soit quasi-fini en x’ (resp. en x"'), alors ¢ ,. et ¢{,. sont
finis et surjectifs, et le produit fibré (X)) X (X) est réduit

(X, X X2.x,)
S

» X

au point fermé {z}.

Inversement toute situation locale satisfaisant a4 ces propriétés provi-
ent d’une situation globale vérifiant les hypothéses ci-dessus (SGA 5 III
B §1). On note p la caractéristique de k. Soit A un anneau commutatif
noéthérien annulé par un entier premier a p. Soit E, € ob D, (X;)
(resp. E,€o0b D, ,(X;)) un complexe de faisceaux pour la topologie
étale, de A-modules, de tordimension finie et & cohomologie construct-
ible. Soient u’ € Hom(c}*E,, ¢4'E,), u”’ € Hom(cy*E,, c|'E,). On peut
alors définir un “terme local”, élément de A, et noté (u’, u”’), (SGA 5
I 4.2.7).

Par restriction 2 la situation locale, on obtient des complexes E,, E,,
et des fléches &’ et #”, auxquelles on sait associer un élément (&', %"y de
A. D’aprés la compatibilité de la formation des termes locaux a la
localisation étale, on sait que ces deux éléments de A sont égaux:
(u’', "y =(w’, &’y (SGA 5 III 4.2.6 et III B 1.1.2). En utilisant la
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méthode de filtration de (SGA 5 III B), rappellée plus bas, on décom-
pose le terme local en somme de deux termes

(@, 7y =l uly + Qu u” (1.1.1)

ou (u., u) est le terme “ponctuel” défini de la maniére suivante (SGA
5 III B 1.1.1): on note u, I’homomorphisme composé

E,, =RU(X,., E,) > RU(X,, ¢ (£,))

Uy

> RT( X, ¢4 (E,)) % RI(X,,, E)=E,.,

u/: E,,, — E,, Thomomorphisme défini de maniére analogue et
(ul, uly =Try(u. o u}) le cup-produit de ces morphismes de complexes
parfaits de A-modules (SGA 6 I 8.3).

Dans la suite on évalue (u”, u’"
1.7.1).

> en fonction des données locales

1.2. Rappelons comment on établit I’égalité (1.1.1) et comment on définit
(u', u”"): on suppose qu’on est dans la situation locale décrite plus
haut: X;, X,, X’, X" sont des S-traits strictement locaux de points
fermés respectifs x;, x,, x’, x”, on a des S-morphismes locaux ¢’: X’ —
X; )S< X,, ¢t X" - X, )§ X, tels que ¢ et ¢f soient finis et surjectifs,

et X” X X" est réduit au point {z}. Soient E; €ob D, ,(X;) et
X, X X,

, € obD, ,f(XZ) des complexes de faisceaux de A-modules et u’' €
Hom(c1 E,, ¢E,), u’ € Hom(cy*E,, c}'E,) des fleches On note U’
(resp. U”, U, U,) ouvert complémentaire de x’ (resp. x”, x;, x,) dans
X' (resp.), j': U =X’ (resp. j”, j;, j,) 'immersion ouverte canonique et
i’ x"— X’ I'immersion fermée canonique (resp. i”, iy, i,). On a ¢;”'(U,)
= U’ donc ¢ (Uy)—c, '(Us), on note s’ cette fléche canonique (soit

~1(Uy) est vide, soit s est un isomorphisme). On considére la filtration
sur E, (a=1,2) définie par: F"E,=E, si n<0, FE,=j j*E,
F'E,=0sin>1.

On vérifie que les correspondances u’ et u” sont sous-jacentes a des

correspondances filtrées (SGA 5 I11 4.13) u’ et u”, et on a

<u/’ un) — <gr()yr’ grO 1/> + <gr u grl N>

On vérifie de plus que (gr®u’, grlu”) = (ul, u’) (SGA 5 111 B 2.3). La
fleche griu’: cj* j,, j*E, = ¢4 jo j¥E, est la composée, notée u’!, ci-des-
sous:

3) (G
it E; —’ijl *e1*Ey —’lell CzEz = JxJ’ CzEz = S jTE,
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avec j; =j"° s": ¢;”(u;)—X’ et les morphismes suivants, (1) est Iiso-
morphisme de changement de base, (2) est ji,ji*(u’), (3) est la fleche
d’adjonction sj;s’* =1, (4) est la fléche de changement de base. On

définit de méme u’'.

REMARQUE 1.2.1: si ¢} }(U;) est vide, c’est a dire si ¢} se factorise par le
point fermé i;: {x,} = X;, la fléche u"' est nulle. Cette condition équivaut
au fait que ¢} n’est pas fini., Il en résulte que si ¢} ou ¢ n’est pas fini, le
terme (u”, u”') est nul. Le terme local se réduit au terme pontuel

’”

(ug, uf).
Dans la suite du texte on suppose ci, ¢5, c{, ¢5 finis.
1.3. Rappelons le résultat suivant:

LEMME 1.3.1: Soit X un schéma localement noéthérien, E € ob D,,,(X) un
complexe de tordimension finie a cohomologie constructible de faisceaux de
A-modules, (ou A est un anneau de torsion premiére aux caractéristiques
résiduelles). On peut alors décomposer X en sous-schémas fermés X,,
X=Xo2X;2 ... DX, tels que pour 0<i<r—1, E| y_y  soit locale-
ment isomorphe, dans D(X,— X,.,), a un complexe borné a composantes
projectives de type fini sur A.

En effet E étant de tordimension finie, est isomorphe dans D™ (X) a
un complexe borné F a composantes plates. Les faisceaux de cohomolo-
gie de F sont en nombre fini, et constructibles. Il existe donc un
dévissage X=X, D ... D X, de X tel que sur X, — X,,; chaque faisceau
de cohomologie soit localement constant constructible. On utilise alors
(SGA 6 1, 5.8.1 et 3.5).

1.3.2. Si X est une courbe on définit ainsi un ouvert non vide U C X tel
qu’il existe un isomorphisme de D(U), de E |, avec un complexe F sur
U borné a composants localement constants de fibres projectives de type
fini. Il existe alors un morphisme p: U’ — U fini, étale, galoisien de
groupe G, tel que pour tout composant F' de F, p*F' soit constant sur
U’. Supposons X lisse connexe, on peut prolonger par normalisation p
en un morphisme X’ — X avec X’ une courbe lisse connexe. On dit que
p: X' — X trivialise le complexe E au-dessus de U. Soit £ = X un point
géométrique générique. On peut supposer p &-pontué c’est a dire que
£ > X se factorise par X’. La fibre de p*F en £ est un complexe borné de
A-modules projectifs de type fini, qu’on note M, sur lequel G opére. On
note A, le faisceau constant de fibre A sur U’, et on considere I'objet
A, @ M, muni de 'action diagonale de G. On a un isomorphisme de

A
D(G, U'): p*(E|y)=Ay ® M.
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1.3.3. Appliquant cette construction a la situation de (1.2), on définit
pour a=1,2 un trait strictement local Y, de point fermé y,, un
morphisme fini p,: Y, = X, étale galoisien au-dessus de U,, de groupe
G,, trivialisant j*E,. Il existe donc un complexe borné de A-modules
projectifs de type fini M, et un isomorphisme de D(G,, Y,): p¥j.JjXE,
=ralAy ® M, avec V, =Y, — { ).} =ps (U, et r,: V,— Y, Vimmer-
sion ouverte canonique.

1.3.4. On note Z’ (resp. Z”) le produit fibré X’ X (; X Y,),
(X X X;) S
S

(resp. X" X (Y; X Y,)). Le groupe G, X G, opére sur Y; X Y,
(X1 X X3) S
S

au-dessus de X; X X,, et par transport de structure sur Z’ au-dessus de

X'. Plus particulierement G, X G, opére transitivement sur ’ensemble
des composantes irréductibles E(Z’) de Z’, ainsi que sur ’ensemble
analogue E(Z"). Le groupe G; X G, opére diagonalement sur E(Z") X
E(Z").

1.3.4.1. On note E(Z’, Z") I’ensemble quotient.

1.3.4.2. Soit (D', D)€ E(Z’) X E(Z"), on note S(D’, D”) le stabili-
sateur de (D’, D") dans G; X G,, et s(D’, D") son ordre.

1.3.4.3. Soit (D', D)€ E(Z’) X E(Z"). On note Y’ (resp. Y”) le trait
strictement local normalisé de D’ (resp. D) et d: Y =Y, X Y, le

morphisme canonique (resp. d”’), et de méme p”: Y — X’ le mo?phisme
induit par la projection Z’ — X’ (resp. p”).

Les morphismes p’ et p” sont finis, étales, galoisiens de groupes
respectifs G’ et G”" au-dessus de X’ — {x’} (resp. X" — {x"'}). Le groupe
G’ (resp. G”') est le stabilisateur de D’ (resp. D”') dans G; X G,. Soit
17" — X’ — {x’} un point géométrique se factorisant par Y’, d’images 7] et
1, dans X; et X, respectivement. Si on suppose Y; (resp. Y,) n} (resp.
n%)-ponctué, G’ est I'image de = (X' — {x'}, ') dans G, X G, par le
morphisme composé

m(X = {(x'}, 1) S (X = (), m) Xm( X, — (x;), )

- G, X G,.
On caractérise de la méme fagon G” a l'aide d’'un point géométrique
n” — X' — {x"} se factorisant par Y” — X”. Lorsqu’on considére simul-
tanément Y’ et Y, on doit de plus choisir un Y;-chemin y;: 5} = nY
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(isomorphisme de foncteurs fibres) et un Y,-chemin y,: 05 —= 75 définis-
sant un isomorphisme [y]: m(X; — {x1}, 7)) X m(X; — {x,}, n3) =
m(X; — {x1}, n7) X m(X, — x,, n%), donc un isomorphisme entre les
quotients finis correspondants a p, X p,:

Gi X G} = Gy X G

(avec les notations évidentes G7 = groupe du revétement nj-ponctué
p1: Y= X, ...). Cet isomorphisme est indépendant du choix de vy, et vy,
car un autre choix donnerait une translation par un élément de 7;(Y; —
{»n}, 1) Xm(Y,— {»,}, n5), dont I'image dans G| X G; est par défini-
tion triviale. On associe donc au choix de (D', D”)€ E(Z’) X E(Z"”) un
couple de morphismes injectifs de groupes finis bien déterminé.

1.3.44. ¢': G'=> G, X G,, ¢'": G = G; X G,. On note parfois dans la
suite ¢ = (¢', ¢").

1.3.5. Inversement soit 1’ (resp. n") un point géométrique générique de
X’ (resp. X"') d’images 1}, n5 (resp. 07, n5) dans X;, X,. Le choix d’un
X;-chemin vy;: 7f —» 77 et d'un X,-chemin vy,: 15 — 13 détermine pour
tout revétement Y; X Y, = X; X X, comme ci-dessus, étale galoisien

génériquement, et m) X n5-ponctué, un couple unique de composantes
normalisées (Y’, Y”’) comme ci-dessus: on note G, X G, le groupe de
Galois de Y; X Y,, quotient de (X, — {x;}, m}) X m(X; — {x2}, 13),
G’ I'image de = (X' — {x'}, y’) dans G; X G, par le morphisme com-
posé déja considéré ci-dessus, et G” I'image de m (X" — {x"}, n) dans
G, X G, par le morphisme composé utilisant les isomorphismes définis
par v, et y,. Le quotient G’ de (X’ — {x’}, ) définit un revétement
p’t Y — X', étale galoisien de groupe G’ sur X' — {x’}, et de méme on
définit Y”.

1.4. 11 existe un unique morphisme v’": c¢i* j, j¥E; = ¢5* o 5 E, tel que
u” soit le composé de v’ et du morphisme canonique adjoint & Tr.., noté
ag: S j3E, = ¢y jnJj¥E,. Cela résulte en effet de (1.4.1). On définit
de méme une fleche v’ v"": ¢5* jo, ¥ E, = c'* jnJjiEq.

LEMME 1.4.1: Soient X et Y des schémas lisses sur un corps algébriquement
clos k, de méme dimension. Soit E € ob D(Y) un complexe localement
constant de faisceaux. Soit ¢: X = Y un morphisme fini. Alors le mor-
phisme adjoint & Tr,, a,: ¢*E — c'E est un isomorphisme.

L’hypothése concernant E signifie qu’il existe un recouvrement étale (Y,)
de Y par des morphismes g;: ¥;— Y et pour tout i unLcomplexe de

A-modules M, et un isomorphisme de D(Y;): ¢/E =Ay, @ M,. 1l suffit
A
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donc de montrer (1.4.1) pour le faisceau constant A, et cela résulte alors
de la dualité de Poincaré (SGA 4 XVIII 3.2.5).

1.5. On associe a chaque élément (D', D) de E(Z’, Z") (1.3.4.1) les
entiers suivants:

1.5.1. La longueur du schéma D’ X D" est finie par hypothese, on

note cette longueur (D’.D").

1.5.2. Les entiers (D".Y;) et (D”.Y,) sont finis. On pose m, (D', D) =
(D".Y)) X(D".Y,),avec Y, =Y, X {y,} et Y, ={y;} X Y,. On définit de
méme m,,(D’, D”). (Cf. 1.2.1). On a la propriété suivante, démontrée
dans la suite (3.2.1):

1.5.3. Le rationnel [(D’".D") — m,,(D’, D")]/s(D’, D) (1.3.4.2) est de
la forme ap’(a, r € Z). En particulier il est défini dans A.

1.6. On peut de deux mani€res équivalentes associer un morphisme
générique a u’, et u’: soit n’ (resp. ') un point générique géométrique
de X’ (resp. X'') d’images 7}, m5 (resp. 0y, n5) dans X;, X,. Soit
Y = (V1> ¥») un couple de chemins de 7] & n} dans X; et de 75 a4 o dans
X, (c’est a dire d’isomorphismes de foncteurs fibres). Par passage a la
fibre en 7', v’ (1.4) définit un morphisme v;.: E, ,, = E, .., eten 7", v”
définit vy.: E, .. — E; ... Les isomorphismes v, y, définissent des
isomorphismes de complexes v;: E; . = Ey . et v,: Ey 0 2 E, .

1.6.1. On pose (u’, u”) =Tr(y, © v}, © v ' ° v}.). Soit ¥; X Y, > X; X
X, un revétement trivialisant E; et F, génériquement (1.3.3, 1.3.4) et
(D', D"YEE(Z', Z") (1.3.41) et Y’ (resp. Y”) la normalisée de D’
(resp. D) (1.3.4.3). Par image inverse par p’ (resp. p’’) on définit un
morphisme de D(G’, Y') p™*v': di*(pjuJiEr) = dy*(p3jaJ3 E,) (tesp.
P dy*(p3 jnJF Ey) = di*(pYnJt Ey)-
Soit 7' = Y’ (resp. 7" = Y”’) un point générique géométrique. On
associe a p’*v’ un morphisme
v.. E

N
g 1,7 EZ,n'z

et de méme vy E, .. — E; .. Soit y = (¥;, ;) avec y; un Y;-chemin de
n7 & ny et y, un Y,-chemin de 7% 4 n%5. Comme précédemment on en
déduit un cup-produit (u’, u”), =Tr(y, ° v o y; ' ° v}). Cet élément
de A ne dépend pas du choix de v, car tout autre choix se traduirait par
Paction d’éléments de = (Y;— {»}, 1) ou m(Yo— {»}, 75), qui
opérent trivialement sur E, ;. ou E,,. respectivement par définition de
Y, X Y,—- X X X,.
S S
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1.6.2. L’élément défini ci-dessus est noté {u’, u”)p- p~,. Il ne dépend en
effet que de la classe de (D’, D”) dans E(Z’, Z"”), par le caractére
central du cup-produit.

1.7. A Taide des éléments définis dans les numéros précédents, on
énonce le résultat principal du texte.
Soient X’, X”, X;, X, des S-traits strictement locaux et ¢’: X' —
X; X X,, ¢”: X' > X; X X, des S-morphismes finis tels que ¢ =
S S

priec et ¢/ =pr,oc” (i=1,2) soient finis, et que X’ X X" se
X, X X,
S

réduise a un point z.
Soit E;€ Ob D, ,(X,) (i =1, 2), un complexe de tordimension finie et
a cohomologie constructible de faisceaux de A-modules sur X;, ol A est
un anneau commutatif noéthérien annulé par un entier inversible sur S.
Soient u’ € Hom(ci*E,, ¢5'E,) et u” € Hom(cy*E,, ¢"|E,) des corre-
- spondances cohomologiques a support dans ¢’ et ¢” respectivement
(SGA 5 111 §4).

THEOREME 1.7.1: Le terme local de la formule de Lefschetz-Verdier
s exprime par [’ égalité:

(', u”), = ug, uf) + )y (D.D) — may (D", DY)
’ v (D',D")€E(Z',Z") s(D’, D)

X <u/’ u//>(D’,D”)

COROLLAIRE 1.7.2: (a) Supposons de plus qu’on a 1’égalité (X'.X")=
my (X', X"). Alors le terme local se réduit a (u’, u'"), = {u}, u}). (b) Si
on a [’égalité duale, (X'.X")=m, (X', X") le terme local est donné par

(u' ), ={(Du);, (Du").)

ou Du’ (resp. Du’’) est la correspondance duale de u’ (resp. u”’) (SGA 5
1),

L’hypothése supplémentaire de (1.7.2a) est vérifiée en particulier si les
couples (X', X”), (X', X;) et (X”, X,) sont en position générale. Celle
de (1.7.2b) dans le cas ou (X', X”), (X", X;), (X', X,) sont en position
générale. On retrouve ainsi I’énoncé de (SGA 5 III B §1).

Mais il est également possible qu’on ait {u’, u”), = (u., ul') sans que X’
et X” soient en position générale: soient par exemple les correspon-
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dances données par les équations locales

=1z ey =ub

cy=1t? ey =u*+u’.
Alors m, (X', X”)=(X'.X")=12. Dans ce cas X’ et X" sont toutes
deux “tangentes” a X,.

Inversement, on peut également exhiber des cas particuliers ou X' et
X” sont en position générale et {u’, u”), # (u., u;y. De tels cas se
présentent lorsque I'une des courbes est tangente & 'un des axes con-
venablement choisi: X; pour X', X, pour X”. Le corollaire (1.7.2)
résulte de (1.7.1) et (3.1.4). Pour le cas (b) on utilise en outre 1’égalité

générale (u’, u”’),=(Du’, Du"), (SGA 5 III). Cette derniére relation
permet de démontrer I’énoncé suivant:

COROLLAIRE 1.7.3: On a I’égalité
((Dw'),, (Du") .y =u;, uy

ml,Z(D,’D”) - m2,1(D” D")

+ >z

(D', DY E(Z',Z") s(D’, D”)

Xu's u”’ ) pr pry-

1.7.4. Le cas particulier ou I'une des correspondances, X’' par exemple
est la diagonale de X X X et I'autre le graphe d’'un S-endomorphisme f

S
de X tel que f(x) = x permet d’expliciter d’'une maniére plus simple le
.
terme local. Soit f: X — X un S-endomorphismeet I';: X — X X X le

graphe de f. Soit F un faisceau constructible sur X a fibres lilsgres de
type fini sur A et ¥’ f*F — F. Soit p: Y — X un morphisme fini, étale
galoisien de groupe G sur le complémentaire du point fermé x, trivali-
sant F.

Soit D’ une composante irréductible de X X Y X Y, G’ son

X >§ X S

stabilisateur dans G X G, et ¢": G’ = G X G le morphisme canonique.
On associe & ¢’ une action de G’ sur G: g’ ° g=7(g")gd5(g’ ™), avec
¢; = pr; ° ¢’. On note G, I'espace des orbites dans G, c,(g) le cardinal
du stabilisateur de g€ G. La correspondance u’ induit un morphisme
dans la fibre F, en x, noté u/, et pour un point géométrique £ de X se
factorisant par Y — X, on a par image inverse sur D’ un endomorphisme
u; p- de F. Soit Y’ la normalisée de D’, v, sa valuation discréte et 7 une
uniformisante de Y, (f’, r): Y = Y X Y le morphisme canonique.
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COROLLAIRE 1.7.5: On a I’égalité

Tr(u),=Try(u)) + Y v, (fg(m)—r(m))—e

g€ Gy C¢'(g)

X Trp( gug p)

avec € = deg(r).

1.7.6. On peut vérifier a priori que le second membre de (1.7.1) est
indépendant du choix des revétements trivalisants Y; et Y,. Cela résulte
de (3.1.3).

1.7.7. Si ¢} ou c¢; n’est pas fini, les termes (u’, u”)pp~, sont par
convention égaux a 0, ce qui permet d’inclure ce cas (1.2.1) dans (1.7.1).

1.8. Lorsque les revétements trivialisants Y; et Y, peuvent €tre choisis
modérément ramifiés, on dit que E; et E, sont modérément ramifiés.
L’égalité (1.7.1) s’explicite plus complétement dans ce cas.

ProOPOSITION 1.8.1: Supposons E, et E, modérément ramifiés. Le terme
local est donné par les formules suivantes, utilisant les notations de (3.1.5.2),
(3.1.5.1),

(a) Si (X'.X")=my (X', X", (', "y, = (ul, ul).

(b) Si (X.X")>my (X, X")=my (X', X"), (u', u"), = (u,
uly + (X'.X") = my (X', X)X (u', u”)p pry ot (D', D”) est
’unique élément de E(Z', Z") tel que (D'.D"") — m, (D', D")#
0.

(c) Si (X'.X")=my,(X', X")<m,,1 (X', X"), pour Y| et Y, assez
grands, (u', "y, = (ul, uly —d (¢, ¢VZ, oiu', o;/u”).

(i, j) variant dans Z X Z /(v1, v5)Z + (v{, v5)Z + UZ X pZ.

1.8.1.1. Les trois cas considérés sont les seuls possibles, comme on le
vérifie en considérant la correspondance composée de X" et X".

1.8.1.2. Dans le cas de (c¢), o, désigne un générateur de laction de
Aut(Y;/X;) sur une fibre générique de E;: ce groupe est en effet
cyclique. De méme o, désigne 'opération de monodromie sur E,. Le
cup-produit {oju’, 6;7u’’) est calculé a l'aide d’un chemin quelconque
(1.6), ou sur un couple (D’, D) quelconque, la somme n’en dépend pas.
1l est clair que (oi™"’, 0,97 "2y = (ojW, 05 Iu") car o}iu’ = u'c}? et
(oiu’, o;’u"y = Tr(oju’o;’u”) (moyennant des isomorphismes
déterminés par un chemin. De méme (oi*"iu’, ;7 "tu") =
(oiu’, oy u") grace a Végalité o7%u” = u’o}7 et au caractére central de
{ ). Pour iZ X iZ, on pose T, = 6, et on remarque que pour un r € Z
T, 7 1,77

convenable, 77 u'u” = u'u” d’aprés les relations ci-dessus, et d’autre part
que 7, est d’'ordre w, premier a p: il existe des entiers a, B tels que
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ap”+ Bw, =1 donc Tu'u"’ = (7£)*u'u” = u'u”. On raisonne de méme
pour of.

1.8.1.3. La proposition (1.8.1) traduit (1.7.1) avec les résultats de (3.1.5.1)
(3.1.5.2).

COROLLAIRE 1.8.2: Supposons k de caractéristique nulle.
(a) Si (X X")y=my (X', X7), (u', u”), = (uy, ul).
(b) Si (X'.X")>m (X', X')=my,(X', X"),

'y u”y, =y ul) + (X X") = moyy (X', XK/, w”)pr oy

avec (D', D) I’unique élément de E(Z', Z") tel que (D'D")—
my,(D’, D")#0.
(¢) Si(X'.X")=m (X', X")<myp (X', X"),

(' u”y, = (uly uly = 3 o', 0yu”)

@, 7)
(i, J) variant dans Z X Z /(v}, v5)Z + (v{, vy)Z.

En effet en caractéristique O, on utilise I’égalité de sous-groupes de
ZXZ, (vi, v5)Z + (v, vi)Z + (vivy — viv{)Z X (vivy — viv{)Z =
(1, v2)Z + (v, v)Z.

DEMONSTRATION 1.9 (de 1.7.1): Pour démontrer (1.7.1), on commence
par montrer qu’il suffit de le faire dans un cas particulier (§4): on peut
supposer X; = X, = X" = X, ¢’ = AX correspondance diagonale sur E,
= E,=F. On peut supposer E de fibre fermée nulle, trivialisé par un
revétement d’ordre une puissance d’un nombre premier / différent de la
caractéristique de base, et tel que le morphisme injectif ¢’: G' > G X G
(1.3.4.4) correspondant a ¢’ satisfasse 4 Ker ¢; = Ker ¢ = {1}. On peut
également supposer ’anneau de base A annulé par une puissance de /.

A Tlaide d’une variante des traces non commutatives de
Grothendieck-Illusie, exposée dans le cas particulier ci-dessus dans I’An-
nexe A, on montre alors (§5) que le terme local est bien donné par la
formule (1.7.1), (Théoréme 5.2.1):

(Y;.4) —my, (Y, A)

X Try(w'g)
Cyr

(w, Id),= )

8E€EGyy

avec Y’ une composante au-dessus de X’ dans le revétement trivialisant
Y X Y- X X X de groupe G X G, et u’ un endomorphisme générique

S S
défini par u’ par image inverse sur Y’ (voir §5 pour les détails).
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2. Calculs de termes locaux

Le résultat (1.7.1) du paragraphe précédent donne le terme local de la
formule de Lefschetz-Verdier en cohomologie étale. Il permet également
d’évaluer ce terme local dans d’autres contextes: @ ,-faisceaux, faisceaux
de C-vectoriels sur une surface de Riemann, en particulier faisceaux
pervers. Dans le cas des Q,-faisceaux, on peut comparer le terme local
de Lefschetz a celui de la formule d’Euler-Poincaré. Dans tout ce
paragraphe, on se restreint pour plus de simplicité au casou X; = X, =X
et ¢’ est la correspondance diagonale A X, cas auquel on peut toujours se
ramener (4.1.1).

2.1. Termes locaux des Q ,-faisceaux

Soit ¢: X’ — X X X une correspondance locale (1.1), avec ¢; =pr; © ¢
S
et ¢, =pr, o c finis, telle que le schéma X’ X AX soit fini, réduit a
XXX

un point z. On note x le point fermé de X, ¢ (resp. m) un point
générique géométrique de X (resp. de X’). On associe & une correspon-
dance cohomologique a support dans ¢ une fonction c-centrale (B.2.4.1)
et on vérifie que son intégrale par rapport a la mesure p. définie par ¢
(B.2.4.2) est égale & la partie “générique” du terme local de la formule de
Lefschetz.

Soit F un Q,-faisceau constructible sur X, F’ un Z,-faisceau sans
torsion sur X tel que F~ F’ @ Q, (SGA 4'/2, Rapport §2), u: ¢}F — ¢, F
une correspondance sur F hl support dans X’. Pour tout morphisme
u': ¢*F' — ¢5F on note u/, la correspondance c¥(F' ® Z/I") — ¢(F' ®
Z /1™) définie par u’ et Tr(u),), € Z /1" le terme local de Lefschetz-Verdier
associé a u,. Pour n’ > n, 'image de Tr(u, ), dans Z/I" est égale a
Tr(u,),. On peut donc associer a u’ un élément Tr(u’),E€Z et par
linéarité définir Tr(u), € Q,.

A u’ comme ci-dessus on associe un endomorphisme u/, de F), et pour
tout couple de chemins y=(y;, v,) de § & c;(n) et de € & c,(n)
respectivement on définit un endomorphisme u/, de F; (1.6), par passage
a la limite. On définit de méme par linéarité u, et u,.

Le Q,-faisceau F| y_,, est lisse, donc défini par une représentation
continue de m(X—{x}, §) dans F;. On note 7, ,: m(X—x, §) > Q,
lapplication ¢ — Trg (0 ° u,). De méme pour «’ comme ci-dessus on
définit 7, , et la famille ¢,, = (¢, ), est clairement c-centrale (B.2.4.1).
On peut calculer [, x—(x.otw du. et par linéarité [, (. o2, du,
(B.2.4.2).
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THEOREME 2.1.1: On a I’égalité dans Q,.

Tr(u). =Tra,(u;) + [ t, dp..
! m(X—{x},6)

Cette égalité résulte de (1.7.1) par passage a la limite (B.2.4). Les
résultats généraux de ’Annexe B donnent les corollaires:

COROLLAIRE 2.1.2: Si X' n’est tangent nia Ay nia XX {x}, ona

Tr(u)z = TrQ,(uz)'

COROLLAIRE 2.1.3: Supposons X' tangent a A X.

1° Tr(u)z=TrQ[(uz)+f e )g)t“ dp,.
M p( X=X},

en notant m, , le sous-groupe des revétements sauvagement ramifiés.
2° Si de plus F est modérément ramifié,

Tr(u), =Trg,(u,) + Trg,(u ) (X' .Ax—m(X', Ay)).

Dans ce dernier énoncé, Trg (u,) désigne un quelconque des éléments
Trg (tg y-u,), pour y un couple de chemins de § & ¢;(n) et § & c,(n)
respectivement. En particulier si y, est un “chemin direct”, c’est & dire
détermine dans tout revétement une composante tangente a la diagonale,
Trg (ug) = Trg(u,,) (B.2.2.4).

COROLLAIRE 2.1.4: Supposons X' tangent a X X {x} et F modérément
ramifié. Alors

Tr(u),=Trg,(u,) +d,(c) 3 TrQ,(oiug).
ez

Les notations sont celles de (B.2.3.1): »;=deg(c;), »; —»,=»d,(c)
avec » > 0 et premier & p, |d,(c) | une puissance de la caractéristique de
base p. L’endomorphisme u; est déterminé par un couple de chemins
quelconques. La fonction sur #{P(X - {x}, §), ¢~ Trg (cuy) se
factorise par Z/vZ (B.2.3.1) et o est un des éléments de #{”’ dont
I’image est un générateur de Z /vZ.
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2.2. Formules de Lefschetz et d’Euler Poincaré pour les Q -faisceaux

2.2.1. Pour une correspondance cohomologique a support dans une
immersion fermée c: X’ — X X X (par exemple le graphe d’un endo-

morphisme de X), sur un Q ,ﬁaisceau F, soit u: ¢fF — ¢y F, on peut
modifier la définition des termes locaux de la formule de Lefschetz-
Verdier pour obtenir une formulation générale donnant
Tr(u, RT(X, F)), valable aussi bien pour ¢ = correspondance diagonale
que pour ¢ telle que X’ X A, soit fini. Rappelons qu’on suppose X’

lisse. Dans le langage de)g’xglexe B, on associe au choix d’un couple de
X-chemins (v, v,) =7 (1.6) une mesure p, , sur le groupe fondamental
local donnant aussi bien le terme local de la formule d’Euler-Poincaré
(représentation de Swan) que le terme local modifié de Lefschetz-Verdier,
selon le cas.

2.2.2. Rappelons bri¢vement la formule d’Euler-Poincaré, pour les
faisceaux sur un anneau de torsion, donnée par Grothendieck et montrons
que pour un Q,-faisceau elle conduit a une formulation analogue 4 celle
de (2.1.1) (SGA 5, exposé X). Soit X une courbe propre et lisse connexe
sur un corps algébriquement clos, £ un complexe de faisceaux étales sur
X, de modules sur un anneau A de torsion premiére a la caractéristique
de base. On suppose E de tordimension finie & cohomologie construct-
ible.

On désigne ici par -caractéristique d’Euler-Poincaré [I’elément
EP(X, E)=Tr(Id, RT'(X, E)) de A. D’aprés (loc. cit.) on peut exprimer
EP(X, E) de la maniére suivante. On pose EP(X) = EP(X, A) et pour
un point générique géométrique ¢ de X on note E; la fibre de E. Pour
tout point fermé x de X on définit un terme local €, nul si £ n’est pas
ramifié en x, c’est-a-dire sauf pour un nombre fini de points. On a
I’égalité¢ EP(X, E) = EP(X) Tr(1d, E;) + Y €,. Le terme €, s’explicite

xe
a l'aide de multiplicités d’intersection: soit ?—» X un revétement local

(éventuellement ramifié en x) trivialisant E sur un ouvert de X — {x},
galoisien de groupe G. Pour s € G distinct de ’élément neutre, on note
I, c Y XY le graphe de s, (I,.AY) la multiplicité d’intersection avec la
diagonale. On pose sw(s)= —(I,.AY)+1, pour s#Id, et sw(Id)

= Y (T,.AY)—1. Cette fonction est centrale et le caractére d’une
s+1d
représentation Sw, de G, la représentation de Swan. On écrit alors

€, = —Tr(ld, Hom,6,(Sw,, E;)) — Tr(ld, E;) + Tr(ld, E,).

Si E est modérément ramifié. Sw, = 0. Si E n’est pas ramifié¢ en x on a
de plus E, = E; donc ¢, =0. On pose sw'(s)= —sw(s) si s#Id et
sw/(Id)=—-1- Y (T,.Ay). On note c¢(s) le cardinal du stabilisateur de

s#1
s and G pour l’action de conjugaison. Le rationnel sw’(s)/c(s) est de la
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forme bp’, avec b, r€ Z: pour s # Id cela résulte de (3.2.3) et pour
s=1Id on utilise 1’égalité dans Q sw'(I)/c(I)=1—YLsw'(s)/c(s), la
somme portant sur 'ensemble de classes de conjugaison de G distinctes
de la classe de I'unité. Le quotient sw’(s)/c(s) est donc toujours défini
dans A. On peut alors écrire €, sous la forme

e.=Te(I, E)+ ¥ sw'(s)

Tr(s, E;).
SEG, C(S) ( 6)

Soit F un Q,-faisceau constructible, on note F’ un Z,-faisceau lisse tel
que F~ F' @ Q,. Il existe un ouvert non vide U de X tel que pour tout
z
n les points cie ramification de F’ ® Z /I" soient contenus dans X — U.
En passant a la limite a partir de la formule de Grothendieck rappelée
ci-dessus, on obtient la caractéristique d’Euler-Poincaré EP( X, F') sous
la forme Tr(I, RI'(X, F))=Tr(I, RT(X, Q) Tr(I, F;) + £, c ¢, ou
les €, sont nuls sur U. On peut les expliciter par les constructions de
I’Annexe B: la fonction G — Z /1" donnée par s — sw'(s)/c(s) satisfait a
(B.1.3.1): si on a un épimorphisme H — G on vérifie que pour g € G, on
a sw'(g)/g= ) sw(h)/c(h). D’aprés I'égalité L sw'(g)/c(g) = —1,
heH,

hs
il suffit d’aileurs de le faire pour g # I.

On note puj , la mesure sur le groupe fondamental local ainsi définie,
sous-entendant le choix canonique du chemin (Id, Id). On note ¢ la
fonction centrale ¢ — Tr(o, F;), sur le groupe fondamental local, noté

my(x).

PROPOSITION 2.2.3: La caractéristique d’Euler Poincaré pour le Q,-
faisceau F s’écrit

EP(X, F)=Tr(I, RT(X, Q,)) Tr(1, F;)

+ ) Trq(1, F,) +f 1y dpj

xeX m(x)

2.2.4. Dans la situation de (2.2.1) on suppose X=X’ X Ay fini. Soit

XXX
£ un point générique géométrique de X, n un point générique géométri-

que de X’ d’images m, et m, par c¢; et ¢, respectivement. Soit y un
chemin de (¢, §) a (n;, n,) dans X X X. Si on suppose que ¢ est une
immersion fermée, ce chemin y définit localement au voisinage étale de x
un chemin v, de (§, £) & (ny, m,).

Pour un chemin vy, au voisinage de x, de (&, §) a (7, n,) on peut
définir un terme local modifié en x: soit X, le localisé strict de X en x,
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on définit une mesure ), sur 7 (X, — {x}, §) a l'aide de la fonction
(B.1.3.1): v): m, — Z /1" donnée par v,(5)=v,(5) si $§#1 (B.2.1.1)

m(Yy)

Y

(i y el

vy (1) =— - —.

! (1) 71 c4y(s)

Cette fonction est bien définie car on a u;(i) = vy(i) —(X'.A),. D’apres
(2.1.1) le terme local de Lefschetz s’écrit

Trg,(u,) + (X".4), Tr(uy)+f t,dp,

m(x)
avec m(x) =m(X,— {x}, §).

DEFINITION 2.2.4.1: On appelle terme local modifié I’ expression Trq (u,)
+ foootu Ay, dépendant de y.

2.2.5. Pour une correspondance c¢: X' — X X X telle que ¢, soit fini, on
note a,: ¢*Q,— c3Q, la fléche canonique adjointe a Tr...

Lorsqu’on choisit un chemin y de X X X, de (§, §) a (n;, 7,), et qu’on
suppose que ¢ est une immersion fermée on a donc dans la situation
(2.2.4) une égalité

Tr(u, RT(X, F))=( y (X’.AX)X)Tr(uy)+ ¥ Tro (1)

xeX¢ xeX*

+ t,dp .

m(x)

Si on remarque que Y, (X".AX),=Tr(a,, RT(X, Q,)), et d’autre
ex*
part que pour ¢ =AX, ZC =1Id et que si on prend dans ce dernier cas

y=(d,1d)on a p; |, =pj , (2.2.2), on obtient la formulation commune
suivante pour les formules de Lefschetz et d’Euler Poincaré.

PROPOSITION 2.2.6: Soit X une courbe propre et lisse, connexe, sur un
corps k algébriqguement clos, S = speck. Soit F un Q ,-faisceau constructible
sur X. Soit ¢: X' = X X X une immersion fermée d’une courbe X' lisse

S
1 5y
sur S, et u: ¢fF — ¢ F une correspondance a support dans c. Avec les
notations rappelées ci-dessus on a

Tr(u, RT(X, F)) =Tr(a,, RT(X, Q,)) Trg (u,, F;)

+ ) Trg,(u,, F,) +/ t,du, .

xeX* m(x)
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2.3. Terme local d’une correspondance tendant vers la diagonale

Dans ce paragraphe on considére des S-traits strictement henséliens X,
X et une immersion fermée c: X' = X X X telle que X’ X AX soit
S X § X
réduit au point fermé x de X. Soit Y — X un revétement, étale galoisien
de groupe G sur X — {x}. Pour s € G on note I, C Y X Y le graphe de
l’automorphisme s, et pour s # I, (I'.AY) la multiplicité d’intersection.
On note n le degré Y/X, (X'.AX) la multiplicité d’intersection de X’
avec la diagonale.

PROPOSITION 2.3.1: On suppose (X'.AX)>n sup, . ,;((I,.AY)).
(1°) Il existe, a conjugaison diagonale prés par G, une unique com-
posante Y' de X' X Y XY dont la multiplicité d’intersection

avec AY est supéfge)t(lr‘z( a celles des autres composantes. On a
m(Y")=1.

(2°) Si ¢: G’ = G X G est I’injection du stabilisateur de Y’ dans G X G,
¢ est un isomorphisme de G’ sur la diagonale de G X G.

(3°) Pour toutes les autres composantes Y., s+ 1, on a (Y,.AY)=
(I,.AY).

Lorsqu’on raisonne comme ici & conjugaison diagonale prés par G, les

composantes de X X Y X Y s’obtiennent a partir de Y’ par action de

XXX .
s X I, on les note pour cette raison Y.

Soit Y’ une composante telle que (Y’.AY) soit le maximum des

multiplicités d’intersection de composantes de X’ X Y X Y avec AY.
XXX
On a n(X.AX)= ) Y.AY, donc n? sup(T,.AY) <n(X.AX)<

SEG
n(Y’.AY), donc (Y".AY)>n sup(I,.AY). Notons ¢: Y > Y XY le
morphisme canonique et «’ une uniformisante de Y. On a pour s # 1:

ei(sm) = e5(w) = 45w’ =) + ¢i(m) = ¢4 ()
— (A) k() + ei(m) — e4(m)

avec s7’ — 7w’ = A m'% et a,=I,.AY. Or si la valuation de Y’ est notée v
on a v(ci(m))<n*/n=n (B.2.22) donc v(ci(7"))* <n(I,.AY)<
(Y.AY). On a donc v(ci(s7’) = ch(n")) = aw(cy(7)) < (Y'.AY) soit
(Y].AY) < (Y'.AY) pour s # 1.

Pour 5" € G’, on a Y (s).4,y = Y par définition donc ¢,(s") =
¢,(s") d’aprés ce qui précéde. Donc ¢ se factorise par le morphisme
diagonal. Or on a (B.2.2.2) v(cj(7’)) X card G =<card G’ donc m(Y’) =
v(ci(m))=1 et card G=card G’, ¢ est un isomorphisme sur la di-
agonale. On a alors d’aprés ce qui précéde, pour s#1 (Y. AY)=
(T,.AY) X (ci(7")) = (I,.AY) ce qui termine la démonstration de (2.3.1).
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2.3.2. Soit ¢,: X, > XXX, n€N, une famille de correspondances
géométriques ayant les mémes propriétés que c ci-dessus. Soit F un
Z faisceau sur X et pour chaque n, u,: c¢¥;F— c,,F. Soit £ un point
générique géométrique de X, et pour chaque n € N, 7, un point générique
géométrique de X). Pour un revétement Y — X galoisien trivialisant
F®1Z/I™ on note N,(m) l'entier deg(Y/X) X sup,.;((I; AY)) utilisé
dans (2.3.1). Tous les revétements sont supposés §-ponctués. On dit que
la famille (u,),cn tend vers la correspondance diagonale si les condi-
tions suivantes sont vérifiées (L1, L2, L3):

(L1) Pour tout m il existe un revétement Y /X comme ci-dessus et un entier
n tel que pour n > ng on ait (X,.AX)> Ny(m).

On a alors une composante au-dessus de X, dans Y XY, “plus
tangente que les autres” a la diagonale (2.3.1), et on note v,, , un chemin
de XX X de c,(n,) a A,(§) déterminant cette composante dans ¥ X Y.
D’apreés (2.3.1) la fonction sur Gal(Y/X): s - Tr(su,,, ,) est centrale,
avec u, I’endomorphisme de F; ® Z /I™ déterminé par v, , et u,

(L2) Pour tout m, il existe ngy > n tel que pour n > nj, on ait Tr(su o Tt
®Z/1™)="Ti(s, F;®Z/I™). On note (u, ,,), |’endomorphisme de F.®
Z /1™ défini par u,,.

(L3) Pour tout m, il existe ny tel que pour n > ny on ait Tr(u
Z/1"™y=Tr(ld, F.® Z/I™).

Dans ces conditions on note v, un chemin y,, , correspondant au plus
grand m tel que n > sup(ny(m), ny(m)). 11 existe donc un revétement
Y/X trivialisant F® Z/I™, et les F® Z/I™ pour m > m’, tel que les
conditions de (L1.2.3) soient vérifiées.

On note €'(u,) le terme local de Lefschetz modifié (2.2.4.1) défini par
y, pour la correspondance u,. On note €*(F) le terme local de la
formule d’Euler-Poincaré. Il résulte de (L1.2.3) qu'on a dans Z//"Z
égalité €'(u,) =€*(F), et que cette égalité est vraie pour tout n’ > n.
On a donc I’énoncé.

F.®

n,m’

PROPOSITION 2.3.3: Soit (u,),en une famille de correspondances tendant
vers la diagonale. Avec les notations précédentes on a dans Z,

*(F)= lim €(u,).
h— oo

2.3.4. En caractéristique 0, ou plus généralement si F est modérément
ramifié, c’est a dire défini par une représentation se factorisant par le
groupe fondamental modéré, les conditions (L1, L2, L3) peuvent étre
remplacées par les suivantes plus simples: (u,) tend vers la diagonale si,

(L)) Vm € N, il existe nj tel que pour n > nj,

Tr(u, ,®2/1")=Tr(Ild, F®Z/I™)
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(L%) Vm e N, il existe njj tel que pour n > ny I'endomorphisme (u, ®
Z/I™)y de la fibre générique F;® Z/I™ associé a I'unique (3.1.5.1)
classe de composantes Y’ tangente a la diagonale dans un revétement
trivialisant ¥ — X satisfasse a: Tr((u, ® Z/I™)y) =Tr(ld, F,® Z/I™).

2.3.5. Exemple: correspondance quasi-unipotente
Soit f: X — X un S-endomorphisme dont le graphe I, est tangent & la
diagonale. On peut montrer les propriétés suivantes ([1])
(1°) Pour tout revétement galoisien ramifié¢ Y — X, il existe un revéte-
ment galoisien ramifié r: Z — X se factorisant par Y, de groupe
G, et un endomorphisme f’ de Z tel que r o f'=f o r. Il existe
un automorphisme ¢ de G tel que pour tout g de G on ait
d(g)e f'=f"°g.

(2°) Si la caractéristique de S est p#0, on a (I)n.AX) > (In-1.A X)
Vn>=1et (Ffp"AX) > (rfp"'l.AX) n>=1.

Soit F un Z ~faisceau constructible sans torsion sur X et u: f*F— F
une correspondance a support dans I};. On dit que u est quasi-unipotente
si la condition suivante est vérifiée. Pour tout m €N, soit Y,, > X un
revétement trivialisant F® Z /1™ et ou f se reléve en un endomor-
phisme, comme ci-dessus 1°). Soit u,, un des endomorphismes génériques
associés a u® Z /1™ par les composantes au-dessus de I;. On suppose
u,, quasi-unipotent. On suppose de plus (¥ ® Z /™), quasi-unipotent.

On vérifie facilement que cette condition pour un revétement et pour
un des endomorphismes u,,, équivaut a la méme pour tout revétement, et
tous les endomorphismes (utiliser gu,, = u,¢(g)). A laide du résultat
bien connu ci-dessous, et des propriétés 1°) et 2°) ci-dessus on montre la
proposition (2.3.7) donnant un exemple de famille de correspondances
tendant vers la diagonale, donc vérifiant (2.3.3): on utilise le lemme

LEMME 2.3.6: Soit u un endomorphisme d’un module libre M sur Z /1™Z.
On suppose qu’il existe k €N tel que (u—1d)*=0. Alors pour tout
endomorphisme v tel que vu = uv on a Tr(vu) = Tr(v).

PROPOSITION 2.3.7: Soit u: f*F — F une correspondance quasi-unipotente.
Alors la famille des correspondances composées (u") contient une famille
de correspondances tendant vers la correspondance diagonale.

2.4. Termes locaux des faisceaux transcendants

2.41. Dans ce numéro, (X, 0) est un disque {z€C||z| <1} F un
complexe constructible sur X de faisceaux de A-modules, de tordimen-
sion finie. Lorsque A4 est inclus dans le produit de ses quotients finis, on
peut déterminer le terme local d’une correspondance cohomologique sur
F A Taide des résultats obtenus en topologie étale, grace aux théorémes
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de comparaison ([3]): on exhibe un élément de 4 dont I'image dans
chaque quotient fini est égale au terme local déterminé par la cohomolo-
gie étale. Cette méthode s’applique a Z, et plus généralement a toutes les
sous-Z-algébres finies de C. Par un passage 4 la limite standard, on
détermine ainsi le terme local pour une correspondance sur un faisceau
de C-vectoriels. On utilise les résultats de (1.8.2) puisqu’on se trouve
dans le cas de caractéristique 0. Les formules données lorque la corre-
spondance X’ n’est pas tangente a la diagonale permettent de déduire
immédiatement le terme local dans C car elles ne comportent pas d’objet
purement algébrique. Lorsqu’on suppose X’ tangente & A X, la formule
obtenue utilise un chemin, isomorphisme de foncteurs fibres, dont on
doit vérifier qu’il peut étre choisi transcendant: c’est ’objet de I’Annexe
C.

2.4.2. Soient X et X’ des disques {z€C||z| <1},etc: X' XX X un
morphisme tel que ¢;=pr; o ¢ et ¢, =pr, o ¢ soient finis de degrés
respectifs v, et v,, et que c(X’) N X soit réduit a (0, 0). Soit F un
complexe constructible de C-vectoriels sur X, u: c¢*F — ¢, F une corres-
pondance sur F & support dans c. On choisit un point général y € X — {0}
et on note F, la fibre de F en y. Soit de méme y’ € X’ — {0}. Le choix
d’un chemin de (X —{0}) X (X — {0}) d’origine (y, y) et d’extrémité
c(y’) permet de définir un endomorphisme u, de F,. Lorsque X’ est
tangent a la diagonale A X, on suppose que y est un chemin direct (C.1).
On note u, ’homomorphisme sur les sections globales sur X déterminé
par u. Enfin (X".A X)) désigne la multiplicité d’intersection de X’ et A ,:
si les coordonnées sont choisies de telle sorte que ¢ s’écrive

{q(z’) =2

CZ(Z,) =azz/v2+ﬁzz/v2+2

on pose m(X’)=inf(v, »,), et (X".AX) est I'ordre en z’ de c,(z') —
¢1(z"). On note ¢ la monodromie dans F),, Tr(u), le terme local.

PROPOSITION 2.4.3:
(1°) Si X’ n’est tangente ni a AX, ni a X X {0} (v; = v,), Tre(u)y=0
(2°) Si X' est tangente a Ay on a Tr(u)y=Tr(uy) + Tr(u, )(X'.AX)
- m(X)).
(3°) Si X’ est tangente a X X {0}, on a

Tr(u)o=Tr(u,) — Y Tr(o’uy).
i€Z/(vi—ry)Z

Dans le 3° y est un chemin quelconque, et dans le 2° un chemin direct.
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2.5. Termes locaux des faisceaux pervers

2.5.1. La proposition (2.4.3) s’applique en particulier lorsque F est un
faisceau pervers. A titre d’exercice on traduit (2.4.3) dans la catégorie
équivalente trés simple D(2) (ci-dessous (2.5.3)). Pour la notion de
faisceau pervers on renvoie a ([5]). Sur un disque D cette notion prend
une forme trés simple: un faisceau pervers est un objet F de la catégorie
dérivée D?(D) des complexes de C-vectoriels de dimension finie bornés
et & cohomologie constructible satisfaisant & la propriété suivante: soit
i: {0} <D Tinclusion de l'origine et j: D~D Touvert complémentaire.
On dispose des foncteurs de restriction i*, j* et du foncteur i' des
sections a support dans {0}. Un complexe F est un faisceau pervers si et
seulement si ZX(j*F)=0 pour k# —1, Z*(i*F)=0 pour k>0 et
Z*(i'F) =0 pour k < 0. On vérifie alors facilement qu’on a Z*(i*F) =0
pour k # —1, 0. Tout faisceau pervers sur D est quasi-isomorphe a un
complexe réduit aux degrés —1 et 0. Le foncteur R¥ (SGA 7 XIV 1.3)
associe a F un objet de D(0 X 2) (loc. cit.) dont on peut d’aprés ce qui
précéde (SGA 7 XIV 1.3.6) choisir (non canoniquement) un représentant
de la forme suivante, avec x € D — {0},

d,

K, - I,
Pxd oLl
dX
K, - I,

(K en degré —1, L en degré 0), avec d, surjectif et (Ker ¢, N Ker d,))
=0, ce carré commutatif étant de plus 7;(D — {0}, x)-équivariant.

2.5.2. On forme le complexe R¢, (F) de la maniére suivante (loc. cit.): on
a une fléche (D — {0}, x)-équivariante ¢: Fy > F, d’ou une fléche
injective Fy —> F, ® C(F,) donnée par Fy' > F'® F;'® F;'*', z > ¢(z2)
® z ® 0, dont le conoyau est par définition R¢, (F).

On peut expliciter ce complexe a 1’aide de la représentation ci-dessus:
cest K> K, ®Ly—> L, avec K, en degré —2, et 0 en degré +#
—2, —1,0. Les fléches sont les suivantes: K,—> K, ® L, est v~
—px(V)®dy, K. ®Ly— L, est z&u—d, (z)+ ¢, (u). En particulier
la cohomologie de R, (F) est nulle en degré # —1 et H '(R¢ (F)) =
K, X Ly/K,. Le complexe R¢,(F) est le complexe des cycles évanes-

L

e
cents, son H™', qui ne dépend pas du choix ci-dessus est l’espace des

cycles évanescents. On le note dans ce texte W, (F) ou méme W. L’espace
V.(F)=H"\(F,) est l'espace des cycles proches, on le note simplement V'
lorsqu’aucune ambiguité n’en résulte.
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On a un triangle distingué

F,———— RV F
N 4
R F
d’ol une suite exacte de cohomologie qui se réduit & (SGA 7 XIV 1.3.6)
0= H '(FK) = V.(F) - W.(F)—>H(F)~0.

On note ¢, (F): V. (F)— W, (F) le morphisme apparaissant ici. Notons
o lautomorphisme de monodromie de F,. L’endomorphisme 7=1—o¢
s’annulle sur F, d’ou une fléche var, (F): W (F) — V (F) appelée fléche
de variation, telle que vare g=1 —o.

2.5.3. Notons D(=2) la catégorie dont les objets sont les couples de
morphismes de C-vectoriels de dimension finie g: V' — Wetvar: W— VT
tels que Id — var o ¢ soit un automorphisme, et les morphismes, les
morphismes de diagrammes V' — W — V. On a le résultat bien connu

LeMME 2.5.3.1: Soit x€D—{0}. Le foncteur P.: F—(q: V.(F)—
W.(F), var: W.(F)— V.(F)) est une équivalence de la catégorie des
faisceaux pervers sur D avec la catégorie D(2).

On exhibe un quasi-inverse: a (V2 W) on associe un morphisme de
suites exactes

q
0 — Ker g 14 % coker ¢ — 0

N N v\

0->H(m(D—{0}, x), V) > V> V  —S>H(m(D-{0},x),V)—>0

en munissant V' de I'action de (D — {0}, x) donnée par 'automor-
phisme I—vare g. Si on note 2 ' le faisceau sur D donné par
Ker g > V, Z° le faisceau sur D donné par coker ¢ — 0, on a donc une
fleche i*&° — H'(m(D — {0}, x), V)= Hf,,(D, Z ') soit un élément
de Ext*(Z°, 2 ') qui reconstitue un complexe F.

Le foncteur P, dépend de x: pour x"#x, P.(F) et P.(F) sont
isomorphes, mais il n’y a pas un isomorphisme unique. En particulier si
deux chemins de D — {0} de x a x’ différent d’un lacet /, les isomor-
phismes qu’ils déterminent entre P, et P,, différent de I’action de /.

2.5.4. Soit X’ un disque et ¢: X’ — D un morphisme fini ramifié en 0.
Soit x’ € X' — {0} et x =c(x’). On note (c,.)* (resp. (c,-) (resp. (¢4 )x)
le foncteur de D(=2) dans elle-méme associé 4 c¢* (resp. cy) par les
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équivalences P, et P,.. On omet l'indication des points bases, en suppo-
sant toujours qu’on a ¢(x’) = x. On peut expliciter les foncteurs c*, ¢, de

q
D(=2) de la maniére suivante. Pour (V' — wS V) on pose o =1—

var e gq.
Soit n le degré de ¢, on a

var var,
(V—> wS V) viwSy (2.5.4.1.)
n—1
avec N,= Y o', var,= N, o var =varo N,.
0
c*(V—> wS V) Vi VX WAV > V" (2.5.42.)

avec V"=V XV X ... XV (n facteurs), A: V= V" X W donné par z —
(z, z,...2), (—q(z))) et les morphismes g: V = V" X W/AV,
(2354, 2,) = (215..., 2,), 0) et var: V"X W/AV > V" ((z3,..., 2,), 4)
—(0z,— 2y, 21— Z9,...y 2,1 — 2,) + (var u, 0,...,0).

2.5.5. Soit ¢: X’ = D X D un morphisme avec ¢; et ¢, comme dans
(2.5.4). On note », (i=1, 2) le degré de c;. Soit x' € X' — {0} d’image
(x,, x,) dans D X D, et x€ D — {0}.

Soit F un faisceau pervers sur D et u: ¢*F — ¢y F un morphisme. On
pose P(F)—(V—> W-V), P (F)= (V—> W,->V) (i=1,2) et on
note (V, > W, - V,) I'image i inverse P_(c5F). Le foncteur P, associe &
u un morpmsme encore noté u: (v, — W1 > 1) (V> W, - V) de
composantes u,: V; > V, et uy: W; > W, Le choix d’un chemin y =
(Y1, v2) de (D — {0}) X (D — {0}) de (x, x) a (x;, x,) permet de définir
un morphjsme u,: soit v, le relévement de Y2 a X', dorigine notée y et
extrérruté x’, d’ou un 1somorph15me P.(csF)=P (czF ) et en notant
(V- W'> V) objet P (czF) de D(2) un morphlsme composé

u (Vaw)s(a2mw) > (haw))s(Vawh).
" u Y2

On note uy,: V= V l'endomorphisme ainsi défini. Pour écrire le
terme local dans D(2), on doit encore interpréter le foncteur j* =T,

On note C, la catégorie des complexes & 2 degrés (—1, 0) de C-
vectoriels de dimension finie, et D, la catégorie dérivée. On dispose d’un
foncteur I': D(2)— D, donné par I'(Vs W)= (q: V- W). Pour un
faisceau pervers F et x € D — {0}, on a un isomorphisme de
D,: T(D, F) > T'(P.(F)). Pour le définir il suffit de choisir un scindage
C-linéaire de 0— Ker d, » K, — L, — 0. L’isomorphisme canonique
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I'(X', H)> I'(D, c¢;xH) est donné par la fléche de D,, avec P.(H)=V
2W,

Vv

ql lg
W V"X W/AV

définie par les fléches horizontales z+~ (z,...,z), et u— (0, u). La
fleche composée T'(X’, cyF) > T(D, cyucs F) = T(D, F) s’écrit sous
forme d’un diagramme

V -V
l )
W' Ww.

On vérifie que la fléche horizontale supérieure est N, et on note
s.,; W' — W le morphisme ainsi défini.

2.5.6. Rappelons que le terme local est somme d’un terme “générique”,
et d’'un terme “ponctuel”. Le terme ponctuel est donné par les sections
globales sur D, c’est la trace de la fléche composée

T(D, F) > T(D, c;xcfF) > T(X', ¢tF) > (X', ¢;F)
5T(D, cuc3F) > T(D, F)
soit pour x € D — {0}, et P.(F)= (V2 W) comme en (2.5.5),

uy., NL2

V 5V —— sV > V >

lg | 1) l g
Se,

W SV XW/AV->W > W'—> W.

Se,
On note uy, , 'endomorphisme composé W - W' — W, écrit ci-dessus.

Le terme ponctuel s’écrit dans D(2) Tr(uy, ) — Tr(N,, © uy ) avec les
notations de (2.5.4), pour y quelqonque. Pour le terme générique on
distingue trois cas:
(1°) Si »; >», il est nul, et également si », =», et X’ en position
générale par rapport a A.
(2°) Si v, =», et X’ tangent a A, c’est —(X'A —»,) Tr(uy ) avec y
un chemin direct.
V2"
(3°) Si v, <w,, Cest Y. Tr(o'uy ) avec y quelconque.
1
En résumé, on écrit
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PROPOSITION 2.5.7: Soient v, et v, les degrés respectifs de ¢, et c,. On a
(1°) Si v, >, et X' non tangent a A, v quelconque,

Tr(u)o=Tr(uy ) —Tr

v,—1
Z o'uy .
0

(2°) Si v, =v, et X' tangent a A, y un chemin direct

v,—1
Tr(u)o=Tr(uy, ) — Tr( Y a’uV’Y) —(X".A-»,) Tr(uy,,
0

(3°) Si vy <vw,, v quelconque

Tr(u)o=Tr(uy ) —Tr

v —1
Z o'uy ., |.
0

3. Correspondances et revétements. Etude locale
3.1. Correspondances et revétements

Rappelons la situation de (1.3) et plus particuliérement (1.3.4.3) et
(1.3.4.4): on a un diagramme commutatif de S-morphismes, avec cj, ¢5,
¢y, ¢4 finis,

d’ d”’
Y > Y, XY, <Y
S
2 i xXp, lp”

X 5X, X X, < X"
S

et des morphismes injectifs de groupes finis ¢’ = (¢}, ¢}) et ¢ =
(97, ¢7), "1 G' = G X Gy, ¢": G = G, X G,. Posons H={(g’, g")}
€ G XG"/$(8)=¢"(g").

LEMME 3.1.1: on a I’égalité
#H=s(D’, D).
Rappelons que D’ est la composante de Z'’=X" X Y; X Y, dont

XXX, S
Y’ est la normalisée, et de méme pour D”.
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En effet on définit une bijection H — S(D’, D) en associant a
(g', g") Pélément ¢'(g') =¢"(g") de G, X Gy: ona ¢/(g) o d’'=d’ o g’
et ¢”(g”")e d’=d" - g” donc I'image de (g’, g’’) laisse bien fixe le
couple (D’, D”). Inversement on définit S(D’, D) —» H de la maniére
suivante: soit g € S(D’, D”). Par définition, il existe alors (g’, g”’) € G’
XG” tel que god' =d' og' et god’'=d"°g"” et cet élément de
G’ X G” est uniquement déterminé puisque ¢’ et ¢” sont injectifs. Il
appartient clairement 3 H.

3.1.2. Soient X', X”, X, X, des S-traits et ¢: X' = X; X X,, ¢t X"
S
— X; X X, des correspondances satisfaisant aux hypothéses de (1.7).

S
Soit ¥; la fermeture intégrale de X, (j =1, 2) dans une extension finie
séparable de son corps de fonctions, et des diagrammes cartésiens

Z Y, XY, <z
S

l Vpixpy (3.1.2.1)
X5X XX, <X
S

ou p, et p, sont les morphismes canoniques. Soit (D,) (resp. (Dg'))
I'ensemble des composantes irréductibles de Z’ (resp. Z”). On note n, le
degré de p, (j=1,2). La proposition suivante permet de montrer
I'invariance du second membre de (1.7.1) lorsque’on change de revéte-
ment trivialisant.

PROPOSITION 3.1.3: On a I’égalité

Y (DL.D§) —my1(Dy, D) =nny X (X' X") = my (X', X7)).
(@.B)

Cette égalité se décompose en deux parties. La premiere ¥, g,(Dy. Dg')
=n;n,(X".X") est bien connue. Démontrons la seconde X, 5,M,;
(D, Dg')=nynym, (X', X”). Soit n, (resp. ny) le degré de D, (resp.
Dy’) sur X’ (resp. X”). On a m,(D,, Dg') = (nyng/niny)m, (X, X)
et de plus X, =nyn,=2Ygn; d’ol la relation cherchée.

COROLLAIRE 3.1.4: Dans la situation de (3.1.2), si (X'.X")=m,,(X,
X", alors pour tout (a, B) on a (D,.Dg')=m,(D;, Dy).

En effet la considération de la correspondance composée de ¢’ et ¢”
(SGA 5 III) montre facilement les relations élémentaires suivantes:
(X'.X") > inf(m (X', X7), my (X', X)), si my,(X, X")+#
m, (X', X"), alors (X'. X") = inf(m; (X', X"), m,,(X’, X"')) de sorte
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que lThypothése m, (X', X”) = (X".X") entraine m,,(X', X”) <
my,(X’, X”). Or on a Tégalit¢ pour tout (a, B) my(Dy, Dg)/
m, (D}, Dg')=my (X', X")/my; (X', X”). 1l en résulte que (D, Dg')
—my (D], Dy')>0. Comme la somme de ces expressions est nulle par
hypothése, chacune est nulle également.

3.1.5. Le cas modeéré

Dans ce numéro on étudie plus en détail les composantes irréductibles de
Z' et Z” (3.1.2.1) et leurs multiplicités d’intersection lorsque p, et p,
sont étales galoisiens en dehors du point fermé, et de plus modérément
ramifiés, c’est-a-dire de degré premier a la caractéristique de S. On pose
v(D’, D")Y=(D'.D")—m,,(D’, D) pour des composantes D’ et D"
de Z’ et Z” respectivement. On a vu (3.14) que si (X.X")=
m, (X', X”) on a v(D’, D”)=0. Dans ce numéro on suppose (X". X")
# m, (X', X7). Alors si my (X', X")#m,(X', X”), on a (X.X")=
my (X', X'y <my (X', X7) et si my (X', X")=my,(X', X”), on a
(X'.X")>m (X', X”)=m,,;(X’, X”). On distingue ces deux cas.

(@) (X".X")>my (X, X7)=my, (X', X").

Alors pour tout (D', D”), my,(D’, D”)=m,(D’, D”) donc
v(D’, D”)>0 et comme v(X’, X”)>0, pour un couple (D’, D”) au
moins on a v(D’, D”)>0. Soit G’ C G; X G, (resp. G”" C G; X G,) le
stabilisateur de D’ dans G, X G, (resp. D"), et comme au §1, ¢": G' —
G, X G, et ¢": G” = G, X G, les injections canoniques. On note (G, X
G,)ys le quotient de (G; X G,/G") X (G, X G,/G") par laction di-
agonale de (G; X G,), et (g, h) — (g, h) I'application canonique (G, X
G,) X (G; X G;) > G; X Gy)ye. On a une bijection (G; X G,)yq —
E(Z', Z") (1.3.4.1) qui associe a (g, h) le couple (D;, D}/) ou D, (resp.
D;’) est I'image de D’ (resp. D) par 'automorphisme g (resp. &) de
Y, >S< Y,. I est clair que v(Dy;, D) =v(D’, D”). Lorsque G, et G, sont

d’ordre premier & p = car k, c’est essentiellement le seul cas possible.

LEMME 3.1.5.1: Si p, et p, sont modérés et m, (X', X")=m,(X', X")
<(X', X"), ona
(1°) les conditions suivantes sont équivalentes
a) v(Dg, Dy)=v(D’, D")
b) (g, h)=(1,1) dans (G; X G,)y,.
(2°) On av(D’, D")/s(D’, D"y=v(X', X"). "

Il est clair qu’on peut se ramener d’abord au cas ou & =1, élément
neutre de G, X G,. Le lemme résulte alors d’un calcul dans les anneaux
de valuation discréte correspondants, qu’on peut résumer ainsi: un
automorphisme modéré non trival de Y; X Y, fait “tourner” la direc-

tion de la tangente 4 une correspondance telle que D’ d’'un “angle” non
nul. Si D’ et D” sont tangentes, et (g, 1) # (1, 1), dans (G; X G,),,,
alors D; et D” ne sont plus tangentes et v(Dy, D”)=0.
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On trouvera dans ’Annexe B un traitement plus détaillé dans le cas
ou X; =X, et X” est la diagonale (B.2.2). Le second énoncé résulte de
(3.1.3) et de I'égalité dans Q:

1 v(D;, Dy)
Y u(D,Di)= Y —F———.
mMn2 (o) ( ) E(Z',Z") s(D;, Dy)

(®) (X" X")=m (X', X7) <my (X', X7).

Alors pour chaque couple (D;, D}/) cette relation est encore vraie:
v(Dg, Dy) est constant et égal a m,,(D’, D) —m, (D', D”). Notons
ny (resp. n,, n’, n”, vy, vy, v{, v3) le degré de p, (resp. p,, p’, p”, cf,
¢5, ¢f, ¢¥). On pose p=m, (X', X)) —m (X', X”)=wiv{ —viry et
on décompose p en p=d,(c’, ¢’) X avec g premier & p et d,(c’, ¢”')
une puissance de p.

LEMME 3.1.5.2: Si p, et p, sont modéreés, et (X'.X")=m (X', X")<
my (X', X") ona
(1°) Pour tout couple (D,, Dy') au-dessus de (X', X") on a v(Dy, D}/
=my,(D’, D) —m, (D', D) et s(Dg, D}/) est indépendant de
(Dg, D).
(2°) Si ny et n, sont assez grands (multiplicativement), alors de plus
(a) E(Z', Z") a i éléments, et est isomorphe a Z X Z /(v}, v)Z
+(v{, v))L + pZ X pZ.
(b) v(D’, D")/s(D’, D)= —d,(c, c").

3.1.5.3. Notons d’abord qu’on peut interpréter (G, X G,),, (3.1.5,a)) de
la maniére suivante: le groupe G’ X G”’ opére sur G, X G, par(g’, g”).g
=¢'(g)ge"(g"™ "), et (G, X G,)y, est l'espace des orbites de cette
action. Le stabilisateur de 1’élément neutre est le sous-groupe H de
G’ X G"” considéré en (3.1): H={(g’, g")EG' X G"|¢'(g)=¢"(g"))}-
Lorsque G, et G, sont commutatifs, il en résulte que (G; X G,),, = G,
X G,/9'(G") + ¢"(G"”) et que H est le stabilisateur de chaque élément,
donc s(Dy;, D)= #H. Lorsque p, et p, sont modérés, G, et G, sont
cycliques, d’ou 1°.

3.1.5.4. Soit m(m,, ', w'') une uniformisante de Y;(Y,, Y’, Y”). Rappe-
lons qu’on plonge G, (resp...) dans k* par l'application a: G; — k*,
o — om /7 la barre désignant I'image dans le corps résiduel, identifié a
k. L’image de a est le groupe des racines n;-iémes de 1 dans k. Si on
procéde de méme pour G,, G’, G”, on vérifie que le morphisme ¢7: G’
— G (resp. ¢35, ¢7, ¢%) se traduit par a dans I’élévation i la puissance
py (resp. ph, uf, p4) avec pj = deg(d;) (resp. d5, di’, dy). Notons g le
plus petit multiple commun de n,, n,, n’, n” et €€ k* une racine
primitive g-iéme de 1. On peut écrire ¢ =nm, =n,m,=n'm’ =n"m’".
On pose B, =€, B,=¢"2, B =e", B =¢€", qui sont des racines
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primitives d’ordre n; (resp. n,, n’, n’”’) de 1, donc des générateurs de
a(G,) (resp...). On a un diagramme commutatif, ol les fléches verticales
sont données par les B ci-dessus:

Z/WT —>Z/mZ XL /n,L < Z/n"T
) l )

’ ”

¢
G >  GXG, <« G

1,1 17 .07

On a les relations pjn, = #2"1 =pyn', uin, =rin", Hz”z =pyn",
donc par exemple u’lm’n1 = v]n 'm’ =viq=rvinm; d’ou pim’ =vimy,
donc la fléche Z /n’Z — Z /n,Z ci-dessus est donnée par »;. On raisonne
de méme pour les autres fléches, de sorte que le diagramme

”

¢’ S
G' > G, X G, G”

"o

(v{,vy)

s’écrit Z/n’Z 5 Z/nIZ XZ/ny,Z <« Z/n”Z.0n adonc un isomor-

phlsme (G1 X Gy)yy=ZXZ/(vy, )L + (v, vy)L + nyZ X nyZ. Soit
p" la plus grande puissance de p divisant le pgcd(v], v;) et posons
=p"¥!, v, =p”7;. On définit de méme 7, 7}.

LEMME 3.1.5.5: On a une égalité
(v}, v5)Z + (v, v))Z + nZ X nyZ = (vy, v5)Z + (¥{, v5)Z
+nmZ Xn,Z
entre sous-groupes de Z X Z.

En effet, n, et n, étant premiers & p, il existe des entiers relatifs A/,
1, A tels que M'p” + ANiny + ANyn, =1 donc #] = Nvj + Nping + Nyvin,
et ¥, = Nvi+ Apin, + N,vin,, et des égalités analogues pour 7y et vy'.

3.1.5.6. Les considérations développées ci-dessus n’utilisent que la
modération de p,; et p,. Supposons de plus »iry —vivy #0. On a un
homomorphisme Z X Z — Z /(vivy — vyv{) + Vzn,Z + #'n,Z donné
par (a, b) > vJa— Vl’b avec 7{ le quotient de »{’ par le pged(vy, vy) et

' le quotient de »y par le pgcd(vl, vy). Les entiers 7 et »5 sont
premlers entre eux donc le morphisme ci-dessus est surjectif. Son noyau
est le sous-groupe (¥1, #3)Z + (¥{, 97)Z + niZ X n,Z; on a donc une
suite exacte

0->2Z/(7, ¥)Z = (G X Gy)ep = L/ (W9 = #351)Z + #m Z

+5/n,Z 0.
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Si n; et n, sont multiples de i, alors Z/(v{#y — v39{)Z + ¥/nZ +
p'nyZ =7 /iZ, avec ji la partie premicre a 7474

\

p de (»19y —vipy). Il en
résulte dans ce cas que I'ordre de (G; X G,),, est (¥7, 75) X p=pi. De
plus 'homomorphisme canonique

ZXZ/(vy, v5)Z+ (vy, vy)Z +nZ Xn,Z
—ZXZ/(vy, v;)Z+ (v{, vy)Z +pZ X pZ

est surjectif, donc un isomorphisme, les deux groupes ayant le méme
ordre: on a donc démontré (3.1.5.2 2°a)). Pour le 2°b) on remarque que

n
#H= 33ﬁ et

_ mny

(m2l(X’ X") le(X, X”)) ,nuﬂ-

mny

III

U(Dl DN) —

3.2. Relation de divisibilité

PROPOSITION 3.2.1: Dans la situation (3.1), le quotient (D’.D")—
my (D', D")/card H est de la forme ap*, a€ Z, s€ Z, ou p est |I’ex-
posant caractéristique du corps de base.

Posons pour abréger t=(D’D"), i=m,;(D’, D"”). Posons Y, =
spec A, Y, =spec 4,, Y’ =spec B’, Y” =spec B”. Soit p” le noyau de
d’: Ay ® A, » B” et d’'une maniére générale pour un anneau local 4

k
notons », l'idéal maximal. La fléche d’ se restreint en une fléche
p” - m’B, et par composition on a une fléche non nulle donc surjective
p” > mly /m'5 ", qui induit une bijection

. ” " t+1
a: Py ga,0" D /g

Soit "4, ® A, un hensélisé de A4, ® 4,. L’isomorphisme "4, ®
Ay/my, A1 ®A2—>A2 se restreint en un isomorphisme p”/(mA]"Al
Ay)) N p” > 7 avec vy = I(B" /m A, B") d’ou par composition une fléche

non nulle p"/(mA "4, ® A,) N D" = m'y > 'y /75 ). On en déduit une
seconde bijection

B:y "y 04,0 > 2 /g

Le groupe H peut €tre considéré comme un sous-groupe de G; X G,
(égal & S(D’, D”)) par ¢’ ou ¢”. Il opére sur Y, Y”, ¥; X Y, et par
S
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construction a et B8 sont H-équivariantes. De plus 'opération de H sur
les quotients de la forme »% /7% ' est la suivante: soit 6: H — k*
I’lhomomorphisme associant & h€ H I'élément (hn'/7’) avec 7' une
uniformisante de Y’, la barre désignant I'image dans le corps résiduel.
Alors h opére sur »'%./»% ' par multiplication par 6(h)". 1l résulte
donc des isomorphismes a et B ci-dessus I'égalité 6(h)' =8(h)" soit
0(h)'~'=1. Posons card H = gp* avec (g, p) = 1. On sait que §(H) est
un groupe cyclique d’ordre g, il en résulte que ¢ divise ¢ —i donc

(t—i)/card H=ap * avec a € Z.

3.2.2. Dans le cas particulier ou une des correspondances est la di-
agonale, et l'autre le graphe d’un endomorphisme, on retrouve un
résultat de (SGA 5 XII).

323. 81 X;=X,=X, et ¢’=c¢"=AX le morphisme diagonal (3.2.1)
reste vérifié pour D” = A, D’ =T, graphe d’'un X-automorphisme de
Y =Y, =Y,, distinct de I'identité.

Soit ¢(s) le cardinal du stabilisateur de s dans G, {g € G/gs=sg}, le
rationnel I A —m, (T, A)/c(s) est de la forme ap”, a€Z, n€ Z.

4. Réduction a un cas particulier

4.1. On utilise une suite de réductions permettant de se ramener au cas
particulier (4.3) ci-dessous pour la démonstration de (1.7.1): on note
c,(u’, u”) le second membre de (1.7.1), (cf 1.7.6) et on montre qu’il suffit
de vérifier I'égalité (u’, u”), = c,(u’, u”) dans le cas (4.3) pour quelle
soit toujours vraie.

4.1.1. En considérant la correspondance composée (SGA 5 III 5.2.9) on
se réduit a la diagonale: en effet on a (u’, u”’), = (uw'u”, I), (SGA 5 III
5.2.10) et on vérifie par un calcul direct qu’on a de méme c,(u’, u”) =
c,(u'u”, I).

4.1.2. Supposons donc X; = X, =X"=X, E,=E,=E, ¢’ =AX le mor-
phisme diagonal u” = Id.

En filtrant le complexe E (1.2), on peut supposer E isomorphe a
JiJ*E ou j: X — {x}— X est 'immersion ouverte du complémentaire du
point fermé x de X.

4.1.3. En décomposant A suivant ses composantes /-primaires, on peut
supposer que A est un anneau de /-torsion, ou / est un nombre premier
différent de la caractéristique de base.

4.1.4. Par une méthode analogue a (SGA 5 III B §1) on peut supposer
J*E trivialisé par un revétement d’ordre une puissance de /. En effet soit
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p: Y= X un revétement étale galoisien de groupe G sur X —{x},
trivialisant j*E (1.3.2). On considére un sous-/-groupe de Sylow S, de G
et on pose Z=Y/S, q: Z— X le morphisme canonique. Soit r=
card G/S,. Cest un entier premier & / donc inversible dans A. Soit w’
I'image inverse de la,correspondance u’ par g (rappelons que u’ se
décompose en ci*E 5 ¢*E > ¢'5E, ce qui permet de définir w’ en
composant g*v’ et le morphisme analogue a c¢*E — ¢’} E dans I'image
inverse (1.6)). On a I'égalité (w’, g*A), =r*(u’, A), comme on le voit
par un argument de trace, en utilisant d’'une part le fait que E =, j*E,
d’autre part la compatibilité de la formation du terme local avec les
images directes par morphismes propres (SGA 5 III §4). Un calcul direct
montre qu’on une égalité analogue pour c,. On peut donc se ramener a
un calcul sur Z, puisque r2 est inversible.

4.2. Supposons donc j*E trivialisé par un revétement p: Y — X d’ordre
une puissance de /. Alors ce revétement est nécessairement cyclique de
groupe G =Z /I™Z. On associe a ces données deux morphismes injectifs
de groupes finis (1.3.44): ¢ =(¢1, ¢,): G’ > GXGet A: G>GXG le
morphisme diagonal. On peut d’abord remarquer que G’ est nécessaire-
ment de la forme Z /1™ Z, et que, ¢ étant injectif, un des deux homomor-
phismes ¢, et ¢, au moins est injectif.

Soit £ —> X — {x} un point géométrique, et de méme 1 — X' — {x'}
un point géométrique d’images n; et n, par cj et c¢5 respectivement. On
choisit des isomorphismes des foncteurs fibres 71, et &, 7, et § respective-
ment, et on suppose p &-ponctué.

La situation géométrique considérée est équivalente a la situation
galoisienne suivante. Soit M la fibre de £ en £ C’est un objet de
D(A[m(X = {X}, )], parfait comme objet de D(A). L’action de m( X
—{x}, §) se factorise par le quotient fini G, autrement dit (Y —
{y}, §) opére trivialement sur M. A laide des isomorphismes de
foncteurs fibres choisis ci-dessus, on définit & partir de la correspondance
u’ un endomorphisme %’ de M, m (X' — {x’}, n)-équivariant, liaction

C
sur la source de u’ se faisant via le morphisme = (X" — {x}, 1) S (X
—{x}, m)=m(X— {x}, £), et 'action sur le but via c5.

4.2.1. Supposons ¢; non injectif, donc ¢5 injectif. Le groupe G étant
commutatif, 'image inverse dans (X — {x}, £) de ¢5(Ker¢]) C G est
un sous-groupe distingué d’indice fini H,. Par construction la fléche u’
se factorise par la fleche canonique R Hom, 4 (A, M) — M. Filtrons
M par la filtration F"(M)=M si n<0, F'(m)=R Hom,,,(A, M),
F"(M)=0si n>1. La fléche @’ est alors filtrée et la fléche gr'(it’) est
nulle. On a ainsi remplacé, pour le calcul du terme local, la situation

¢ A
galoisienne donnée par G’ — G X G « G (1.3.4.4) par la situation corre-
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(¥, %) A
spondant & G’/ Ker ¢; — G/d,(Ker ¢) X G/p,(Ker ¢;) «
G/¢y(Ker ¢,), ¥, et ¥, étant induits par ¢, et ¢, respectivement. Si
Ker ¥, n’est pas trivial, on peut répéter ce processus, et au bout d’un
nombre fini de pas on se raméne au cas ou ¢; et ¢, sont injectifs.

42.2. Si ¢, n'est pas injectif, ¢, est injectif. Dans ce cas, dual du
précédent, on procéde d’une maniére analogue en considérant les coin-
variants i la place des invariants.

4.2.3. Dans tout les cas on voit que pour montrer I'égalité (u’, I), =
¢,(u’, I) on peut supposer ¢, et ¢, injectifs.

4.3. Dans le paragraphe suivant on montre le théoréme (1.7.1) dans le cas
particulier suivant: la correspondance ¢’ est la diagonale A: X — X X X,
S
on note {z} l'intersection X X X’. Le complexe E est isomorphe a
XXX

J1J¥E, pour j: X — {x} = X I'immersion ouverte canonique. Il existe un
revétement p: Y — X, étale galoisien de groupe G=Z/I"Z sur X — {x},
avec /| premier différent de car k, et un isomorphisme p*j*E=A® M
ou M est un complexe parfait de A-modules. Cet isomorphisme est
G-équivariant, avec l'action diagonale de G sur A ® M. De plus si on
choisit une composante Y’ au-dessus de X’ et si on considére le di-
agramme (1.3.4.3) correspondant

d’ A
YSYXY <Y
S

P lpxp b
XSXXX <X
S

et le couple de morphismes (1.3.4.4) associé, ¢: G' > GX G, A: G- G
X G on suppose ¢, et ¢, injectifs.

Enfin 'anneau de base A est annulé par une puissance de /. On note
dans la suite y le point fermé de Y et j: Y— {y}~Y l'immersion
ouverte canonique.

5. Détermination du terme local

5.1. Dans tout le §5 on se référe a la situation décrite en (4.3.), dont on
utilise les notations. Soient 4 = A[G], A"=A[G’]. On note ¢: G' > G le
morphisme défini par ¢(g") = ¢,(g),(g’~"). On pose G =Ker ¢, c;
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Pour E € ob D,,;(,X) on définit une variante de la trace (SGA 5 III
B 6.5),

Try: HomA,(c{’;lE, c"2¢zE) - A[G/$(G)]

de la méme maniére que (loc. cit.) mais en utilisant la variante des traces
non commutative présentée dans 'annexe A. Pour G=G’'= {1} on
retrouve la trace de la formule de Lefschetz, notée u— Tr(u),. Les
propriétés de compatibilité (A.2, A.3, A.4) de la trace non commutative
s’étendent a Try.

5.2. Soit E satisfaisant aux conditions de (4.3) et ¥’ € Hom(c}*E, ¢'5E).
On sait que u’ se factorise par le morphisme canonique a.: ¢3*E — ¢'5E
(1.4) et on note v: c;*E — ¢3*E la fleche telle que u’ =a,., o v. Soit 1 un
point générique géométrique de Y’, ¢ un point géométrique de X se
factorisant par p. Si on choisit des Y-isomorphismes de foncteurs fibres
entre di(n) et £ d’'une part, d5(n) et £ d’autre part, on déduit de v un
endomorphisme G’-équivariant de M, noté u’. Cet endomorphisme est
indépendant des choix faits car m (Y — { ¥}, §) opére trivialement sur
M, il ne dépend que de Y. Pour g€ G, on note Y; la composante
normalisée image par (g X /) de Y, et on note (Y;.4) et m,,(Y, A) les
entiers définis en (1.5).

THEOREME 5.2.1: On a [’égalité

(Y;.4) —m,,(Y,4)

%

Tr(w).= X

g€G/$(G")

X Try(u o g).

On note p'*(u’) la correspondance composée de p"*(v): p*ci*E —
p'*c*E et de a,,: dy*p*E — dy'p*E, et pip*u’: ¢}*pup*E — c5 pyp*E
la correspondance image directe. Ce morphisme est G’-équivariant, et
par l’e)gension d’augmentition (A.2) on associe a p4 p’*u’ un morphisme

u: A ® c*pep*E > A @ ¢y’ pyp*E. Le morphisme canonique G-
A A

équivariant E — p,p*E se factorise par un isomorphisme vy;: E —
R Hom (A y, pxp*E):

E - psp*E
™ v 1
R Hom (A y, E) >R Hom (A x, p«p*E).

Le complexe p, p*E est un objet de D, ,(4X), donc (SGA 5 III B 6.18.3)

la multiplication & gauche par N;= ) g définit un isomorphisme
gEG
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L

Ng: A @ pyep*E = R Hom (A, pxp*E). On note i;: E —
A

L
A ® p4p*E lisomorphisme (Ng) ™' ° v5.
A

Pour appliquer les propriétés de la trace non commutative a la
démonstration de (5.2.1), on montre le lemme suivant:

LEMME 5.2.2. Le diagramme suivant est commutatif

E 5 4E
lig lig
L L
A ® ci*pup*E > A ® ¢4 pup*E.
A A

On vérifie cette commutativité dans les fibres géométriques de X'
Rappelons que E = j, j*E donc dans la fibre fermée la commutativité est
triviale: (¢*E),.=0. La commutativit¢ dans la fibre générique sera
établie ci-dessous (5.5).

5.3. La démonstration de (5.2.1) se fait en plusiers pas utilisant les
propriétés de Try. Tout d’abord (5.2.2) et (A.2.3) montrent

T(w).= ¥ Trg(phr™u)(s). (53.1)
gEG/$(G)

L’ismorphisme de D(G, Y), p*E=jiAy_(,,® M permet d’identifier
p"*u’ au produit tensoriel a,, ® u’. Par image directe on identifie pi p"*u’
et pya,, ®u'.

PROPOSITION 5.3.2: On a I’égalité

Tr(u), = Z Trz( piags,)(8™") X Try(u'g).
gE€G/$(G)

Dans cette formule, comme dans (5.2.1), Tr, désigne la trace d’un
endomorphisme du complexe parfait M (SGA 6.I). Compte tenu de
(5.3.1) il suffit de montrer I’égalité pour g € G,

Trs( pheasy, ® w)(g7") = Try(paag,)(g™') Tra(iw'g).  (5.3.2.1)
Or on a (A.3.2,2°)

Trg( Piag)(g™) = TrAC,;( 8P§:ad'2)(l)
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et le second membre de (5.3.2.1) n’est autre que TrAq( 8pxay, ® u'g)(1)
(A.4.1). La correspondance gpia,, ® u'g est C;X (jequivariante et
Trac(8Pxaq, ® u'g) obtenu par restriction de gpia,, ®u'g & Gy X {1}
par le morphisme i: G;=G; X {1} = G5 X G5 (1.3.3). Le premier mem-
bre de (5.3.2.1) est obtenu par restriction de gpia,, ® u’g & C; par le
morphisme diagonal A: C;— C; X G;. Ces deux membres sont donc
égaux (A.3.3.1).

5.4. Pour terminer la démonstration de (5.2.1) il suffit donc de calculer
Trz(pxas)(g™'). On a tout dabord cz X Trz(piay)g™') =
Tr(gpka,,)., d’apres (A.3.2, 1°) et la compatibilité de Tr( ), aux images
directes par morphismes propres (SGA 5 III 4.4) donne Tr(gpia,,). =
Tr(gay,).» (avec {z'} =Y X A). Le calcul du terme local Tr(ga;, ),

YXY
est connu (SGA 5 111 4.3 ou SGA 5 I1I B 6.14): on a Tr(ga,,), = (¥3.4)
—m,,(Y;, A). Pour diviser par c; on effectue un passage a la limite.
Tout d’abord il est clair qu’il suffit de montrer
()ZA) - mz,l(YéA)

s

Trz( pray,)(g™') = pour A=A,=2Z/1"Z.

Pour chaque n on a dans A,
3 Tfa(P;adg)(g_l) =(X;8) —my,(Y;, A),

et il est clair que les premiers membres définissent un élément de Z,,
c(;Tra,(p;ad,Z)(g_l). On a donc dans Z Trg‘,(p;ad,z)(g'l) =((Yz.4)—
m,1(Yy, A)/c3) et Iégalité cherchée en résulte par réduction modulo
lnz I.
5.5. Rappelons comment u est formé a partir de ’. Ona u’' =a,, ° v et
p*u'=a, o p*v: di*p*E = p*ci*E - p'*y*E = dy*p*E — d5'p*E. Le
morphisme pj p"*u’ est obtenu par image directe et composition avec les
fleches de changement de base.

ci*pxp*E = pyd{*p*E = pid5*p*E — pid; p*E — 5 pyp*E.
Ce morphisme est G’-équivariant si on utilise 'opération de G’ via ¢,
sur le premier p, p*E, notz alors 4 p,p*E, et via ¢, sur le second, noté
s, P+P*E. On forme A @ pip™*u’ et on compose a la source par

L

I,: A ? C*peP*E > A % 1%, P+P*E et au but par

L L

" "

m: A ? ¢, PxPE = A @ ¢y pup*E. (A22).

On interpréte tout d’abord I, dans le cadre des invariants:
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LEMME 5.5.1: Soit LEob D, (561X), et ¥: G'> G un morphisme
injectif. On a un diagramme commutatif

L
A ® 1 S R Hom, (A, L)
A[G]
11y | rest.
L
A ® I—»R Hom (6 (Ax, L).
A[G]

Cet énoncé est clair par réduction a un complexe parfait puis a L = A[G].
Le diagramme (5.2.2) est le bord du diagramme suivant, d’aprés la
définition de u rappelée ci-dessus

a

PE———— 5 E S E
lig lig lig
L L L
A @ c*psp*E A ® c*pyp*E A ® CzP*P
A A
L1, LI, T m
L L L
A ® ci5, PAP*E (%) A ?3 %, PxP*E (**)A ?g C4, PxP*E
,L ch.b. 1l ch.b. T ch.b.
L L L
A ® Pap*c*E > A @ pup*c*E > A ® pidip*E
pxP*v 4’ auy A

On montre la commutativité des diagrammes (*) et (**). Il résulte de
(5.5.1) et de l'injectivité de ¢, qlie la fléeche composée formant le coté

gauche du diagramme c¢{*E - A @ pip *ci*E, n’est autre que i, c’est a
A
dire la composée de l’isomorphismeLyG,: ¢*E —» R Hom (A,
pip’*ci*E) et de linverse de Ng: A @ pip’™*ci*E — R Hom (A 4,
A

pip *ci*E). En effet on a un diagramme commutatif

ch.b.
GE————————>{"pupE ———— pip"*E

1 \\G i
R Homa(A x, ¢i*E) * R Hom ((A x, ci*p«p*E)

1 trest. | rest.

h.b.
R Hom (A x., ¢{*E) > R Hom 4(A y, ci}, psp*E) — R Hom ¢(A y, pip’*ci*E).



172 D. Alibert [38]

L
De méme ¢, étant injectif, la fleche verticale c*E — A @ pyp’*c3*E est
A

ig. Le diagramme (*) est donc commutatif. Pour montrer la commutati-
vité de (**), on le décompose de la maniére suivante:

acy

*E - c,E
Vig (+) lig
L a, L
A® 5*pep*E = A Q@ cipup*E
A A
J’ 1¢2 T m
L L
A® %, pxp*E(+ +)A @ ¢y, Pap*E
A’ A’
| ch.b. 1 ch.b.
L L
A Q pyd*p*E - A Q pydyp*E.
A adan A

Le diagramme (+ ) est clairement commutatif, et tout revient 2 comparer
L

la fleche A @ a,., & la fleche composée donnée par les trois autres cotés

A
de (+ +), et & montrer qu’elles sont égales au point générique de X’.
Le complexe p*E est constant et parfait sur A, il suffit donc de
montrer la commutativité de (+ + ) pour p*E = A.

5.6. Soient n, 7', &, &, des spectres de corps et un diagramme commuta-
tif d’extensions finies

’ d' !’
n -
Lo b
o
n —-¢

avec p et p’ galoisiennes de groupes G et G’ respectivement. Soit £ — £
un point géométrique se factorisant par §’ et 7 — 1 un point géométrique
se factorisant par 7. On choisit un prolongement de ¢’ en ¢: 7 — £ On a
donc un diagramme commutatif

m(n, 7) > (& §)
l l
¥
G’ - Q.
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On suppose ¥ injectif, G (donc G’) abélien. Soit A un anneau de
[-torsion avec !/ un nombre premier distinct de la caractéristique de §.
Notons que pyA g € 0b D( 4€) par¢- Pour r un morphisme fini on note a,
le morphisme adjoint a Tr,, 4 = A[G], 4"= A[G’].

PROPOSITION 5.6.1: Le diagramme suivant est commutatif

L . L
A® c™*puh > A Q ''puh
A A
l Iy T m
L L
A®cEpad  A® chpeh
A A
l ch.b. 1 ch.b.
L L
A ® pid*A - A ® pid’A.
AI a(/ A/

Notons b: 7 X & — § et g: 7 X & — n les morphismes canoniques. On
§ 13
a un morphisme r: 7’ = n X £’ qui est un isomorphisme sur son image,

car ¥ est injectif, ce qui signifie que 7’ est 'une des composantes
connexes de n X & et G’ le stabilisateur de cette composante pour

Paction de G sur 1 X §'. Par les isomorphismes de changement de base

c"*py > qxb* et gyb' > ¢’'p, le morphisme a_ est transformé en
gx(ay): qub*A — g, b'A. Par définition des fléches de changement de
base, il suffit de vérifier la commutativité de

L a L
A ® gub*A = A @ qubA
A A
LIy Tm
L L
A ® gub*A A ® gub'A
A’ A
Vo T8
L L

A ® pid™*A—> A @ pid”A
A ay A

avec a, donné par la fléche d’adjonction I — r.r* et B, par la fléche
d’adjonction r,r' — I. Notons que r est une immersion ouverte et fermée
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1 .
r*=r’, r, =r,. Le diagramme

a
red'*A = ryr*b*A S red’'A

vy Il
rer'b*A rer 'b'A
B, 1B

P*A—— 3 bA

est commutatif.
Le preuve de (5.6.1) se raméne donc a la vérification suivante: le
morphisme composé

L L L « L s L
A ® qub*A S A @ qub*A = A ® phd*A = A ® gub*A
A A’ A A

. L
= A ® gb*A
A

est le morphisme identique.
Cette vérification peut se faire aprés localisation étale, sur 5. Le
morphisme s’écrit

Iy a, B, m
ARQA-ARA—ARA - ARA— AR A

A A’ A A A

l [ Il l Il

A SAIG/YG) - A -SAG/YGE)]—> A

A oA Y g A o e - A
gEG/¥(G)

Annexe A: Traces non commutatives

A.1. On expose dans cette annexe une variante de la théorie des traces
non commutatives de Grothendieck-Illusie (SGA 5 III B) en se restreig-
nant volontairement et pour plus de simplicité au cas particulier utilisé
dans I’article. Pour une généralisation on pourra consulter ([1]). Soient G
et G’ des groupes finis commutatifs, ¢, et ¢, des homomorphismes de
G’ dans G. On suppose ¢, injectif et on note ¢: G’ = G I’lhomomor-
phisme g’ — ¢,(g’) — ¢,(g"), G; son noyau, de cardinal c;. Soit T un
topos, K un anneau commutatif unitaire de 7. On pose A’ = K[G’],
A = K[G] et on note encore ¢, et ¢, les fléches de A’ dans A4 associées
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aux morphismes de groupes. On note D(A),, la sous-catégorie pleine

de D(A) formée des complexes parfaits et de tordimension finie. Pour

E € 0b D(A),, et FEob D?(A°)(A°=4 @ A4°) on définit une fléche
K

trace (loc. cit. 5.6.1)

L L
Tr,: RHom,|E, FR E|>F@® A. (A.1.1)
A A

Pour un objet E de D(A), on note 4, E T'objet de D(A") qu’il définit a
'aide de ¢,. Si E € ob D(A) g, alors  E € Ob D(A') ¢ On définit de
de méme E, et , F, pour Fe&ob D(A°). Soit (e,) un systtme de
représentants de G/rpl(G ) dans G. La section de 4, & , A4 définie par

e, =2e,® e; ! est indépendante du choix de (e,), et on note I: A—-
Ay Q 4 A la fleche donnée pour g€ G par [, (g) = e, 8. Cette fleche

est A-linéaire a droite et a Eauche et on lui associe une fléche de D(A),
I1,: E-> A, Q o E =44 Q & F (A, est localement libre de rang fini
sur A'). Pour E € ob D(A),, €t F € ob D®(4°) on définit une fléche

L L
Trey,6," RHom |, E ( F) ® E (Adn) j? (¢2A)
L L
XQFQ® A
A A°

en composant la fleche d’extension des scalaires:

L
R Hom |, E, (,,F) % E
L L L
- R HomA((A¢l) ® (¢1E)’ (A¢1) ® (¢2A) ® F® E],
A ’ A 4
la fléche donnée par I, :
L L L L
R Hom , (Am) j% (¢,E)’ (Am) ? (¢2A) ? F% E
L L L
—~ R Hom, | E, |(4,,) ® (,,4)| ® F® E)
A A 4
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L L L
R Hom,(E, 4,) ® (,,4) ® FQ E
A A A
L L \ L
- ((4,,) ® (,,4) ® F| ® 4.
A A4 ] 4

Lorsque G = {1}, on note Try la fléche obtenue. La fléche Try, 4, est
une variante de celle définie dans (loc. cit.), elle posséde les mémes
propriétés de compatibilité & I'extension et a la restriction des scalaires,
ainsi qu’au produit tensoriel externe.

PROPOSITION A.i.z: Soit E € ob D(A),,;, M€ obD’(K). Soit ue

Hom . (,E, M @ , E), et g€ G. On a dans H(T, M).
K

Tr(¢1»¢z)(gu)(e) = Tr(¢'1v¢z)(u)(g_])’

en notant, pour X € H'(M)® K[G/$(G")], X(h) le coefficient de h €
G/$(G).

Cela résulte de la commutativité de G et de (loc. cit. 5.11.3). De plus
(A, j? 5,4) ® A =K[G/¢$(G)].
’ Ae

A.2. Extension d’augmentation

Soient 4 - K et A’ — K les fléches associées aux fléches d’augmenta-
tion usuelles, m: Ya,g— Ya, Soient E € ob D(A) s et ME
ob D?(K). On obtient dans (loc. cit. 5.9) une fléche d’extension des
scalaires

E,M®E
K

Hom , — Hom ,

L L
KQE, M® (K®E
A K\ 4

(A2.1)

dont on peut définir une variante

L
ok M& o F

L L
KQE MQ
A K

L
K®E
A

Hom . — Hom

(A2.2)
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En effet, on obtient une fléche locale

L
RHom |, E, M@ ,E
K
L L L
> RHmy | KQE MQ |KQFE
A K A
L
en composant l'extension usuelle R Hom, (,E, M Q@ 4, E)—
L L L
R Homy(KQ® 4, E), M® ,,E)), avec la fleche R Hom (K ® , E,
A’ A A’
L L L L L
MQ(K®,E)>RHm(KQ®E, M (KQ® E)) donnée par
K A’ I I A I K A L

composition avec K @ I,: K R E-KQ +,E et avec la fleche m @ E:
A A A A

L L
K® ,E->KQ®E.

A A
PROPOSITII(,)N A.2.3: Pour E et M comme ci-dessus, soit u€ Hom ,-
(4,E, M ® 4,E) et v1’image de u par (A.2.2). On a dans HYT, M):

K
Trg(v) = Z Tr(%’%)(u)(g).

G/$(G)

On montre la compatibilité de la fléche locale d’extension a Tr(, 4.,
grace aux propriétés de la fléche trace (loc. cit.) et & la compatibilité de
I, alextension des scalaires.

A.3. Restriction des scalaires

On considére un sous-groupe H de C; (A.1) etonnote AH: H—> HXH
le morphisme diagonal, B = IIi [H]. Soit E€ob D(A),;, M€

ob D*(K), u€Hom (4, E, M @ , E). On note encore u la fléche
K

B-linéaire définie par restriction des scalaires.
PROPOSITION A.3.1: On a l’égalité

Tray(u)(e) = #(CG;/H) % Try, .0, (u)(e).
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COROLLAIRE A.3.2: On a les égalités
(1°) Trg(gu)(e) =czx Tf(¢1,¢z)(”)(g_l)

(20) TTAC$(8u)(e) = Tr(¢l,¢2)(u)(g_1).

A.3.3. Soit G un groupe fini, on note i: G —» G X G ’homomorphisme
g+~ (g, e) et AG 'homomorphisme diagonal. Supposons G commutatif,
et notons ¢} et ¢5 les composantes (égales a 'identité) de AGX G: G X G
— (G X G)X (G X G). Avec les notations de (A.1), ona GG=GX G et
on peut plonger G dans Gj, par i ou AG. On peut donc appliquer (A.3.1)
a cette situation de deux manicres différentes: soit E €o0b D(K[G X

G parts M E0b D’(K), u € Hom g gx6)(sE; M @ 4E). On note uy
K

(resp. u,) le morphisme A-linéaire défini par restriction des scalaires par
AG (resp. i).

COROLLAIRE A.3.3.1: On a [’égalité

Trag(uy)(e) = Trag(u,)(e).

En effet, on a Tryg(uy)(e) = #(C5./G) X Tr g 4y (u)(e) et Tryg(u,)(e)
= #(c3/i(G)) X Tr(y; 4, (u)(e), (A.3.1).

A.3.4. Pour montrer (A.3.1) on définit une fleche Tr; 5: K [G/$(G")] -~
K[H], variante de Trp,4 de (loc. cit. 5.10) qu’on peut expliciter de la
maniére suivante; pour g € G/¢(G’) on a:

(1°) Si g & ¢, (H)$(G)/$(G"), Trg, 4(g) =0

(2°) Si g estlaclasse de ¢,(h) avec h € H, Tr; ,4y(g) = #(G;/H)LH, la
somme portant sur les 4’ € H tels que ¢,(h’) ait pour classe g dans
G/¢(H’). On montre ensuite, en se ramenant au cas ou E =4, qu’on a
un diagramme commutatif de D(K),

L Tr(«bl‘d’z) L _
R Hom(,E, M QI? boE = M % K[G/$(G")]

\) )
L Tray L

R Homy(E,M ® E) - M® K[H]
K K

la fléche xfrticale de gauche étant la restriction des scalaires, celle de

droite M & Trg p.
K
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A.4. Produit tensoriel externe

Soient G, G’, H, H’ des groupes finis commutatifs, ¢;: G' > G et
V¥: H - H (i=1, 2) des homomorphismes. On suppose ¢, et ¥, in-
jectifs. On pose <7>=¢1 —¢,, Y=V, -V, (A.l). On leur associe des
morphismes 0, = ¢, X ¥,: G’ X H' > GX H, et § =6, — 6,. On utilise les
notations de (A.1). On a un isomorphisme canonique K[G/
#(G")] ® K[H/Y(H)) - K[G X H/6(G’' X H")] et on note a.b 'image

dea® b par cette fléche. Soit ELE 0b D(K[G)) purrs F € 0b D(K[H]) et

L, M€ob D?(K). Alors E® Feob D(K[GXH])
K

L L

Homy 61(4,E, M @ E), ve€Homyy(yF, L® F) et u®vu

X ¢ X
’ X L L

leur produit tensoriel, dans Homgg (o (E® F), (M ® L) ®
K K K

L
o,(E @ F)).
K

parf+ Solent u €

PROPOSITION A.4.1: On a I’égalité
Trw..oz)(“ % ”) = Try, 4,y (4) Try, u,,(v).

Cette égalité traduit la compatibilité de la trace locale au produit
tensoriel externe, qui se vérifie trivialement (loc. cit. 5.12).

Annexe B: Mesure l-adique sur un groupe profini

B.1. On note 4 un des anneaux suivants: 4 =2Z, pour / un nombre
premier, ou A = A, fermeture intégrale de Z, dans une extension finie
E, de Q,. L’anneau A est limite projective d’un systéme projectif filtrant
d’anneaux finis noté (A4,), <n, €t On le munit de la topologie profinie.

DErFINITION B.1.1: Soit 7 un groupe profini. On appelle mesure /-adique
sur = une forme lin€aire continue sur ’espace C(w, A) des applications
continues de 7 dans A.

Posons o= lim#. Alors on a une bijection C(m, 4)= lim lim
<~ “n T

F(m,, A,), ou F(m., A,) est 'ensemble de applications de =, dans 4,.
En effet on a d’une part une bijection canonique C(, lim A,)
= hm C(m, A,), A étant limite projective des 4, muni de la topologle
discrete, et d’autre part C(m, A,) = lim F(m, A,,) 7 étant muni de la
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topologie profinie, pour laquelle une base de voisinages de 1’élément
neutre est formée des sous-groupes distingués d’indice fini, et A4, discret.
La topologie utilisée sur C(w, A) est celle définie par la bijection
ci-dessus: C(m, A,) est muni de la topologie discréte et C(w, 4) de la
topologie limite projective.

B.1.2. L’espace des mesures sur 7 a valeurs dans A

Une application linéaire continue pu: C(m, A) — A peut étre définie de la
maniére suivante. Par composition avec les fléches canoniques on définit
p": C(w, A)—> A,, A-linéaire continue. L’ensemble (u”) '(0) est un
sous-groupe ouvert de C(w, A), donc il existe un entier m tel que
(n")~'(0) contienne l'image inverse de O par I'application canonique
C(m, A) > C(m, A,,). L’application p" se factorise par p’.: C(7, 4,,)
— A,, A-linéaire. Enfin pf, est définie par une famille ((u},),) indexée
par les sous-groupes ouverts de = distingués, satisfaisant les propriétés
suivantes: ((u),),) est projective en r, et pour n fixé ((u7,),) et (#%,),)
définissent la méme mesure si et seulement si il existe un entier m”
supérieur 2 m’ et m tel que pour tout r (p,), et (u.), se restreignent en
(p",.),, enfin pour n’ >n p" doit se restreindre en u". Pour expliciter
plus loin une mesure particuliére, on précise ces données. Soit
(uh,),: F(m, A,)— A,, une application A-linéaire. On peut supposer m
supérieur a n et (u,), A4,-linéaire. Pour o € 7,, on définit a,: #,. =>4,
par a,(7)=0 pour 7#0 et a,(0)=1. La famille (a,) est une base de
F(m,, A,)sur 4, et on associe a (uy,), une application »,, ,: m, > A4, en
posant ¥, (o) =(p,,).(a,). Pour définir une mesure /-adique sur = il
suffit de se donner pour chaque n, chaque r dans un systéme cofinal de
sous-groupes ouverts distingués de =, une application »": @, - A4, satis-
faisant aux propriétés suivantes:

(1°) Si r'>=r (c’est a dire s’il existe un morphisme 7, —» 7.) on a

(B.1.2.1)

(o)=Y »(r)

rem,
T—0

(2°) Si n’ > n 'image de »"' (o) dans A4, est ¥"(o).
On associe une mesure /-adique a cette famille en posant (p?,),(f)
= Y f(o)v"(0), pour f: m,— A, avec m > n.

[ X=X 4

B.1.3. Variante ¢-centrale
Soient «’ et 7 des groupes profinis et ¢ = (¢,, ¢,): 7’ > 7 X7 un
homomorphisme continu, avec ¢,: #' = 7 I’homomorphisme continu
obtenu en composant ¢ avec la projection pr: # X7 o7 (i=1,2).
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Rappelons qu’une fonction ¢-centrale sur 7 & valeurs dans A4 est une
application continue f: w — A telle que pour tout couple (o', ¢) de
7’ X mon ait f(¢,(a")ad,(c’ 1)) =f(0). Onnote C,(m, A)le sous-espace
de C(m, A) formé des fonctions ¢-centrales & valeurs dans A. On appelle
¢-mesure /-adique sur 7 une forme linéaire continue p: Cy(7, 4) > A.
Les remarques développées plus haut s’appliquent & cette variante. Pour
tout quotient fini #, de « on définit un quotient fini #, de 7’ comme
I'image de 7’ dans 7, X 7, par ¢ et le morphisme canonique. On note ¢,,
ou encore ¢: m/ — m, X @, I'injection canonique. Une application con-
tinue ¢-centrale f est alors associée & une famille d’applications ¢,-
centrales f": m, > A,. De méme une ¢-mesure sur « est associée a une
famille d’applications (u,),: Fy(m,, 4,,)—> A,. L'ensemble F,(7,, 4,,)
est canoniquement en bijection avec 'ensemble F(,.,, 4,) ol 7., est
I’espace des orbites de #, dans @, pour l'action 6.0 = ¢, (6")0¢,,(0") .
Pour définir une ¢-mesure /-adique sur 7, il suffit donc de se donner des
applications »": m,,, — A, satisfaisant aux propriétés suivantes:
(1°) Si r'>ronapour {Em,,

(E) = Y n(8). (B.13.1)
§' €y

-4

(2°) Si n’ > n I'image de »"(¢) dans A, est égale & »"(£).
Pour f un élément de F, (7,, 4,,) on pose alors

(), ()= X f(&)xv'(¢), avecm>n. (B.1.3.2)

5677,“,

B.2. Mesure associée a une correspondance géométrique

B.2.1. Soit k un corps algébriquement clos, S = Speck et (X, x) (resp.
(X’, x)) un S-trait strictement hensélien localisé strict en un point fermé
d’une courbe lisse séparée sur k. Soit ¢: X’ = X X X un S-morphisme

local tel que ¢, =pr; ° ¢ et ¢, =pr, ° ¢ soient f?nis. Soit £ un point
géométrique de X — { x}, 7 un point géométrique de X’ — { x’}, 0, (resp.
1,) le point géométrique de X — {x} obtenu par composition avec c,
(resp. ¢,). Soit ¥ =(v;, v,) un couple de chemins (isomorphismes de
foncteurs fibres) de n; a4 £ et de 1, & § respectivement, dans X — {x}.
On associe & y un isomorphisme (X — {x}, 7)) X (X — {x}, 1,) =
m(X—{x}, § ) Xm(X—{x}, §) donc un homomorphisme continu
¢, m(X' = (x'}, 1) > m(X — {x}, §) X m(X - (x}, £). A chaque
morphisme fini de S-traits comme ci-dessus p: (Y, y) = (X, x) étale
galoisien en dehors de x, £ ponctué, on associe un morphisme



182 D. Alibert 48]

¢, (Y], y)> Y X Y et un morphisme g,: Y; = X’ ayant les mémes

propriétés que p, n ponctué tel que le diagramme suivant soit commuta-
tif:

¢
Y,>YXY
S
ql I pxp
c
X XXX
S

Rappelons que si le revétement p est défini par le quotient (X —

{x}, §) > 7, le groupe de galois de g, est 'image de 7;(X" — {x'}, n)

dans 7, X 7, C’est a dire le groupe noté 7, en (B.1.3). Le schéma Y est le

normalis¢ de X’ dans l'extension définie par #/. C’est également le

normalisé d’une des composantes irréductibles de X* X Y X Y):
(XxX)

on dit dans la suite que Y] est la composante au-dessus de X’ déterminé

par y dans le revétement p. Soit Ay: x > X X X l'immersion di-
S
agonale. On suppose dans toute la suite que le schéma A, X X est

(XX X)

fini sur S, c’est a dire réduit & un point. Pour o € 7., le morphisme
24 ox1d )
compos¢ Y, —Y XY — YXY se factorise par la normalisée d’une

composante X X (Y XY), notée (Y)),. Si (o, Id) €7/, (Y]),=(Y,).

XXX
On définit des entiers ((Y)),.Ay) et m((Y]),, Ay) par les égalités
((Y7),-Ay) = longueur ((Y7), X Ay) et m((Y;),, Ay) = longueur
YXY

((Y)), X YX{y}). Sion choisit une uniformisante 7" de Y et si on

note vyryxla valuation discréte définie par (Y7), on a encore: ((Y;),.Ay)
=vy (cia(0m) = ) (7)) et m((Yy),, Ay)= vy (¢y2(7")), ces deux en-
tiers étant bien définis grace aux hypothéses de finitude sur ¢. On définit
une fonction v,: m, » Z par B.2.1.1 v, (o) =((¥;),Ay) —m(Y}),, A)).
La fonction v, est ¢-centrale, et de plus si on note ¢y (0) le cardinal du
sous-groupe de =, G (o)= {o’€m/, ¢,1(6)o=00¢,,(c")}, et p Tex-
posant caractéristique de k, vy (0)/cy (0) est de la forme ap’, a, s€Z
(3.2.1). Ce quotient est donc défini dans les anneaux A4, (B.1).

B.2.2. D’aprés (B.1.3) on peut poser la définition suivante:

Mesure associée a (c, v): on appelle mesure associée a la correspondance ¢
et au chemin vy et on note . la ¢ -mesure l-adique sur m(X— {x}, §)
définie par les fonctions (v,);: .., — A,:

(), (o) =v,(0)/c4,(0). (B.2.2.1)
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La condition (B.1.3.1) est en effet vérifiée.

On donne dans la suite des propriétés de p.,, quon note p
lorsqu’aucune ambiguité n’est a craindre: ces propriétés dépendent
d’abord de la position de X’ par rapport a la diagonale A, et a4 “I’axe”
XX {x}. On fixe d’abord un revétement p, et on donne quelques
propriétés de I'application v,, qu’on note v.

Soit ,

(4

Y > YXY

ql Lpxp
XS XxXx

un diagramme commutatif comme ci-dessus (B.2.1), G le groupe de
Galois de p, G’ celui de g et ¢: G’ = G X G l'injection canonique. On
pose X = Spec A, X’ = Spec B, Y = Spec A’, Y’ = Spec B’, et on note =
(resp. p, p’, 7') une uniformisante de 4 (resp. B, B’, A’). On a des
égalités p(m)=am", q(p) =bp™, c;(m) = ayp™, cy(m) = arp™?, ci(m’) =
a,p’”, c4(m’)y=a4p'"? avec a, b... des éléments inversibles. Pour z un
élément d’un anneau local, on note z son image dans le corps résiduel,
identifié ici au corps de base k. La commutativité du diagramme

entraine les égalités

vi/vs=v,/v,, vin=n'vy, aa"=ab”, aay =a,b".
(B2.2.2)

Distinguons trois cas:
(1°) »; >wv,, X" est tangent a {x} X X. Alors »;>»; et pour tout
6€G, v(o)=0.
(2°) »;<w,, X’ est tangent & X X {x}. Alors »] <w»; et pour tout
o€ G, v(o)=r; — ;.
(3°) vi=v,=v. Alors v =»;=»".0n a on’=a,7" + 7 , avec
a, € k* et A,>0. Il en résulte cjon’ = a,a]p” +
ci(By)ate 2" Pt D et chm’ = ayp™, donc clow’ — chm’ = (aya]
—ay)p” + ci(Bp)ahe*Fp Aot ),
D’autre part, m((Y,),, Ay)=»" donc v(0) >0, et v(o)> 0 équivaut
a a,a;—ay=0.

Or on a (ay/d%)" = a,/a, (B.2.2.2) et a, = 1. On peut donc distinguer
4 nouveau deux cas:
(3°-a) a,/a,#1, X' n’est pas tangent a A,, alors pour tout 6 €G
v(o)=0.
(3°-b) a,/a, =1, X’ est tangent a A .
Alors aj/a% est une racine n-ifme de 1 dans k, et si n=n,p™,
(ny, p)=1, aj/a5 est une racine n;-iéme de 1 dans k. On peut
caractériser ’ensemble des o de G tels que v(o) >0 a l'aide de ¢ et vy.

Ag+2
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B.2.2.3. On note I'(n, &, ¢) 'ensemble des chemins de (7,, 7,) a (§, §).
On définit une application tg: T'(n, &, ¢) = #{” (X — {x}, £) en posant
pour tout quotient fini G» de #{/(X—{x}, §) et yeI(n, & ),
tg”(y) = (agw) @, /a,) avec agwm: G — k* Tlinjection o —
(o) /7).

Cette définition est justifiée par les remarques (3°-b) ci-dessus. No-
tons que si 8 et &’ sont des éléments de I'(m, &, ¢) conjugués par un
élément 0 = (0;, 0,) de m(X —{x}, &) Xm(X—{x}, §), 6=06',0na
tg(8’) = 0,.tg(8).0; '. En particulier il existe un élément y, de I'(n, &, c)
tel que tg(y,) = 1, élément neutre de 7{”)(X — {x}, £), C’est-a-dire que
la composante au-dessus de X’ déterminée par 7y, dans tout revétement
de X soit tangente a la diagonale. (voir (C) pour le cas transcendant).

B.2.2.4. Revenant & (3°-b), on caractérise les o0 € G tels que v, (o) #0 a
Iaide de tg: on note §: G — G'?’ I'application canonique de G dans son
quotient premier a p ([4]), alors v (o) # 0 équivaut & 6(o) = tg(y). Cet
ensemble est donc une classe de G modulo son groupe de ramification
sauvage bien déterminée par y. On note cette classe T ..

Remarquons que T , est stable par ¢, -conjugaison, en effet avec les
notations de 3° on a pour g' € G’ a, (o) =y et ay =} donc si
VL= V3 G (e = Cgygy €8 B(1(8 )g¢z(g’ Y =6(g).

On a donc une injection (75 )44 C Gy, €t v, est nul en dehors de
(T, )ue- llen résulte que si (T, ) est 1a classe a gauche de m(X—{x}, §)
modulo 7 ,(X— {x}, §) deflme partg y € m{P(X — {x}, £), la mesure
t.., se factorise par 'application canonique C, oo (M(X — {x}, §), 4)—
Co (T, A), et définit une mesure p , , sur T,

En particulier si y est choisi de telle sorte que tg(y) =1, on obtient
ainsi une mesure sur le groupe sauvage m; ,(X — {x}, §): on dit que vy
est un chemin direct. Les résultats ci-dessus (1°, 2°, 3°) sont rassemblés
dans la proposition suivante.

PROPOSITION B.2.2.5:
(1°) Si X' n’est tangent ni a Ay ni a XX {x}, p.,=0.
(2°) Si X' est tangent a Ay, on a [o(x-(xp.of-ABc, =

/T (flT ) p’cyp
3°) Si X’ est tangentaXX{x} ona

(e (07) = E S0

B.2.3. Intégration des fonctions modérées sur m,(X — {x}, §)
Soit f: m(X—{x}, §) > A4 une application continue. On dit que f est
modérée si elle se factorise par le quotient m{”’(X — {x}, ¢) de 7 (X —
{x}, £). Toute mesure u sur m (X — {x}, §) définit par restriction une
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mesure u?) sur 7P (X — {x)}, £). Onnote 8: 7 (X— {x}, §) > m P (X
— {x}, £&) la fleche canonique. Pour f: m{P(X — {x}, £) > 4 telle que

f ° 8 soit ¢, -centrale, on a f”}p)(x_(x)‘e)f.du(cf’y) = [mx-(x).0(f0) dp .
On a le corollaire suivant de (B.2.2.5):

COROLLAIRE B.2.3.1: Soit f une fonction modérée telle que f0 soit ¢, -
centrale.
(1°) Si X’ n’est tangent ni a Ay, nia X X {x},

/ f du?)=0.
P X—(x},£)

(2°) Si X' est tangent a Ay,

Loene oy of B =1 1)(X-8x=m(X, Ay)).

(3°) Si X' est tangent a X X {x}, posons vy —v,=v d,(c), avec v>0
premier a p, |d,(c)| une puissance de p.
3.a. f se factorise par le quotient Z /vZ de m{"(X — {x}, &).
3.b. Sif: Z/vZ — A est I’application ainsi définie,

/ﬂ fap)=d,(c) ¥ f().

{P(X—{x},6) iez/vz

Le premier cas est clair. Pour le second on a

(1), (f0) = X f0(&)w(§) =f(tgv) X »' (%),

T:, rhg Tv Jrho

et X (&)= Lv'(§)

T, g Trag

et par définition cette somme est constante lorsque r varie. Il suffit de
faire @, = {1}. Le troisi¢éme cas est un peu plus long a établir.

Démontrons 3.a. Pour un quotient A4,, de 4, on considére une
factorisation f": @, — A,, de f par un quotient premier & p de m (X —
{x}, §). Cette application se factorise par m,. Il résulte de (3.1.5.2) que
e = Z/vZ silordre de =, est un multiple de ». Or m(X — {x}, {) aun
quotient Z /vZ, donné par le revétement ramifi¢ X[T]/T° —7 — X, et
pour tout quotient fini «, de = (X— {x}, §) il existe un quotient
intermédiaire m (X — {x}, §) = 7, > 7, d’ordre multiple de ». De méme
pour 3-b on utilise (3.1.5.2, 2°b).

B.2.4. Fonctions c-centrales. c-mesures
Pour éliminer le choix d’un chemin vy, on introduit la notion de fonction
c-centrale, et de c-mesure. Pour des éléments y, vy’ de I'=T(&, 1, ¢)
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(B.2.2.3) il existe un unique couple ¢ = (0;, 0,) d’éléments de (X —
{x}, &) tel que y=0.y". On le note o(y, ¥') = (0:(Y, ¥"), 02(7, ¥")).

DEFINITION B.2.4.1: On appelle fonction c-centrale sur m(X— {x}, &)
une famille (f,),cr d’applications f,;: m(X—{x}, E) — A, continues,
¢, ,~centrales, satisfaisant a la propriété: pour tous v,y €T, rem(X -
(x}, &), on af,(1) = £, (0:(v, Y)10,(. ¥) ).

Pour déterminer une telle fonction, il suffit de choisir un chemin vy,, une
fonction ¢, -centrale f, et de poser

£,(r) =fo(o1(v0, 8) 70, (%0, 8) 7).

Soit f une fonction c-centrale modérée; si X’ est tangent 2 A, on a
défini une application tg: T - 7#{?)(X — {x}, £). Pour tous v, y’ de I on
a f (g v)=/[ (g y) En effet on a remarqué que tg y =
0,(Y’, Y) tg Y'0,(¥’, ¥)~'. On note cet élément f(1).

On définit de maniére analogue une c-mesure. On appelle mesure
associée a c, et on note . la famille (g, ), <. Cest bien une c-mesure.

LEMME ET DEFINITION B.2.4.2: Soit F une fonction c-centrale. L’élément
de A [y (x-(x.6fy b, est indépendant de y. On note cet élément
f'n](X—(x),ﬁ)f dp,.
Soient y, § €T. On pose 6 =6, 0 = (0, 0,). On a un homéomorphisme
[o]: C, (vrl(X {x}, &), 4) > C,(m(X— {x}, §), A), donné par f—
(to—>f(alto2 ). 11 faut ver1f1er que [, [o]fdp.s=[nf dp.” soit pour
un quotient fini 7,, (g, ) (f) = (k. s)m ([0]f). Le premier membre
0,X0
sécrit X, f(e)(v,(€)/c, (€)) et le second X, f(o1x0; )_5_17(_2?)_.
ol o1x07 ")
L’égalité résulte d’une part du fait que £~ o,x05 | est une bleCtlon de
Ty, SUT Ty d’autre part du fait que le schéma Y] est la composante
au-dessus de X’ image de Y’ par le X @ X-automorphisme (o;, 0,) de
S

Y ® Y. Pour les fonctions c-centrales, les résultats des numéros précé-
S
dents s’écrivent:
THEOREME B.2.4.3: (A) Soit f une fonction c-centrale.
(1°) Si X' n’est tangent ni a Ay ni a X X {x},
/ fdp,=0
m(X—{x},£)

(2°) Si X’ est tangent a A

I fdp.= [ fdpc,-
m(X—{x}.§) mp(X—={x}.§)
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(B) Supposons de plus f modérée.
(1°) Si X' est tangent a A

/ fdpP =f()(X".Ax—m(X', Ay)).
w{”’(X—(x),é)

(2°) Si X est tangent a X X {x}

[ fduP =d,(c) X f(0).

alP (X~ {x},£) ieZ/v2

Dans B 2°) f désigne une quelconque des applications ﬁ,, et on vérifie
que ¥, f, (i) est indépendant de vy.

Annexe C: Chemins directs dans le disque

PropOSITION C.1: Soient X et X' des disques unité {z€C|z| <1},
¢ X' = X (i=1, 2) un revétement fini ramifié en 0. On suppose que la
correspondance ¢ = (¢, ¢,): X' = X X X est tangente a la diagonale A y.
1l existe un chemin vy: I =[01]— Xx X dun point de AX a un point de
¢(X’) satisfaisant a la propriété suivante. Soit X un point d’un revétement
universel du disque épointé X, au-dessus de pr; © Y(0)=x. Pour tout
revétement fini ramifié Y — X connexe, X ponctué, y détermine par
relévement a partir de 1’image de (X, x) dans Y X Y une composante de
X' X Y XY tangente a la diagonale de Y X Y. Un tel chemin est appelé

XXX
chemin direct de A y a c(X').
11 suffit de montrer le lemme:

LEMME C.2: Dans la situation ci-dessus, il existe un chemin y: I — XxX
d’un point de A a un point de c(X') ayant la propriété suivante. Soit X
un point d’un revétement universel de X au-dessus de pr; © v(0) =x. Pour
tout revétement fini ramifié connexe, X ponctué, p: Y — X, soit Y’ une
composante de X’ X Y X Y tangente a la diagonale. 1l existe un chemin

o o XXX
Y:I->YXY(Y=Y—-{0}) d’un point de Ay a un point de I’image de
Y’ et une homotopie F: I XI— XX X satisfaisant a: F(0, t)=v(¢),
FQ, t)=pXp o ¥'(t), F(u, 0) est un chemin de AX, F(u,1)=y(1).

(C.2) entraine (C.1) par relévement de F & partier de y'(0), soit F': I X I
- Yx¥: FQ, 1)=v(t), F(0,0) est au-dessus de (x, x) et dans la
diagonale A, car F'(u, 0) est nécessairement un chemin de A, (les
graphes des automorphismes de Y/X sont disjoints dans ¥ X ¥). Donc
F’(0, 0) se déduit de 'image de x par un automorphisme de la forme
gX g (g€ Aut Y/X)et Y est image de la composante définie par vy, par
g X g. La composante définie par y est donc également tangente a AY.
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Pour démontrer (C.2) on utlise le résultat suivant:

LeMME C.3: Il existe un nombre a > Q tel que pour tout nombre complexe €
non nul satisfaisant & | €| < a on ait la propriété suivante: pour tout n >0
il existe un complexe unique ¢, tel que (1 +e€,)"=1+eetnje,| <4|e|.

¢2(¥)

c¢1(vo)
pose y; =¢;()), ¥»=¢2(3), x=3(y; +,). Pour un revétement p: Y
— X comme en (C.2) et une composante Y’ au-dessus de X’ tangente a
AY, on note ¢’: Y= Y XY le morphisme canonique. Soit y;€ Y’
au-dessus de yo, y{=ci(¥5), ¥3=c3(3), x’ = 3(y; +3). Le chemin y
est donné par y(1)=1(yy, y,) + (1= 1)(x, x) et ¥’ par y'(t) = t(¥i, y3)
+ (1 =1t)x’, x’). On pose F(u, t)=u pXpe°vy'(t)+ 1 —u)y(t). Les
conditions de (C.2) sont trivialement vérifiées par F a I’exception de
F(u, t) € X x X. Cette condition se vérifie 2 I'aide de (C.3). On pose
quelques notations.

Soit ¢: Y — X’ le morphisme canonique, qui est un revétement
connexe ramifié, avec Y’ un disque. On peut choisir les coordonnées
dans Y et Y’ de telle sorte que p(z)=z", q(y’) =y, et dans X’ pour
que ¢ soit donné par c¢,(y)=y", c,(y)=y"+ By"*" avec B(0)# 0,
v=m(X), r=X.AX—-m(X')>0, c(X’) étant supposée tangente a
A X. Pour tout choix d’un couple de racines rn-ieémes de 1, x = (X1, X2),
on a un morphisme au-dessus de ¢, ¢i ,(y)=x1»", ¢5,(¥y)=x29" +
B,y"” " avec v'n = vn’. Cette correspondance c/ est tangente a AY si et
seulement si x; = x,. On pose

DEMONSTRATION DE (C.2.): Soit y, € X tel que | —1| <a. On

e (y) — ()

) =By =e(y)

et

C,Z,x(y,) - ci,x(y,) _ X2~ X1
i x(») X1

X
+ =y = ()).
s ()

X1
et seulement si lim (¢,(y")) =0. Pour tout x on a 1+ e(y")y=>1+
ad

La limite limo(ex( »")) ne dépend que de X2 o c, est tangente & AY si
y' -

€, (y))"doncsi [e(y™)| <a, €,(y) pour ¢} tangente & AY est 'élément
noté €, dans (C.2). Cest vrai en partculier pour y’ = y; ci-dessus. On
montre alors que Fy(u, t)=up(ty;+ (A —)x)+ A —u(ty; + (1 —1t)x)
estnonnul. Ona |Fi(u, 1) |2 ||+ A —)x|— |ty + A —t)x —ty] +
(1 —1¢)x")"|. On note Q le premier terme, R le second et on montre
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O>R:Q=|n|I1+ lgtel avec € = {;21- —1,donc Q> | y; |1 — %L
1-1¢ 1—1¢ Y
- " == -1
7€ 2 €,)"] avec e, i
Posons 1= 1—%—’ On a (1+7€)—(1+7€,)"=1(e—ne,) —er’(c}
+...) donc

D’autre part R=|y,||1+

n
|Q+7e) = (L+7e,)" | <|rlle—ne, |+ X CI 7|7 €, |”

Donc

|€|+n|€|

[(1+7€)— (1+7€,)"| <
Utilisant (C.3) n ¢, | <4|e| on déduit

P
R<|y1|(2|e|+ )» c:'(%) Ifl”)-

p=2
1., . . .
Or 1+ H) est borné et on peut chosir |e| assez petit pour que
el
2

choisi de telle sorte que |e| soit assez petit, F;(u, t)+# 0 pour tous u, t.
Ce qui termine la démonstration de (C.2).

+2]e|+(1+ —2—|nﬂ)" <2 pour tout n. Il en résulte que pour y,

DEMONSTRATION DE (C.3): Supposons d’abord |e| <1 et |Arg €| < g
Alors si 1+e=p(cos@+isinf), on a p>1 et |0|< % On pose
=—1+p" "(cosg +1sin 0) avec cette détermination de 6. Re-

marquons qu’on a l’megahte

n((l + |e|)1/"-—1)
l€l

<1,

donc comme

n(p/"—-1) -
€]

Pour tout £ > 0 il existe §,> 0 tel que 0 < | 8| < 6, entraine

1<p<1l+|e|], ona 0<

2
cos0—(1—07)
<¢

¢ sin 0 — 6
03

02

‘<§.
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. 7 . . .
C’est alors également vrai pour > quel que soit n. Le complexe €, s’écrit

alors

02 3 /] 02
=1 - — — | - i/ — —
€,=p (1 2n2+”1n3) 1+ip (n+p2n2

avec |p;| <&, |p,| <& Donc pour 0 < |6| <6y, on a

nlcnl -1 <p1/"._|ﬂ(1+ (1/2+£)00+£002)

€l el

Le lemme en résulte, car pour |e| assez petit on peut supposer § <1,
6. < 1 I 0 | <2 . : 1/n
b <3, P , et enfin p > 1 entraine p/" < p pour tout n.

€]
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