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Sommaire

§0. Introduction

Dans [13] nous avons démontré que le foncteur F de D(GD;)h dans
D(C,), (avec les notations de [13] rappelées dans le §1.) qui a un
complexe 9l* associe son complexe 15J- des solutions holomorphes et une
équivalence de catégories. Pour ce faire nous avons montré que le

foncteur S, de D( GD x) hr catégorie des complexes bornés à cohomologie
GD x-ho10nome régulière est localement essentiellement surjectif en utili-
sant la résolution des singularités (cf. un résumé dans [14]). Mais si on
utilise la version globale (1) de la résolution des singularités d’Hironaka
[3] la même démonstration montre que S,, est essentiellement surjectif. Il
restait à démontrer que Sr est pleinement fidèle pour montrer que Sr est
aussi une équivalence de catégories. C’est ce que nous établissons dans ce
présent travail.
A partir du théorème d’existence [13] les démonstrations de l’unicité

(1) Voir la remarque 3.4.1.
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consistent la plupart du temps à un certain nombre de vérifications à
partir des "dévissages" et de la résolution des singularités. Aucun ingrédi-
ent essentiellement nouveau n’est nécessaire. La seule différence est de

dévisser deux complexes au lieu d’un complexe ce qui nous oblige à
travailler sur Xx X et utiliser de façon intensive la dualité (cf. [ 18]). Pour
ces raisons ce travail peut être considéré comme un complément naturel à
[13] et termine le théorème d’existence et d’unicité du problème de
Riemann-Hilbert pour les coefficients constructibles (question (HR) 2 de
[14]).

Pour démontrer une propriété locale d’un complexe régulier 01L (c.f.
définition 1.2.3.) on le dévisse de la façon suivante. On raisonne par
récurrence sur la dimension du support Y de m. Soit Z le support
singulier de 9l c’est à dire le sous espace analytique de Y contenant le
lieu singulier de Y tel que les solutions holomorphes de m soient
localement constantes hors de Z. Par Mayer Vietoris et l’hypothèse de
récurrence on peut supposer que Y est irréductible. Dans ce dernier cas
dim Z  dim Y et l’hypothèse de récurrence nous ramène à supposer que
01L est égal à son localisé par rapport à Z. Un théorème d’unicité (cf.
théorème, 2.1.2) nous montre que 01L est isomorphe à l’intégration le long
des fibres de l’extension canonique de P. Deligne [ 1 par une résolution
des singularités du couple (Y, Z) plongé dans X. On est ramené à vérifier
directement la propriété locale en question sur l’extension canonique. Par
exemple en utilisant ce dévissage on montre (théorème 2.4.1 ) que le dual
d’un complexe régulier est régulier. Il faut remarquer que la vérification
de certaines propriétés pour l’extension canonique n’est pas toujours
évidente, le théorème 2.4.1 en est un exemple.

Dans le § 1 on rappelle quelques résultats pour la commodité du
lecteur et pour fixer les notations. Dans le § 2 on établit que le foncteur S,
est une équivalence de catégories. Dans le § 3 on établit deux théorèmes
de dualité relative qui montrent que les équivalences de catégories F et S,.
sont fonctorielles en X.

§ 1. Rappel de quelques résultats

l.l. Systèmes holonomes d’ordre infini

Soit (X, OX) une variété analytique complexe lisse de dimension n. On a
le faisceau 6D x des opérateurs différentiels d’ordre fini. Le faisceau 6DX est
un faisceau cohérent d’anneaux unitaires non commutatifs. Le faisceau

D~X des opérateurs différentiels d’ordre infini introduit cohomologique-
ment dans [15] est un faisceau d’anneaux non commutatifs unitaires mais
fidèlement plat [16] sur son sous-faisceaux d’anneaux GDx. Un système
différentiel m d’ordre fini est par définition un DX-module à gauche
cohérent. Un système différentiel m~ d’ordre infini est par définition un
GD;-modu1e à gauche tel que localement sur X il existe un DX-module à
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gauche cohérent fll et un isomorphisme:

La variété caractéristique SvS(m) d’un système différentiel d’ordre
fini est un sous-espace analytique involutif du fibré cotangent T*X de X
[[16]; théorème 5.3.2]. En particulier si 0lL n’est pas nul on a dim

SvS(m)n. Un système holonome est par définition un système dif-
férentiel 0lL tel que dim SvS(m) = n. Un système différentiel m~
d’ordre infini est holonome si localement sur X il existe un système
holonome 0lL et un isomorphisme:

Nous noterons D(6Dx)h (resp. D(D~X)h) la catégorie dérivée des

complexes bornés de 6Dx-modules à gauche (resp. de 6D;-modules à
gauche) à cohomologie DX-holonome (resp. 6D;-ho10nome). Un faisceau
F sur X d’espaces vectoriels complexes de dimension finie est dit con-
structible s’il existe une stratification de Whitney ~l~IXl de X telle que
la restriction F|Xl de 157 à chaque strate soit un système local. Un complexe
ti est dit constructible s’il est borné et si sa cohomologie est constructible.
Nous noterons D(CX)c la catégorie dérivée des complexes constructibles.
On dispose alors de deux foncteurs contravariants [4]:

qui a un complexe 9tL (resp. m~) de D(DX)h (resp. de D(D~X)h) associe
son complexe des solutions holomorphes R homDX(m, (9x) (resp. R

homD~ X(m, 6x)).

THÉORÈME 1.1.1: Le foncteur F est une équivalence de catégories.
Ce théorème est démontré dans [13]. Le point clef de la démonstration

du théorème 1.1.1. est de passer par l’intermédiaire de la catégorie
D(DX)hr des complexes réguliers dont nous allons rappeler la définition.

1.2. Régularité et dualité

Soient Y un sous espace analytique fermé de X défini par un Idéal F03B3, m
un complexe de D(DX) et i : U = XBY ~ X l’inclusion canonique. On
définit avec Grothendieck [2] les complexes de faisceaux de cohomologie
locale algébrique de Y à valeur dans 9tL:
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Si 01Lest un DX-module à gauche, le faisceau 0393[Y](m) est un sous-faisceau
de de 0393Y(m) et [i*]m est un sous-faisceau de i * i - 101L. Pour cette
raison c’est des DX-modules à gauche puisque Qx opère sur 0393Y(m) et
sur i*i-1m en les préservant (C.f. [9], Lemme 2.2). Par fonctionnalité

R0393[Y](m) et R[i*]m sont des complexes de D(DX). En fait si 01L

appartient à D(DX)h alors R0393[Y](m) et donc R[i*]m appartiennent à
D(DX)h C.f. [6]. C’est une conséquence de la théorie du polynôme de
I.N. Bernstein - M. Sato [5], [6]. On traite d’abord le cas codim Y = 1 [5]
et on se ramène par Mayer- Vietoris au cas où codim Y  2 [ 10]. On a
donc un triangle distingué de D(DX)h pour tout complexe m de D(DX)h:

Soit 9l un complexe de D(6Dx). Son complexe de De Rham noté
DR(01L) est par définition le complexe de D(C x):

Le foncteur DR est un foncteur covariant de D(DX)h dans D(CX)c en
vertu, par exemple, du théorème de dualité locale pour les DX-modules
holonomes ([11]; théorème 1.1) et de [4] (cf. le § 2.4). On a alors la
proposition (cf. [11], prop. 3.3):

PROPOSITION 1.2.1: Soient 01è un complexe de D(DX)h et Y un sous espace
analytique fermé de X. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(a) L’homomorphisme canonique de D(Cx), est un isomorphisme:

(b) L’homomorphisme canonique de D(Cx)c est un isomorphisme:

(c) L’homomorphisme canonique de D(D~X) est un isomorphisme:
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Dans les conditions (b) et (c) is serait plus raisonnable de dire qu’il
existe des homomorphismes canoniques qui soient des isomorphismes (cf.
[11]).

DÉFINITION 1.2.2: On dit que 01t est régulier le long de Y s’il satisfait aux
conditions équivalentes de la proposition 1.2.1.

DÉFINITION 1.2.3: On dit que m est régulier s’il est régulier le long de tout
sous espace analytique fermé de X.

Dans toute la suite le mot " régulier" sera pris au sens des définitions
1.2.2 et 1.2.3. On voit immédiatement que les complexes réguliers en-
gendrent une sous catégorie pleine et triangulée de D(DX)h que nous
noterons D( GD x) hr. La catégorie D(DX)hr est stable par localisation
c’est-à-dire par les foncteurs R0393[Y] et R[i*] du § 1.1. De même pour tester
la régularité il suffit par Mayer-Vietoris de la tester le long des hyper-
surfaces. Par contre tester la régularité d’un système le long d’un sous
espace analytique requière le plus souvent la résolution des singularités
d’Hironaka. Voici l’exemple fondamental (cf. [10]) à cause de sa significa-
tion géométrique:

THÉORÈME 1.2.4: Le système de De Rham OX appartient à D(DX)hr.

C’est en effet ce théorème qui est responsable de la proposition 1.2.1
(cf. (14), § 5). On voit immédiatement que l’on peut remplacé dans le
théorème 1.2.4. le système De Rham ex par tout fibre vectoriel muni
d’une connexion intégrable. La démonstration fondamentale de
Grothendieck [2] de la condition (a) reste valable sans changements
comme Grothendieck l’a signalé dans la note 13 de [2].

1.3. Stabilité de la régularité par images directes

Soient ’7T: X - X un morphisme projectif de variétés analytiques com-
plexes lisses et 9)L un complexe de D(D). On définit [5] son intégrale le
long des fibres:

Si 9)L appartient à D(D)h et si sa cohomologie admet une bonne
filtration [5] globale alors le complexe 91 appartient à D(6DX)h. Si Z est
un sous espace analytique de X nous noterons Z son. image réciproque
par 7T.
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THÉORÈME 1.3.1: Sous les conditions précédentes le complexe m est
régulier le long de Z si le complexe 0it est régulier le long de 2.

La démonstration de ce théorème ([13]; théorème 4.3.1) est une

application du théorème de Grauert-Rammert qui est l’analogue analy-
tique du théorème de changement de base en géométrique algébrique et
joue donc techniquement un rôle central (cf. Grothendieck [2]; note n°
7).

1.4. L’extension canonique de P. Deligne

Soient Y un diviseur à croisements normaux de X, i : U = XB Y - X
l’inclusion canonique et E un système de vectoriels complexes sur U de
dimension finie. Alors il existe [1] ] un unique module holonome sur X,
"l’extension canonique," régulier le long de Y que nous noterons

91 (Y, X, L) tel que

Il résulte de la condition (b) que m(Y, X, L) est égal à son localisé
R[i*]m(Y,X,L). Pour tout complexe ’3j- de D(CX) nous noterons Fv le
complexe dual RhomCX(F, CX). De plus le foncteur S est une équiva-
lence de catégories entre la catégorie des systèmes holonomes réguliers le
long de Y dont la restriction à U est un fibré vectoriel muni d’une
connexion intégrable et la catégorie des faisceaux sur X localement
constants sur U et nuls en dehors. En effet la construction de Deligne
montre que S est essentiellement surjectif et la régularité montre qu’il est
pleinement fidèle. Le foncteur S est exact dans ce cas là si bien que la
construction de Deligne s’étend au cas où 6 est un complexe borné de
faisceaux d’espaces vectoriels complexes dont la cohomologie est formée
de systèmes de vectoriels complexes de dimension finie.

PROPOSITION 1.4.1: L’extension canonique m(Y, X, L) est régulière.

Pour montrer la proposition 1.4.1 il suffit de montrer que 01è(Y, X, L)
est régulière le long de toute hypersurface Z de X. Mais tester la

régularité le long de Z équivaut à la tester le long de YUZ puisque si
j : X = XBZ ~ X désigne l’inclusion canonique on a:

où y: XB(YUZ) ~ X désigne l’inclusion canonique. En vertu de [3] il
existe un morphisme projectif ’7T: k- X de résolution du couple
(X, YUZ) tel que YZ = 03C0-1(YUZ) soit un diviseur à croisements
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normaux. On peut considérer le système local E image réciproque de E et
construire l’extension canonique m(YZ, , ). On a le diagramme
commutatif suivant:

La flèche verticale de droite est un isomorphisme, le théorème de
Grauert-Remmert nous montre que la flèche verticale de gauche est un
isomorphisme (cf. Grothendieck (2)). On déduit de la régularité de
l’extension 9l(YÙz, , ) le long de YLTZ la régularité de l’extension
m(Y, X, L) le long de YUZ donc le long de Z et la proposition 1.4.1.

1.5. Théorème d’existence

Rappelons, pour fixer les notations, rapidement la démonstration du
théorème 1.1.1. Soit donc IJ7 un complexe de D(CX)c. On montre que le
foncteur

est un inverse du foncteur F. Pour cela on peut supposer que 5j- est un
faisceau constructible (voire la remarque 1.5.1). Le problème étant local
on peut supposer par "dévissage" qu’il existe un fermé analytique Y de X
et un fermé analytique Z de Y contenant le lieu singulier de Y que 157 soit
localement constant sur W = YBZ et nul en dehors. Nous noterons
i : U = XBY ~ X, j : W = YBZ ~ Y; a : Y - X; 03B3:V=XBZ~X les in-
clusions canoniques. Alors en vertu de [3] il existe une résolution du

couple (Y, Z) plongé dans X:

telle que Z = 03C0-1(Z) soit un diviseur à croisements normaux dans . On
démontre la formule fondamentale:

R homCX (F, OX)  D~X~ R lim homDX(JkZ, m)

où
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Cette formule montre que G(F) appartient à D(D~X)h et la régularité et
la bidualité nous montre que:

et finalement F et G sont inverses l’un de l’autre. (cf. [13]).

REMARQUE 1.5.1: Il n’est pas clair que la catégorie D(D~X)h soit une sous
catégorie triangulée de D(D~X) avec la définition adoptée ici. Mais le

lecteur pourra vérifier que, en vertu de la construction précédente on
évite d’utiliser dans la démonstration du théorème 1.1.1. cette propriété à
condition d’utiliser la pleine fidélité du foncteur Sr qui sera établi dans le
paragraphe 2 indépendemment du théorème 1.1.1.

NOTATIONS 1.5.2: Aux données Y, Z, F comme ci-dessus nous associons
m(Z, Y, Fv) le complexe 03C0m(, , v) ainsi construit. Il résulte du
théorème 1.3.1 et de la proposition 1.4.1 que m(Z, Y, Fv) appartient à
D(6DX)h,. D’autre part on voit que la même construction vaut pour un
complexe constructible dont la cohomologie est formée par des systèmes
locaux sur W et nulle en dehors. Le complexe 91 (Y, X, Fv) est indépen-
dant du morphisme de résolution ’7T comme on le voit en coiffant deux

résolutions par une troisième. Toutes les opérations mises en jeu commu-
tent. Cette dernière remarque étant inutile pour la suite.

§ 2. Une autre équivalence de catégories

2.1. Résultats

Nous utiliserons les notations du § 1. Nous noterons Sr la restriction du
foncteur S à D(DX)hr:

THÉORÈME 2.1.1: Le foncteur S, est une équivalence de catégories.

Contrairement au foncteur F le foncteur S n’a pas d’inverse évident.
On est ramené à démontrer deux choses:

(i) Sr est essentiellement surjectif;
(ii) S, est pleinement fidèle.

DÉMONSTRATION DU(i): Soit ’5j- un complexe de D(CX)c. Il nous faut
montrer que 5j-- est de la forme Sr(m). On peut supposer que F est un
faisceau constructible en vertu de (ii) Soient Y son support et W le plus
grand ouvert lisse de Y sur lequel F est localement constant. Notons
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Z = YB W, alors Y et Z sont des fermés analytiques. Notons j : W ~ Y
l’inclusion canonique. On a alors la suite exacte de faisceaux sur Y:

Montrons (i) par récurrence sur dim Y. Si dim Y = 0 alors

Il est évident que R0393[Y](OX)~CXF03C5 appartient à D(Dx)hr. Mais dim
Z  dim Y et par récurrence on peut supposer que

F = j!F|W en vertu de (ii).

En résolvant globalement (2) [3] le couple (Y, Z) plongé dans X on est
ramené à la construction de [13] rappelée brièvement au § 1 et

Mais m(Z, Y, 15J-’) appartient à D(DX)hrd’où(i).
Il nous reste à établir(ii). On commence par établir le point clef de

l’unicité. Soient Z c Y deux fermés analytiques de X tels que W = YB Z
soit lisse eut 15 un faisceau constructible localement constant sur W et nul
en dehors.

THÉORÈME 2.1.2. Il existe, à isomorphisme près de D(DX)hr, un et un seul
complexe de D(DX)hr tel que:

2.2. Stabilité de la régularité par image inverse

Soient v :  ~ X un morphisme de variétés analytiques complexes lisses
et 9l un complexe de DX-modules à gauche. On définit son image
inverse:

L03C0*m est un complexe de 6D x-modules à gauche. En fait L03C0* est un

foncteur de D(DX)h dans D(D)h[6]. Soit Z un sous espace analytique
de X et Z son image réciproque par ’7T.

(2) Voir la remarque 3.4.1.
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THÉORÈME 2.2.1: Si 01L est régulier, 9tL est régulier le long de Z.

Pour démontrer le théorème 2.2.1. on commence par démontrer la

proposition suivante:

PROPOSITION 2.2.2: L’homomorphisme canonique L03C0*R0393[Z](m) ~
R0393[](m) est un isomorphisme de D(D)h.

Démonstration de la proposition 2.2.2. Pour tout OX-module cohérent Ç3 on
a un isomorphisme canonique de complexes de O-modules:

D’où un isomorphisme

Mais de l’homomorphisme Jk ~ L03C0*JkZ on déduit un homomorphisme
par composition:

D’où l’homomorphisme de la proposition 2.2.2:

Par Mayer-Vietoris on peut supposer, pour démontrer la proposition
2.2.2. que Z est une hypersurface. Donc JZ est plat sur (9 x et L03C0*JkZ  Jk
et la conclusion en résulte. Si F est un complexe de D(C x) nous noterons
03C0!F son image inverse extraordinaire [17].

THÉORÈME 2.2.3: On a un isomorphisme canonique de D(C)c pour tout
complexe de D(DX)hrm:

COROLLAIRE 2.2.4: On a un isomorphisme canonique de D(C;)cpour tout
complexe 9l de D(DX)hr:

03C0!DR(m)[2 dim X]  DR()[2 dim ÎCI -

Le théorème 2.2.3 et son corollaire sont valables dans D(GDx )hr et seront
démontrés dans le § 3 (théorème 3.2.1 et corollaire 3.2.2). Ainsi le

problème de Cauchy est bien posé pour les complexes holonomes réguliers.
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.2.1: La condition (b) de la proposition
1.2.1 nous donne un isomorphisme si 91L est régulier le long de Z:

Mais par le théorème 2.2.3 et la proposition 2.2.2 on a les isomorphismes
canoniques de D(C;)c:

Mais pour tout complexe F de D(C x) on a l’isomorphisme:

D’où finalement l’isomorphisme dans D(C;)c

qui exprime la régularité de 9!L le long de Z et le théorème 2.2.1 en
résulte.

REMARQUE 2.2.4: Les théorèmes 2.2.1 et 2.2.3 ne sont pas utilisés dans la
démonstration du théorème 2.1.2.

2.3. Théorème d’unicité

Nous allons démontrer dans ce paragraphe le théorème 2.1.2. Soient donc
Z, Y et F les données du théorème 2.1.2. On sait (cf. § 1) que

Soit 9L un complexe de D(6Dx )hr tel que

Soit ’7T: (, ) ~ ( Y, Z) une résolution des singularités du couple ( Y, Z)
plongé dans X. On dispose d’un morphisme

correspondant au morphisme d’adjonction
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D’autre part la formule de projection nous fournit un isomorphisme

En particulier 03C0L03C0*n est égal à son localisé le long de Z. Il en résulte

que ( * ) est un isomorphisme. En effet v étant un isomorphisme hors de
Z le support du cône de (*) est égal à Z d’une part et d’autre part ce
cône est égal à son localisé le long de Z puisque les deux membres de (*)
sont égaux à leur localisé le long de Z. Ce cône est donc nul.

Pour montrer que 0L est isomorphe à m(Z, X, 157’) et achever la
démonstration du théorème 2.1.1 il suffit de montrer que L03C0*n est

isomorphe à l’extension canonique de Deligne construite à partir de
 = 03C0-1F. (cf. § 1). Mais L03C0*n est égal à son localisé le long de 2 en
vertu de la proposition 2.2.2. Il reste à voir que L03C0*n est régulier le long
de 2. Mais 2 étant un diviseur à croisements normaux pour tester la
régularité de L’7T*0L le long de Z il suffit en vertu de ([1]; prop. 4.4) de la
tester le long des courbes lisses tracées sur .

Soit C une courbe lisse tracée sur  et U = C/2. Notons à :  ~ C et
:  ~  les inclusions canoniques. Il suffit de montrer que l’on a

l’isomorphisme:

qui est équivalent à son analogue globale puisqu’on est sur une courbe.

Nous allons déduire cet isomorphisme de la régularité de %. En tenant
compte de la proposition 4.3.2 de [13] on obtient les isomorphismes
suivants:
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où C = 03C0(), U = 03C0() et a : U - X étant l’inclusion canonique. D’où la
conclusion et le théorème 2.1.2.

Nous allons déduire du Théorème 2.1.2 quelques remarques qui nous
serviront par la suite.

REMARQUE 2.3.1: Dans le théorème 2.1.2 on peut remplacer le faisceau
constructible par un complexe constructible dont la cohomologie soit
de la forme simple.

REMARQUE 2.3.2: Le théorème 2.1.2 permet de "dévisser" les complexes
de D(DX)hr exactement comme on "dévisse" les complexes de D(Cx)c.
Soit en effet 0TL un complexe de D(DX)hr, Y son support et Z son
support singulier c’est-à-dire le fermé analytique de Y contenant le lieu
singulier de Y tel que la cohomologie de Sr(m) soit formée par des
faisceaux constructibles localement constants sur W = YBZ. On a un
triangle distingué dans D(DX)hr

La condition b) de la proposition 1.2.1 nous dit que le foncteur Sr
transforme le triangle (*) en le triangle de D(CX)c:

j étant toujours l’inclusion canonique W - X.
Mais en vertu du théorème 2.1.2 on peut remplacer le complexe
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et on obtient un triangle distingué de D(DX)hr

Ce qui par récurrence sur dim Y permet de "dévisser" 9l et se ramener
par résolution des singularités à l’extension canonique de Deligne.

REMARQUE 2.3.3: Dans l’énoncé du théorème 2.1.2 il aurait suffi de

supposer que 9TL est régulier le long de Z. Soit 91 un complexe de
D(DX)h. On a alors une filtration naturelle de Y = supp(9tL) par Y = Zo
~ Z1 ~ Z2...~Z1...~ZN où Zl+1 = sing (R0393[Zl](m)). Pour récur-

rence sur dim Y on voit que pour tester la régularité de 91 il suffit parfois
de tester la régularité de Rrjz,j (9l) le long de Z, + 1 pour i = 0, 1... N.

NOTATIONS 2.3.4: Soit ’5j-un complexe constructible. Nous noterons par la
suite quand il n’y a pas de confusion m(Z, Y, Fv) l’unique complexe de
D(DX)hr tel que

2.4. Dualité locale

Pour établir le théorème 2.1.1 on a besoin de savoir que le dual d’un

complexe régulier est encore régulier. Soit m un complexe de D(13D,). Le
complexe R homDX(m, DX) est alors un complexe de DX-module, à
droite. On le transforme en complexe de DX-modules à gauche en posant

La structure de DX-module à gauche de 9!L* provient de la structure
de DX-module à droite de 03A9X, faisceau des n formes holomorphes (cf. [6])
Le foncteur contrariant m - 01L * est une équivalence de catégorie de
D(DX)h dans elle-même [4]. Ce qui en vertu de [4] montre que le

complexe de De Rham DR(m)=S(m*) d’un complexe de D(DX)h
appartient à D(CX)c. En fait le théorème de dualité locale pour les

DX-modules holonomes (cf. [11], théorème 1.1) affirme que l’on a un
isomorphisme canonique de D(CX)c:

THÉORÈME 2.4.1: Le complexe 0lL * appartient à D(6D,)h, si 0lL appartient
à D(DX)hr.
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.4.1: Soient m un complexe de

D(DX)hr, Y=supp(0lè), Z = sing(m) et F = Sr(m). En vertu du
théorème 2.1.2 on a un triangle distingué dans D(DX)hr

Si dim Y = 0 alors m = R0393[Y](OX)~CXFv et m* = R0393[Y](OX)~CXF.
Dans ce cas là 01(, * appartient à D(6DI)h,. Par récurrence sur dim Y on
est ramené à montrer que m(Z, Y, Fv)* appartient à D(DX)hr. Mais si
’7T est un morphisme de résolution de couple (Y, Z) plongé dans X il est
facile de voir que pour tout complexe 91L borné de D-modules à
cohomologie cohérente que l’on a un isomorphisme canonique

en factorisant au préalable le morphisme 7r par une immersion suivie
d’une projection. Pour démontrer le théorème 2.4.1 en vertu de la
conservation de la régularité par image directe on est ramené à montrer
que le dual de l’extension canonique m(, , Fv) est régulier. Le dual
m (, , v)* n’est pas une extension canonique parce que

Donc la vérification de la régularité da m(, , Fv)* doit être

effectuée directement. Il va falloir encore "dévisser". Pour cela nous

allons utiliser la remarque 2.3.3 et tester la régularité le long de chaque
sous-espace Îi de la filtration  = 0 ~ 1... Zl.... On est ramené à la
situation suivante. Soient Y c X un diviseur à croisements normaux, 6 un
système local sur U = XB Y et m = m(Y, X, ep) l’extension canonique
associée à cette situation. Localement si Y est réunion de diviseurs lisses

Y1,..., Yp (p  n ) posons
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Soient m* = 6X (Y, X, Lv)* le dual de 9!L*. On a dim Z, = n - i; ( =
0, 1,...,p) et ~lUl est une stratification de Whitney de X. Le complexe
S(m*) = Ri*L est constructible dont les faisceaux de cohomologie R’j * P-
sont localement constants sur U. De plus on a Supp Rlj*L = Supp
R0393[Zl](m*) = Zi et sing Rij*L=sing R0393[Zl](m*) = Zl+1. Pour i = 0,
1... p - 1 on a un triangle le distingué

La régularité de R0393[Zl+1](m*) et de R[ji*]R0393[Zl](m*) entraîne la

régularité de R0393[Zl](m*). Pour montrer la régularité de 01L * on est
ramené de proche en proche à montrer la régularité de R[jl*]R0393[Zl](m*)
pour i = 0, 1, ... , p - 1 puisque R0393[Zp](m*) n’a pas de points singuliers,
Zp étant lisse. Pour démontrer cette dernière propriété nous allons
raisonner par récurrence sur dim X.

1 er cas: dim X = 1

Si dim X = 1 il suffit de montrer que m* est régulier le long des points.
Soit x un point de X. En vertu de la condition a) il nous faut montrer que
l’homomorphisme

est un isomorphisme. Mais en travaillant au niveau du schéma local spec
(9x (cf. [10]) on obtient l’isomorphisme:

D’autre part on a:

Un calcul de dualité analogue au théorème de dualité locale [11] nous
montre que l’on a:

Par un calcul direct on obtient
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Soit

D’où l’isomorphisme cherché.
En fait le même calcul montre que si un système m est régulier le long
d’un point son dual m * est régulier le long du même point et ce quelque
soit dim X.

2ème cas: dim X  2

Supposons la propriété établie pour dim X - 1. Il nous faut montrer que
R[jl*]R0393[Zl](m*) est régulier le long de Zi+1 pour i = 0, 1, ... p - 1 ou

qu’en vertu de la condition b) que ses solutions sont nulles sur Zi+1. En
tout point de Z¡+ 1 qui n’est pas sur Zn Y passe une hypersurface T
transverse à la stratification UU c’est à dire non caractéristique pour les
systèmes R[jl*]R0393[Zl](m*). En prenant le système induit sur T par m*
et les intersections des Zi avec T on trouve une situation identique sur T à
celle de départ sur X. En vertu de l’hypothèse de récurrence la restriction
à T n Zl+1 des solutions du système induit par R[jl*]R[[Zl](m*) sur T
est nulle. Mais en vertu du problème de Cauchy cette restriction est celle
des solutions de R[ji*]R0393[Zl](m*) qui sont donc nulles sur Zi+1 hors de
Zn . Mais Zn est de codimension supérieure ou égale à 2 dans Z,.
(i = 0, 1,..., n - 2). En vertu de [ 1 les systèmes R[jl*]R0393[Zl](m*) sont
réguliers le long de Zl+1 pour i = 0, 1,..., n - 2. Il reste à établir que

R0393[Zn-1](m*) est régulier le long de Zn quand il n’est pas vide. Pour cela
considérons la normalisation ’7T : n-1 ~ Zn -1 de la courbe Zn-1. On a en
vertu de la proposition 2.2.2:

Mais 0lL * est régulier le long des points donc son image inverse par v est
régulière. Ce qui entraîne la régularité de R0393[Zn-1](m*)(c.f. [1]). Ceci
achève la démonstration du théorème 2.4.1.. 

REMARQUE 2.4.2: En vertu du théorème 2.4.1 si 0lL est un complexe
régulier la condition a) pour m* nous donne le diagramme commutatif
d’isomorphismes dans D(Cx)c:
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2.5. Démonstration du théorème 2.1.1

Pour achever la démonstration du théorème 2.1.1. il nous reste à montrer

que pour les complexes mi(i = 1, 2) de D(DX)hr l’homomorphisme de
D(Cx)

est un isomorphisme où Fl = Sr(ml)(i = 1, 2). Posons Yl = Supp(A,);
( i = 1, 2) Zi = Sing(91,); ( = 1, 2) et p, = codim Y,. Nous allons raisonner
par récurrence simultanée sur dim Y; (i = 1, 2).

On a les isomorphismes canoniques dans D(C x)

D’où la conclusion dans ce cas là.
2ème cas - dim Y2 = 0. Alors m2=R0393[Y2](OX)~CXFv2. Ce cas là se

ramène au précédent par dualité. En effet on a les isomorphismes
canoniques:
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D’où la conclusion dans ce cas là.
3 ème cas. En vertu des résultats du 2.4. on a deux triangles distingués
dans D(DX)hr:

Toujours en vertu de l’hypothèse de récurrence et en vertu de Mayer-Vie-
toris on peut supposer que Y (i = 1, 2) est irréductible. Mais dim

Z,  dim Y ( i = 1, 2) et en vertu de l’hypothèse de récurrence on peut
supposer que:

Mais le théorème d’unicité 2.1.2 nous montre que

où 77, (i = 1, 2) est une résolution du couple (Y, Z,) (i = 1, 2) plongé dans
X. Les résolutions 03C0l sont différentes et cela nous oblige à travailler sur le
produit 1 X Y2.
En vertu même de la définition du faisceau Qx on a un isomorphisme:

où m*2  Éll j est le système produit défini dans ([16], page 418), à est la
diagonale de X X X et
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étant le diagramme naturel. En utilisant la nucléarité et la constructibilité
[ 11 ] on démontre la formule

Appliquant la proposition 2.6 de [ 11 ] on trouve un isomorphisme:

D’où l’on déduit un diagramme commutatif:

Il suffit pour conclure la démonstration du théorème 2.1.1 de montrer

que la flèche verticale de gauche est un isomorphisme ou en vertu de la
remarque 2.4.2 que le système m*2  m1 est régulier. Considérons alors
le diagramme

Mais on a la formule valable pour tous complexes 9TL, ( i = 1, 2) de

6DX,-modules à cohomologie cohérente

Il suffit en vertu de la conservation de la régularité par images directes de
montrer que m(1, 2, 1) 181 m(2, 2, v2) est régulier. Mais il est

facile de vérifier que

où
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Comme Z est un diviseur à croisements normaux dans  qui est lisse il en
résulte que m(, , ) est une extension canonique donc régulière.
D’où le théorème 2.1.1.

§ 3. Dualité relative

Dans ce paragraphe nous démons trons deux théorèmes de dualité

relative pour les DX-modules holonomes, selon lesquels les équivalences
de catégories des §§1,2 sont fonctorielles par rapport aux morphismes
de variétés.

3.1. Images directes

Soit v :  ~ X un morphisme propre de variétés analytiques complexes
lisses et 91L un complexe de D(D)h tel que son intégrale le long des
fibres:

appartienne à D(DX)h. C’est le cas si v est projectif et si la cohomologie
de 9l admet globalement une bonne filtration [5]. En fait dans les §§ 1 et
2 c’est le seul cas qu’on a eu à utiliser. Posons n = dim X et n = dim X.

THÉORÈME 3.1.1: On a un isomorphisme canonique dans D(Cx)c:

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3.1.1: Rappelons (cf. [11]; prop. 4.3.2)
que la formule de projection nous fournit un isomorphisme canonique:

Mais le théorème de dualité locale pour les DX-modules holonomes (cf.
[11] théorème 1.1 ) nous fournit un isomorphisme canonique:

D’où en appliquant le foncteur R’7T * on obtient un homomorphisme
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D’où en tenant compte de l’isomorphisme ( * ) on obtient un homomor-
phisme :

D’autre part on a un morphisme trace

En composant on obtient un homomorphisme:

Finalement en appliquant de nouveau le théorème de dualité locale en
bas parce que 91L est holonome on obtient l’homomorphisme du théorème
3.1.1:

On peut déjà déduire le théorème 3.1.1 de la dualité de Verdier. Mais
nous allons utiliser la structure analytique c’est à dire, la dualité des

GD x-modules cohérents [ 12]. Ceci peut être utile dans d’autres situations.
Pour montrer que ( * * ) est un isomorphisme il suffit de montrer que son
analogue global

soit un isomorphisme, c’est-à-dire avec les notations de [12] que l’homo-
morphisme pour tout i.

est un isomorphisme. Mais le théorème de dualité globale pour les

GD x-modules holonomes (cf., [12]) nous fournit le diagramme:

l’indice c désignant la famille des compacts. Mais l’isomorphisme (*)
nous fournit l’isomorphisme

et le théorème 3.1.1. en résulte.
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REMARQUE 3.1.2: Comme nous l’a signalé Brylinski, on peut donner une
démonstration plus courte de ce théorème. Mais cette démonstration a
l’avantage de bien expliciter les flèches.

3.2. Images réciproques

Soit ’7T: Àf - X un morphisme de variétés analytiques complexes lisses,
notons ’7T! le foncteur image inverse estraordinaire de D(CX)c dans
D(C)c. Le théorème de dualité de Verdier [17] affirme que 03C0! est adjoint
à droite du foncteur R03C0, de D(C;)c dans D(Cx),. Soit 91L un complexe
de D(DX)h alors L03C0*m= 91 est encore un complexe de D(GD;)h [6].

THÉORÈME 3.2.1: On a un isomorphisme canonique de D(C;)c si m

appartient à D(DX)hr:

COROLLAIRE 3.2.2: On a un isomorphisme canonique de D(C x) c si 91

appartient à D( GD x) hr

DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.2.2: En appliquant le foncteur R

homC(*, ex) aux deux membres de l’isomorphisme du théorème 3.2.1
on trouve en tenant compte du théorème de dualité locale pour les

GD x-modules holonomes:

Mais on a un isomorphisme canonique [17]

En appliquant de nouveau le théorème de dualité locale pour les

DX-modules on trouve l’isomorphisme du corollaire 3.2.2

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3.2.1: Pour démontrer le théorème 3.2.1
il suffit de supposer que ’7T est une projection puis que v est une

immersion fermée. Le cas d’une projection résulte du théorème de

Cauchy-Kovavelska puisque toute projection est non caractéristique [16].
Supposons que ’7T soit une immersion. On a l’isomorphisme ([13]; prop.
4.3.2):
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Mais l’on a isomorphisme

Soit

Mais m appartient à D(DX)hr(3) et les conditions (a) de la proposition
1.2.1 nous donnent l’isomorphisme:

D’où le théorème 3.2.1. qui montre que le problème de Cauchy est bien
posé par les complexes de D(DX)hr.

3.3. Dictionnaire

On a donc 2 équivalences de catégories F et S,

Il en résulte que le foncteur T est aussi une équivalence de catégories.
On peut s’attendre à ce que tout résultat dans l’une des trois catégories
D(6"DX)hr’ D(6DX-)h et D(CX)c a son analogue dans les deux autres. Voici
quelques exemples:

(3) Dans le cas d’une projection gr on voit directement par dévissage que L03C0*m est régulier
si m est régulier.
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REMARQUE: Une construction de l’inverse du foncteur S, est proposée par
Kashiwara dans [8]. L’étude des systèmes micro-différentiels à singularités
régulières est entreprise par Kashiwara, M et Kawai, T dans [7].

3.4. Remarques

3.4.1. Comme nous l’a fait remarquer B. Malgrange on peut éviter

d’utiliser la résolution globale des singularités dans la démonstration du
théorème 2.1.1. à condition d’utiliser le théorème 1.1.1. En effet soit 61 un

complexe constructible. Il nous faut montrer qu’il est de la forme Sr(m)
où m est un complexe holonome régulier. Par le théorème 1.1.1, F est de
la forme F(m~) où m ~ est un complexe de 13D’-modules à cohomologie
holonome. De plus par construction 01L 00 est localement de la forme
D~ ~DXmr où 01Lr est un complexe régulier. On raisonne alors par
récurrence sur la longueur de m~. On est ramené à supposer que m~
est un 6D ’-module holonome. Mais alors 01L 00 est globalement de la forme
D~X ~DXmr où 01Lr est un DX-module holonome régulier. En effet deux
GD x-modules holonomes réguliers qui donnent naissance à un même
6D’-module holonome sont isomorphes en vertu de la pleine fidélité du
foncteur Sr. Ceci sert à recoller la construction précédente et fournit
finalement un complexe régulier 01L tel que F ~ Sr(m). Du point de vue
des faisceaux constructibles ceci correspond à dévisser un complexe
constructible à l’aide de sa cohomologie perverse.
3.4.2. Soient f : D ~ X un morphisme d’une courbe lisse D sur X et 01L un
complexe régulier. Alors nous avons vu que Lf*m est régulier. Mais
comme nous l’a fait remarquer P. Guillen le dévissage (cf. l’introduction)
des complexes holonomes permet de montrer la réciproque. A savoir
étant donné un complexe de GD x-modules holonomes lll si pour tout
morphisme f : D ~ X d’une courbe lisse DLf*m est régulier alors 01L est
régulier. En particulier ceci permet de montrer que tout sous-DX-module
holonome d’un module holonome régulier est régulier d’une part et de
simplifier la démonstration de la régularité du dual de l’extension

canonique de Deligne.
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