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Einleitung

Es seien B C G C C" Bereiche d. s. nicht leere offene Mengen, und
cp eine reelle zweimal stetig diff erenzierbare Funktion in G mit

B = {z ~ G : ~(z) &#x3E; 01, wobei z = (z1, ..., zn). Die Leviform

n

L(~) := 03A3 ~zvz03BC(g)dzv dzp.

habe für jedes g E G mindestens n - q + 1 positive Eigenwerte. Der
Rand aB n G sei also q-konkav. Es kann q = 1,..., n sein. Im Falle
q = 1 heiBt aB ~ G auch streng pseudo-konkav.
Es sei nun g 0 ~ ~B ~ G und S eine koh’â.rente analytische Garbe auf

G. Es sei hdg (S) ~ 0 die homologische Dimension des Halmes S, und
hd(S) = supg~G hdà(S) die homologische Dimension von S. Bekannt-
lich ist nach dem Syzygiensatz stets hd(S) ~ n und S genau dann
lokalfrei, wenn hd(S) = 0. Nach [TFE], théorèmes 9 et 10, gibt es
beliebig kleine Steinsche Umgebungen U = U (g0) ~ G, so dali für
V = 13 EU : ~(g) &#x3E; 01 folgendes gilt:
Ist v  n - q - hd(S), so ist

(a) Hv(V, S) = 0 für v &#x3E; 0 und
(b) Hv(U, S) ~ Hv(V, S) bijektiv, wenn v = 0.
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In der vorl. Arbeit werden diese Aussagen für den Fall untersucht,
wo B nicht mehr durch eine Funktion cp, sondern durch endlich viele

beschrieben wird. Dann treten im allgemeinen komplizierte Kanten
auf. Das kommt bei Untersuchungen in der komplexen Analysis
hâufig vor. Ist etwa Pn der n-dimensionale komplex-projektive Raum,
A C Pn eine komplexe Untermannigfaltigkeit, rein von der Codimen-
sion q, und bezeichnet d(x) in X := PBA den Abstand von A in bezug
auf die Fubinimetrik, so ist d in der Nâhe von A reell-analytisch und
BE : = f x E X : d(x)  ~} für kleines E &#x3E; 0 stets q-konkav. Für größeres
E ist aBE im allgemeinen nicht mehr glatt, es treten Kanten auf, da der
Abstand von x E aB, zu A in mehr als einem Punkt von A

angenommen werden kann. Aul3erhalb der Knicke bleibt die q-

Konkavitât jedoch erhalten.
Im § 1 werden die théorèmes 9 et 10 auf Bereiche B mit Kanten

übertragen. Dabei wird ein neuer Beweis konstruiert, der einige
Unschônheiten (z. B. die Fourierreihen) aus [TFE] vermeidet. Leider
gelingt es nicht, Aussagen für alle Kanten, die bei d(x) auftreten, zu
gewinnen. Es wird deshalb in §2 die Mittag-Leffler-Kohomologie
eingeführt, die i. a. einen echten Untervektorraum der gewôhnlichen
Kohomologie darstellt. Für diese Mittag-Leffler-Kohomologie wer-
den befriedigende Aussagen erhalten (Satz 2.4). Ferner wird gezeigt,
daß man bei gewissen glatten Rândern aB ~ G durch Integration von
Mittag-Lefller-Kohomologieklassen in B Kohomologieklassen e
konstruieren kann, die in jedem Punkt 3 E dB singulâr werden: im
Falle v = dim e &#x3E; 0 gibt es keine Umgebung U = U(g) C G mit

e | U ~ B = 0. Die Existenz von solchen e ist bereits in den sechziger
Jahren von A. Andreotti und F. Norguet bewiesen worden. Vgl. [AN].
Ist g0 ~ dB fl G, so gibt es beliebig kleine Umgebungen U(g0) C G, so
da6 für freie Garben S die Kohomologie von U rl B mit Koeffizienten
in S stets durch Integration über die Mittag-Leffler-Kohomologie
erhalten wird.

Bei d(x) treten hâufig Singularitäten auf, die topologisch isomorph
zu Morsesingularitâten sind, aber auBerdem eine "innere" q-Konk-
avitât aufweisen. Das Verhalten der Kohomologie mit Koeffizienten
in kohârenten Garben in der Nâhe dieser komplexen Morsesin-

gularitâten wird in §3 untersucht.

§1. Gebiete mit Kanten

1. Im folgenden heißt ein Bereich B C G C C" q-konkav relativ zu
G, wenn es um jeden Punkt g0 ~ ~B ~ G eine (offene) Umgebung
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W = W(g0) ~ G mit endlich vielen zweimal stetig differenzierbaren
reellen Funktionen cp¡,..., CPe und eine (n - q + l)-dimensionale kom-
plexe Ebene E durch 30 gibt, so daß gilt:

(2) bezeichnet E(g) die zu E parallele Ebene durch 3, so ist stets
die Leviform von ’PÀ | E(g) ~ W positiv definit.

Die Verallgemeinerung der théorèmes 9 et 10 aus [TFE] lautet nun
so:

SATZ 1: Es sei B C G q-konkav relativ zu G und S eine kohârente
analytische Garbe auf G. Dann gibt es um jeden Punkt g0 E aB rl G
beliebig kleine Steinsche Umgebungen U(g0) ~ G, so daß für v 
n - q - hd(S) gilt :

(a) Hv(U ~ B, S) = 0 f alls v &#x3E; 0,
(b) Hv(U, S) ~ Hv(U n B, S) bijektiv f alls v = 0.

Zur Herleitung dieses Satzes sind einige Hilfssatzes nôtig. Zunâchst
sind einige einfache B egriff e und verallgemeinerte Hartogsfiguren
einzuführen.

2. Unter einer holomorphen Funktion auf einer beliebigen Menge
M ~ Cn, M ~ verstehen wir den Keim einer in einer (offenen)
Umgebung U (M) holomorphen Funktion. Eine biholomorphe Ein-
bettung M ~ N C Cm ist dementsprechend der Keim einer

biholomorphen Einbettung. Er wird reprâsentiert durch eine

biholomorphe Einbettung von Umgebungen: U(M) - V(M).
Ein Produktbereich ist die abgeschlossene Hülle eines kartesischen

Produkts von komplex eindimensionalen Bereichen oder auch die
leere Menge. Ein Produktbereich ist stets ein Steinsches Kompaktum
im Sinne von [TSR]. Eine Zackenfunktion auf einem Bereich G C C"
ist eine reelle Funktion, die auf einem Produktbereich Z C G iden-
tisch gleich p mit 0  03C1  1 und in G BZ gleich 1 ist.

Es seien nun 1 ~ q ~ n  m, m = (w1, ..., wm), m’ = (y, ..., wq-i),
m" = (wq+1, ..., wm) und pq, ..., 03C1n+1 E (0, 1) C R und

03C1n+2(m’), ..., pm(m’) Zackenfunktionen auf dem Einheitspolyzylinder

Wir nennen die Menge
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mit p = ( pq, ..., pm ) eine verallgemeinerte Hartogsfigur. Jede ein-

zelne Teilmenge dieser Vereinigung und damit H selbst hat eine
endliche Überdeckung mit Produktbereichen. Gilt etwa 03C1v(m’) = 03C1  1
genau auf dem Produktbereich Z = Z(0)1 x ... x Z(0)q-1 ~ Z’ und

bezeichnet 2(’) die abgeschlossene Hülle des Komplements von 2(o)
im Einheitskreis, so wird {m:|m| ~ 1, 03C1v(m’) ~ |wv| ~ 1} überdeckt von
den Produktbereichen

und

mit (i1, ..., iq-1) ~ 0, iv = 0 oder = 1 und it = q + 1, ..., m.

3. Zum Beweis des Satzes 1 darf man ferner folgendes voraus-
setzen :

(a) Es sind zweimal stetig differenzierbare reelle Funktionen

~1, ..., cpe in G gegeben, so daB B = Ue03BB=1 {g E G : ~03BB(g) &#x3E; 01.
(b) Es gilt g0 = D und ~03BB(D) = 0 für À = 1, ..., e.
(c) Ist E = {g : Zl = ... zq-1 = 0}, so ist die Leviform von ’l’À | E(g) n

G überall positiv definit.
In 3 1 E G kann ~03BB in der folgenden Form entwickelt werden:

wobei die Q03BB quadratische Polynome in den zq, ..., zn mit

Q03BB(z(1)q, g"1; g1) = 1 2~03BB(g 1), die

mit ((a(03BB)03BC)) = positiv definite Hermitesche Matrizen und die h03BB auf
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E(g1) ~ G zweimal stetig differenzierbare reelle Funktionen sind,
deren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung in (z(1)q, g"1) verschwinden.
Alle Funktionen sind in allen Verânderlichen einschließlich g 1 stetig.

Die Funktion (g):= e-2Q1(zq,...,zn,g0) ist überall holomorph und es gilt
(g0) = 1. Wir wâhten einen abgeschlossenen Polyzylinder g’0  Z" C G
um g0 mit Z" C {(zq, g")} so klein, daß Li(zq, ..., Zn ; g0) + h1(zq, g"; g0) &#x3E; 0

ist in Z"B{(z0q, g"0}. Die Koordinaten des en werden dann umkehrbar
linear so abgeândert, daB Z" der Einheitspolyzylinder um (zq, jo) ist. Es
seien pq+i  1,..., pn+l  1 positive Zahlen und Z der offene Polyzylin-
der {(zq, g") E Z" : Izvl  03C1v+1; v = q,..., n}. Dann gilt |(g)| &#x3E; 1 in (jl x
(Z"BZ))~{~1~0}. Wir wâhîen einen abgeschlossenen Polyzylinder
Z’ ~ (g’) = Cq-1 um g’0 so, da6 Z = Z’  Z" ~ G und |(g)|&#x3E;1 in ganz
(Z’ x (Z"BZ)) n {~1 ~ 0}. Die Zahl pq  1 werde nun so groß bestimmt,
da6 dort auch |f| &#x3E; 1 ist, wenn f = 03C1q ·  gesetzt wird. Man hat
|f| ~ 03C1q in (g’0  Z") ~ {~1 ~ 0} und Z’ sei nun sogar so klein, da6
|f(g)| &#x3E; pq in ganz Z’ x Z" ~ {~1 ~ 0}. Wir wâhîen die Koordinaten des
en nun so, da6 auch Z’ und mithin Z Einheitspolyzylinder sind. Es ist
also { ~ Z:|f()|~03C1q}~{~1&#x3E;0}, 0 ~{~Z:|f()|1} und { ~
Z:|f()|~1}~{~1~0}~Z’ . Die offene Menge U =

{ E Z : |f()|  1} ist eine Steinsche Umgebung von 0. Auf diese Weise
kônnen beliebig kleine U erhalten werden.
Wir kônnen Z’ sogar so klein wahlen, da6 allé I03BB(zq,..., zn; 1) +

h03BB(zq, "; 1) &#x3E; 0 in (’1  Z")B{1} für 1 ~ Z sind.

DEFINITION 2: Es seien B~G c en Bereiche; 0 E aB rl G ; ~1,..., ~e
zweimal stetig differenzierbare reelle Funktionen in G mit B =

Ue03BB=1{~G:~03BB()&#x3E;0} und ~03BB(0) = 0 und Z = Z’  Z" ~ G der ab-

geschlossene Einheitspolyzylinder um 0. Es sei L03BB+h03BB&#x3E;0 in (’1
Z")B(1) für 1~Z; 003C1q1,...,003C1n+11; ={(zq,")~Z":|z03BB|
03C103BB+1, 03BB = q,..., n ; f holomorph in Z mit 0~{|f()|1}, {|f()| ~ 03C1q} ~ B
und {|f()|~1}~(GBB)~Z’ . Dann hei13t (Z,03C1q,...,03C1n+1, f) eine

Hartogsfigur zu (~1,..., ~e, 0).

ANMERKUNG: Die Zerlegung von CPA braucht nicht unbedingt die in
Abschnitt 3 angegebenen Eigenschaften zu haben, d. h. h03BB braucht
nicht so stark in 1 zu verschwinden.

4. HILFSSATZ 3: Es sei (Z, 03C1q,...,03C1n+1,f) eine Hartogsfigur zu
(~1,...,~e,0). Dann gibt es eine biholomorphe Einbettung f =
(zl, ..., zq-1, f, Zq, ..., zn, fn+2,...,fm) von Z ~{|f()| ~ 1} in einen m-

dimensionalen Einheitspolyzylinder W und eine Verallgemeinerte
Hartogsfigur HI!’ wobei die ersten Komponenten von p die vorgege-
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benen pq,..., Pn+1 sind, so da03B2 f-1(H03C1) C B. Die Menge Z fl B n

Ilf :5 1} ist durch solche f-1(03C1) ausschô-pfbar, wobei 03C1 den offenen
Kern bzgl. der Relativtopologie von W bezeichnet.

BEWEis: Die hier auftretenden offenen Kerne seien stets relativ zu

Z’, Z’ x Z gebildet. Wir haben fn+2,...,fm und 03C1n+2( ’),..., 03C1m(’) zu
konstruieren. Es sei  1 E (Z’ x Z) n B. Es gibt dann ein À mit ~03BB( 1) &#x3E;

0. Es ist

halbstetig nach oben auf Z’ und in 3, i nicht positiv. Man kann deshalb
einen Produktbereich Z C Z’ mit  E Z finden, so da6 für ’~ gilt:
2. Re Q03BB(z(1)q, "1;1) &#x3E; r &#x3E; F(’). Wir setzen in Z die Funktion 03C103BB1(’) =
ae"  1 und in Z’B2 gleich 1 und haben damit eine Zackenfunktion auf
Z’ erhalten. Es sei f03BB1():= ae2Q03BB(zq’"1) und a &#x3E; 0 so klein, dag
in Z gilt: |f03BB1()|  1. Es ist dann K03BB1 =

{~Z’  :|f03BB()| ~ 03C103BB1(’)}~( Z")}~(~03BB&#x3E;0} und kompakt und
eine Umgebung von 31 (auch relativ zu Z’ x Z). Durch eine Folge von
endlichen Vereinigungen von solchen 03BB1 làflt sich also (Z’  ) ~ B
ausschôpfen.

Wir numerieren eine solche endliche Vereinigung durch und erhalten
fn+2(),..., fm() und 03C1n+2( ’),..., 03C1m(’) dazu gehôrend. Die endliche
Vereinigung ist gleich
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Damit haben wir eine biholomorphe Einbettung von Z n

13 E Z : |f( )1 ~ 1} in den m-dimensionalen Einheitspolyzylinder erhal-
ten. Es ist

und umfaflt ((Z’  (Z" - Z) U K) fl {|f()| Il. Damit ist alles gezeigt.

5. HILFSSATZ 4: Es sei Hp eine verallgemeinerte Hartogsfigur, W
der zugehôrige Einheitspolyzylinder, S eine kohiirente Garbe auf (einer
Umgebung) von W und v  m - q - hd(S). Dann gilt H’(Hp, S) = 0
für v ~ 0 und für v = 0 lä03B2t sich jedes Element aus H’(Hp, S) eindeutig
nach W fortsetzen. 

Der Beweis wird in mehreren Schritten geführt.
(1) Es sei S = 6p die Garbe der Keime von p-tupeln holomorpher

Funktionen und W C W’ = liv= (wl, ..., Wq-1): Il ein Produkt-
bereich. Dann ist W ein Steinsches Kompaktum. Gleiches gilt für
endliche Durchschnitte von Produktbereichen. Ist 0 ~ CÀ ~ 1 für À =

q, ..., m und M C W’ ein Steinsches Kompaktum, so folgt genau wie
im Beweis von lemme 1, [TFE], p. 218 für M* = {m: iv’e M, c03BB ~

|w03BB| ~ 1 mit À = q,..., m} und W" = (m " = (wq, ..., wm) : |m"| ~ 1}, dal3
sich jeder Schnitt aus ÙP(M*) eindeutig bestimmt nach M X W"
forsetzen lâ6t und da03B2 für 0  v  m - q gilt H V(M*, (JP) = 0.

(2) Es sei nun S beliebig kohärent. Dann gibt es über W eine
exakte Sequenz 0 ~ J ~ ~p ~ S ~ 0. Es folgt hd(J) = hd(S) - 1. Durch
vollstândige Induktion über hd ergibt sich deshalb die Aussage von
(1) m. m. auch für S.

(3) Den Beweis des Hilfssatzes erhâlt man nunmehr mittels der
Leray’schen Spektralsequenzen bzgl. der Produktprojektion H03C1 ~ W’.
Da Pn+2,..., pm Zackenfunktionen sind, kann man W’ mit endlich
vielen Produktbereichen W, überdecken, so da03B2 die pÀ auf den

zugehôrigen offenen Bereichen gleich c(l)03BB sind. Mit Wl0...lr werde stets
die abgeschlossene Hülle der Durchschnitte der zu den W, gehôren-



86

den Bereiche bezeichnet. Wir definieren

und eine Steinsche Überdeckung Ul0...lr von W*l0...lr, wobei die Ele-
mente von U,o ... , von den Elementen dieser Vereinigung gebildet
werden. Man hat Restriktionsabbildungen C(Ul0...v...lr) ~ C(Ul0...lr).
Es ist UlW*l = H03C1. Deshalb erhàlt man eine Spektralsequenz mit

Ers2 = Hr({Wl}, Hs(Ul0...lr, S)) und Endzweck (= abutment) gleich
Hk(Hp, S). Es ist aber Hs(Ul0... S) = 0 für 0  s  m - q - hd(S) und

H0(Ul0...lr, S) = H0(Wl0..,lr x W", S). Man hat deshalb nach den Siitzen
der Steintheorie: Eis = 0 für 0  s  m - q - hd(S) und r &#x3E; 0, s = 0 und
damit Hk(H03C1, S) = 0 für 0  k  m - q - hd(S) und H0(U, S) = E2’o =
H0(W,S).

-

6. Der Satz 1 ist nun in der Aussage des folgenden Hilfssatzes
enthalten

HILFSSATZ 5: Es sei (Z, 03C1q,...,03C1n+1, f) eine Hartogsfigur zu

(~1,..., cpe, 0) und S eine kohârente Garbe auf G. Dann gilt f ür
v  n - q - hd(S).

(a) Hv(Z n {|f| ~ 1} n B, S) = 0 falls v &#x3E; 0

(b) Hv(Z n lif :5 1}, S)  Hv(Z n tif il n B, S) f alls v = 0.

BEWEIS: Es sei f nach Hilfssatz 3 eine biholomorphe Einbettung
von Z n {|f| ~ 1} in den m-dimensionalen abgeschlossenen Einheits-
polyzylinder WCC"’ und HP C W eine verallgemeinerte Har-

togsfigur mit f-1(H03C1)~Z~{|f|~1}~B. Das direkte Bild f *(S) ist

kohârent in (einer Umbegung von) W und es gilt hd(f*(S)) =
hd(S) + (m - n). Es ist also v  n - q - hd(S) genau dann, wenn v 
m - q - hd(f, (S)). Man hat also H’(f-’(Hp), S) = Hv(H03C1, f*(S)) = 0 für
0  v  n - q - hd(S) und im Falle v = 0 ist S(Z~{|f|~1})~
S(Z n {|f| s 1) n f-1(H03C1)) bijektiv.

Man kann nun Z n (|f| ~ 1} n B durch eine Folge Zv = f-1v((v)03C1v) mit
Zv = f-1v(H(v)03C1v) C C Zv+1 ausschôpfen. Daraus folgt zunâchst unmittel-
bar, daB S(Z~{f}~1}~S(Z~{f~1}~B) bijektiv ist. Um das

Verschwinden der Kohomologie über Z n tif :5 1} n B zu zeigen,
gehen wir folgenderma03B2en vor. Es sei 0~S~T0T1~··· eine

welke Auflôsung von S über G, und es sei 0  v  n - q - hd(S) und
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03B6~Tv(Z~{|f|~1}~B). Wir konstruieren eine Folge TJIL E Tv-1(Z03BC)
mit d~03BC = e |Z03BC induktiv. Ist q, bereits konstruiert, so gibt es ein

03BC+1 E Tv-1(Z03BC+1) mit d~03BC+1 = 03BE| Z03BC+1. Die Differenz ~03BC - 03BC+1 ist auf Z,
definiert, es gilt d(~03BC - 03BC+1) = 0. Im Falle v = 1 ist sie eine

Schnittflâche in S und als solche nach Z~{|f|~1} fortsetzbar. Im
Falle v &#x3E; 1 gibt es in Z, ein 03B303BC E Tv-2(Z03BC) mit d03B303BC = ~03BC - 03BC+1. Man
darf 03B303BC als in einer Umgebung von Z, definiert annehmen. Man kann
es aus einer solchen Umgebung nach Z~{|f|~1} fortsetzen und
erhàlt damit eine Fortsetzung von ~03BC-03BC+1 zu einem 03BC+1~
Tv-I(Z n {f~ 1}) mit d03BC+1 = 0. Es sei nun ~03BC+1 = 03BC+1 + 03BC+1 in Z03BC+1.
Dann ist d~03BC+1 = 03BE und ~03BC+1|Z03BC = TJIL. Setzen wir noch ~ = lim TJIL’ so
folgt d~ = 03BE, ~~Tv-1(Z~{|f|~1}~B). Also gilt Hv(Z~{|f|~1}~
B, S) = 0.

§2. Mittag-Lemer Kohomologie

1. Es sei G C Cn ein Bereich und G = Yo D Yi D Y2 ~···~ Yn eine

Folge von komplexen Unterrâumen. Zu jedem Punkt 30r= Yv mit
v  n gebe as eine Umgebung U(0) C Yv und eine aktive holomorphe
Funktion g in U, so da03B2 Y,+, n U gleich {g = 0} und die Idealgarbe
Jv+1 von Y,+, durch g aufgespannt wird. Die Beschrânkung von g auf
die Reduktion von Yv verschwindet also nirgends identisch. Wir

definieren analytische Garben Dv und .Mv auf Yv induktiv. Es sei

Do = OG. Ist Dv bereits definiert, so sei Mv die Garbe der Brüche a/g
mit a E Dv und g E Jv+1, C OYv, erzeugendes Element. Brucher-

weiterung mit f E OYv’ ist erlaubt, wenn f() ~ 0. Wir setzen Dv+1 =

Mv/Dv 1 Yv+1. Die so gewonnenen Garben ee, C.Â1lv sind kohiirent. Ihre
homologische Dimension ist gleich v. Diese Eigenschaft ist wesentlich
für die Fortsetzung von Kohomologieklassen. Anders als bei der

Grothendieckschen Aufflôsung mit verallgemeinerten Hauptteilen
sind unsere Garben jedoch nicht injektiv.
Es sei U C G offen und es seien gl, ..., gv E C(U) holomorphe

Funktionen, so daB die g03BC+1| Y03BC n U die Idealgarbe von Y03BC+1 über B
erzeugen. Ein Schnitt f E Dv(U n Yv) wird dann eindeutig bestimmt
durch einen Ausdruck

reprâsentiert. Hierbei kommt es wesentlich auf die Reihenfolge der
gl, ..., gv an.
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Wir denken uns nun alle Garben trivial nach G fortgesetzt. Durch
eine Zusammensetzung der Homomorphismen Mv ~ Dv+1, fJL)v+1 - Jaev+1 
erhâlt man Garbenhomomorphismen Mv ~ Mv+1 und eine Auflôsung
von (9= ÙG :

Es gilt d(Mv-1) = ker(d : Mv ~ Mv+1) = Dv für v = 0,..., n wobei M-1 =
O und Mn+1 = 0 zu setzen ist.

2. Ist V eine lokalfreie Garbe auf G so ist 0 ~ V ~ M0 ~ V ~
M1 ~ V ~··· eine Auflôsung von V. In âhnlicher Weise kann man

auch beliebige kohärente Garben S auflôsen. Ferner übertràgt sich
alles unmittelbar auf beliebige komplexe Mannigfaltigkeiten und sogar
auf komplexe Râume.
Es sei etwa X ein projektiv algebraischer komplexer Raum und S

eine kohârente Garbe auf X. Es sei F ~ X eine positives Geraden-
bündel. Wir konstruieren eine Folge von kohârenten Garben Dv C Mv.
Wir wählen zunâchst eine Tensorpotenz Fr° und eine Schnittflâche

so E Fr0(X), so da03B2 kein Element von S Torsionselement bzgl. so ist:

gilt a E Sx und So. u E Fr0~S gleich 0, so folgt stets a = 0. Wir
setzen dann 2o = S und M0 = {a/s:a~S~Fr0} und 0) t == M0/D0. lm
nâchsten Schritt wàhlen wir ein s, C Fr1(X), so da03B2 kein Element von
0) Torsionselement bzgl. si ist und definieren dann R und fahren so
fort. Man erhàlt eine Auflôsung 0 ~ S ~ M0 ~ M1 ~ ···. Die Dimen-
sion des Trägers von .;Uv wird dabei stets kleiner. Es ist Mv ~
Dv~ prv. Die Zahlen rv seien nun so gro03B2 gewâhlt, da03B2 H03BC(X, .;Uv) = 0
für g ~ 1. Dann ist unsere Auflôsung azyklisch und es gilt

Ist X eine Mannigfaltigkeit und S lokal frei, so folgt auch hd(Mv) =
hd(Dv) = v.

Wir nennen die so konstruierten Auftôsungen Mittag-Leffler
Auflôsungen. Ist X eine Mannigfaltigkeit und ist S lokal frei und sind
die Trâger der Garben Dv,Mv Mannigfaltigkeiten, so sprechen wir von
regulären Mittag-Leffler Auflôsungen.

3. Es sei 0 ~ S ~ M0 ~ M1 ~ ··· eine Mittag-Leffler Auflôsung von
S über X. Aus der kanonischen Spektralsequenz ergibt sich dann für
off ene Teilmengen G C X ein Homomorphismus
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Wir bezeichnen nun das Bild unter diesem Homomorphismus mit

HvM·(G,S) und nennen es Mittag-Leffler-Kohomologie. Im all-

gemeinen ist die Mittag-Leffler-Kohomologie sehr viel kleiner als die
gewôhliche. Es gilt aber:

SATZ 1: Es sei H03BC(X,Mv-03BC-1) = 0 f ür IL = 1, ..., v - 1. Dann ist

ker/dMv-1 ~ H’(X, S) injektiv.

Der Beweis folgt aus der kanonischen Spektralsequenz. Der Satz
gibt eine Môglichkeit, nicht-triviale Kohomologie zu konstruieren.
Um die v-te Mittag-Leffler Kohomologie zu gewinnen, braucht man
die Auflösung M nur bis zur Garbe Rv zu haben.

4. Es sei wieder zu dem Fall von Gebieten G~Cn zurückgekehrt.
Die Garbe S sei wieder (9. Wir wollen die Mittag-Leffler Kohomologie
benutzen, um allgemeine Kohomologieklassen zu konstruieren.
Es seien f1,...,fd mit d ~ n holomorphe Funktionen in G. Der

Rang der Funktionalmatrix von f 1, ..., f d sei überall gleich d. Wir

erhalten eine Folge von komplexen Untermannigfaltigkeiten Y, =

{~G:f1() = ··· = fv() = 0} mit G = Y0~Y1~···~Yd. Ist UCYd
eine offene Menge, so lä03B2t sich jede Schnittflâche f E Dd(U) eindeutig

bestimmt in der Form f = a df 039B··· 039Bdfd schreiben, wobei

a E OYd(U) eine holomorphe Funktion ist. Es sei fortan U = Yd. Dann
reprâsentiert f eine d-dimensionale Kohomologie-klasse der regulàren
Mittag-Leffler Kohomologie von G. Wir wollen sie durch eine Dis-
tributionsform (current) vom Typ (0, d) angeben. Es sei n,n-v =
fv+1·039Bn,n-v, die Garbe der beliebig oft differenzierbaren (n, n - v)-
Formen, die auf {fv+1 = 0} verschwinden (v = 0, ..., d), wobei f d+1= 1
gesetzt wird. Wir haben dann n,n-d = 039B n,n -d gleich der Garbe der
beliebig oft diff erenzierbaren (n,n - d)-Formen. Es sei ~ = fv+1· dfi A
... A dfv A cpo eine Schnittflàche in n,n-v mit kompaktem Trâger. Wir
setzen für b = a mit a E Cy (YJ, wenn v ~ d, den Ausdruck

und erhalten eine Distributionsform
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vom Typ(o, v). Es sei d"T(03C8n,n-v-1)=-(-1)vT(d03C8) die totale Ab-

leitung und 8 der Homomorphismus Mv~Mv+1, wenn v  d ist, wobei
man Igd = Dd nehmen mu03B2. Es folgt dann:

Man hat also

Damit ist t ein Homomorphismus unserer Mittag-Leffler-Auflösung
in die Auflôsung durch die Distributionsformen. Es wird 0)d(Yd) auf
eine Menge von geschlosseneen (0, d)-Formen abgebildet. Aus der
Theorie der Spektralsequenzen folgt, da03B2

die gleiche Kohomogieklasse aus HV(G, fl) repräsentieren.

5. Es seien f 1 = z1,...,fd = zd und 3 = (zi, ..., zd), " = (zd+1, ..., zn)
und Ji = a() di, A ... A did eine (0, d) Form in G. Die Funktion a sei
in " holomorph, es gelte also d"03C8 = 0. Jede Diff erentia.lf orm ist auch
eine Distribution. Wir setzen für die Schnittflâchen cp E 039B n,n-d (G) mit
kompaktem Trâger :

und zeigen
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BEWEIS: Es ist nach Definition des Integrals von Distributionen:

Dieses ist gleich (203C0i)d dx1... dyda· ço. Andererseits hat man

Damit ist die Gleichung bewiesen.

6. Es seien nun B C G C tC" Bereiche und cp eine zweimal stetig
differenzierbare reelle Funktion in G mit B = { ~ G:~()&#x3E;0) und
d~ ~ 0 überall. Die Leviform L(cp) habe in jedem 3 E G genau (n - q)-
positive und (q - 1) negative Eigenwerte auf der komplexen Tangente

Dann ist also B in jedem Randpunkt q-konkav, aber nirgendwo
stärker pseudokonkav. Wir zeigen den Satz von Andreotti-Norguet
[AN].

SATZ 2: Es gibt um jeden Punkt ho E aB fl G eine Umgebung
U (0) C G und eine Differentialform t/1 = a (3 ) dzq+1 039B··· A dzn in U fl B
(nach geeigneter Wahl der Koordinaten), wobei a in ’ = (z1,..., zq)
holomorph ist, so da03B2 03C8 in jedem Punkt von aB fl U singulâr wird.

Dabei .wird dieser Begriff wie folgt definiert. Ist q = n, so ist tp eine
holomorphe Funktion. Der Begriff bedeutet dann einfach das "Sin-
guhr" bei holomorphen Funktionen. Im Falle 1 ~ q  n bedeutet er,
da03B2 es um keinen Punkt 3 E aB fl U eine Umgebung V() C U mit
einer Form a = 03B1(0,n-q-1) und d"03B1 = t/1 gibt.
Bevor der Satz 2 betwiesen werden kann, ist es notwendig ein

Kriterium für Singularitâten herzuleiten:
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KRITERIUM 3: Es sei o eine d"-geschlossene Differentialform vom
Typ (0, n - q) in B und 0~ aB fl G. Es gebe eine Umgebung U(0) C
G, eine Folge Xv c U ~B von (n - q)-dimensionalen komplexen Un-
termannigfaltigkeiten, die gleichmä03B2ig gegen eine (n - q)-dimensionale
komplexe Untermannigf altigkeit X C U mit X n aB = {0} konvergiert,
und eine geschlossene Form a vom Typ (n - q, 0) in U, so daB für jede
Umbebung V(0)~~ U die Folge der Integrale fxnv a 039B t/1 unbe-

schriinkt ist. Dann ist Ji in 30 singulâr. 

BEWEIS: Ist o in 0 nicht singulâr, so dürfen wir ohne Ein-

schränkung der Allgemeinheit annehmen, da03B2 es eine Form j3 vom
Typ(O, n - q - 1) in B mit d"03B2 = t/1 gibt. Es sei V(0) ~~ U eine Kugel
um 30, so da03B2 ~V~X = ~X glatt ist. Dann sind auch die ~Xv =
av n Xv für hinreichend gro03B2e v glatt, und es gilt

und damit die Beschrânktheit im Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes 2. Wir dürfen annehmen,
da03B2 0 = 0. Nach geeigneter Wahl der Koordinaten kann (ç = 0} in der
Nâhe von C in der Form

gegeben werden. Dabei sind die hv stetig in C, und es ist h,(Z) = 1.
Es gibt eine komplexe Funktion f(’, X t, Z2, ..., n) mit folgenden

Eigenschaften
(1) f ist in 3’ komplex linear
(2) f ist für |1|~, |v|~ definiert und in allen V erânderlichen

einmal stetig differenzierbar
(3) iSt 3 = (1, l, Z2,..., n)~ {~ = 01, so ist

eine (q - l)-dimensionale komplexe Tangente in diesem Punkt an {~ =

0}. Diese liegt in 13 : |x1|  e, |zv|  e} mit Ausnahme des Punkts J stets
ganz auf der Seite {~  0}. Wir setzen



93

wobei die Punkte (x(v)1,..., Z(’» q in (|x1|  e, |z2|  ~, ..., Iz,l  ~} dicht
liegen und die rv &#x3E; 0 gegen 0 konvergieren, da03B2 auf der Seite {~ &#x3E; 0}
lokale gleichmä03B2ige Konvergenz einschlie03B2lich der 1. Ableitungen
vorliegt, und bezeichnen mit E() die (n - q)-dimensionale Tangen-
tialebene durch J an {~ = 01, die parallel zu einer (n - q)-dimen-
sionalen Unterebene der (zi, zq+1,..., zn)-Achsenebene ist. E() hângt
stetig differenzierbar von S E {~ = 01 ab und es ist E() = 13 : zl = ... =

zq = 0}. Die Funktion fn-q(0, 0, 0, ..., 0, zq+1, ..., zn)
verschwindet auf E in C genau von der Ordnung 2(n - q) und ist
sonst von 0 verschieden. Wir setzen a = dzq+1 A ... A dzn und erhalten
zunâchst

wobei 1/03BC den Punkt (+i(1/03BC), 0,..., 0) E en bezeichnet. Das Gleiche
gilt nun für tp und E(v), wenn v = (x(v)1 + iy1,z(v)2, ...,z(v)q,
zq+1,...,zn)~{~=0} hinreichend klein ist und die rv hinreichend

stark gegen 0 konvergieren:

Also ist t/1 in der Nâhe von C auf {~ = 0} in jedem Punkte singulâr.
Ist U (ü) C G eine Steinsche Umgebung, so kann jede Kohomolo-

gieklasse ç E Hn-q(U n B, 0) durch eine d"-geschlossene Form 03C8 =
a() dZq+l 039B··· A d2n gegeben werden und damit durch ein Integral
über Mittag-Lefller-Kohomologieklassen. Die abgeschlossene Hülle
der Mittag-Lefner-Kohomologie ist also die volle Kohomologie-
gruppe.

7. Im allgemeinen ist die Mittag-Leffler-Kohomologie sehr viel

kleiner als die gewôhnliche. Wir zeigen noch einen Satz für die

Mittag-Leffler-Kohomologie, der vielleicht für die gewôhnliche falsch
ist.

Es sei B = ~~03BB=1 {E G : ~03BB() &#x3E; 0} C G ~Cn, wobei die ~03BB in dem

Bereich G reell und zweimal stetig differenzierbar sind. Die Leviform
L(cpa) have überall wenigstens n - q + 1 positive Eigenwerte. Ferner
sei C E aB ~ G und ~03BB(D) = 0 für À = 1,..., 1. Wir zeigen:
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SATZ 4: Es sei g E H Ãt . (B, 0) eine Kohomologieklasse, wobei .lU. 

eine Mittag-Leffler Auflôsung von 0 auf G ist. Dann gibt es eine

Umgebung U(Ü) C G, so daB sich e in B U U fortsetzen lä03B2t, wenn
v ~ n - 2q.

BEWEIS : Wir brauchen nur folgendes zu zeigen: Es sei Y c G ein
lokaler vollstândiger Durchschnitt der Kodimension v, 2 triviale

Fortsetzung einer lokal freien Garbe auf Y in G. Dann gibt es eine
Umgebung U(D)~G, so da03B2 sich jede Schnittflàche f~D(B) zu
einer Schnittflàche ~D(B U U) fortsetzen lâBt. Es gilt hd(D) = v,
also folgt aus v ~ n - 2q die Ungleichung 0 - n - 2q - hd(D) 
n - q - hd(D). Nach Satz 1.1 gibt es zu jedem À eine Umgebung
U03BB(D) und eine Schnittflàche 03BB~D(U03BB) mit 03BB|U03BB~{~03BB&#x3E;0} =
f 1 u. rl {~03BB &#x3E; 0}. Dabei ist lx in der Nâhe von Z eindeutig bestimmt.

Sind 03BB1, À2 gegeben, so gibt es eine (2q - 2)-kodimensionale kom-
plexe Ebene durch £J, so da03B2 in der Nâhe von 0 sowohl ’PAl E als
auch ~03BB2|E streng pseudokonvex ist. Man hat also für {~03BB1 &#x3E; 0} U
{~03BB2 &#x3E; 01 in C die (2q - 1)-Konvexität im Sinne von Satz 1.1. Da noch
Ü  n - (2q - 1) - hd(D), folgt, daB die Fortsetzungen von f in der
Nähe von D eindeutig bestimmt sind, daB also dort gilt 03BB1 = lÀ2* Wir
kônnen also eine Umgebung U(Ü) C n f=l U03BB finden, wo Îl ~···~ Ît.
Es gibt dann ein 1 Ei D(U U B), das eine Forsetzung von f ist.

8. Selbst wenn die gewôhnliche Kohomologie endlichdimensional
ist, kann die Mittag-Leffler-Kohomologie sehr viel kleiner als die

gewôhnliche sein. Es sei etwa X C Pn eine zusammenhângende,
wenigstens 2-dimensionale und zwei-codimensionale Untermannig-
faltigkeit des n-dimensionalen komplex projektiven Raumes.

Bezeichnet dx(x) für x OE Pn den Abstand von X in Bezug auf die
Fubinimetrik, so ist nach [B] für hinreichend kleines e &#x3E; 0 das Gebiet

G=G~={x~Pn:dx(x)~} ein Schlauch um X mit glattem reell

analytischem Rande und aG ist (n - 2)-konkav. Es gilt also 1 

n - (n - 2) = 2 und nach [TFE], da03B2 H’(G, C) endlich dimensional ist.
Andererseits kann die erste Bettische Zahl von X und damit die von

G positiv sein. Es ist dann H’(X, C) und erst recht H l(G, 0) von 0
verschieden. Kein 03BE ~ H1(G,O) lä03B2t sich in den Pn fortsetzen. Man

vgl. [HM] und [BT]. Es sei nun A eine analytische Menge in G, die
rein von der Kodimension 1 ist. Nach Verkleinerung von E hat A in
G, nur endlich viele irreduzible Komponenten und ist noch ((n - 1) -
1)-konkav. Nach [ADA] ist auf jeder irreduziblen Komponente Av
von A der Kôrper der meromorphen Funktionen endlich algebraische
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Erweiterung des von z2| Av,..., Zn j Av erzeugten Unterkôrpers, wenn
z1, ..., zn inhomogene Koordinaten des IP’n sind, deren Numerierung
geeignet gewàhlt ist. Es folgt, daB Av und damit A zu einer eins-
codimensionalen analytischen Menge A in den Pn fortsetzbar ist, und
daB es deshalb ein Polynom p ~ 0 gibt, das auf A verschwindet.
Es sei nun 03BE ~ H1M·(G,O) eine Kohomologieklasse, die durch eine

Schnittflâche f~D1(G) mit Trâger A gegeben wird. Nach dem Hil-
bertschen Nullstellensatz gibt es (nach Verkleinerung von e) eine
natürliche Zahl s mit ps·f = 0. Ist g der Grad des Polynoms ps ~ 0
und F das (positive) Hyperebenenbündel auf den Pn, so ist das Bild
von 03BE unter der Abbildung H1(G, O) ~ H1(G, Fg) gleich 0. Das Ele-
ment 03BE kann dann durch eine Schnittflàche f ~D1(G) gegeben werden,
bei der der Trâger A Teilgebiet einer 1-codimensionalen Ebene E ist.
Wie jede Schnittflâche s E V(A) in einem Vektorbündel über E lä03B2t

sich jedes f E D1(G) zu einem f E D1(Pn) fortsetzen. Das heiBt, dag
in den Pn fortsetzbar ist. Wir haben also gezeigt:

SATZ 5: Eine Kohomologieklasse 03BE~H1(G,O) gehôrt genau dann
zur Mittag-Leffler-Kohomologie, wenn sie verschwindet.

Dieses ist jedoch im allgemeinen nicht der Fall.

§3. Komplexe Morse-Singularitâten

1. Es sei 3 = (zo, z1,.., Zd, ..., Zd+p, ..., zd+2p, ...,zn) =
(z0,’,",’’’,’’’’) E Cn+1. Wir betrachten zwei komplexe Unterman-
nigfaltigkeiten des Cn+1 von der Dimension d + p:

wobei 0  E  1 2. Es sei ~1() der euklidische Abstand von Xi und ~2()
derjenige von X2 und ~() = min(~1(), ~2()) der Abstand von Xi U
X2. Ein V ektor (0, ) mit  E Xi steht senkrecht auf X genau, wenn
zv - z0v = 0 für v = d + 1,..., d + p und 2~zv(z0-z00)+i(zv-z0v) = 0
für v = 1,..., d. Dieses Gleichungssystem !â6t sich zusammen mit
izo = 1 + ~z21 +··· + ~z2d, ’" = "" = 0 bei gegebenem 0 ~ 0 mit einem
 ~ (-i,0,...,0) eindeutig auflôsen, da 2~1. Es gilt zv =

z0v - 2~·z0v+höhere Potenzen in e, 0 - für v = 1,..., d und iz0 =
1+~03A3dv=1(z0v)2+höhere Potenzen in E, z003BC, z003BC und zv = z0v für v =

d + 1,..., d + p und zv = 0 sonst. Es ist ~1() der euklidische Abstand
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von 3 und 3 o. Also gilt:

Genauso erhâlt man

Es sei E die reelle (d + l)-dimensionale Ebene

Auf E gilt:

Also ist dort ungefähr in der Nâhe von Z:

Bezeichnet Ba den Bereich 13 ~Cn:~2()a2} für a &#x3E; 0 so ist für

a  1, a ~ 1 der Durchschnitt Ba ~ E ungefähr das Äu03B2ere von zwei
Hyperbelkappen, die sich auf {yo = 0} schneiden. Im Falle a &#x3E; 1, a ~ 1
umfa03B2t Ba ~ E eine ganze Umgebung von 0. Geht man zu Parallelen
E() von E über, so ist E()~Ba in der Nâhe von C wieder das
Áu03B2ere von zwei Hyperbelkappen. Die beiden Kappen sind jedoch
jetzt grö03B2er geworden. Im allgemeinen hat sich ihr Schnitt auch von
{yo = 0} auf {yo = b} verlagert. Beim Übergang von Ba mit a  1, a - 1
zu Ba mit a &#x3E; 1, a ~ 1 wird also homotopietheoretisch in eine d-
dimensionale Sphâre eine (d + 1)-dimensionale Kugel eingehângt.
Der Rand von Ba~ {zo = zd+1 = ··· = zn = 0} ist au03B2erhalb der
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Knicke bei der angegebenen Nâherung Levi-flach, d. h. eine analy-
tische Hyperflâche. Das ândert sich, wenn man von der euklidischen
zur Fubinimetrik übergeht. Bei geeigneter Fubinimetrik im Pn+1 ~ Cn+1
wird in C der Abstand:

Dabei kann 03B2 &#x3E; 0 beliebig klein sein. Die Leviformen von -~21() und
-~22() haben dann in C auf der analytischen Tangente {z0 = 0} genau
d + p positive Eigenwerte. Die Bereiche Ba sind also au03B2erhalb der
Knicke in der Nâhe von C streng (n - d - p + l)-konkav. Auf der
(zo, z1,..., zd)-Achse sind beide Leviformen gleichzeitig in D auf der
analytischen Tangente positiv definit. Durch Übergang zu einem
03C8(~2v) mit streng monoton wachsendem reellen t/J kann man sogar
erreichen, da03B2 die Leviformen auf der (zo,..., zd)-Achse in C positiv
definit werden. Der Bereich Ba ist deshalb in der Nâhe von D

(n - d + l)-konkav.

2. Dieses gibt Anregung, allgemeine generische komplexe Morse-
singularitâten zu definieren. Es sei W = W(ü) c en eine offene

umgebung, es seien ~0,...,~e reelle zweimal stetig diff eren-
zierbare Funktionen in W mit ~0(D) = ··· = lpe(Û) = 0 und e ~ n. Die
Differentiale d~0(D),..., d~e(D) seien linear abhângig, eine positive
Linearkombination sei gleich 0, jedoch seien e von ihnen stets linear
unabhângig, die (2n - e)-dimensionale Ebene K =

{d~0(D) = ··· = dcpe = 0} besitze nur (n - e)-dimensionale komplexe
Unterebenen. Wir führen die Koordinaten im C" so ein, da03B2 K die
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(yi, ..., ye, Ze+1, ..., ,zn)-Achsenebene wird. Man kann dann schreiben:

wobei a(v)03BA03BB = a(v)03BB03BA, b(v)03BA03BB = b(v)03BB03BA und die aK,,, bK" in W stetig sind. Die
Koordinaten seien ferner so gewâhtt, da6 det(d~0,..., d~e-1)

Die Hermiteschen Formen Qv() môgen nun für festes 3 stets min-

destens (n - q + l)-negative Eigenwerte haben, die Flâchen {~v = rv)
seien also überall q-konkav von der Seite {~v  r,l.
Es sei e ~ d :5 n und die folgende quadratische Form S im Punkte

3 = C sei auf der (xe+1, . - -, xd)-Achse negativ und auf der

(YI, ..., yd, zd+1,..., zn)-Achse positiv definit:

Ist cp = min(~0,..., CPe), so sieht man sofort, da03B2 bis auf Homoto-

pieàquivalenz beim Übergang von {~  -~} zu {~ &#x3E;~}, wobei E &#x3E; 0, in
eine (d - l)-dimensionale Sphâre eine d-dimensionale Kugel einge-
hângt wird, und daB deshalb im Nullpunkt eine Morsesingularitât vom
Index d vorliegt. Wir nennen die Zahl e den Typ der Morsesin-
gularitât.

Gilt E )=o bv d~v(D) = 0 mit bv &#x3E; 0, so folgt

Da S auf der (y1,..., yd, zd+1,..., zn)-Achse positiv definit ist, gilt das
gleiche für Z )=o bvQv auf der (zd+,,..., zn)-Achse. Dann mu03B2 aber ein

Q mindestens n d positive Eigenwerte haben und damit hôchstens
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n - 
n d 

negative. Es gilt also n - n - d e +1 ~ n - q + 1 und d ~

n - (q - 1)(e + 1) und mithin stets d ~ n + 1 q -1. Damit ist der Index
der Morsesingularitâten bei kleinem q nach unten beschrânkt. Ist X
eine n-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und Y C X
eine komplexe Untermannigfaltigkeit und gibt es eine q-konvexe
Funktion cp ~ 0 in X von dem eben beschriebenen Typ, die genau auf
Y verschwindet, so folgen für die Homotopie von Y und X ent-
sprechende Leftschetzsätze.

Ist A C Pn eine (n - q)-dimensionale analytische Teilmenge, so

kann man mittels des Abstandes bzgl. der Fubinimetrik und des

"Generischmachens" eine solche Funktion cp konstruieren. Die so

gewonnenen Lefschetzsätze sich jedoch verglichen mit denem von [L]
zu schwach.

3. Es soll das Verhalten der Kohomologie mit Koeffizienten in

kohârenten Garben in der Nâhe von Kanten, insbesondere von Mor-
sesingularitâten untersucht werden. Es sei wieder W = W(D) C Cn
eine offene Umgebung und CPo,..., CPe reelle zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen in W mit ~0(D) =··· = ~e(D) = 0. Die Leviform
der cpv habe überall mindestens (n - q + 1) negative Eigenwerte. Wei-
tere Voraussetzungen werden zunâchst nicht gestellt. Es sind dann
bei jedem cpv hôchstens (q - 1) Eigenwerte positiv und es gibt eine
n - (e + 1)(q - l)-dimensionale komplexe Ebene durch C auf der alle
cpv gleichzeitig negative Eigenwerte haben. Ist

so ist B mindestens q-konkav relativ zu W mit q = (e + 1)(q - 1) + 1.
Es folgt aus Satz 1 von § 1 :

SATZ 1: Es sei S kohiirent in W und 0 ~ v ~ n -  - hd(S). Dann
gibt es beliebig kleine Steinsche Umgebungen U(C) C W, so da03B2 gilt:

(a) Hv(U~B,S)=0 falls v &#x3E; 0

(b) HV(U, S) - HV(U rl B, S) bijektiv falls v = 0.

Dagegen ergibt sich aus §2, Satz 4, daB diese Aussage für die

Mittag-Leffler-Kohomologie richtig bleibt, wenn 0 ~ v ~ n - 2q und
die Garbe S lokal frei ist.
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4. Wir spezialisieren uns auf den Fall e = 1 und betrachten eine
komplexe Morsesingularitât von diesem Typ und Index d mit 1 ~ d ~
n. Es sei

mit ao &#x3E; 0, a 1 &#x3E; 0. Es mu03B2 dann S = ao(Hi + Qi) + a1(H0 + Qo) auf der
(yl, ..., ya, Zd+1, ..., zn)-Achse positiv definit und auf der (x2, ..., Xd)-
Achse negativ definit sein und die Qv() überall mindestens (n - q +
1) negative Eigenwerte haben. Ist d a n - 2(q - 1), so kann man die ~v
so konstruieren, daB die Qv auf der (z1,..., zd)-Achse negativ definit

sind und insgesamt d + [n - d 2]- negative Eigenwerte haben, wobei

n 2 d l- die kleinste ganze Zahl m ~ n - d 2 bezeichnet. Es ist d +

[n - d 2 ]- ~ n - q + 1. Bei geeigneter Wahl der H,, Qv ist auch S auf
der (yi,..., yd, zd+1,..., zn)-Achse positiv und auf der (xl, ..., Xj)-
Achse negativ definit. Es sei S die (d - 1)-codimensionale komplexe
Ebene zv = rv mit rv E R für v = 2, ..., d. Ist r e R nahe bei C, so kann
man die rv so wâhlen, daB Br fl D ~ G aus zwei Zusammenhangs-
komponenten besteht, die sich in genau einem Punkt 3o der

(z¡, ..., zd)-Achse beriihren. Dabei sei G = G(Z) C W eine kleine

Kugel um C. Es gibt dann in der Nâhe von 3 o holomorphe Funk-
tionen auf Br n S, die sich nicht in 3o hinein holomorph fortsetzen
lassen. Da S zu einem System einer Mittag-Lemer-Auflösung .M.
gehôrt, wobei die Garben Rv als Trâger {zd-v+1 = rd-v+1,..., Zd = rd}
haben, und sich holomorphe Funktionen auf {z3 r3, . - -, zd = rd} auf
S fl Br n G (3 0) in 0 hinein holomorph forsetzen lassen, ist für hin-
reichend kleine Umgebungen U(0) die Mittag-Lefller-Kohomologie
Hd-1M(G n Br, G) unendlich dimensional. Es sei nun d = n - 2(q - 1).
Dann gilt d - 1 = n - 2q + 1, es ist H"(G ~ B,, Md-03BC-2) = 0 für 0  03BC 
d - 1 wegen 03BCn--hd(Md-03BC-2)=n-2q+1-d+03BC+2 d.h. d 
n - 2q + 3. Nach §2, Satz 1 ist die Abbildung Hd-1M(G~Br,O)~
H d- l(G n Br, fi) injektiv, der letztere Vektorraum also auch unendlich
dimensional. Die in Satz 1 angegebenen Grenzen sind also scharf,
wenn e = 1 ist.

Die Knicke in der Nâhe von Morsesingularitâten sind natürlich sehr
scharf. Bei einem sehr stumpfen Knick kann man dagegen den Satz 1

aus §1 anwenden und man erhâlt die Aussage von Satz 1, §3 für

v  n - q.
Als Vorankündigung vgl. auch [CMS].
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