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KANTENKOHOMOLOGIE

Hans Grauert

To the memory of Aldo Andreotti

Einleitung

Es seien B C G C C" Bereiche d. s. nicht leere offene Mengen, und
¢ eine reelle zweimal stetig differenzierbare Funktion in G mit
B ={3; € G:¢(3)>0}, wobei 3 =(z,...,2,). Die Leviform

L(¢):= X 1 ?2,2,(3) dz, dZ,,
nu=

habe fiir jedes § € G mindestens n — q + 1 positive Eigenwerte. Der
Rand B N G sei also g-konkav. Es kann q =1, ..., n sein. Im Falle
q = 1 heiBit 3B N G auch streng pseudo-konkav.

Es sei nun o€ dB N G und S eine kohirente analytische Garbe auf
G. Es sei hd,(S) = 0 die homologische Dimension des Halmes S; und
hd(S) = sup,ec hd,(S) die homologische Dimension von S. Bekannt-
lich ist nach dem Syzygiensatz stets hd(S)<n und S genau dann
lokalfrei, wenn hd(S)=0. Nach [TFE], théorémes 9 et 10, gibt es
beliebig kleine Steinsche Umgebungen U = U(4¢) CG, so daB fir
V ={; € U:¢(3) >0} folgendes gilt:

Ist v <n - q —hd(S), so ist
(@ H*(V,S) =0 fir v>0 und
(b) H*(U, S)—»> H*(V, S) bijektiv, wenn v = 0.
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In der vorl. Arbeit werden diese Aussagen fiir den Fall untersucht,
wo B nicht mehr durch eine Funktion ¢, sondern durch endlich viele
beschrieben wird. Dann treten im allgemeinen komplizierte Kanten
auf. Das kommt bei Untersuchungen in der komplexen Analysis
hiufig vor. Ist etwa P, der n-dimensionale komplex-projektive Raum,
A CP, eine komplexe Untermannigfaltigkeit, rein von der Codimen-
sion ¢, und bezeichnet d(x) in X := P\A den Abstand von A in bezug
auf die Fubinimetrik, so ist d in der Nahe von A reell-analytisch und
B.:={x € X :d(x) < €} fiir kleines € > 0 stets g-konkav. Fiir groBeres
€ ist 3B, im allgemeinen nicht mehr glatt, es treten Kanten auf, da der
Abstand von x€ 4B, zu A in mehr als einem Punkt von A
angenommen werden kann. AuBlerhalb der Knicke bleibt die g-
Konkavitit jedoch erhalten.

Im §1 werden die théorémes 9 et 10 auf Bereiche B mit Kanten
iibertragen. Dabei wird ein neuer Beweis Kkonstruiert, der einige
Unschonheiten (z. B. die Fourierreihen) aus [TFE] vermeidet. Leider
gelingt es nicht, Aussagen fiir alle Kanten, die bei d(x) auftreten, zu
gewinnen. Es wird deshalb in §2 die Mittag-Leffler—-Kohomologie
eingefiihrt, die i. a. einen echten Untervektorraum der gewohnlichen
Kohomologie darstellt. Fiir diese Mittag-I.effler—Kohomologie wer-
den befriedigende Aussagen erhalten (Satz 2.4). Ferner wird gezeigt,
daB man bei gewissen glatten Riandern 4B N G durch Integration von
Mittag-Leffler-Kohomologieklassen in B Kohomologieklassen &
konstruieren kann, die in jedem Punkt ; € B singulir werden: im
Falle v=dim& >0 gibt es keine Umgebung U =U()C G mit
£ | U N B = 0. Die Existenz von solchen £ ist bereits in den sechziger
Jahren von A. Andreotti und F. Norguet bewiesen worden. Vgl. [AN].
Ist 40€ dB N G, so gibt es beliebig kleine Umgebungen U (30) C G, so
daB fir freie Garben S die Kohomologie von U N B mit Koeffizienten
in S stets durch Integration iiber die Mittag-Leffler-Kohomologie
erhalten wird.

Bei d(x) treten hdufig Singularititen auf, die topologisch isomorph
zu Morsesingularitdten sind, aber auf8erdem eine “innere” g-Konk-
avitat aufweisen. Das Verhalten der Kohomologie mit Koeffizienten
in kohédrenten Garben in der Ndhe dieser komplexen Morsesin-
gularitdten wird in §3 untersucht.

§1. Gebiete mit Kanten

1. Im folgenden heiflt ein Bereich B C G C C" g-konkav relativ zu
G, wenn es um jeden Punkt ;o€ dB NG eine (offene) Umgebung
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W = W(30) C G mit endlich vielen zweimal stetig differenzierbaren
reellen Funktionen ¢, ..., ¢, und eine (n — q + 1)-dimensionale kom-
plexe Ebene E durch j, gibt, so daB gilt:

) BAWE=UJ { € Wign(3) >0}
A=1

(2) bezeichnet E(3) die zu E parallele Ebene durch 3, so ist stets
die Leviform von ¢, | E(3) N W positiv definit.

Die Verallgemeinerung der théorémes 9 et 10 aus [TFE] lautet nun
SO:

Satz 1: Es sei B C G g-konkav relativ zu G und S eine kohdrente
analytische Garbe auf G. Dann gibt es um jeden Punkt 3,€ 8B NG
beliebig kleine Steinsche Umgebungen U(30)C G, so daB fiir v <
n —q—hd(S) gilt:

(@ H'(UNB, S)=0 falls v >0,
(b) H*(U, S)— H*(U N B, S) bijektiv falls v = 0.

Zur Herleitung dieses Satzes sind einige Hilfsséitze notig. Zunichst
sind einige einfache Begriffe und verallgemeinerte Hartogsfiguren
einzufiihren.

2. Unter einer holomorphen Funktion auf einer beliebigen Menge
M CC", M#@ verstechen wir den Keim einer in einer (offenen)
Umgebung U (M) holomorphen Funktion. Eine biholomorphe Ein-
bettung M —> N CC™ ist dementsprechend der Keim einer
biholomorphen Einbettung. Er wird reprdsentiert durch eine
biholomorphe Einbettung von Umgebungen: U(M)— V(M).

Ein Produktbereich ist die abgeschlossene Hiille eines kartesischen
Produkts von komplex eindimensionalen Bereichen oder auch die
leere Menge. Ein Produktbereich ist stets ein Steinsches Kompaktum
im Sinne von [TSR]. Eine Zackenfunktion auf einem Bereich G C C"
ist eine reelle Funktion, die auf einem Produktbereich Z C G iden-
tisch gleich p mit 0 <p <1 und in G\Z gleich 1 ist.

Es seien nun l=g=n<m, m=(Wy,...,Wn), B =(wy,..., we_1),
"= (Wgs15. .., Wm) und Pg-- P €EWO,1HCR und
Pn2W’), ..., pm(w') Zackenfunktionen auf dem Einheitspolyzylinder

Z'={w':|w'|:= max |w,|=1}
v=1,...,49-1

Wir nennen die Menge
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H=H,= {m:|n| <1, |Wq| = pgs |ll)"| =s1ju

U {w:mw|=1,pm)<|w|=1}

v=q+l,...,.m

mit p= (Pgs - .-, pm) eine verallgemeinerte Hartogsfigur. Jede ein-
zelne Teilmenge dieser Vereinigung und damit H selbst hat eine
endliche Uberdeckung mit Produktbereichen. Gilt etwa p,(m’)=p <1
genau auf dem Produktbereich Z=Z®x---x Z®,Ccz und
bezeichnet Z die abgeschlossene Hiille des Komplements von Z¢
im Einheitskreis, so wird {m:|w| <1, p,(') <|w,| = 1} iiberdeckt von
den Produktbereichen

Z'x {lwal = 1px- - x{w| = T x{p <|w.| < 1}
X{Wyst| S 13X -+ - X {lwn| = 1}

und

Z(ll) . X Z(lq l)x{lwa <= l}x . X {IW,,,—ll = l}
x{|w“| = I x{wen| s 1}x - - X {|wn| =1}

mit (iy,...,0i-)#0,i,=0o0oder=1und p=q+1,...,m

3. Zum Beweis des Satzes 1 darf man ferner folgendes voraus-
setzen:

(a) Es sind zweimal stetig differenzierbare reelle Funktionen
@1, ..., @, in G gegeben, so daB B = U5, {3 € G:¢,(3) > 0}.

(b) Es gilt jo0=0und g,(O)=0fiirA=1,...,¢

() Ist E={;:2,="-"z4-1= 0}, so ist die Leviform von ¢, | E@)N
G iiberall positiv definit.

In 4, € G kann ¢, in der folgenden Form entwickelt werden:

0(3)=Quzg - - z03 50+ Qulzg, - - 5 Zn3 40
+ L).(Zq’ e Zny 5 l) + hh(zqa 5”; 51)9

wobei die (Q, quadratische Polynome in den z,...,z, mit
QA(Z(I)’ & ,l,; 5 l) = %‘Pk(j 1)9 die

L,= 2 (A) (z—- Z(l))(Z,L (1))
q

mit ((a%) = positiv definite Hermitesche Matrizen und die h, auf
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E(3) NG zweimal stetig differenzierbare reelle Funktionen sind,
deren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung in (z¥, 47) verschwinden.
Alle Funktionen sind in allen Verinderlichen einschlieSlich ;, stetig.

Die Funktion f(3):= e 2@ -~ ist iiberall holomorph und es gilt
f(30) = 1. Wir wihlen einen abgeschlossenen Polyzylinder ;4% Z"C G
um 4o mit Z” C {(z,, 4"} so klein, daB L(z, . . ., za; 40) + hi(2g, 3"; 50) >0
ist in Z"\{(z%, 3 9)}. Die Koordinaten des C* werden dann umkehrbar
linear so abgeindert, daB Z” der Einheitspolyzylinder um (z3, jo) ist. Es
seien pg41<1,..., pns1 <1 positive Zahlen und Z der offene Polyzylin-
der {(z, 4N E Z":|2,| <py+1; v=q,...,n}. Dann gilt |[f(3)|>1 in (35X
(Z"\Z)) N{@;=<0}. Wir wihlen einen abgeschlossenen Polyzylinder
Z'c{4t=C""um 4§ so,daB Z=2'xZ"CG und |f(5)| >1 in ganz
(Z' x (Z"\Z)) N {1 = 0}. Die Zahl pg <1 werde nun so groB bestimmt,
daB dort auch |f|>1 ist, wenn f= Vp,-f gesetzt wird. Man hat
lf|=Vp, in 36X Z")N{e1=0} und Z’ sei nun sogar so klein, daB
If(3)] > pq in ganz Z' X Z" N{¢p, = 0}. Wir wihlen die Koordinaten des
C" nun so, daB auch Z’' und mithin Z Einheitspolyzylinder sind. Es ist
also {5 €Z:f()=pa} Cle1>0} 50€3 €Z:If(3)I<1} und {3 €
Z:fPI=1N{e=0}CZ'x Z. Die offene Menge U=
{3 € Z: [f(3)| <1} ist eine Steinsche Umgebung von j,. Auf diese Weise
konnen beliebig kleine U erhalten werden.

Wir konnen Z' sogar so klein wihlen, daB alle L,(z,, ..., z,; §1) +
h(24 3" 30 >01n (5 1% Z"\{;} fiir 5, € Z sind.

DEeFINITION 2: Es seien B C G C C" Bereiche; 50€ 0B N G; ¢4, . . ., @
zweimal stetig differenzierbare reelle Funktionen in G mit B =
US-1EG:¢:(3) >0} und ¢,(30)=0 und Z=2'xZ"CG der ab-
geschlossene Einheitspolyzylinder um 3. Es sei Ly, +h,>0 in (31X
ZN\G) fiir 1€ Z;0<p,<1,...,0<pui<1; Z={(z4, 4V EZ":|2s| <
Pr+1; A =G, ..., n; f holomorphin Zmit 50 € {|f(3)| < 1L {lf )| =ps} C B
und {{f(3)|=1}N(G\B)C Z'X Z. Dann heiBt (Z,p,, .. ., pu+1,f) eine
Hartogsfigur zu (1, . . ., ®er 30)-

ANMERKUNG: Die Zerlegung von ¢, braucht nicht unbedingt die in
Abschnitt 3 angegebenen Eigenschaften zu haben, d. h. h, braucht
nicht so stark in j; zu verschwinden.

4. HiLFssaTz 3: Es sei (Z,p,,-- -, put1,f) eine Hartogsfigur zu
(@1, -+ Pes §0). Dann gibt es eine biholomorphe Einbettung f=
(Zty oo oy Zg-15 fs Zay + + o Zny fra2s + + o, fm) vOR ZN{|f(3)| <1} in einen m-
dimensionalen Einheitspolyzylinder W und eine Verallgemeinerte
Hartogsfigur H,, wobei die ersten Komponenten von p die vorgege-
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benen p,,...,pnu1 sind, so daB f'(H,) CB. Die Menge ZNBN
{If| =1} ist durch solche f"(H,,) ausschopfbar, wobei H den offenen
Kern bzgl. der Relativtopologie von W bezeichnet.

GNE

Ausschopfung

Beweis: Die hier auftretenden offenen Kerne seien stets relativ zu
Z', Z'x 7 gebildet. Wir haben_fu+2,.. ., fm und pai2(3",. .., pm(3’) zu
konstruieren. Es sei ;€ (Z' % Z)N B. Es gibt dann ein A mit (3>
0. Es ist

su Qe 3" 50+ Qulze 5" 50) = F(G)

(3'xZ"){py =0}

halbstetig nach oben auf Z’ und in 41 mcht positiv. Man kann deshalb
einen Produktbereich Z C Z' mit ;| € Z finden, so daB fiir ;' € Z gilt:
2-Re Q\(z?, 3% 31) > r > F(3'). Wir setzen in Z die Funktion p,, (") =

ae” <1und in Z'\Z gleich 1 und haben damit eine Zackenfunktion auf
Z' erhalten. Es sei fy,(3):= ae?®%## und a>0 so klein, daB
in Z gt If (3 <1 Es ist dann Ky, =
GEZXZ:fGzpGNCTEZXxZYN (¢o>0} und kompakt und
eine Umgebung von j, (auch relativ zu Z' X Z). Durch eine Folge von
endlichen Vereinigungen von solchen K s, 18Bt sich also (Z' X Z)NB
ausschopfen.

Wir numerieren eine solche endliche Vereinigung durch und erhalten

fns2(3)s - - s fm(3) und pns2(3", - - -, pm(3") dazu gehodrend. Die endliche
Vereinigung ist gleich
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K=U {;ez'x f:pk((;’)slfx(g)l}.
A=n+2

Damit haben wir eine biholomorphe Einbettung von ZN
{4 € Z:|f(3)| = 1} in den m-dimensionalen Einheitspolyzylinder erhal-
ten. Es ist

n+l1

f(Hy) = {5 € Z:1f@)|=ptu U lsez: 201 = ps,

v=q+

fol=nu U G € Z:@I= ) @I =1

v=n+

CBN{f®l=1}

und umfaBt (Z' X (Z"— Z) U K) N {|f(3)| = 1}. Damit ist alles gezeigt.

5. HiLrssaTz 4: Es sei H, eine verallgemeinerte Hartogsfigur, W
der zugehdrige Einheitspolyzylinder, S eine kohirente Garbe auf (einer
Umgebung) von W und v <m —q —hd(S). Dann gilt H*(H,, S)=0
fiir v# 0 und fiir v = 0 ldBt sich jedes Element aus H*(H,, S) eindeutig
nach W fortsetzen. ’

Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt.

(1) Es sei S = 0”7 die Garbe der Keime von p-tupeln holomorpher
Funktionen und W C W' = {w’'=(wy,..., wep):|w’| <1} ein Produkt-
bereich. Dann ist W ein Steinsches Kompaktum. Gleiches gilt fiir
endliche Durchschnitte von Produktbereichen. Ist 0 <¢, <1 fiir A =
q,....,m und M C W’ ein Steinsches Kompaktum, so folgt genau wie
im Beweis von lemme 1, [TFE], p. 218 fir M*={m:w' EM, c, <
IwA|=1mit A=gq,...,m}und W' ={m"=(w,,..., ws):|m"|<1}, daB
sich jeder Schnitt aus O?(M%*) eindeutig bestimmt nach M x W”
forsetzen 1Bt und daB fir 0 <v <m —q gilt H*(M*, 07) = 0.

(2) Es sei nun S beliebig kohdrent. Dann gibt es iiber W eine
exakte Sequenz 0—»>J - 0” - S—0. Es folgt hd(J) = hd(S) — 1. Durch
vollstindige Induktion iiber hd ergibt sich deshalb die Aussage von
(1) m. m. auch fir S.

(3) Den Beweis des Hilfssatzes erhdlt man nunmehr mittels der
Leray’schen Spektralsequenzen bzgl. der Produktprojektion H, > W'.
Da pniz, ..., pm Zackenfunktionen sind, kann man W' mit endlich
vielen Produktbereichen W, iiberdecken, so daB die p, auf den
zugehorigen offenen Bereichen gleich ¢{ sind. Mit W, , werde stets
die abgeschlossene Hiille der Durchschnitte der zu den W, gehoren-
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den Bereiche bezeichnet. Wir definieren

n
Wm...l, = U {m: we Wq)...l.,’ max(c()“'ﬂ), ey C().L'))

A=q

=lw|=1}

und eine Steinsche Uberdeckung U,, ., von W% . wobei die Ele-
mente von 11, . von den Elementen dieser Vereinigung gebildet
werden. Man hat Restriktionsabbildungen C'(1,,...;,...,) > C(11,,...,).
Es ist U W*=H,. Deshalb erhilt man eine Spektralsequenz mit
E¥=H'({(W}, H® (lI .»S)) und Endzweck (= abutment) gleich
H*(H,, S). Es ist aber H a,...,S)=0fir0<s<m-q—hd(S)und
H °(1L;___L,, S)=H °(WL0,,,L, X W”, S). Man hat deshalb nach den Sétzen
der Steintheorie: E5* =0fiir0<s <m —q—hd(S)und r >0, s = 0 und
damit H*(H,, S)=0 fiir 0<k <m — q—hd(S) und H°(l, S)= E3°=
HYW,S).

6. Der Satz 1 ist nun in der Aussage des folgenden Hilfssatzes
enthalten

HiLrssaTz 5: Es sei (Z,pg, ..., pur1,f) eine Hartogsfigur zu
(@1, ..., Pes 40) und S eine kohdrente Garbe auf G. Dann gilt fiir
v <n — q - hd(S).

(@ H'ZN{f|l=1}NB,S)=0 falls v>0

b) H*(ZN{f|<1}, )= H"(Z nN{f|[=1}NB,S) falls v =0.

BEwEIs: Es sei f nach Hilfssatz 3 eine biholomorphe Einbettung
von ZN{|f|=1} in den m-dimensionalen abgeschlossenen Einheits-
polyzylinder W CC™ und H,C W eine verallgemeinerte Har-
togsfigur mit f'(H,) C Z N{f|<1}N B. Das direkte Bild f.(S) ist
kohirent in (einer Umbegung von) W und es gilt hd(f«(S)) =
hd(S)+ (m —n). Es ist also v <n — q —hd(S) genau dann, wenn v <
m — q — hd(f, (S)). Man hat also H*(f"(H,), S) = H*(H,, f«(S)) = 0 fiir
0<v<n-—q-hd(S) und im Falle »=0 ist S(ZN{fl=1})—->
SZn{fl=13n f“(H,,)) bijektiv.

Man kann nun Z N{f|=1}N B durch eine Folge Z = f,'(HY) mit
=f,' (HY)cC Z,,H ausschopfen. Daraus folgt zunichst unmittel-
bar, daB S(ZNn{f}=1}>SZN{f =1}NB) bijektiv ist. Um das
Verschwinden der Kohomologie iiber Z N{|f|<1}N B zu zeigen,
gehen wir folgendermaBen vor. Es sei 0->S—> T, AT,—>--- eine
welke Auflosung von S iiber G, und es sei 0 <v <n —q —hd(S) und
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¢ T,(Z N{f|=1}N B). Wir konstruieren eine Folge n, € T, «(Z,)
mit dn, =& | Z, induktiv. Ist 7, bereits konstruiert, so gibt es ein
Tius1 € Ty(Z,+1) mit dii,+1 = £ | Z,.+1. Die Differenz v, — 7, ist auf Z,
definiert, es gilt d(m,—7.+)=0. Im Falle v=1 ist sie eine
Schnittfiiche in S und als solche nach Z N{|f| =1} fortsetzbar. Im
Falle » > 1 gibt es in Z, ein vy, € T,-»(Z,) mit dy, =7, — f,+1. Man
darf vy, als in einer Umgebung von Z, definiert annehmen. Man kann
es aus einer solchen Umgebung nach Z N{|f|=1} fortsetzen und
erhilt damit eine Fortsetzung von m, —1),+ Zu einem 1,4+ €
T,-(Z N{f =1}) mit dij,+1 = 0. Es sei nun m,+1 = Mus1+ fpsr in Z, 4.
Dann ist dn,.; = £ und 1,1 | Z, = m,. Setzen wir noch 5 = lim 7,, so
folgt dn=¢ neET,(ZN{f|=1}NB). Also gilt H*(Z N{|f|=1}n
B,S)=0.

§2. Mittag-Leffler Kohomologie

1. Es sei G C C" ein Bereichund G=Y,D0Y,DY,D---DY, eine
Folge von komplexen Unterrdumen. Zu jedem Punkt ;o€ Y, mit
v <n gebe as eine Umgebung U(3¢) C Y, und eine aktive holomorphe
Funktion g in U, so daB Y,.;NU gleich {g = 0} und die Idealgarbe
J,+1 von Y, durch g aufgespannt wird. Die Beschrinkung von g auf
die Reduktion von Y, verschwindet also nirgends identisch. Wir
definieren analytische Garben %, und #, auf Y, induktiv. Es sei
Do = 0. Ist 9, bereits definiert, so sei ./, die Garbe der Briiche a/g
mit a€P,, und g€ J,.;C 0Oy, erzeugendes Element. Brucher-
weiterung mit f; € Oy, ; ist erlaubt, wenn f;(3) # 0. Wir setzen @,.,=
M,D, | Y,+1. Die so gewonnenen Garben &, C M, sind kohdrent. Ihre
homologische Dimension ist gleich v. Diese Eigenschaft ist wesentlich
fir die Fortsetzung von Kohomologieklassen. Anders als bei der
Grothendieckschen Auffldsung mit verallgemeinerten Hauptteilen
sind unsere Garben jedoch nicht injektiv.

Es sei U CG offen und es seien g,..., g € O(U) holomorphe
Funktionen, so daB die g,.:1| Y, N U die Idealgarbe von Y, iiber 0
erzeugen. Ein Schnitt f € 9,(U NY,) wird dann eindeutig bestimmt
durch einen Ausdruck

f=-g——-a—-?dg,/\---Adg,,mitaeﬁyy(UnY.,)
1°..."8»

reprasentiert. Hierbei kommt es wesentlich auf die Reihenfolge der
81,...,8, AN,
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Wir denken uns nun alle Garben trivial nach G fortgesetzt. Durch
eine Zusammensetzung der Homomorphismen M, - 9,1, D,+1—> M, 11
erhdlt man Garbenhomomorphismen #, — (,.; und eine Auflosung
von 0 = Og:

0-0 'd—>./u0 —dnl/tl—) e My—0

Es gilt d(#,-)=ker(d: M, > M,+1) =D, fiir v=0,..., n wobei M_; =
O und AL, =0 zu setzen ist.

2. Ist V eine lokalfreie Garbe auf G so ist 0>V ->U#yQV >
MRV —>--- eine Auflésung von V. In dhnlicher Weise kann man
auch beliebige kohirente Garben S auflosen. Ferner iibertrigt sich
alles unmittelbar auf beliebige komplexe Mannigfaltigkeiten und sogar
auf komplexe Riaume.

Es sei etwa X ein projektiv algebraischer komplexer Raum und S
eine kohdrente Garbe auf X. Es sei F— X eine positives Geraden-
biindel. Wir konstruieren eine Folge von kohédrenten Garben 9, C M,.

Wir wihlen zunédchst eine Tensorpotenz F™ und eine Schnittfliche
so € F°(X), so dal3 kein Element von S Torsionselement bzgl. s, ist:
gilt o€ S, und so-c €EF*°X®S gleich 0, so folgt stets o =0. Wir
setzen dann @o=S und Mey={a/s:a € SR F} und @, = Mo/Do. Im
nachsten Schritt wihlen wir ein s, € F"(X), so da kein Element von
9, Torsionselement bzgl. s, ist und definieren dann , und fahren so
fort. Man erhilt eine Auflésung 0— S - #Mo— M, — - - -. Die Dimen-
sion des Trédgers von ., wird dabei stets kleiner. Es ist , =
9, F'™. Die Zahlen r, seien nun so grofl gewahlt, da H*(X, #,) =0
fiir w = 1. Dann ist unsere Auflésung azyklisch und es gilt

H’(X,S)=ker(d: M, > M, )/dM, .

Ist X eine Mannigfaltigkeit und S lokal frei, so folgt auch hd(.,) =
hd(2,) = v.

Wir nennen die so konstruierten Auflosungen Mittag-Leffler
Auflosungen. Ist X eine Mannigfaltigkeit und ist S lokal frei und sind
die Trédger der Garben 9,, M, Mannigfaltigkeiten, so sprechen wir von
regulidren Mittag—Leffler Aufiésungen.

3. Es sei 0> S > Mo—> M;— - - - eine Mittag-Leffler Aufiésung von
S tliber X. Aus der kanonischen Spektralsequenz ergibt sich dann fiir
offene Teilmengen G C X ein Homomorphismus
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ker(d : M,(G) - M,+1(G)dM,(G) > H"(G, S)

Wir bezeichnen nun das Bild unter diesem Homomorphismus mit
H%-(G,S) und nennen es Mittag-Lefller~-Kohomologie. Im all-
gemeinen ist die Mittag-Leffler-Kohomologie sehr viel kleiner als die
gewohliche. Es gilt aber:

Satz 1: Es sei H*(X,M,—,-)=0 fiir p=1,...,v—1. Dann ist
ker/dM, ,— H*(X, S) injektiv.

Der Beweis folgt aus der kanonischen Spektralsequenz. Der Satz
gibt eine Moglichkeit, nicht-triviale Kohomologie zu konstruieren.
Um die v-te Mittag-Leffler Kohomologie zu gewinnen, braucht man
die Aufiosung M nur bis zur Garbe ., zu haben.

4, Es sei wieder zu dem Fall von Gebieten G C C" zuriickgekehrt.
Die Garbe S sei wieder 0. Wir wollen die Mittag-Leffler Kohomologie
benutzen, um allgemeine Kohomologieklassen zu konstruieren.

Es seien fi,...,fs mit d =n holomorphe Funktionen in G. Der
Rang der Funktionalmatrix von f;,...,f; sei tiberall gleich d. Wir
erhalten eine Folge von komplexen Untermannigfaltigkeiten Y, =
BEG:fi)="""=fF=0mitG=Y, DY, D---DY, Ist UCY,
eine offene Menge, so 148t sich jede Schnittfliche f € %,(U) eindeutig

bestimmt in der Form f = f———fdfl A - -+ A dfs schreiben, wobei

a € Oy, (U) eine holomorphe Funktion ist. Es sei fortan U = Y,. Dann
reprasentiert f eine d-dimensionale Kohomologie-klasse der reguliren
Mittag-Leffler Kohomologie von G. Wir wollen sie durch eine Dis-
tributionsform (current) vom Typ (0,d) angeben. Es sei Amnv =
foe1- A", die Garbe der beliebig oft diiferenzierbaren (n,n —v)-
Formen, die auf {f,.; = 0} verschwinden (v = .,»d), wobei fgr=1
gesetzt wird. Wir haben dann Annd = pnn- ", glelch der Garbe der
beliebig oft differenzierbaren (n, n ” d)-Formen. Es sei ¢ =f,,;-df; A

- A df, A @ eine Schnittflache in A™ ™" mit kompaktem Triger. Wir

mit a € Oy, (Y,), wenn v <d, den Ausdruck

setzen fiir b = a

o
m)_ff —dfin- e adf, = @miy fa ¢

und erhalten eine Distributionsform

T= (1 b — dfin Adf,,)
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vom Typ(0,v). Es sei d"T(y™" )= —(—1)"T(dy) die totale Ab-

leitung und & der Homomorphismus , — .1, wenn v < d ist, wobei
man My = 9, nehmen muB. Es folgt dann:

4 (g o 0 ) G dm o n oy

— @mi) f a-fm-%ld”l[;o:—(%ri)”.
Y,

[ a(afatng) =it [ a- oo

Y,\Y, Yo

=t (h—.ﬁdfll\ cee Adfv+|> ).

Man hat also

d't (rl"._zdﬂ/\'-~/\dfv>=t(Sﬁ:dﬁ/\---/\dﬂ)

Damit ist ¢t ein Homomorphismus unserer Mittag-Leffler—Auflésung
in die Auflosung durch die Distributionsformen. Es wird 9,(Y,) auf
eine Menge von geschlosseneen (0, d)-Formen abgebildet. Aus der
Theorie der Spektralsequenzen folgt, da

a f 7 a = -
mdfll\“-/\dfy und t(ﬁdfl/\/\df")

die gleiche Kohomogieklasse aus H*(G, 0) reprisentieren.

5. Esseien fi=2zy,...,fa=zaund § =(21,...,24), §" = (Za+1s+ - +» Zn)
und ¢ = a(§) dz; A - - - A dZ, eine (0, d) Form in G. Die Funktion a sei
in 3" holomorph, es gelte also d"y = 0. Jede Differentialform ist auch
eine Distribution. Wir setzen fiir die Schnittflichen ¢ € A 4(G) mit
kompaktem Triger:

w@) =0t [y ng

G
und zeigen

¢=J‘t(—i—i—za( 2 Z df]l\"'Adfd) dx.dy,...dxddy,,.
1°-..°24
5
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BewEIs: Es ist nach Definition des Integrals von Distributionen:

([t(Zl_.."l_._zdzl,\...Ad-zd)dxl...d}’d)((P)

v
= j (t (Zla—dezl A A dfd> ((p)) dx; ... dy,.

Iy

Dieses ist gleich (2mi)? f;.dx,...dys [;»a - ¢o. Andererseits hat man

j¢A¢:Ia(5)df,A---AdZd Adzins - Adzg Ao

G G
= (—1)4¢-Dz. 94 Idxl A ndya fa - @o-
4 4"

Damit ist die Gleichung bewiesen.

6. Es seien nun B C G C C" Bereiche und ¢ eine zweimal stetig
differenzierbare reelle Funktion in G mit B={; € G:¢(3) >0} und
de # 0 liberall. Die Leviform L(¢) habe in jedem 3 € G genau (n — q)-
positive und (q — 1) negative Eigenwerte auf der komplexen Tangente

4,2 £(0) = (9)(9) = 0},

Dann ist also B in jedem Randpunkt g-konkav, aber nirgendwo
starker pseudokonkav. Wir zeigen den Satz von Andreotti-Norguet
[AN].

SAatz 2: Es gibt um jeden Punkt 3 € 3B NG eine Umgebung
U (30) C G und eine Differentialform ¢ = a(3) dZge1 A+ - A dZ,in UNB
(nach geeigneter Wahl der Koordinaten), wobei a in ;' = (zy,...,2,)
holomorph ist, so daB s in jedem Punkt von 4B N U singuldr wird.

Dabei wird dieser Begriff wie folgt definiert. Ist g = n, so ist ¢ eine
holomorphe Funktion. Der Begriff bedeutet dann einfach das ‘‘Sin-
guldr” bei holomorphen Funktionen. Im Falle 1< g <n bedeutet er,
daB es um keinen Punkt 3 € dB N U eine Umgebung V(3) C U mit
einer Form a = a®"™%" und d"a = ¢ gibt.

Bevor der Satz 2 betwiesen werden kann, ist es notwendig ein
Kriterium fiir Singularititen herzuleiten:
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KRITERIUM 3: Es sei ¢ eine d"-geschlossene Differentialform vom
Typ(0,n —q) in B und ;o€ 0B N G. Es gebe eine Umgebung U (4,) C
G, eine Folge X, C U N B von (n — q)-dimensionalen komplexen Un-
termannigfaltigkeiten, die gleichmdBig gegen eine (n — q)-dimensionale
komplexe Untermannigfaltigkeit X C U mit X N 8B = {30} konvergiert,
und eine geschlossene Form o vom Typ(n — q,0) in U, so daB fiir jede
Umbebung V(30) CC U die Folge der Integrale fx,nv a A unbe-
schrinkt ist. Dann ist ¢ in 4o singuldr.

BEwEIS: Ist ¢ in 4o nicht singulir, so diirfen wir ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB es eine Form B vom
Typ(0,n — q — 1) in B mit d" = ¢ gibt. Es sei V(30) CC U eine Kugel
um 4o, so daB VN X = 94X glatt ist. Dann sind auch die 94X, =
dV N X, fiir hinreichend groBe v glatt, und es gilt

f arnpy=(C-1)""1 f aAB—)(—l)"_"fa/\B

X,V ax, X

v

und damit die Beschrianktheit im Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes 2. Wir diirfen annehmen,
daB ;o= 0. Nach geeigneter Wahl der Koordinaten kann {¢ = 0} in der
Nihe von £ in der Form

n

q
{)’1 = 22 hv(xl, 225 . .0 Zn)zvzv_ 2 hv(xla 2254y Zn)zviv}

v=q+1

gegeben werden. Dabei sind die h, stetig in O, und es ist h, (D) = 1.

Es gibt eine komplexe Funktion f(3', Xy, Z2, . . ., Z») mit folgenden
Eigenschaften

(1) f ist in ' komplex linear

(2) f ist fiir |%)| <e, |Z,| <€ definiert und in allen Verinderlichen
einmal stetig differenzierbar

) ist 3 = (X, §1, 22, . . ., Za) E{@ = 0}, so ist

{3:F=0,2g11=Z441,.. s Za = Z} = T(§)
eine (q — 1)-dimensionale komplexe Tangente in diesem Punkt an {¢ =

0}. Diese liegt in {5 : |xi| <§, |z,| < €} mit Ausnahme des Punkts § stets
ganz auf der Seite {¢p <0}. Wir setzen
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- dZ oA - - - A dZ
Y= _ 4 . r
uz=l f" q(é I, x(IV)’ z V), ey Z(qy)’ Zq+l, e ey Zn) v
wobei die Punkte (x{,...,z%) in {x/|<e, |2 <e, ..., |z4| <€} dicht

liegen und die r, >0 gegen 0 konvergieren, da} auf der Seite {¢ > 0}
lokale gleichméBige Konvergenz einschlieBlich der 1. Ableitungen
vorliegt, und bezeichnen mit E(j) die (n — g)-dimensionale Tangen-
tialebene durch } an {¢ =0}, die parallel zu einer (n — q)-dimen-

sionalen Unterebene der (zi, Zg+15 - - - 2Z2)-Achsenebene ist. E() hangt
stetig differenzierbar von § € {¢ = 0}abundesist E(Q)={3:z,=---=
24 = 0}. Die Funktion "40,0,0,...,0, 2441, - - -, Zn)

verschwindet auf E in © genau von der Ordnung 2(n — q) und ist
sonst von 0 verschieden. Wir setzen a = dzg4 1 A - - - A dz, und erhalten
zunichst

dZg A ondz, —

lim oA =0oeC
o 790, zgit, - - oy 2Zn)
VN(E©Q)+1/w)

wobei 1/u den Punkt (+i(1/p),0,...,0) € C" bezeichnet. Das Gleiche
gilt nun fir ¢ und E(3,), wenn §,=xP+iy,z%,..., 29,
Zg+1, - - -» Zn) € {® = 0} hinreichend klein ist und die r, hinreichend
stark gegen 0 konvergieren:

lim I a A=

VN(EG)H+1p)

Also ist ¢ in der Ndhe von © auf {¢ = 0} in jedem Punkte singulir.
Ist U(L)C G eine Steinsche Umgebung, so kann jede Kohomolo-
gieklasse £ € H"%(U N B, 0) durch eine d”-geschlossene Form ¢ =
a(3) dZge1 A - - - A dZ, gegeben werden und damit durch ein Integral
iiber Mittag-Leffler—Kohomologieklassen. Die abgeschlossene Hiille
der Mittag-Leffler—Kohomologie ist also die volle Kohomologie-

gruppe.

7. Im allgemeinen ist die Mittag-Leffler-Kohomologie sehr viel
kleiner als die gewohnliche. Wir zeigen noch einen Satz fiir die
Mittag-Leffler—Kohomologie, der vielleicht fiir die gewdhnliche falsch
ist.

Es sei B=J{-1{; €G:0\(3)>0}C G CC", wobei die ¢, in dem
Bereich G reell und zweimal stetig differenzierbar sind. Die Leviform
L(¢,) have iiberall wenigstens n — q + 1 positive Eigenwerte. Ferner
sei D€ B NG und g (0)=0 fiir A =1,...,1. Wir zeigen:
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SATZ 4: Es sei € HY - (B, 0) eine Kohomologieklasse, wobei M
eine Mittag—Leffler Auflosung von O auf G ist. Dann gibt es eine
Umgebung U(L) C G, so daB sich £ in B U U fortsetzen lift, wenn
v=n-—2q.

BEwEIls: Wir brauchen nur folgendes zu zeigen: Es sei Y C G ein
lokaler vollstindiger Durchschnitt der Kodimension v, 9 triviale
Fortsetzung einer lokal freien Garbe auf Y in G. Dann gibt es eine
Umgebung U(D)C G, so daB sich jede Schnittfliche f € 9(B) zu
einer Schnittfliche f € P(B U U) fortsetzen 1aBt. Es gilt hd(D) = v,
also folgt aus v=n-2q die Ungleichung 0=n—-2q-hd(2)<
n—q —hd(D). Nach Satz 1.1 gibt es zu jedem A eine Umgebung
U,(O) und eine Schnittfliche f, € 2(Uy) mit f, | Uy N{p, >0} =
f I U, N{g, > 0}. Dabei ist f\ in der Nihe von £ eindeutig bestimmt.

Sind A, A, gegeben, so gibt es eine (2q — 2)-kodimensionale kom-
plexe Ebene durch O, so daB in der Nihe von © sowohl ¢, | E als
auch (pAZIE streng pseudokonvex ist. Man hat also fiir {¢, >0}U
{¢x, >0} in © die (2q — 1)-Konvexitit im Sinne von Satz 1.1. Da noch
O <n—-2q—1)-hd(@), folgt, daB die Fortsetzungen von f in der
Nihe von O eindeutig bestimmt sind, daB8 also dort gilt f}, = f,\z. Wir
konnen also eine Umgebung U (D) C M-, U, finden, wo fl =...= f}.
Es gibt dann ein f € @(U U B), das eine Forsetzung von f ist.

8. Selbst wenn die gewohnliche Kohomologie endlichdimensional
ist, kann die Mittag-Ieffler—-Kohomologie sehr viel kleiner als die
gewoOhnliche sein. Es sei etwa X CP, eine zusammenhingende,
wenigstens 2-dimensionale und zwei-codimensionale Untermannig-
faltigkeit des n-dimensionalen komplex projektiven Raumes.
Bezeichnet dx(x) fir x € P, den Abstand von X in Bezug auf die
Fubinimetrik, so ist nach [B] fiir hinreichend kleines € >0 das Gebiet
G=G.={x€P,:dx(x) <€} ein Schlauch um X mit glattem reell
analytischem Rande und 4G ist (n—2)-konkav. Es gilt also 1<
n —(n —2) =2 und nach [TFE], daB H (G, 0) endlich dimensional ist.
Andererseits kann die erste Bettische Zahl von X und damit die von
G positiv sein. Es ist dann H'(X, C) und erst recht H'(G, @) von 0
verschieden. Kein ¢ € H'(G, 0) 14Bt sich in den P, fortsetzen. Man
vgl. [HM] und [BT]. Es sei nun A eine analytische Menge in G, die
rein von der Kodimension 1 ist. Nach Verkleinerung von € hat A in
G, nur endlich viele irreduzible Komponenten und ist noch (n — 1) —
1)-konkav. Nach [ADA] ist auf jeder irreduziblen Komponente A,
von A der Korper der meromorphen Funktionen endlich algebraische
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Erweiterung des von zz| A, ..., 2Z, | A, erzeugten Unterkorpers, wenn
Z1,..., 2, inhomogene Koordinaten des P, sind, deren Numerierung
geeignet gewihlt ist. Es folgt, daB A, und damit A zu einer eins-
codimensionalen analytischen Menge A in den P, fortsetzbar ist, und
daB es deshalb ein Polynom p = 0 gibt, das auf A verschwindet.

Es sei nun ¢ € HY(G, 0) eine Kohomologieklasse, die durch eine
Schnittfliche f € 9,(G) mit Triger A gegeben wird. Nach dem Hil-
bertschen Nullstellensatz gibt es (nach Verkleinerung von €) eine
natiirliche Zahl s mit p*-f=0. Ist g der Grad des Polynoms p*#0
und F das (positive) Hyperebenenbiindel auf den P,, so ist das Bild
von ¢ unter der Abbildung H'(G, 0)—> HY(G, F®) gleich 0. Das Ele-
ment ¢ kann dann durch eine Schnittfliche f € 9,(G) gegeben werden,
bei der der Tréager A Teilgebiet einer 1-codimensionalen Ebene E ist.
Wie jede Schnittfliche s € V(A) in einem Vektorbiindel iiber E 148t
sich jedes f € 2,(G) zu einem f € @,(P,) fortsetzen. Das heiBt, daB ¢
in den P, fortsetzbar ist. Wir haben also gezeigt:

SATz 5: Eine Kohomologieklasse ¢ € H'(G, ©) gehért genau dann
zur Mittag—Leffler-Kohomologie, wenn sie verschwindet.

Dieses ist jedoch im allgemeinen nicht der Fall.

§3. Komplexe Morse-Singularititen

1. Es sei 5= (205 Z1y v« oy Zdy - - s Zd+4ps » + o3 Zd+2ps + + o5 Zn) =
(20,3'4", 4", ™ € C™*'. Wir betrachten zwei komplexe Unterman-
nigfaltigkeiten des C"*! von der Dimension d + p:

Xi={4:izo=1+ezi+---+e€z%3"=4"=0} and
Xo={ji—izo=1+e2d+ - +ezd "= 5" =0},

wobei 0 < € <31. Es sei ¢1(3) der euklidische Abstand von X, und ¢,(3)
derjenige von X, und ¢(3) = min(¢(3), ¢3)) der Abstand von X, U
X;. Ein Vektor (40, ) mit ; € X, steht senkrecht auf X, genau, wenn
z,—2v=0 fir v=d+1,...,d+p und 2ez(Z—z)+i(z,—79)=0
fir v=1,...,d. Dieses Gleichungssystem liBt sich zusammen mit
izo=1+ezi+ - -+ez} 3”=4"=0 bei gegebenem 40~ 0 mit einem
§~(=i,0,...,0) eindeutig auflésen, da 2e<1. Es gilt z,=
z)—2€ - 20+ hohere Potenzen in €, 20,28 fir v=1,...,d und izo=
1+ €29, (z%)*+hohere Potenzen in ¢, z$, 7% und z, = z° fir v=
d+1,...,d+p und z, =0 sonst. Es ist ¢,(4) der euklidische Abstand
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von ; und j,. Also gilt:

d n
@1Go) = [1—iz(*+2e Re > (29 + ;: 2950
v=1 v=d+p+1

+ hohere Glieder.

Genauso erhilt man

d d+
¢3Go) =1+ iz0?+2e Re I, (292 + 2; 2979
v=1 +1

=

n
+ 2°2% + hohere Glieder.

v=d+2p+1
Es sei E die reelle (d + 1)-dimensionale Ebene
{4:x,=0firv=0,...,n;y,=0flirv=d+1,...,n}

Auf E gilt:
d
¢1(3) =(1+ yo)’—2¢ >, y>+ hohere Glieder
v=1
d
@33) = (1—yo)*—2¢ >, y2+ hohere Glieder.
v=1
Also ist dort ungefihr in der Ndhe von ©O:

d
(1-yo)*—2e E_Zlyﬁzyo>0
¢ (3) = 4
(1+y))—2€ X y2:yo<0
v=1

Bezeichnet B, den Bereich {; € C":¢%(3) <a? fiir a >0 so ist fiir
a <1, a ~ 1 der Durchschnitt B, N E ungefihr das AuBere von zwei
Hyperbelkappen, die sich auf {y, = 0} schneiden. Im Falle a >1,a ~ 1
umfaBit B, N E eine ganze Umgebung von £. Geht man zu Parallelen
E(3) von E iber, so ist E(3) N B, in der Nihe von © wieder das
AuBere von zwei Hyperbelkappen. Die beiden Kappen sind jedoch
jetzt groBer geworden. Im allgemeinen hat sich ihr Schnitt auch von
{yo= 0} auf {y,= b} verlagert. Beim Ubergang von B, mita <1, a ~ 1
zu B, mit a >1, a ~1 wird also homotopietheoretisch in eine d-
dimensionale Sphire eine (d + 1)-dimensionale Kugel eingehingt.

Der Rand von B,N{zp=24:,=---=2, =0} ist auBerhalb der
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\r”o

I

\_/ "

A~

Hyperbelkappen

Knicke bei der angegebenen Niherung Levi-flach, d. h. eine analy-
tische Hyperfliche. Das dndert sich, wenn man von der euklidischen
zur Fubinimetrik iibergeht. Bei geeigneter Fubinimetrik im P,,; D C**'
wird in £ der Abstand:
d n
0l(3)=|1—izf+2eRe > 22+ ; |z,[?
v=d+p+1

v=1

-B 20 |z,|* + hohere Glieder
. d d+
PXp) =1 +izf +2eRe 3 23+ 3, |af
v= v=d+
+ S " 2_ N a 2+ hnh . )
,,=,,§p“ |21~ B VZ:OIZ | ohere Glieder

Dabei kann B > 0 beliebig klein sein. Die Leviformen von —¢3(4) und
—@3(4) haben dann in © auf der analytischen Tangente {z, = 0} genau
d + p positive Eigenwerte. Die Bereiche B, sind also auBlerhalb der
Knicke in der Nihe von &£ streng (n —d —p + 1)-konkav. Auf der
(20, 21, - - ., za)-Achse sind beide Leviformen gleichzeitig in © auf der
analytischen Tangente positiv definit. Durch Ubergang zu einem
Y(¢) mit streng monoton wachsendem reellen  kann man sogar
erreichen, daB die Leviformen auf der (zo, ..., zas)-Achse in £ positiv
definit werden. Der Bereich B, ist deshalb in der Nihe von O
(n —d + 1)-konkav.

2. Dieses gibt Anregung, allgemeine generische komplexe Morse-
singularitdten zu definieren. Es sei W = W()CC" eine offene
umgebung, es seien ¢y,...,¢. reelle zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen in W mit o) = - - = (D) = 0 und e < n. Die
Differentiale deo(£), ..., dp.(D) seien linear abhingig, eine positive
Linearkombination sei gleich 0, jedoch seien e von ihnen stets linear
unabhdangig, die (2n — e)-dimensionale Ebene K=
{deo() = - - - = dp. = 0} besitze nur (n — e)-dimensionale komplexe
Unterebenen. Wir fiihren die Koordinaten im C* so ein. daB K die
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(Y1, - + - Ye» Ze+1, - - -» Zn)-Achsenebene wird. Man kann dann schreiben:

‘Pv(é ) = Lv(é ) + Hv(é ) + Qy(é ) in w mlt

L) =af x+---+aPx,al’ER

H,3)=Re X, a®%(;)z.z

KA=1

(”)(é )ZKZ\’

Qi) =

n
KA=1

wobei a®)=a®¥, b =b" und die a., b.. in W stetig sind. Die
Koordinaten seien ferner so gewéahlt, daB3 det(do,, . . ., do.-1)

aP®, ... af¢?
= det< : : > >0.
a®, ... al?
Die Hermiteschen Formen Q,(;) mogen nun fiir festes 4 stets min-
destens (n — q + 1)-negative Eigenwerte haben, die Flichen {¢, =r.}
seien also iiberall g-konkav von der Seite {¢, <r,}.
Es sei e =<d =n und die folgende quadratische Form S im Punkte
4=9 sei auf der (X.+1,.-.,Xs)-Achse negativ und auf der

(Y15 - - -» Yd» Zd+15 - - -5 Zo)-Achse positiv definit:

af®,...,af

Ly,...,L
S=det< Q, H. >::det a?, ..., a?
H,+ .oH.A+Q, T H
0+ Q... He+Q Ho+Qo, ..., H, + Q.

Ist ¢ = min(egy, . . ,(pe), so sieht man sofort, dafl bis auf Homoto-
piedquivalenz beim Ubergang von {¢ < —€} zu {¢ > €}, wobei € >0, in
eine (d — 1)-dimensionale Sphire eine d-dimensionale Kugel einge-
hédngt wird, und daB deshalb im Nullpunkt eine Morsesingularitit vom
Index d vorliegt. Wir nennen die Zahl e den Typ der Morsesin-
gularitit.

Gilt £{-¢ b, dp,(£) = 0 mit b, > 0, so folgt

1 e
S = - det(de, .. ., dg.-1)- 20 b.(H, + Q).

Da S auf der (yi, ..., Ya, Za+15 - - -, Zo)-Achse positiv definit ist, gilt das
gleiche fiir 2’_0 b,Q, auf der (z4+4,.. ., z,)-Achse. Dann muB aber ein

‘11 positive Eigenwerte haben und damit hochstens

Q mindestens — Py
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e+1

negative. Es gilt also n— n =zn—q+1 und d=

e+1

n—(q—1)(e+1) und mithin stets d = n_-g_l_ 1. Damit ist der Index

der Morsesingularititen bei kleinem g nach unten beschrinkt. Ist X
eine n-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und Y C X
eine komplexe Untermannigfaltigkeit und gibt es eine g-konvexe
Funktion ¢ =0 in X von dem eben beschriebenen Typ, die genau auf
Y verschwindet, so folgen fiir die Homotopie von Y und X ent-
sprechende Leftschetzsitze.

Ist ACP, eine (n— q)-dimensionale analytische Teilmenge, so
kann man mittels des Abstandes bzgl. der Fubinimetrik und des
“Generischmachens” eine solche Funktion ¢ konstruieren. Die so
gewonnenen Lefschetzsitze sich jedoch verglichen mit denem von [L]
zu schwach.

3. Es soll das Verhalten der Kohomologie mit Koeffizienten in
kohdrenten Garben in der Ndhe von Kanten, insbesondere von Mor-
sesingularititen untersucht werden. Es sei wieder W=W(Q CC
eine offene Umgebung und ¢y, ..., ¢. reelle zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen in W mit ¢o(O) = - - - = ¢.(£) = 0. Die Leviform
der ¢, habe iiberall mindestens (n — g + 1) negative Eigenwerte. Wei-
tere Voraussetzungen werden zunidchst nicht gestellt. Es sind dann
bei jedem ¢, hochstens (q — 1) Eigenwerte positiv und es gibt eine
n — (e + 1)(q — 1)-dimensionale komplexe Ebene durch © auf der alle
¢, gleichzeitig negative Eigenwerte haben. Ist

B=UJ§ €W:a()<0;v=0,...e,

v=0

so ist B mindestens g-konkav relativ zu W mit §=(e+1)(q—-1)+ 1.
Es folgt aus Satz 1 von §1:

SATz 1: Es sei S kohdrent in W und 0<v <n — §—hd(S). Dann
gibt es beliebig kleine Steinsche Umgebungen U () C W, so daB gilt:

(a H*(UNB,S)=0 falls v>0
(b) H*(U, S)—» H*(U N B, S) bijektiv falls v = 0.

Dagegen ergibt sich aus 82, Satz 4, daB diese Aussage fiir die
Mittag-Leffler~Kohomologie richtig bleibt, wenn 0<v <n—2q und
die Garbe S lokal frei ist.
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4. Wir spezialisieren uns auf den Fall e =1 und betrachten eine
komplexe Morsesingularitit von diesem Typ und Index d mit 1 s d <
n. Es sei

@0(3) = apxi+ Ho(3) + Qo(3), ¢1(4) = —awx; + Hi(3) + Ql(é?

mit ay>0, a;>0. Es muB dann S = ao(H; + Q) + a;(Ho+ Q,) auf der
(Y15 - - +» Yd» Zd+15 - - -» 2n)-Achse positiv definit und auf der (x, ..., x4)-
Achse negativ definit sein und die Q,(3) iiberall mindestens (n — g +
1) negative Eigenwerte haben. Ist d = n —2(q — 1), so kann man die ¢,

so konstruieren, da} die Q, auf der (zi,.. ., zs)-Achse negativ definit
sind und insgesamt d + [%] negative Eigenwerte haben, wobei
[n ; d]_ die kleinste ganze Zahl m < n—_d bezeichnet. Es ist d +

[n ; d]_ =n—q+ 1. Bei geeigneter Wahl der H,, Q, ist auch S auf

der (yi,--., Ya» Za+1, - - -» Zn)-Achse positiv und auf der (xi,..., xq)-
Achse negativ definit. Es sei 9 die (d — 1)-codimensionale komplexe
Ebene z,=r, mitr, ER fiir v =2,.. ., d. Ist r ER nahe bei O, so kann
man die r, so wihlen, daB B,N DN G aus zwei Zusammenhangs-
komponenten besteht, die sich in genau einem Punkt j, der
(z1,. .., za)-Achse bertihren. Dabei sei G =G(O)C W eine kleine
Kugel um O. Es gibt dann in der Ndhe von j, holomorphe Funk-
tionen auf B, N %, die sich nicht in j, hinein holomorph fortsetzen
lassen. Da 9 zu einem System einer Mittag-Leffler—Auflosung 4"
gehort, wobei die Garben M, als Triger {z4_,+1=ra—ps1,..., 24 = r4}
haben, und sich holomorphe Funktionen auf {z;=r;,..., z; = r;} auf
@ N B, N G(40) in 4o hinein holomorph forsetzen lassen, ist fiir hin-
reichend kleine Umgebungen U () die Mittag-Leffler—-Kohomologie
H%Y(G N B,, G) unendlich dimensional. Es sei nun d =n—2(q—1).
Danngilt d—1=n-2q+1,esist H*(GNB,, My—p—2) =0 flir 0 < p <
d—-1 wegen p<n—-g—-hd(#My_,2)=n—-2q+1-d+p+2 dh. d<
n—2q+3. Nach §2, Satz 1 ist die Abbildung H4%'(G NB,, 0)—
H% (G N B,, 0) injektiv, der letztere Vektorraum also auch unendlich
dimensional. Die in Satz 1 angegebenen Grenzen sind also scharf,
wenn e = 1 ist.

Die Knicke in der Nihe von Morsesingularititen sind natiirlich sehr
scharf. Bei einem sehr stumpfen Knick kann man dagegen den Satz 1
aus §1 anwenden und man erhélt die Aussage von Satz 1, §3 fiir
v<n-—gq.

Als Vorankiindigung vgl. auch [CMS].
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