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Ist M eine C’-Mannigfaltigkeit, C die Strukturgarbe von M, x E M,
Cx der Halm von (l in x und tax das maximale Ideal von tlx, so ist der

Tangentialraum TxM von M in x der Dualraum von mx/mx (siehe C.
Chevalley [1]), also der Raum der Derivationen von Cx. Dieselbe

Definition gilt auch für Cû) -Mannigfaltigkeiten (vgl. H. Flanders [2]).
Ist M dagegen eine Cq-Mannigfaltigkeit mit 1:!5 q  oo, so führt

dieser Weg zu keinem guten Ergebnis, denn in diesem Fall ist die
Dimension von mx/m’ x unendlich, ja sogar gleich der Mâchtigkeit von
R (W.F. Newns, A.G. Walker [3]). Man kann aber TxM in diesem Fall

folgendermaBen beschreiben:
Sei M(2): = {f E mxIVf(x) = 01. Dabei ist der Gradient V/ von f bzgl.

irgendeines Koordinatensystems von M um x zu nehmen. Dann ist
TXM der Dualraum von Inx/tn(2) (vergleiche [3]). Diese Definition ist
auch für COO -bzw. Cw-Mannigfaltigkeiten richtig, denn in diesen Fâllen
ist x = mi. Es gibt bereits Versuche, das Ideal X) durch "innere"
Eigenschaften von Cx zu beschreiben, doch verwenden allé diese

Beschreibungen an irgendeiner Stellé mehr als nur die Ringstruktur
von Ox. So benôtigen beispielsweise Newns und Walker [3] Cq_

Algebren ; genauer gesagt, sie betrachten für f1, ..., fm E mx den

Homomorphismus vom Ring @§k der Keime von Cq-Funktionen in
o E IR m nach (lx, der durch Einsetzen von fI,..., f m für die Koor-

dinaten Y.,..., Ym des R’ entsteht. Es ist aber ein bis heute noch
nicht gelôstes Problem, ob es neben diesem Einsetzungsmorphismus
weitere R-Algebra-Homomorphismen P:, m x gibt mit p(Yi)=fi
(vgl. hierzu [4] und [6]). Jedoch kônnten Satz 13 und Korollar 17 der
vorliegenden Arbeit einen Beitrag zur Lôsung dieses Problems

liefern, denn dort werden Eigenschaften solcher Morphismen gezeigt,
die nicht notwendig Einstzungsmorphismen sind.
Das wichtigste Ergebnis dieser Arbeit ist aber, daB sich ln(2) durch
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ausschlieBlich algebraische Eigenschaften von flx (also durch Eigen-
schaften, die nur in der Struktur von flx als R-Algebra begründet
sind,) beschreiben läßt (Satz 8).
AuBerdem sei für r  q + 1 mit M(r) das Ideal aller der f E (lx

bezeichnet, deren partielle Ableitungen (bzgl. irgendeines Koordinaten-
systems) bis zur Ordnung r - 1 in x verschwinden. Dann ist stets

mX C mX (Leibnizregel). Auch für M(r) gebe ich eine rein algebraische
Beschreibung (Satz 11, Bemerkung 12). Die im Falle von Cw-bzw.

Coo-Mannigfaltigkeiten richtige Beschreibung M(r) .. r ist für q 
ebenfalls falsch. Mit einem âhnlichen Argument wie in [3] zeigt man
sogar, daB M(r) C M’ ist für q  00 und alle 1:5 r S q + 1.
Mit Hilfe dieser Beschreibung von m;&#x3E; folgt dann, daB die Bilder
x unter einem algebraischen Morphismus p (der also nicht not-
wendig ein Einsetzungsmorphismus ist,) wieder in ln(r) liegen (Satz
13). Damit induziert ein jeder solcher Morphismus einen Morphismus
der Taylorpolynome (Korollar 16).

Ich danke dem Referenten für einige wichtige Hinweise und Anre-
gungen.

Bezeichnungen, Vorbereitungen

Weil es sich hier um lokale Aussagen handelt, kônnen wir o.E.
davon ausgehen, daB M = R" und x = 0 E R" ist für ein n E N.
AuBerdem sei q eine beliebige aber von jetzt an feste natürliche

Zahl &#x3E; 0, D sei die R-Algebra der Cl-Funktionskeime in 0 E R", und m
sei das maximale Ideal von D.

X = (Xl, ..., Xn) seien die Koordinaten des R .

Mit I = (il, ..., in), J, ... seien stets Multiindizes aus N" bezeichnet.
AuBerdem sei

und es sei I - J genau dann, wenn iv S jv ist für allé 1 s v S n.

Für eine Cq-Funktion f : R n--&#x3E; R und III s q sei

SchlieBHch sei noch 
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q + 1, dann ist mr c m(r) (folgt mit der Leibnizregel). Für eine Funk-
tion f : Rn --&#x3E; R sei N(f):= f-l(O) die Nullstellenmenge von f. Ent-

sprechendes gelte für Keime. H":= N(Xv) sei die v-te Koordinaten-
hyperflâche und H : = U n= 1 H,
Bevor ich die angekündigte Beschreibung der Ideale m(r) geben

kann, benôtige ich einige Hilf saussagen. Dabei sind Satz 3 und

Korollar 5 von zentraler Bedeutung für die gesamte Arbeit. Um die
Aussagen nicht unnôtig kompliziert zu machen, wird oft nur von
Funktionen Rn --&#x3E; R die Rede sein, auch wenn nur Keime aus
gemeint sind.

BEWEIS : (a) Siehe z.B. [2]. Man setze

(b) folgt durch Induktion über n.

Dann ist /(0) = 0, 1 ist von der Klasse Cq und f - ÍIHn = 0, wenn
man 1 als Funktion auf R" betrachtet. Mit der Induktionsvoraus-

setzung und mit (a) folgt die Behauptung wegen f = Í + (j - Í). 0

2. HILFSSATZ : f : R’ --+ R sei stetig und auberhalb von H sogar C’.
Lassen sich alle partiellen Ableitungen afl axv : R nI H -+R stetig auf
ganz R" fortsetzen, so ist f auf ganz R" von der Klasse el.

BEWEIS : Durch einen linearen Koordinatenwechsel kônnen wir H
in eine Menge H mit folgenden Eigenschaften transformieren: H ist
eine Vereinigung von Hyperebenen; jede Gerade G, die parallel zu
einer der Koordinatenachsen Xv verlâuft, trifft H hôchstens in end-
lichvielen Punkten.

Bezeichnen wir mit 1 die Funktion, die durch Transformation aus f
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entsteht, so ist f stetig auf ganz R" und außerhalb H sogar C’.
AuBerdem lassen sich alle partiellen Ableitungen von f stetig auf ganz
R" fortzetzen.

Ist nun 1 s v s n, und ist G irgendeine Gerade parallel zur Xv-
Achse, so ist f/G C bis auf die endlichvielen Punkte von Gn fil und
die Ableitung (//G)’ = dfldXIG von /(G ist stetig ergânzbar. Durch
Integration von ( fl G )’ erhâlt man dann, daB f 1 G überall C’ ist. Macht
man diese Überlegung für alle achsenparallelen Geraden, so sieht

man, daB f überall partiell differenzierbar mit stetigen partiellen
Ableitungen ist. Damit ist f aber überall C’. 

3. SATZ: I sei ein Multiindex mit )I) s q und g : R n---&#x3E; R sei eine stetige
Funktion. Dann sind äquivalent:

(i) f : = Xl . g ist von der Klasse Cq und
(ii) (a) g ist von der Klasse C q-III.

(b) gllRnBH ist von der Klasse Cq.
(c) Für alle 1::5 1 und alle K mit IKI = JJI + q - III lâbt sich

Xj - DKg stetig auf ganz Rn fortsetzen.

BEWEIS: (i) =&#x3E; (ii): (a) folgt durch Ill-faches Anwenden von Hilfssatz
1 a.

(b) ist klar, weil XI(x) :,4- 0 ist für x E IRnBH.
Nach Hilfssatz la ist X’ - g von der Klasse Cq+/ll-/I/ = C"". c) folgt jetzt
durch Induktion über JJJ:

Il/ = 0: siehe unter (a)

mit geeigneten Konstanten cL, êL E tR là0t sich, wie gerade gezeigt,
stetig auf ganz R" fortsetzen. Nach Induktionsvoraussetzung lassen
sich die Summanden unter dem Summenzeichen stetig fortsetzen,
also hat auch Xl . DKg eine stetige Fortsetung.

(ii) --:&#x3E; (i) : Wir zeigen zuerst, daß (c) sogar für alle K mit IKI
IJI + q - III gilt. Dabei unterscheiden wir zwei Fâlle:

(1) IKI + III - q  O. In diesem Fall gibt es ein 0 - j:f:-: J mit IKI
+ q - III und nach ii, (c) läßt sich Xj - DKg und damit erst recht
X’ - DKg stetig auf Rn fortsetzen

(2) ’KI + III - q  0. In diesem Fall ist IKI  q - III, es ist also sogar
DKg stetig fortsetzbar nach ii, (a).
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Für jedes IKI - q ist nun

Wegen ] K - L) S q - ]L] = ]I - L] + q - ]I] für jedes L::; l, K läßt sich
DK(XI . g) stetig auf ganz R" fortsetzen. Mehrfaches Anwenden von
Hilfssatz 2 liefert die Behauptung. D

Diesen Satz findet man für den Fall n = 1 bereits bei Spallek [5],
Satz 4.1.

4. KOROLLAR: Unter den Voraussetzungen von Satz 3 gilt 3, ii, (c)
auch für alle K mit ]K ] S III + q - III. n

5. KOROLLAR: Es sei III::; q, f und g seien stetige Funktionen auf
IRn, so daB X I - f und XI - g von der Klasse Cq sind.

(a) XI (f + g) ist von der Klasse Cq.
(b) XI ( f - g) ist von der Klasse Cq.
(c) XI - (flg) ist in einer Umgebung der Null von der Klasse cq,

falls g(O) 4 0 ist.

BEWEIS: (a) ist klar. Nach Voraussetzung erfüllen f und g die

Bedingungen von 3, iL Dann erfüllen auch f - g bzw. flg die Bedin-
gungen 3, ii, (a) und (b). Lediglich für die Bedingung 3, ii, (c) bleibt
etwas zu zeigen. Sei also 1::; I und IKI = III + q - III. Dann folgt mit
der Leibnizregel

eL E IR geignet und JI(L):5 J mit ILI = IJI(L)I + q - III. Damit ist die
erste Summe wegen 3, ii, (a) für f und Korollar 4 für g stetig
fortsetzbar und in der zweiten Summe ist XJt(L). DLf ebenfalls stetig
fortsetzbar. AuBerdem gilt



374

Nach Korollar 4 ist also auch XJ-Jt(L). DK-g stetig fortsetzbar. Der
Beweis für f/g verläuft âhnlich. D

Algebraische Beschreibung der Ideale mr

6. DEFINITION: Seien f, g E m. Dann heiße f :5 g genau dann, wenn
für alle j E N gilt: fi teilt gi" in -Oè.f :Ë g bedeute, daB nicht f  g ist.
Ist M C m eine Teilmenge, so heiBe f E M minimales Element von M,
wenn für jedes g E M mit g  f folgt, daß f  g ist. D

Zwar ist "" keine Ordnungsrelation, aber mit gewissen Ein-
schrânkungen stimmt folgende Vorstellung: Ist f :5 g, so verschwindet g
von hôherer Ordnung als f. Prâzisiert wird diese Aussage durch.

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage zunâchst für den Fall n = 1. Sei
dazu Y die Koordinatenfunktion auf dem R’. Ist g e ml"), so gibt es
ein 0  k  r und stetige Funktionen f, g : R --&#x3E; R mit f = yk.1 g =
yk. Ê und mit f (0) = 0, Ê(O) gé 0.

f --5 g bedeutet insbesondere, daß h : = g21f = Y’ - g21Í eine Cq-Funk-
tion ist. Weil É’/f nicht stetig ist, ist h e m(k). Damit gibt es ein
0  k’  k und eine stetige Funktion h : R - R mit h(O) -# 0 und h =
Y k’ . h. 

,

Damit ist g21Í = h/ Yk = li yk’-k auBerhalb von o. Weil f s g ist,
muß auch

eine Cq-Funktion sein. Das ist aber nicht der Fall, denn es ist

k - (k - k’). (k + 1)0 und hk+l. (Ilê)k(o) 0 0.
Um nun den allgemeinen Fall einzusehen, mu0 man f und g auf

irgendeine Gerade G durch den Nullpunkt einschrânken. Dabei bleibt
f IG E m(r) und es bleibt f IG s giG. Es f olgt also gla E m(r). Ist P das
Taylorpolynom vom Grad r - 1 von g im Nullpunkt, so ist PIG = 0
für allé Geraden G durch Null, denn PIG ist das Taylorpolynom vom
Grade r - 1 von g 1 G. Dann ist aber P bereits das Nullpolynom, und
das bedeutet, daß g E m(r) ist. D
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Im vorangegangenen Beweis wird die Sprechweise benutzt "f/g ist
eine Cq-Funktion" als Abkürzung für "es gibt eine Cq-Funktion h mit
f = g . h". Diese vereinfachte Sprechweise wird auch in den fol-

genden Beweisen verwendet.

8. SATZ: m(2) wird von den nicht minimalen Elementen aus m

erzeugt.

BEwEis: Sei f Ei M (2) , dann gibt es Cq-1-Funktionen f,: RN --&#x3E; R mit
fv(0) = 0 und f = 1"=, 1 Xv . fv, so daB X, - f, für alle v eine Cq-Funktion
ist (Hilfssatz l.b) Nun ist (X, - f,,)j+l = Xi+’ - fi+’ = Xl . (X" . f;,+1) für
jedes 1 S v --5 n und jedes j E N. Nach Korollar 5.b ist Xv . fi+’ von der
Klasse Cq, also ist X" :5 X" . f. Wâre jetzt auch X, - f, --5 X,, so folgte
X" E M(2) mit Satz 7. Damit ist gezeigt, da0 X" . f" nicht minimal in m
ist. Es bleibt zu zeigen, daß jedes f e M(2) minimal in m ist. Sei also
f E m/m(2) und g E m mit g:5 f. Nach Koordinatenwechsel kônnen wir
oE annehmen f = Xl. Wegen g:5 f ist f 2/g eine Cq-Funktion, damit
ist N(g) C N( f ) = Hl. Wegen Satz 7 ist außerdem g e m(2), damit ist
N(g) sogar eine (n - l)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann ist aber
N(g) = Hl, mit Satz 1, a gibt es also eine stetige Funktion gl: R n --+ R
mit g XI - gl. Daraus folgt, daß g’+1I fi = Xi ’ g{+l eine Cq-Funktion
ist für alle j E N (Korollar 5) und das bedeutet f :5 g. 0

Man beachte, daB man ein Koordinatensystem zwar für den Beweis
von Satz 8 braucht, nicht aber für die mit diesem Satz gegebene
algebraische Beschreibung von m(2).
Es gibt jedoch für n &#x3E; 2 minimale Funktionen in m, die in m(2)

liegen, zum Beispiel yn=l X2

9. DEFINITION: Sei 1 ein Multiindex mit 111:5 q.

Diese Definition ist natürlich nicht rein algebraisch und hângt vom
gewàhlten Koordinatensystem X ab. Da man aber mit Satz 8 rein
algebraisch definieren kann: Xi, ..., Xd E tn heißen Koordinaten-

system, falls die Xi eine Basis von mim(’) bilden, liefert der folgende
Satz doch eine algebraische Beschreibung von m(’), sofern wir uns
wieder ein festes Koordinatensystem X gegeben denken.
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BEWEIS: Sei f Emu&#x3E;, f = XI - g, g stetig. Nach Korollar 5, b ist

fi+l/(XI)Ï = xi.9j+l eine Cq-Funktion für alle j ? 1, also ist XI s: f.
Ist andererseits f E m und XI -- f mit I = (il, ..., in), so folgt für jede
Gerade G parallel zur XJI-Achse: X’-IG:5fiG und dararaus folgt mit
Satz 7 di(flG)/(dXJI)i (x) = 0 für alle i  i,, x E Hv.
Macht man diese Überlegung für alle v, so liefert mehrfaches

Anwenden von Hilfssatz 1, a die Behauptung. 0

Damit ist eine algebraische Beschreibung von M(") für rsq

gegeben, denn es gilt:

BEWEIS : Es gibt zunâchst C°°-Funktionen Pv:lRnB{O}R mit folgen-
den Bedingungen:

(a) 0, = 0 in einer Umgebung von I-I,BJOI

Diese Funktionen findet man mit Hilfe von Multiplikatoren (vgl.
hierzu [7], IV. 4), weil die HY und alle endlichen Schnitte der Hv
paarweise regular liegen.

Sei nun f E ml") und T sei das Taylorpolynom q-ten Grades von f
im Nullpunkt. Dann ist f - T E M@qll) und es gibt stetige Funktionen g,
mit 4J,,’ (f - T) = Xq. gv wegen Bedingung (a) und (c). AuBerdem ist
g,,(O) = 0.

Auch diese Beschreibung von m(r) hângt nicht vom Koordinaten-
system ab. Jetzt mu6 man nur noch m(q+l) algebraisch beschreiben.
Das geschieht mit der folgenden

12. BEMERKUNG: Sei I beliebig mit III = r :5 q. Dann gilt m(I) fl
m(r+l) = {f E m(l)lf ist nicht minimal in M(’)I. Das liefert für )I] = q
wegen Satz 11 insbesondere eine Beschreibung von m(q").

BEWEIS: Sei /:R"-R stetig und Xl . f EmU). Dann ist Xl. f E
m(r+l) genau dann, wenn f(O) = 0 ist.
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Sind nun X j - f und X I - g aus m(l), wobei f und g stetige Funk-
tionen seien, und ist f (0) 7é 0, so ist (XI . g)j+l/(xI . f)’ = XI - g - (g//)’
nach Korollar 5 eine Cq-Funktion für alle n E N. Es ist also Xl . f s
XI . g. Das bedeutet, daß XI - f minimal in m(Il ist.

Ist andereseits XI - f E m(l), wobei f stetig ist, mit f(0) = 0, so ist
XI e X I - f, denn sonst wâre X’ E M(r+l) mit Satz 7. Es ist aber

XI -- Xl . f (Satz 10). In diesem Fall ist also XI f nicht minimal in
m(l). 

Invarianz der Idéale tnr unter Morphismen.

Seien n’ und q’ zwei weitere, von jetzt an feste natürliche Zahlen,
D’ sei die R-Algebra der Keime von C q’-Funktionen im Nullpunkt
des R n’, , m’ sei das maximale Ideal von D’, und Y sei ein

Koordinatensystem des Rn. Außerdem sei p : @- @’ ein lokaler

Morphismus von R-Algebren.

13. SATZ: Ist r - minlq, q’} + 1, so ist p(m(r» C m,(r).

BEWEIS: Fall 1: r - q.

Wegen Satz 11 genügt es, zu zeigen, daß p(m(l» C Mlrl ist für ]I] = r.
Sei also f E m(I), so ist XI -- f, daraus folgt P(XI )  p(f). AuBerdem ist
P(XI) = (p(X))I E tri’r C m,(r). Mit Satz 7 ist pif) E m,(r).

Fall 2: r = q + 1. Sei f E M(q+l). Wie im Beweis von Satz 10 gezeigt
wurde, genügt es, den Fall f = X1. g mit g : R n--.&#x3E; R stetig, g(0) = 0 zu
betrachten. Es folgt P(XI)Q P(f). Ist P(Xl) so ist P(Xl)q E
m,(q+l) (Leibnizformel) und damit p(f) El M(q+l) (Satz 7). Ist

p(XI) e m,(2), so kônnen wir o.E. annehmen p(XI) = YI und damit
Y1 p (f). Es gibt damit ein stetiges h : R n --&#x3E; R mit pif) = Y1. h. Wâre
p(f) e m’(q+1), so ware a:= h(O)  o. Damit wäre 1:= g - aX1  1-
Daraus folgte p(/)y?, was wegen ?(/)= Y1(h - a) E m’(q+l) nicht
môglich ist (vgl. Bemerkung 12). n

Da wir jetzt über eine invariante Definition der Ideale M(rl verfügen,
ist es auch môglich, Taylorpolynome invariant zu definieren.

14. DEFINITION: Sei k:5 q, und f E qjJ. Dann sei Tf das Taylor-
polynom vom Grad k von f bzgl. des (von uns fest gewàhlten)
Koordinatensystems X. D

Bezeichnet man mit Pn den Ring aller Polynome in n Variablen
ZI, ..., Zn über R vom Grade :5 k, so ist T’ _ Pn ein surjektiver
Ringhomomorphismus, der sich folgendermaßen invariant be-

schreiben 1aßt.
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15. BEMERKUNG: Tkf ist das eindeutig bestimmte Polynom aus pk
so daß T "‘f (X ) - f E m(k+l) ist. Damit ist nicht nur m(r) f ür alle r  q + 1
rein algebraisch beschrieben, sondern auch für jedes I mit /1/  q der

Wert von Df (0) bzgl. des Koordinatensystems X. 

16. KOROLLAR: Ist unter den Voraussetzungen von Satz 13 zusiitz-
lich k  min(q, q’l, und bezeichnet T : @ - pk n bzw. T k:,5 P n-
jeweils die Taylorabbildung, so gibt es einen eindeutig bestimmten
Ringhomomorphismus Tkp : P b - p k@ n mit T,k 0 p = (Tkp) 0 T k.

BEWEIS: Folgt sofort mit Satz 13, weil

Die Aussage von Korollar 16 ist für den Fall, da0 q ± q’ ist und p
durch Einsetzen von Cq’-Funktionen gegeben wird, bekannt. Aller-

dings weiß man bisher noch nicht, ob allé Morphismen auf diese Art
gegeben werden (vgl. hierzu [6], § 4 und [4]).
Jedoch erhâlt man.

17. KOROLLAR: Ist q ± q’ und ist b: 2 --&#x3E; 1-D’ derjenige Morphismus,
der durch Einsetzen von p(XI), ..., p(Xn) für XI, ..., Xn entsteht, so ist
p(f) - P(f ) E m ’(q’+l) für alle f E D.

(Das bedeutet, daß sich p hôchstens um q’-platte Funktionen von
einem Einsetzungsmorphismus unterscheidet.)

BEWEIS: Aus der Konstruktion von p folgt sofort, daß Tq’p(Xi) =
Tq’p(Xi) ist für 1  i  n. Weil Tq’fi und T" p als Morphismen von

Polynomringen durch Einsetzen entstehen, ist dann Tq’fi = Tq’p.
Damit ist Tq(fi(f» = T,q’(p(f» für allé f E qj), und es folgt die Behaup-
tung. 
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Nachtrag bei der Korrektur
Mit âhnlichen Methoden, wie sie zum Beweis von Korollar 5

verwendet wurden, läßt sich die folgende Verallgemeinerung von
Korollar 5 zeigen:

I und q seien gegeben wie in Satz 3, und gl, ..., gm seien stetige
Funktionen, so daB XI - fj von der Klasse Cq ist für 1 S j S m. Ist dann
F(Y1, ..., Ym ) eine Cq-Funktion, so ist auch XI - F( f l, ..., f m ) von der
Klasse Cq.


