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Ueber die Jordansche Meßbarkeit von Vereinigung
und Durchschnitt beliebig vieler Punktmengen

von

H. Hadwiger
Bern

Ein von F. Behrend 1) für euklidische Râume und kürzlich
von A. Dinghas 2) allgemeiner auch für Räume konstanter Krüm-
mung nachgewiesenes Theorem kann wie folgt interpretiert
werden:

Die Vereinigungsmenge beliebig (endlich, abzâhlbar, über-

abzahibar) vicier kongruenter Kugeln, welche in einem beschrânk-
ten Raumteil liegen, ist stets im Jordanschen Sinn meBbar (kurz:
J-meBbar ).
Es wurde sogar wesentlich allgemeiner gezeigt, daB man hier

an Stelle der kongruenten Kugetn beliebige, nicht notwendig
kongruenter, konvexe Kôrper setzen darf, sofern die Bedingung
erfiillt wird, wonach die Illktlgelradiell der Kôrper gleiclimâbig
nach unten besehrankt sind.
Es ist ohne weiteres plausibel, daB diese genannten Théorème

auf die Wirksamkeit noch weit allgeiiieiiierer Sâtze zurûckfùhrbar
sein werden ; sodaB die subtileren geiiatien Voraussetzungen dieser
Satze durch Kugeln bzw. konvexe Kôrper in der einfachsten
Weise realisiert sind

In der voriiegenden Arbeit gebe ich einen solchen Satz an über
die J-lleBbarkeit der Vereinigung beliebig vieller Punktmengen 3)
und stelle iliiii einen dualen über die J-3IeBbarkeit des Dtlrcll-
sellllitts beliebig vieler Punktmengen zur Seite.
Das Ziel wird dadurch erreicht, dnJ3 zwei für die J-8Ie0barkeit

hinreichendc Kriterieii nufgestcllt werden, wovon sich das eine
ohne weiteres von den Summanden auf die Summe, dils andere

1) F. BEHREND: Bemerkung zur Inhaltstheorie. Math. Ann., Berliii, 111,
289-292 (1935).

SI) A. DINGHAS: Ueber einen Satz von Felix Behrend. Math. Nacher., Berlin, 2.
141 - 147 (1949).

3) l)as Theorem voii Behrend in sl’inl’r allgemeineren Forili l’rgibt sich ais

Korollar (lieses Satzes.
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won den Faktoren auf das Produkt übertracen lâbt. Die Kriterien
sind dann erfüllt. wenn die Punktmenge keine zu komplizierten
Randverhält6nisse aufweist.

Ihre Formulierung erfolgt iiii Rahn1en der Theorie des Jor-

danschen Inhalt; aus methodischen Grüiideii ist die Heran-

ziehullg der Lebesgueschen )laBtheorie vermieden worden.

I.

Unsere Betrachtungen gelten für den k-din1ensionalen eukli-
dischen RaUI1l 4).

Fls sei E ein fester Eiiilieitsm-ürfel. Ist P ein Punkt, so bedeute

Pa einen abgeschlossenen zu E parallel gelagerten iiiirfel der

Seitentânge a. dessen Mittelpunkt P ist. Für eine beliebige be-
schrankte Punktlllenge -Y bezeichnen J(X) und J(X) den äußern
und den innern Jordanschen Inhalt von X.

Es sei nun eine besehrankte Punktn1enge A vorgegeben. Die
Quotienten

und

stellen mit Rûeksicht darautB da8 ja 03C3k den elelllelltarell Inhatt
des Würfels Pa w-iederyibt. gewisse mittlere .,innere" und äußere"
Dichten der )Ienge .-1 im Punkte P dar. Fur uns von Interesse
sind Bun die beiden der Menge A (bei festem Koordinations-
wurfet E eindeutig) zugeordneten Schranken

und

Hierbei sind die iii Klammern rechts beigefügten Nebenbedin-
gungen zur Schrankenbildung besonders zu beachten. Die Existenz
von (3) und (4) ist durch die Tatsaclie sichergestellt, daB die
mittteren Dichten nach .-Bnsatz (1) und (2) stets Werte des Inter-
vaMs -0. 1 - sein iiiiisseii. Wir nennen iiii Raliiiieii dieser Note
die Werte 03B1(A) und 03B1(A) innere und aui3ere Dichteschranke von
A. Oftenbar gilt

Die ill Aussieht gestellte Erweiterung des Theorems von F.

Behreud einerseits und die Parallelstellung eines dualen Theorems
andererseits ist nun dureh die folgenden Satze gegeben :

4) Sinngemasse Uebertragungen auf anderc Haume sind durchaus möglich.
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SATZ A. Die Vereinigungsmenge U = 1 A beliebig vieler in
einem beschriinkten Teil des k-dimensionalen euklidischen Raumes

liege,nder Punktmengen A, deren innere Dichteschranken oc(A) alle
gleichmäßig grofJer als 0 sind, ist J-meßbar.
SATZ B. Der Durchschnitt V = Il B beliebig vieler in einem

beschriinkten Teil des k-dimensionalen euklidischen Raumes liegen-
der Punktmengen B, deren äußere Dichteschranken m(B) alle gleich-
mâflig kleiner als 1 sind, ist J-mefJbar.

II.

Die beiden vorstehend formulierten Satze werden sich in ein-
facher Weise ergeben aus einigen Hilfsaussagen, welche wir in
diesem Abschnitt zusammenstellen wollen. Zunachst sollen die
mit (3) und (4) eingeführten Dichteschranken noch in symme-
triscller Weise ergânzt werden:

Es sei für eine vorgegebene beschrankte Menge A

Es gelten nun
LEMMA 1. 03B2(A) nimmt stets den Wert 0 an.
LEMMA 2. 03B2(A) nimmt nur die Werte 0 oder 1 an; 03B2(A) = 0

bzw. 03B2(A) - 1 gilt genau dann, wenn A eine J-Nullmenge bzw.
nicht eine J-Nullmenge ist.

LEMMA 3. Ist 03B1(A) &#x3E; 0, so ist A J-meBbar.
LEMMA 4. Ist 03B1(A)  1, so ist A J-meBbar.
Wir beweisen zunâchst die vier Aussagen.
Beweis 1. Da A beschrankt ist, gibt es ein P, sodaB P GA = 0 ist.
Beweis 2.

1. Fall. A sei eine Nullmenge: J(A) - 0. Da jede Teilmenge
ebenfalls Nullmenge ist, folgt stets J(P03C3A) = 0. Hieraus ergibt
sich 6(A) = 0.

2. Fall. A sei nicht eine Nullmenge: 7(A) &#x3E; 0. Zu E &#x3E; 0 gibt
N

es sein 0  a  1, sodaB A C £ Pâ, P" E A, das heiBt, A ist über-

deckt durch eine endliche Summe kongruenter VVürfel, deren
Mittelpunkte sich in A bef inden, sodaB noch die Relation

J(A)  N03C3k  a + J(A) gilt. Andererseits ist
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worin aber nach Voraussetzung

gilt; so ergibt sich denn

oder

und hiermit 03B2(A) = 1. 
Beweis 3. Es sei C der Rand von A.

1. Fall. C sei nicht eine J-Nullmenge: J(C) &#x3E; 0. Nach Lemma

2 ist 03B2(C) = 1. Es gibt somit einen Punkt P e C und ein 0  03C3  1,
sodaB

gesetzt ist. Nun gibt es zu einem beliebig kleinen 03C4 aus 0  T  03C3

einen Punkt Q E A, sodaB noch Q03C3=03C4 C PQ gilt. Nach vorausset-
zung hat man J(Q03C3-03C4A) ~ 03B1(03C3 - 03C4)k.

Bezeichnet X0 den offenen Kern von X = Q03C3-03C4A, so gilt immer
noch J(X0) ~ 03B1(03C3 - 03C4)k. Da X ° keinen Punkt des Randes C
enthâlt, schlieBt man in geh,uf iger Weise

Andererseits ist

So erhâlt man

Da die linke Seite unabhângig von i ist, folgt so

im Widerspruch zu (a).
2. Fall. C sei eine J-Nullmenge: 7(C) = 0. Also ist A J-meBbar,

w.z.b.w.

Beweis 4. Es sei W ein ’Vürfel und A C W. Wir betrachten
B = W - A. Nun ist J(P03C3A) ~ aak für 0  a  1; P e B;
wo x = ri(A) gesetzt ist. In der üblichen Weise folgert man
J(P03C3B) ~ (1 - 03B1)03C3k. Wegen der Voraussetzung oc  1 schlieBt
man auf oc(B) &#x3E; 0 und nach Lemma 3 auf die J-MeBbarkeit
von B. Hieraus folgt auch, daB A J-meBbar ist, w.z.b.w.
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III.

Die Beweise von Satz A und Satz B ergeben sich nunmehr auf
Grund der folgenden einfachen Bemerkungen:

a) Es sei U = L’A und 03B1(A) ~ a ~ 0 gleichmaBig für alle A.
Ist P E U, so lâBt sich gewiß ein A finden, daB auch P E A

gilt. Nun ist P03C3U  PA und so hat man zunâchst

J(P03C3U)03C3-k ~ J(P03C3A )03C3-k ~ 03B1
und damit 03B1(U) ~ 03B1 &#x3E; 0; also ist U nach Lemma 3 J-meßbar.

b) Es sei V = II B und 03B1(B) ~ 03B1  1 gleichmâBig für alle B.
Ist P ~ V, so gibt es gewiB ein B, sodaB auch P ~ B gilt. Nun ist
PQV Ç P03C3B und demnach

also 03B1(V) ~ 03B1  1; somit ist V nach 1,,emma 4 J-meßbar.

(Oblatum 16-8-50).


