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Ueber die Jordansche MeBbarkeit von Vereinigung
und Durchschnitt beliebig vieler Punktmengen

von
H. Hadwiger
Bern

Ein von F. Behrend!) fir euklidische Rdume und kiirzlich
von A. Dinghas 2) allgemeiner auch fiir Raume konstanter Kriim-
mung nachgewiesenes Theorem kann wie folgt interpretiert
werden:

Die Vereinigungsmenge beliebig (endlich, abzihlbar, iiber-
abzihlbar) vieler kongruenter Kugeln, welche in einem beschriank-
ten Raumteil liegen, ist stets im Jordanschen Sinn meBbar (kurz:
J-meBbar).

Es wurde sogar wesentlich allgemeiner gezeigt, daB man hier
an Stelle der kongruenten Kugeln beliebige, nicht notwendig
kongruente, konvexe Korper setzen darf, sofern die Bedingung
erfiillt wird, wonach die Inkugelradien der Korper gleichmaBig
nach unten beschriankt sind.

Es ist ohne weiteres plausibel, daB diese genannten Theoreme
auf die Wirksamkeit noch weit allgemeinerer Sitze zuriickfiihrbar
sein werden; sodaB die subtileren genauen Voraussetzungen dieser
Sitze durch Kugeln bzw. konvexe Korper in der einfachsten
Weise realisiert sind.

In der vorliegenden Arbeit gebe ich einen solchen Satz an iiber
die J-MeBbarkeit der Vereinigung beliebig vieler Punktmengen 2)
und stelle ihm einen dualen iiber die J-MeBbarkeit des Durch-
schnitts belicbig vieler Punktmengen zur Seite.

Das Ziel wird dadurch erreicht, daB zwei fiir die J-MeBbarkeit
hinreichende Kriterien aufgestellt werden, wovon sich das eine
ohne weiteres von den Summanden auf die Summe, das andere

1) K. BrureNp: Bemerkung zur Inhaltstheorie. Math. Ann., Berlin, 111,
280--202 (1933). ,

2) A, Dinauas: Ueber einen Satz von Felix Behrend. Math. Nachr., Berlin, 2,
141 - 147 (1049).

3) Das Theorem von Behrend in seiner allgemeineren Form ergibt sich als

Korollar dieses Satzes.
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von den Faktoren auf das Produkt iibertragen l4Bt. Die Kriterien
sind dann erfiillt. wenn die Punktmenge keine zu komplizierten
Randverhiltnisse aufweist.

Ihre Formulierung erfolgt im Rahmen der Theorie des Jor-
danschen Inhalts; aus methodischen Griinden ist die Heran-
ziehung der Lebesgueschen MaBtheorie vermieden worden.

I.

Unsere Betrachtungen gelten fiir den A-dimensionalen eukli-
dischen Raum ?*).

Es sei E ein fester Einheitswiirfel. Ist P ein Punkt, so bedeute
P, einen abgeschlossenen zu E parallel gelagerten Wiirfel der
Seitenldnge o. dessen Mittelpunkt P ist. Fiir eine beliebige Le-
schriankte Punktmenge X bezeichnen J(X) und J(.X') den duBern
und den innern Jordanschen Inhalt von .\X.

Es sei nun eine beschrinkte Punktmenge .1 vorgegeben. Die
Quotienten

(1) J(Pgd)o™*
und
(2) T( P d)o*

stellen mit Riicksicht darauf. daB ja ¢* den elementaren Inhalt
des Wiirfels P, wiedergibt. gewisse mittlere ..innere” und ,,aullere”
Dichten der Menge 4 im Punkte P dar. Fiir uns von Interesse
sind nun die beiden der Menge 4 (bei festem Koordinations-
wiirfel E eindeutig) zugeordneten Schranken

(3) 2(d) =inf J(Pyd)o* (0<o<1; Ped)
und
(1) 2(d) =sup J(Pyd)o* (0<o<1; Pg¢d).

Hierbei sind die in Klammern rechts beigefiigten Nebenbedin-
gungen zur Schrankenbildung besonders zu beachten. Die Existenz
von (3) und (4) ist durch die Tatsache sichergestellt, daB die
mittleren Dichten nach Ansatz (1) und (2) stets Werte des Inter-
valls 0. 1 sein miissen. Wir nennen im Rahmen dieser Note
die Werte x(.1) und x(4) innere und duBere Dichteschranke von
A. Offenbar gilt

(5) 0= x(A) =1 0=xd) =L
Die in Aussicht gestellte Erweiterune des Theorems von F.
Behrend einerseits und die Parallelstellung eines dualen Theorems
andererseits ist nun dureh die folgenden Sitze gegeben:

4)  Sinngemiasse Uebertragungen auf andere Raume sind durchaus mé sich.
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SAatz A. Die Vereinigungsmenge U = X' A beliebig vieler in
einem beschrinkten Teil des k-dimensionalen euklidischen Raumes
liegender Punktmengen A, deren innere Dichteschranken «(A) alle
glesichmdafig grofer als O sind, ist J-mefbar.

Satz B. Der Durchschnitt V = II B beliebig vieler in einem
beschrdinkten Teil des k-dimensionalen euklidischen Raumes liegen-
der Punktmengen B, deren dufere Dichteschranken «(B) alle gleich-
mdapig kleiner als 1 sind, ist J-mefbar.

, IL.

Die beiden vorstehend formulierten Sidtze werden sich in ein-
facher Weise ergeben aus einigen Hilfsaussagen, welche wir in
diesem Abschnitt zusammenstellen wollen. Zunichst sollen die
mit (8) und (4) eingefiihrten Dichteschranken noch in symme-
trischer Weise erginzt werden:

Es sei fiir eine vorgegebene beschrinkte Menge A

(6) B(4) = inf J(P,A)o~* 0<o<l; P¢A)
(7) B(4) =sup J(P,A)o~* (0 <o <1; Ped)
Es gelten nun
Lemma 1. f(A4) nimmt stets den Wert 0 an.

Lemma 2. B(A4) nimmt nur die Werte 0 oder 1 an; f(4) = 0
bzw. f(4) = 1 gilt genau dann, wenn A eine J-Nullmenge bzw.
nicht eine /-Nullmenge ist.

Lemma 8. Ist «(4) >0, so ist 4 J-meBbar.

Lemma 4. Ist x(4) <1, so ist A J-meBbar.

Wir beweisen zundchst die vier Aussagen.
Beweis 1. Da A beschrinkt ist, gibt es ein P, soda P,4 = 0 ist.

Beweis 2.

1. Fall. A sei eine Nullmenge: J(4) = 0. Da jede Teilmenge
ebenfalls Nullmenge ist, folgt stets J(P,A4) = 0. Hieraus ergibt
sich B(4) = o.

2. Fall. A sei nicht eine Nullmenge: J(4) > 0. Zu ¢ > 0 gibt

N

essein 0 < o < 1,sodaB 4 C X P, P”e A, das heiBit, 4 ist iiber-
. r=1
deckt durch eine endliche Summe kongruenter Wiirfel, deren

Mittelpunkte sich in 4 befinden, sodaB noch die Relation
J(A) < No* < & + J(A) gilt. Andererseits ist

— N p—
J(4) = 27 (py4),
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worin aber nach Voraussetzung
J(P,4) < B(4)o*
gilt; so ergibt sich denn
No* < ¢ + B(A)Ng*

oder
€ -
1— 5 <Bl4),
£ -
_— = A
1 7(A) < p(4)

und hiermit f(4) = 1.

Beweis 8. Es sei C der Rand von A.

1. Fall. C sei nicht eine J-Nullmenge: J(C) > 0. Nach Lemma
2ist B(C) = 1. Es gibt somit einen Punkt Pe Cund ein0 < ¢ < 1,
sodaB3
(a) J(P,C)> (1—a)o* wo a=a(d)
gesetzt ist. Nun gibt es zu einem beliebig kleinen raus 0 < 7 < o
einen Punkt Q € 4, sodaB noch Q,_, C P, gilt. Nach Vorausset-
zung hat man J(Q,_,4) = (s — 7).

Bezeichnet X° den offenen Kern von X = Q,_,4, so gilt immer
noch J(X?) = «(¢ — 7)*. Da X° keinen Punkt des Randes C
enthalt, schlieBt man in gelidufiger Weise

J(Q5—C) = (1 —a)(c — 1)~
Andererseits ist
T(Pac) = T(QO'——‘L'C) + 7( [Po' - QU-—T]C)'
So erhilt man
T(P,C) < (1 —a)(o— ) + o* — (6 — 7%

Da die linke Seite unabhéngig von v ist, folgt so
(b) J(PsC) = (1 —a)d*
im Widerspruch zu (a).

2. Fall. C sei eine J-Nullmenge: J(C) = 0. Also ist A J-meBbar,

w.z.b.w.

Beweis 4. Es sei W ein Wiirfel und 4 C W. Wir betrachten
B=W—A. Nun ist J(PyA) <ac* fir 0 <o <1; PeB;
wo « = a(A) gesetzt ist. In der iiblichen Weise folgert man
J(PzB) = (1 — a)o*. Wegen der Voraussetzung a < 1 schlieBt
man auf «(B) > 0 und nach Lemma 8 auf die J-MeBbarkeit
von B. Hieraus folgt auch, daB A J-meBbar ist, w.z.b.w.



84 H. Hadwiger. [5}

II1.

Die Beweise von Satz 4 und Satz B ergeben sich nunmehr auf
Grund der folgenden einfachen Bemerkungen:

a) EsseiU =24 unda(4) = « = 0 gleichmiBig fiir alle 4.
Ist PeU, so laBt sich gewiB ein A finden, daB auch P e A
gilt. Nun ist P,U 2 P;4 und so hat man zunéichst

J(PU)o™* = J(PgA)o™ = a
und damit «(U) = « > 0; also ist U nach Lemma 3 J-meBbar.

b) Essei V = IT Bund a(B) < « < 1 gleichmiBig fiir alle B.
Ist P ¢V, so gibt es gewil ein B, sodaB auch P ¢ B gilt. Nun ist
P,V C P,B und demnach

J(PV)o* < J(PyB)o™* < a,
also «(V) < « < 1; somit ist ¥ nach Lemma 4 J-meBbar.

(Oblatum 16-8-50).



