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Integraldarstellungen fiir Struvesche und
Besselsche Funktionen

von
C. S. Mejjer

Groningen

Einleitung.

In der vorliegenden Arbeit bezeichnet

(= v+l (—1)722’
(1) H,(z) = (2) Eo 22,,]1(7,+_2_) I’(H?rJr%)

die Struvesche und

{2\ = (—1)=
(2) Tulz) = (E) Eo2wr(r+1)r(v+r+1)

die Besselsche Funktion. Weiter setze ich, wie tiblich,

o v+1 - or
®  Le=(3) 2 = .
2 r=0 2271"(7'—{—%)]"'(11—[—7'4——;)
und
& Vo >2r
4 Z) = \|\— - .
) T2 (2) r§022’F()‘+1)F(v+r+1)

Ferner betrachte ich noch die Funktionen Y,(z) und K,(2),
die fiir nicht-ganzzahlige Werte von » durch

(5) Y,(2) — J () cosvaw — J_, (3) .

sin vx

und
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T

(6) K,(z) = {I_,(x) — L)}

2 sin v

definiert werden konnen 1).
Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist fiir die Funktionen

H‘v(z) — Yv(3>9 Iy(z) - Lv(z)’ I——v(z) - L,‘,(Z),
K,(z), H,(2), J, (z) und Y, (z)

Integraldarstellungen abzuleiten.
Ich gebe zunichst zwei Definitionen.

(7)

DerFiNITION 1. Die Funktion G,(f; a1, ay, a3; £)  (n=1, 2, 3)
wird definiert durch 2)

I'l4a,—p) ﬁ I'(a;—ay)

n i=1
(8) Gn(fg; Ay, Gy, g} C) e z 5 iFh C1+2ah %
h=1 IT Ira —I—ah—a}.)

j=n+1
X Fo(1ta,—B; * 1tay—ay, 1+a,—ay 1+a,—ay; (_1)%2)'
Hierin wird ¢ = 0,
(9) B—a,#1,2,8,...(h=1,...,1n)
und
a; — a, nicht ganz (j=1, ..., n; h=1,...,n; j#h)
vorausgesetzt; der Stern bedeutet, dal die Zahl 1 + a, — g

(]
im System 1+ a, —a;, 1 + a, — ay, 1 + a, — a; gestrichen
werden mufB 3).

1) Fiir ganze Werte von » kann man Y,(2) und K,(z) durch Grenziibergang
definieren; man vergl. YWarsox, [12], 68—64 und 78. Die Funktion K,(2) kann
auch durch

1 ; .
K,(e) = - i A ) (ged)

erklirt werden; hierin bedeutet Hf,‘) (z) die erste Hankelsche Funktion.

%) JF (ay .. ay; by, ..., bys w) ist die verallgemeinerte hypergeometrische
Funktion. Ein leeres Produkt wird gleich 1 gesetzt.

Die Funktion G, und die durch (10) erklirte Funktion S, sind Spezialfille der
Funktion G’;)”;’, die ich auf Seite 11 meiner Arbeit [7] eingefiihrt habe; es gilt z.B.

1 1 1 1
Sy (by, by, by, by ) = Gg;g (,72 | b, + > b, + 5 by -+ 5 b, + ?).

3y Istay —a;=—1,—2,—38,...(h=1,...,n;j=n-L1,...,3),s0 bekommt
die rechte Seite von (8) einen Sinn durch einen Grenziibergang. Denn man hat
1 1 a 1) a(a+1) w?
1oy P = o proan T pge oz e
und die rechte Seite dieser Beziehung hat auch einen Sinn firy =0, — 1. — 2,...
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DeriniTION 2. Die Funktion S, (b, b, by, by; ) (n=1, 2, 8, 4)
wird definiert durch

11 16, —b,) *

e i=1
(10) Sn(bls bz, b3, b4; 17) = Z 4’__’éh 771+2bh %
h=1 I1 ra —{—bh_bj)
j=n+1

X oFa(14by—by, . . * .., 14b,—by; (—1)"n2).
Hierin wird n # 0 und
b; — by nicht ganz (j=1, ..., n; h=1,...,n; j7#h)

vorausgesetzt; der Stern bedeutet, dal die Zahl 1 + b, — b, im
System 1 4+ b, — by, ..., 1 4 b, — b, gestrichen werden muB.
Unter Annahme der obigen Bezeichnungen werde ich nun die
folgenden Satze beweisen. Die Satze 8, 5, 7, 9, 11 und 13 sind
Spezialfille von Satz 1; die Sétze 4, 6, 8, 10, 12 und 14 hingegen
Spezialfalle von Satz 2.
Sarz 1. Es sei
n=1,2,3,
R(B—a,) <1 (h=1,...,n),
a; — a;, micht ganz (j=1,...,n; h=1,...,m; j#h).
Behauptung: Fir jedes ¢ # 0 gilt
GalBs ay, ay, ag; C) = 2%7F “f K«—ﬁ(v)sn(“l, ay, ag, a;%cv)v‘“‘ﬁdv.

0
Hierin ist o eine beliebige Zahl mit

Re—ay) <1 (h=1,..., n).

Satz 2. Es set
n=1,2,3,

40, |argt| < (n—1)m,

(11) R(B—ap) <1 (h=1,...,n),
(12) a; — a; nicht ganz (j=1,...,n; h=1,..., n; j#h).
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Behauptung:
0
1 ——
18) G.(B; ay, as, ag; £) = 2a+ﬁ_’. Ja—ﬁ(v)sn+1(“s ay, ay, as; TZ‘CU)U «~Pey.
0 .

Hierin ist « eine beliebige Zahl mit

(14) ’ R(p—a) <1,
(15) R(ay+ay+a—2f—a) < -,
(16) o — ay nmicht ganz (h=1, ..., n).
BEMERKUNG. Ist m =2 oder =3 und zugleicherzeit | arg( |

<%(fn — 1)m, so gilt Beziehung (18) fiir alle Werte von a,, a,,

as, f und o mit (11), (12), (14) und (16). (Bedingung (15) braucht
dann also nicht erfiillt zu sein.)

Satz 8. Ist R(v) < % und 2v nicht ganz, so gilt fiir jedes z 7% 0

20(+%’V+1 COS VPTT o0
(17) H.‘,(Z) - Yv(z) = —“Tf Koc-z}v(v) X
X S; ( v, ;v %, —%v—%, o %zv)v‘““%”dv.

Hierin ist o eine beliebige Zahl mit ?R(ocj:%v) < %

Sarz 4. Ist z #0, |argz| <=, R(r) < % und 2v nicht ganz,

so gilt

2%+ cos y [
(1) Hy) = Yye) = o [T, gefo)
0

1 1 1 1.1 —a—fug
J— — ) — e ® v
XS(OL,2’V,2 o> — oV 2,41))
Hierin ist o eine beliebige Zahl mit

. 1.
ER(%V-—OL) < 1,v — 200 nicht ganz und o + —12—v + 5 nicht ganz.

Satz 5. Fur jedes z # 0 gilt

2<x+1}v+1
(19) 1,() — L, (=) f K, p(0) X
X Sy ( Vs o”*?, —%V-—;, o3 %zv)v‘“‘?dv.

1

2

Hierin ist a eine beliebige Zahl mit R(a—5v) <
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Satz 6. Ist 3 #0 und |argz| < n, so gilt=

o+ 3v

(20) 1,) — Ly(a) = [ Tuppl0) %

1 1 1 1 1 1 ——
X Ss(d, <5 Vs EV‘?, —?'V;?; sz)v & %”d‘v.

Hierin ist o eine beliebige Zahl mit

?R(%v—a) <1 und v — 20 nicht ganz.

Satz 7. Ist R(v) < %undw + % nicht ganz, so gilt fur jedes
g2 #0 :
2%+ I+ o5

I_,(z) — L,(z) = ——fwKa_%v(v) X

T

1 1 1 1 1 1 ——
X 52(‘6—1/, "“‘EV“—?, '—2—1}“'?, o sz)v o %vdv.

Hierin ist o eine beliebige Zahl mit

Eﬁ(a—%v) <1 und Si(ot—%%v) < 1

Sarz 8. Ist 2 #0, |argz| < é-n, Rv) < é— und v —;— nicht

ganz, so gilt

2%+ oos yy [
_— J

(21) I—v(z) —L,(2) = o—4v (v) X

1 1 1 1 1 1 o
X 53(oc, 3V T’ o 5?5 sz)v dv.

Hierin ist o« eine beliebige Zahl mit

ER(%v— ) <1, v — o micht ganz und o + v + — nicht ganz.

Sarz 9. Ist v micht ganz, so gilt fiir jedes 3 # 0

K(z)—2°‘+ﬂf K, p0)Si57—5> —5v—5 B a5 yw)o=F do.
Hierin sind o und B beliebige Zahlen mit

Sf(ocj:%v) < —:13— und E}i(ﬁj:%v) < —;—
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Sarz 10. Ist 3 #0, |argz| < %n und v micht ganz, so gilt
~1(” 1 1
(22) K, (z) = 2%+ 1j ]a_ﬁ(v)53(a, 35 — 5V B %zv)v‘““ﬂdv.
0
Hierin sind o und f beliebige Zahlen mit
?R(ﬂj:%v) < %, R(P—a) <1 und o« + %v + % nicht ganz.

Satz 11. Fir jedes z # 0 gilt

(28) H,(z) = 22+¥+1 J‘ Ky y, (v)Sl(%v, %v—%, L %Zv)v—a—gvdv'
0

Hierin ist o eine beliebige Zahl mit m(a—%v) < 1.

Satz 12. Fiir jedes z > 0 gilt

H,(z) = 2a+évf th—%v(v)sz(a’ %v, -;—v—‘%, w%,,_%; %zv)v‘“‘i”dv.
0
Hierin ist o eine beliebige Zahl mit
9{(%1/—0() <1, %(%v—!—oc) > — % und %y — o nicht ganz.

Satz 18. Fir jedes z # 0 gilt

(24) Jufe) = 2Hﬂ+1fwKoc—ﬂ(v)Sl(%”_%’ —%”_';‘, Bs %zv)v‘“-ﬂdv.
0

Hierin sind o und f beliebige Zahlen mait
?R(oc—%v) < % und ?R(ﬂ———;—v) < %
Satz 14. Fiir jedes z > 0 gilt
(25) J,(z) = 2°‘+ﬁfwja_ﬁ(v)52(a, —;—v—%, ——;—v—%, B; -i—zv)v‘““ﬁdv.
0
Hierin sind o und B beliebige Zahlen mit
R(p—27) < o R(B—o) <1, R(a+p) > — 5 und a — 3 + 5 nicht ganz.

Satz 15. Ist o ganz < 2, R(v) < 2 — o und v nicht ganz, so
dilt fir jedes = > 0

23
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Y,(2) = (=1 28-b-0 [T 5 4, o(0) X

0

. 11 11 1 1 Biivic
X Sy (?v—é—, —5? =5 —5?— % B; sz)v Brivio gy,

Hierin ist ( eine beliebige Zahl mit )
(26) ER(%v-{—ﬂ) < % und — % < ER(_IQ,,_/,’) < % _ ..

Diese Satze sind, soviel ich weil3, bis jetzt noch nicht versffent-
licht worden. Viele Sonderfdlle waren aber schon bekannt. In
§ 4 werde ich namlich zeigen, dal verschiedene Relationen, die
man bisher mit Hilfe andrer Methoden bewiesen hat, nur Spezial-
falle der vorangehenden Sitze sind.

§ 1.
Hilfssitze. ,
HivrssaTtz 1. Es sei
n=1,2,3,4,
(27) R(e—b,) <1 - (h=1,...,1n),
(28) R(B—b,) < 1 (h=1,...,n),
(29) b; — by, nicht ganz (j=1,...,n; h=1,..., n; j5#h).
Behauptung: Fiir jedes { + 0 gilt

(30) 2x+B+1 fw Ky p(0)S,(brs by by, bys 50)0™*Pdv =
0

F(14-by—a) (1 +by—B) T1 I'(b,—by)

n . j=1
— z . iFh é.1+2b,, %
el II ra +by—b;)
j=n+1

X o Fy(14-by—a, 14b,—B5 14D, —by, .. * .., 14b,—by; (—1)"C3).

Beweis. Ist R(A+wu) > — 1, so hat man?) fir beliebige
Werte von 2z

® o _ 1,1 1
f K, (0)+oFy(a, b, ¢; z0?)ohdo =27 lr(5+?z_?,¢)r(§+;—z+§,u) X
0
1 1 1
X 2F3(5+7 A=t %‘l—% /1+%M; a, b, ¢; 4%)

4) Die Bedingungen (26) sind losbar wegen o < 2 und N») <2 — 0.
®) MEUER, [6]. Formel (16).
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Hieraus und aus (10) folgt die Behauptung von Hilfssatz 1.

HivrssaTz 2. Es sei

n =23, 4,

L#0, |argl| =5 (n—2)m,

(28) R(B—b,) <1 (h=1,...,n),
(31) R(by+-by+b3+by,—20—28) < —‘12-,

(29) by — by, nicht ganz (j=1,...,n; h=1,..., n; j#h).

Behauptung:
® 1 —o—
(32) 2“+ﬂf ]oc—ﬂ(v)sn(bla by, by, bys ;Cv)v “=Bdp =
0

(1 +b,—) I 1, —b,)

1

n ji=
_ Z iFh £
4
h=1 I’(U.‘—“bh) II F(l +bh’—b3)
j=n+1
X o Fy(14by,—o, 14by,—B; 14-by—by,. . *.., 14b,—by; (—1)"+182).
BEMERKUNG. Ist m = 8 oder = 4 und zugleicherzeit | arg |
<~ (n—2)m, so gilt Formel (32) fir alle Werte von by, by, by, by,
o und p mit (28) und (29). (Bedingung (81) braucht dann also
nicht crfillt zu sein.)
Beweis ¢). Die durch (10) definierte Funktion S,(by, by, b3, bysn)
besitzt bekanntlich?) fiir groBe Werte von | n | mit | arg 7 | < ;ﬂ:
eine asymptotische Entwicklung der Gestalt 8)

A A
(88) Su(bus by by bas 1) ~ e“”’*’?’{Ao oyt T }
worin

r= _;‘ (b1+b,+b3+b,) + %-

§) Hilfssatz 2 kann auch mit Hilfe der Hankelschen Transformation aus Satz
4 meiner Arbeit [7] abgeleitet werden. (Fiir die Hankelsche Transformation vergl.
man: WATsoN, [12], 456; BocENER, [3], 180; TiTrcHMARSH, [10], 464; [11], 240.)
Der Beweis von (30) und (82) kann auch mit Hilfe von Barnesschen Integra-
len geliefert werden; man vergl. [7], 29—37.

?) Man vergl. BarNES, [1], 108 —110.

8) Die Zahlen 4 sind nicht von #» abhingig.
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Fiir die Funktion®) S,(n) gilt ferner, wie man leicht nach-
rechnet,

1. ; ; .
(84) Sa(n) = %{e 0 So(net™) 4 €7 S y(ne )}
und

(85) Sa(n) = é{e_m‘(ba”‘) S4("lem) + 25,(n) cos (by—by ) + 3M(b3+b‘) 54(’7"_’“.)}'

Setzt man nun die rechte Seite von (80) der Kiirze halber
gleich ¢, (%), so hat man nach (80) (mit —:— statt v und {z statt

¢ angewendet) fiir positive Werte von z und beliebige Werte
von § # 0, falls o, # und b den Bedingungen (27), (28) und (29)
geniigen,

86) (=77 [T K, g(7) S, (50)o* Py = Lo,

Die rechte Seite dieser Relation ist eine analytische Funktion
von z; ist n > 2, |arg (| < %(n——2)n und geniigen «, § und b
den Bedingungen (27), (28)und (29), so ist die linke Seite wegen (83)

1
und (34) 1) eine analytische Funktion 1) von z fiir | arg z| < 27
. . . . 1 .
und eine stetige Funktion von z fiir |arg z| < 5% SO dal3 Beziehung

. 1
(86) nicht nur fiir arg z = 0, sondern sogar fiir |argz| < -7

giiltig ist. Ist » = 2 und Iarg ¢ = 1;(n——2):7z, so ist die linke
Seite von (36) wegen (88), (84) und (85) eine analytische Funktion

von z fir |argz| < -7 und eine stetige Funktion von z fiir

1 . .
|arg 2| < -7 wofern «, f und b nicht nur den Bedingungen

(27), (28) und (29), sondern auch noch der Bedingung (81)
geniigen, so dafl Formel (86) unter diesen Voraussetzungen

wiederum fiir | arg z| < - giiltig ist.

®) Sn(n) = n(bl’ by, by, bys 7])'

10) Das Verhalten von S,(n) fiir groBe Werte von | 7 | folgt aus (33), von Sy(n)
aus (34) und (33) und von S,(n) aus (85) und (33).

11)  Fiir groBe Werte von |w | gilt bekanntlich

s (&) e+ of3)}
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Nimmt man nun z = ¥ bzw. z = ¢ ¥ in (86), so erhilt
man, wenn man iiberdies die Relationen 1%)

. . . 1 .
K, (ve™¥) = %nie’}”’”Hf})(v), K, (ve¥™) = — ;nie‘*”me,m(v)
benutzt,

(37’) 21+,8—1J‘ H(()})—ﬂ (7)) Sn(%é‘v)v—x—lgdv — ;?_te—m’l:(pn( Ce%ﬂi)
0
und

(88) 2xth-1 J' B Hgflﬁ(v)sn(%gv)vw—ﬂdv — él;zem%( Lo ),
0

Aus der Definition der Funktion ¢,(l) (@.(¢) ist gleich der
rechten Seite von (80)) ergibt sich aber, daBl

i e—wzi(pn(é-eini) + eot:'n'q)n(ce——a}ni)}

2

gleich der rechten Seite von (82) ist, so dal3 Formel (32) sofort
aus (387) und (38) folgt.

Der Beweis von (32) ist also geliefert fiir den Fall, daB} «, §
und b den Bedingungen (27), (28) und (29) (im Falle | arg |

= %(n—2)7z den Bedingungen (27), (28), (29)und (31)) geniigen.

Durch analytische Fortsetzung schlieBt man aber **), da3 Formel
(82) fiir alle Werte von «, f und b mit (28) und (29) (im Falle

|arg ¢ | = %(n—?)n mit (28), (29) und (31)) giiltig ist.

§ 2.
Beweis der Sitze 1—15.

BeEwkils voN SATz 1. Setzt man die rechte Seite von (30)
gleich @, («, B by, by, by, by; £), so ist

Pn(s B Ay, Gy, s, a5 §) = GL(B5 ay, ay, ag; {) (n=1, 2, 8),
so daB3 Satz 1 sofort aus Hilfssatz 1 folgt.

BEWwEIs voN SaTz 2. Ersetzt man n durch n + 1 in (32)

und setzt man iiberdies b, = a, by = a;, by = a, und by = a,
so geht die rechte Seite iiber in G,(B; a,, a5, az; £); Satz 2 und die

12) Me1JER, [6], Formeln (5) und (6).
13)  Fir kleine Werte von |v | ist Jy(v) = O(|v lm(?’))_
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zugehorige Bemerkung folgen also aus Hilfssatz 2 und der Be-
merkung zu Hilfssatz 2.

BEwEIs DER SATZE 83—14. Die Funktionen (7) sind Spezial-
fille der durch (8) definierte Funktion G,(f; a,, s, a3; ). Denn
aus (1), bzw. (2) folgt

- )V 3 5. 1
(39) H,(x) = F(%)P(H%)(Q) ol 500 + 55 — 1),
bzw.
(40) Jv(z) :ﬁvl—f——l;(—;)v 1F2 (O’; v+1, o} _.1_22)

(o ist beliebig mit ¢ % 0, — 1, — 2, ...). Mit Riicksicht auf (8)
hat man also

. 1 11 1 1 11
(4'1) H,,(z) = G1(§1’§ VeV "% TV 5 ?z)
und
1 1 1 1 1
(42) J’V(Z) = Gl(ﬂ; 2V TV T B —2-2)
(B ist beliebig mit f—r £, 5 5 (siehe (9)))
B o 5 g .

Auf analoge Weise findet man mit Hilfe von (3), (4) und (8)

1 1 1 1 1 1 1 1
(48) I,(z) —L,(z) = ;Gz(vg—v; I iy By e Ez)

und

V7 1 1 1 1 1 1 1
(44) T_(2) — Ly(2) = 57 G373 —37— 5 37— 55 32)
Aus (6), (4) und (8) geht hervor
1 1 1 1 1 1
(45) K,(3) = 5GoBs 5v—5> —57—5+ B5 37)

(8 ist beliebig mit ftjvy, 5, 5. ..). Aus (39), (5), (40)
ﬁ

und (8) ergibt sich noch
1 1 1 1 1 1 1
(46) H,(z) — Y, (z) = coys[_:n Gs(g"’? 2V T Tt g gz)-

Die Sitze 8 —14 folgen nun mit Hilfe von (46), (43), (44),
(45), (41) und (42) aus den Sitzen 1 und 2 (siehe auch die Be-
merkung zu Satz 2).
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BEWEIs VON SaTz 15. Setzt man die rechte Seite von (32)
gleich v, («, B; by, by, by, by; £), so hat man fiir ganze Werte von ¢

o+1 1 1 1 1 1 1 1
( 1) (—?V—U, ﬁ; ?’V— 5 —?’V—‘?, "—?V—O', ﬂ; ?Z):

2
I'(—v)cosym [ z\” 1, I'w)(z\7? 1
— _.__71__._(-2—) OFl(v—}—l; —Iz)— p (—2—) OFI(—V+1; —Zz2):
(wegen (2) und (5)).
Satz 15 folgt also aus Hilfssatz 2.

§ 3.
Hilfsformeln.

Ich werde zeigen, daBl J,(z) und K, () Spezialfille der durch
(10) definierten Funktion S, (b;, by, bs, by; 7) sind. Wegen (2) gilt
namlich

__ 1 2v 1 1 14
Jop(2w) = Tarin @ OFa(?, vt5s v+l W )

1 2v+2
T Tt ¥ oF (2”’+1 H_2 Ew4)
Mit Riicksicht auf (10) hat man also
o1 1 11 11
(47) 52(?71, E"V‘ 5, _*-‘2—1)—?, ’V, sz) = 27(21@)
Aus (10) und (2) folgt auch ‘ '

11 11 1 1 2
(48) S ( v, 5V —5V g —g¥ 1 sz) = = Jar41(20)

und

1 1 1 1 1 1 1 2
(49) 52(?1’—1, ?’I/—-é—, —?V_‘z—, ‘—?'V; sz) = Z_D.sz—]- (2w).

In ganz shnlicher Weise findet man mit Hilfe von (4), (6)
und (10)

~ 1 1 1 1 1 1 1
(DO) 54(——2—1), -2‘1’, EV—?, ‘-E’V——g; Iw2) = 4'7IK2,” (2717)
und
1 1 1 1 1 1 1 87
(51) 54(—‘E1}——‘1, E—‘V, "2—’1)—?, — 21/"—?, sz) == EK2,”+1 (2w).

Auch I,(z)J,(z), K,(z)J,(z) und einige andre Produkte von
Besselschen  Funktionen sind Spezialfille der Funktion
Sn(by, by, by, by; ). Denn man hat 14)

1)  Warson, [12], 148, Formeln (3) und (3).

Y, (2)
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| 1 L 1 1 1 1
52y I, (w)J, (w)= m(‘;) 0F3(?1’+?, E»v+1, v+1; —6—4104)
und

1
(88) I_, (w)J, (®) = pprmyritn) oF3(§
rw? F 3
‘ 2T (v+2)I(—v+2)0 32>
Wegen (10) und (52) gilt nun

(54) sl(lv—l — g — 5 0; 1w2)—\;5[,,(w)l,,(w),

v 1, —grtl; —gt)+

3 1,8 1 4).

27
1
2Vt Tt e

2 2° 2° 2° 7778
1 1 1 1 3 1 1 1 28 =2
(55) Si(37—3 —37 3~ — 3% ) = vz (@ n()
und
1 1 1 1 3 3 1 1 23043 g2
(56) 51(?1}—?, gV T3V o —?v——l;—s—wz): V;——Igy+1(w) Jovt1 (w)

Auf analoge Weise findet man mit Hilfe von (10) und (53)

1,1 1 1 3 11 .
. 2 —
(57) S( Vv, gV =5 gV g 37 g Sw)smvn—

_ 9—8v—1 20 {I_m,(w) sz(w) v(w) J_zv (ZO)},

1 1 1 1 1 3 1 1
(58) Sl(?v—?, —?'V—*‘z*, —2_’1/', 'E’V—?; ng) COS Y7t =

_ 2—3v—1yp2v {Iw(w) J 2v(w) + I__zv(w) sz(w)}

und

1 1 1 1 1 3 3 1 2)

—Y—— Yy —_ e 0S =
(59) 51(21} o> —g¥ g p? L gv—5s gwW?) cos v =

Q2—8Vyp20—2

2——{121, 1(w) T g (w) — I, g (w) f2,,_1(w)}.

Aus (10), (6), (52) und (53) geht hervor

3 1 1 1 1 1 1 1 — -

(60) Sy(37—5> 37 37—~ 10?) =2V Ky, (0) Ty (),
1 1 1 1 3 . 1 1 — -

(61) Sy(gn 57 —5 —5* 5 373 §0°) =2 VA Ky @) Ty (w),

1 1 1 1 3 1 1 - -
(62) S( 211, 2 E‘, —?’V—?, ——2—’11'—?; _8 wz)—-———231)+2w 2”\/71:K2,,(w)]2v(w),
1 1 1 1 1 3 3. 1 2)
(63) 53(—?”—1’?”—? —V T ' e W) T

= 23"+5w"2”*2\/;;K2v+ ()T gy 11 ()

und
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3 1 1 1 1 1 1 1
(64‘) Sa(—2—v———2—, ?'V, —‘“—2'1’—‘?, ‘2“1}——2‘; ng) COS yir = *

— 213 7 K,y () { Ty, () +T s, (10)}-

Aus (10) ergibt sich iiberdies noch mit Riicksicht auf (5),
(6), (52) und (53)

1 1 1 1 1 1 1 )

- 3
(65) S35 2"~ ' 2% ¥
— — 22 7 K, (w) {Jap(w) sinvw + Y,,(w) cos vr},

(66) 53(—?2’—1: 3 1 1 11 1 1 ):

2 T Ty Ty e w2
R A L L A LAt H-a

_ 9532 \/;sz_l(w) {Jay—_1(w) sin v + Y,,_,(w) cos vx},

1 1 1 1 1 . 1 A
(67) 53(—“3, E'V""‘z—, ‘_‘?V‘—‘?, O, gw ) ==

= — 4-\/;K,,(w) {J,,(w) sin %vn + Y, (w) cos —;vn}

und

E

11 11 1 1w2)‘
sV T2V T T2’ B

(68) 53(0

= 4\/;K,,(w) {J,,(w) cos %vn — Y, (w) sin —;—vn }

Nun folgt aus (10)

S(3 11 1 1 1 l-t)——
gV eV T T2V T YT

[ wmic(l, 1. 1 101 8 1 %m-)
- ey ——p— -y —p——; L€
sin2vn{e 53(2”’ R T A i i R
p-mig(8, + 1,1, 1 1 1. %m')
e 53(2v 2 3V T 3l te .

Infolge (61) und (60) hat man also

(69) Sy(2r—1 57 37— — 55 T) =

e e T2V T B
22*3”71)2"75% . . . ' .
- W sz(weim) {evm,]_gv(weim) __e—vmjzv(we&m)}.

Aus (2) und (4) ergibt sich aber mit Riicksicht auf (6)

sinn2vn {eriJ'_zv(weini ) —e” ’mi‘jzv (weiﬂi ) } = 2sz(w6— J;ni) .

Wegen (69) gilt daher
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3 1 1 1 1 1 1 1
. 2) —
(70) Syfgr—5 5% 55 —3" 5 ) =
*

= 233/ K,,(wet™) K, (we=17%).

§ 4.
Spezialfille der Sitze.

Ich werde jetzt einige merkwirdige Spezialfille der Sitze
3—14 mitteilen. Diese Spezialfille — zum Teil schon bekannt —
konnen in zwei Klassen verteilt werden 1%).

Spezialfdlle der ersten Klasse.

Ist z£0, |arga| < %n und R(v) < —;—, bzw. R(») < 0, so

folgt aus (18) (mit =? statt z, v = u?® und « = — %v, bzw.
o= — —;v — 1 angewendet) mit Riicksicht auf (50), bzw. (51) 16)

(1) H,@) — V() = 222 [ J_, (@) Ky, (22u)udu,
0 ¥
bzw.

( ) ( “ ( ) —V— l( 21’ |(23“)u du'
+
0

Ist 2 20 und R(y) > —?, bzw. R(») > — %, so folgt aus

(19) (mit 2% statt 2, v =u% und « = 3
angewendet) mit Riicksicht auf (47), bzw. (48) 17)

1 1
— =, bzw.oc:——?v—l

(73) I,(2) — L&) = [ K, () T, (22 udu,
0

bzw.

(74) L) = Ly() = 5 [ Ky i) Ty (22u)utdu
0

13) Die Hankelsche Umkehrungsformeln der Relationen (71), (72), (79) und
(80) kommen vor in meiner Arbeit [7] (26 —28, Beispiele 9, 10, 8 und 4).

16) In (18) ist » auBerdem noch der Bedingung 2v %0, — 1, — 2,... unter-
worfen; von dieser Beschrinkung kann man sich aber in (71) und (72) durch
Grenziibergang befreien.

17) Man beachte auch, daB K_, = K, ist (siche (6)).
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Die Integraldarstellungen (71), (72), (78) und (74) kommen
schon vor in einer vorigen Arbeit !#) des Verfassers.

Ich betrachte jetzt die drei Spezialfille mit « = v und

g = —%v, bzw. a:%v und B = —%v—l, oder a:%v—l
und f = — %v von (25). Diese drei Spezialfille liefern, wenn

ich iiberdies noch z durch 22 (2>0) und v durch u? ersetze und
auBlerdem die Formeln (47), bzw. (48) oder (49) verwende,

(75) T2 =2 [ T,) T, (2auudu
0
(wo Ry) > — % ist), bzw.
(76) Ty(22) = = f Ty o (u2) Ty 1 (22w )2 du
3 . ’
(wo Re) > — 5 lst), oder

(77) 1@ =271, ) T,y @auudu
0

(wo R(») > 0 ist).
Formel (75) rithrt von Bateman 1°) her; sie ist auch von
Hardy %) und von van der Pol und Niessen 2!') abgeleitet worden.

Die Spezialfille mit » = — % von (76) und mit » = % von (77)

sind schon von Mitra **) gegeben worden ).

Spezialfdlle der zweiten Klasse.
Ist 2 20 und R(») < %, so folgt aus (17) (mit 2% statt =z,

v = %tﬂ und a = -Z—v — % angewendet) mit Riicksicht auf (61)

v+2 J2v cos v °
(78) H,(22) — Y, (22) = Tf K,,_i}(%uz) K, (2u) T _y, (suyu? =2 du.

0

18) MEWIER, [5], 747—"749; in [5] habe ich irrtiimlich behauptet, da3 (73) und
(74) fir alle Werte von v giiltig seien.

1%) BaTeMmAN, [2], 185.

20) Hagpy, [4], 190.

21) Van per Por und NiIesseN, [9], 558.

22) MiTra, [8], 87—88.

23) Diese zwei Spezialfille werden besonders einfach; denn es gilt

2\

J_%(C) = (n—c) cos {, J%(C) = (7%_)% sin Z.
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1 1
Ist z # 0, | arg 2| < 5= und | R(»)| < 5, so folgt aus (18)
(mit 22 statt 3, v = %ug und o = —Z—v — % angewendet) mit

Riicksicht auf (70)

2v+2% cos v [ 1 ) ‘
79) H, ()~ Y, () = —— Ty (5 R) Koo 647) Ky (o e 70y,
0
1 1
Ist 2 # 0, |arg 2| < ;7 und R(») > — 5, so folgt aus (20)
. 12 und 3 1 )
(mlt 22 statt 3, v=5U" uUnd a =¥ — angewendet) mit

2
Riicksicht auf (60)
vl oy P 1
(80) I,(z2) — L, (%) = 21/;_ f ]v_%(?uz) K, (3u) T, (3) 22" dy.
0

Ist 2 £ 0, ] argzl < %n und IER(v)l <%, so folgt aus (21)

1 3 1
(mit 22 statt 2, v = ?uz und « = 27— 5 angewendet) mit

Riicksicht auf (64)
(81) I_,(2%) — L, (%) 2vzzvj‘ Iy %(; )K%v(zu){]m,(zu) + T g (200)} w2~ du,

Die Beziehungen (79) und (80) habe ich friiher 2¢) auf andre
Weise abgeleitet. Der Spezialfall mit » = 0 von (78) und der
gemeinsame Spezialfall mit » = 0 von (80) und (81) kommen

auch bei Herrn Mitra 2°) vor.
1

Ich wende nun Formel (22) sechsmal an, ndmlich mit ¢ = _ 57
— 3, _ 1 I S 8 3
und f= — v — 4, mt a=—_-v—1und ﬁ_q-?,,__?,
. 3 1 1 .3 3 1
mit o = 5v — und /3—?1), mit o = v — - und ﬂ:?p -1,
. 1 .
mit o = — - und g =0 und mit « = 0 und ﬁ:_%, Ich

finde dann, wenn ich ferner noch z durch 22 und v durch %uz

ersetze und iiberdies die Beziehungen (62), (63), (65), (66), (67)
und (68) successive benutze,

(82) K ,(22) = 277 —2"\/nf JH_%( )sz(zg)]zy(Zu)uz’”’zdu

(wo Rv) > — —2~ 1st) %),

24)  MELJER, [5], Formeln (49) und (53).
25) MiTra, [8], Formeln (19) und (15).

26) Ich nehme an, daB z £ 0 und |argz! < %n ist.
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K,,(zz) = Q@ V-lgy—2v-2 \/7_-6 I ]H%(%_u?) K2v+1(zu) J2v+1(zu) w24 dy
0

(wo R(») > — 1 ist),
K, (3?) = — 2% V' fw Jy_y (%uz) K,, (zu) x

X {J gy (2u) sin v + Y, (2u) cos v} ut=% dy
(wo | R() | < % ist),

K, () = 27022 Va [T,y (G ) Ky ()
0

X {Jgy—y (2) sinvmw + Yy, (2u) cos v} uA~% du

(wo — % < R) < % ist), ’

* 1o, .
(22) = —\2J‘ cos (? uz) K, (zu) {J,, (2u) sin %vn + Y, (zu) cos%vn}udu
0
(wo | R(»)| <1 ist) und
RS |
) K, (%) = 2J sin (? uz)K,,(zu){J,,(zu) cos —;—vn~Yv(zu)sin%vn}udu
0

(wo | R(»)| < 2 ist).
Der gemeinsame Spezialfall mit » = 0 von (82) und (88) ist
schon von Herrn Mitra 27) gegeben worden 28)

Ist 2 20 und R(r) < %, so folgt aus (23) (mit 22 statt z,

1 3 1 . )
v=—5uund o = v — o angewendet) mit Riicksicht auf (57)

Hv(,?ﬂ) sin v = 21:;;2» fva_% (%uz) x
0

X AT gy (2u) Tg (2u) — Tgy, (2) T _y,, (2u0)} 622 du.

Ich wende nun Formel (24) fiinfmal an, namlich mit « = — %v

3 1 . 1 3
und = — 5v — 5, mit « = — o»—1 und ﬁz—?vﬁg,
3

. 1 1 . 3 3 1
mit a—?v——é—undﬁ—?v, mit o = v — - undﬁ:?v—~1

) 1 . .
und mit « = 0 und g = — 5 Ich finde dann, wenn ich ferner
1
noch z durch 22 (z+#0) und v durch ?u? ersetze und tiiberdies
27)  MiTra, [8], Formel (14).

28) Mit Hilfe von K,(z?) = K _,(2?) kann man aus den obigen Integraldarstel-
lungen noch andre ableiten.
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die Bgziehungen (55), (56), (58), (59) und (54) successive benutze,

2y

—2V AW 1
@)= oj Ky iy (5 42) Loy (210) Ty (2 )u 2

(wo Rv) > — % ist),

QV-1y=20—-2 4 ®© 11
J,(z2) = e f K, 4 (?uz)lz,,ﬂ(zu) J gy 41 (20 )u tdu

(wo R(r) > — 1 ist),

2 21’—] zZV ol 1 2
Ty (=) cos v =~ [ Ky y(5u ) X
0

X { Ly () T _y, (z00) + Ty, (20) T, (200)} u?~*dus
(wo R(v) <1 ist),

Q=2 2v—2 1

J,(?) cos v = fva_%(E_uz) X
0

=—0=

X {Iz,,__l(:u)fl_zv(zu) — flsz(zu)sz‘l(zu)} w2
(wo R(r) < 2 ist) und )

(84) J,(22) = J-we'%”zll,(zu) J,(zu) u du
0
(wo R(») > — 1 ist).

Formel (84) war schon bekannt 3°).

7T

T
29) ]\’1(6) = (_ﬁ) e—s.
2 24‘
30y Man vergl. Warsox, [12], 395, Formel (1).
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