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Über lineare Differentialgleichungen in Ringen und
ihre Anwendungen auf lineare Integrodifferential-

gleichungen
2. Mitteilung

von

P. Hebroni

Jerusalem

Einleitung.
In dieser Arbeit, welche sich der vorangehenden (erschienen

in dieser Zeitschrift 5 (1937), 403-429) ansehIie13t, wird die
Untersuchung der Differentialgleichungen in Ringen und ihre
Anwendung auf lineare Integrodifferentialgleichungen fortgesetzt.
§§ 7 und 8 behandeln die inhomogenen linearen Differential-

gleichungen im Ring

und ihre Anwendung auf die ihnen entsprechenden Integrodiffe-
rentialgleichungen

hierbei bedeuten, wie in der Einleitung der 1. Mitteilung aus-
geführt, die Operationen al und a,: 

Die in (0’) auftretenden Funktionen sind auBer von s,, ti, s2,

t2, )1’ À2 noch N.on x abhängig. x ist in einem endlichen, abge-
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schlossenen und einfach zusammenhângenden Bereich B varia-
bel. Der Bereich B kann reell (eine Strecke) oder auch ein Teil
der komplexen Ebene sein. Die genannten Funktionen sind in
si, tl, 82, t2, îl, Â2 stetig, in r aber differenzierbar resp. regulâr.
Wir zeigen nun, wie die Auflësung der Gl. (0) mit Hilfe von

Fundamentallosungen der homogenen Gleichungen y

die der Gl. (0’) mit Hilfe von Fundamentallosungen der Matrizen-
differentialgleichungen

zu vollziehen ist.
Die §§ 9 -15 behandeln die zweiseitige Differentialgleichung im

Ring

die zu sich selbst adjungierte zweiseitige Differentialgleichung

die zu (3) adjungierte Gleichung

und die ihnen entsprechenden zweiseitigen Integrodifferential-
gleichungen .

Von dem in §§ 9 -12 abgeleiteten, die Gleichungen (3), (4) und
(5) betreffenden Resultate seien hervorgehoben:

1. Die Aufl6sung von (3) wird vollkommen zurückgeführt auf
die Auflôsung beider einseitigen Differentialgleichungen (11)
und (12).

2. Zu jeder gegebenen Konstanten c in R besitzt (3) eine und
nur eine Lôsung, deren Anfangswert c ist. (Nach Satz 14’ in

Mitteilung 1 ist jede differenzierbare Gr,513e a in R in der Form
a = b + c darstellbar, wo b ein Integral und c konstant ist.
c nennen wir den "Anfangswert" von a).

2*. Die Lôsungen von (3) sind dann und nur dann invertierbar,
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wenn ihr Anfangswert es ist. Die Inverse einer Lôsung von (3)
ist eine Lôsung der zu (3) adjungierten Gleichung (5).

3. Die Lôsungen von (4) bilden einen Ring, der zum Ring aller
Konstanten in R isomorph ist.

4. Jede Lôsung von (4), deren Anfangswert mit a vertausch-
bar ist, ist eine Konstante.

5. Sind Z1, Z2’ ..., z, Lôsungen von (3) mit den resp. Anfangs-
werten el, c2, ..., cn und ZV1, W2, ..., Wn Lôsungen von (5) mit
den resp. Anfangswerten k1, k2, ..., kn, und ist das Produkt

mit a vertauschbar, so ist

Daran anschlie13end werden in den §§ 13, 14 und 15 die ent-
sprechenden Resultante für die Gleichungen (3’), (4’) und (5’)
abgeleitet u.z. wird u.a. gezeigt:

l’. Die Auflôsung von (3’) kann auf diejenige der beiden

Gleichungen (2) zurückgeführt werden.
2’. Zu jeder Funktion coo(81, tl, 82, t2 ), die von x nicht abhängt,

und zu jedem gegebenen Punkte xo von B besitzt (3’) eine und
nur eine Lôsung, die für x = xo in c., übergeht.

3’. Die Lôsungen von (4’) bilden einen Ring, der zum Ring
aller "Konstanten", d.h. Funktionen, die von sl, t1, S2, t2, nicht
aber von x abhângen, isomorph ist. Dabei bedeutet die Multi-

plikation zweier Elemente a00 und b00 in diesem Ring die Kom-
position

4’. Jede Lôsung zoo von (4’), die in einem Punkte xo von B
einen Wert COO(Sl’ tl, S2’ t2) annimmt, so daß überall in B die

Gleichung

besteht, ist von x unabhângig.
5’. Wir führen folgende Bezeichnung ein: wegen

darf man unter Weglassen der inneren Klammer statt dieser
Ausdrücke schreiben (aoo, b00, c00); und diese Schreibeweise môge
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auf beliebig viele "Faktoren"

übertragen werden.
Nun läßt sich das 5 entsprechende Resultat folgendermaBen

aussprechen: sind für irgendein n z,o,, Z002’ ..., zoon Lôsungen
von (3’ ), die in xo resp. die Werte cool, C002, ..., c00n annehmen,
und sind zvooi, W002, ..., woon Lôsungen von (5’), die in X. resp.
die Werte kool, k002’ ..., koon annehmen, und ist, wenn

gesetzt wird,

so ist

von x unabhângig.
Das 2* analoge Resultat betrifft nicht die Integrodifferential-’

gleichung (3’), sondern die Matrizendifferentialgleichung

und soll erst in § 13 nâher besprochen werden.
Die §§ 16 und 17 behandeln die zweiseitige inhomogene Differen-

tialgleichung im Ring Ri"

und die ihr entsprechende inhomogene zweiseitige Integrodifferen-
tialgleichung

und führen die Auflôsung von (6) auf die Auflôsung beider Glei-
chungen (11) und (12) und ebenso die Auflôsungen von (6’ ) auf
diejenige von (21) und ( 22) zurück. Von den Resultaten über
diese Gleichungen sei hier nur erwähnt, daB sie bei gegebenen
Anfangswerten für die Lôsungen eindeutig lôsbar sind.

§ 7.

Die lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung

Es sei die lineare, inhomogene Differentialgleichung

vorgelegt. Fur sie gilt der
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SATZ 39’. Ist y irgendeine Fundamentallosung von

so ist

eine Lôsung von (38).
Beweis. Es ist

SATZ 40. Ist yl irgendeine weitere Lôsung von (8) und ist c
irgendeine Konstante, so ist

eine Lôsung von (38).
Beweis. Es ist

SATZ 41. Die Differenz zweier Lôsungen von (38) ist eine

Lôsung von (8). -

SATZ 42. Sind y, und y, invertierbare Lôsungen von (8), so
ist jede Lôsung z von (38) in der Form

darstellbar.
Beweis. Wegen Satz 39’ ist

eine Differenz zweier Lôsungen von (38). Nach Satz 41 ist daher
y3 eine Lâsung von (8). Also ist nach Satz 23

wo c konstant ist. Aus (39’) und (40) folgt (39).
SATZ 43. Es gibt eine und nur eine Lôsung von (38) mit dem

gegebenen Anfangswert c. Sie ist durch

gegeben, wo y irgendeine Fundamentallôsung und g die Haupt-
lôsung von (8) ist.

Beweis. 1. (41) ist eine Lôsung mit der verlangten Eigenschaft.
Denn in (41) rechts ist das zweite Glied ein Integral; also ist der
Anfangswert von z gleich dem Anfengswert von cÿ.
Da g den Anfangswert 1 hat, hat z den Anfangswert c.
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2. Es gibt nur eine solche Lôsung. Denn gâbe es zwei solche
Lôsungen von (38), Zl und Z2’ so wäre Z1 - Z2 eine Lôsung von
(8) mit dem Anfangswert 0. Nach Satz 27 muJ31f Zl - Z2 = 0
sein, w.z.b.w.

Insbesondere gilt der
SATZ 44. Es gibt eine und nur eine Lôsung von (38), die ein

Integral ist. Sie ist durch (38’) gegeben.
Es seien Kr und K’ rechtsseitige Ideale von R mit folgender

Eigenschaft: Ist a enthalten in Kr, so ist a enthalten in Kr.
Wir behaupten den
SATZ 45. In der inhomogenen Differentialgleichung

sei b in Kr gelegen. Eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafür, daß dann die Lôsung z von (38) in Kr liegt, besteht darin,
daß in der nach Satz 42 bestehenden Darstellung für z

c in Kr liegt.
Beweis. Die Bedingung ist hinreichend, denn da b in K’r und

c in Kr liegt, ist wegen (42) z in Kr gelegen. Die Bedingung ist
notwendig. Denn da b in Kr und z in Kr liegt, ist wegen (42)
cy1 in Kr gelegen, und da yl invertierbar ist, liegt auch c in Kr.
SATZ 46. In der inhomogenen Differentialgleichung (38) sei b

in Kr gelegen. Eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafür, daß dann die Lbsung z von (38) in Kr liegt, besteht darin,
daß der Anfangswert von z in Kr liegt.

Beweis. Stellt man z nach Satz 42 in der Form (41) dar, wo
y die Hauptlbsung von (8) ist, so ist einerseits nach Satz 43
c der Anfangswert von z. Andererseits liegt z nach Satz 45 dann 
und nur dann in Kr, wenn c es tut.
Aus Satz 43 und Satz 46 folgt der
SATZ 46’. Liegt b in K) und ist c eine in Kr gelegene Konstante,

so besitzt (38) eine und nur eine in Kr gelegene Lôsung, deren
Anfangswert c ist. Sie ist durch (41) gegeben, falls darin g die
Hauptlôsung von (8) bedeutet.

Insbesondere gilt:
SATZ 46". Liegt b in KI, so besitzt (48) eine und nur eine in

K, gelegene Lôsung, die ein Integral ist. Sie ist durch (38’) ge-
geben.

Bemerkung. Duale Sâtzen gelten für die zu (38) duale Gleichung
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Anwendungen auf die inhomogenen Integrodifferentialgleichungen

Es sei die inhomogene Integrodifferentialgleichung

vorgelegt. Wir behaupten den
SATZ 48. Sind (y )1 und (y )2 Lôsungen der Matrizendifferential-

gleichung

ist (Y)2 invertierbar, wird (9)2 = (Y)21 gesetzt, und ist Coo ir-

gendeine Funktion von sl, t1, S2, t2l nicht aber von x, so ist

eine Lôsung von (43).
Beweis. Multipliziert man (44) mit eoo, so geht es über in

Nach Satz 40 ist daher zoo £00 eine Lôsung von

Multipliziert man hier aus und unterdrixckt den Faktor e00,
so kommt (43).

SATZ 49. Haben (y), und (9)2 die im vorigen Satz genannte
Bedeutung und ist auch (y )1 invertierbar, so ist jede Lôsung von
(43) in der Form (44) darstellbar.
Beweis. Es sei z00 eine Lôsung von (43). Multipliziert man

(43) mit eoo, so lâl3t sie sich in der Form (46) schreiben. (i) = z00 800
ist also eine Lôsung von

z00 "00 ist auch in K gelegen. K bedeutet hierbei (siehe § 6 in der
I. Mitteilung) die Gesamtheit aller GrôBen von R, die die Form
aoo BOO besitzen. Sie bildet ein zweiseitiges Ideal in R, und mit

a00 E00 ist auch fX aoo E00dx = aoo dXEOO in K gelegen. K läßt sich
xa xo

also mit den im Satz 45 genannten Idealen Kr und Kr, die in
diesem Falle zusammenfallen, identifizieren. Tut man dies,
beachtet man, daB auch b00 e00 in K liegt, und wendet Satz 45 auf
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(47) an, so erkennt man, daB die in K gelegene Lôsung Z00E00
von (47) in der Form darstellbar ist

worin (c) in K gelegen, also von der Form c00 c00 ist. Z00 800 ist also
in der Form (45) und z00 in der Form (44) darstellbar, w.z.b.w.
Man beweist leicht den
SATZ 50. 1. Die Differenz zweier Lôsung von (43) ist eine

Lôsung von. -

2. Ist zoo irgendeine Partikularlôsung von (43), so ist die all-
gemeinste Lôsung von (43) gegeben durch

wo yoo die allgemeinste Lôsung von (48) ist.

SATZ 51. Es gibt eine und nur eine Lôsung von (43), die für

x = xo den gegebenen Wert coo annimmt.
Beweis. Es sei zoo eine Lôsung von (43), die für x = xo den

Wert coo annimmt. Dann befriedigt zoo auch (46), und (z) = zooeoo
ist eine Lôsung von (47) mit dem in K gelegenen Anfangswert
C00 E00. Ist umgekehrt (z) eine Lôsung von (47) mit dem in K
gelegenen Anfangswert C00B00, so ist nach Satz 46 (z) in K gelegen,
d.h. es ist (z) = z00 e00. zoo befriedigt dann (46) und auch die
mit ihr équivalente Gleichung (43) und hat den Anfangswert
coo. Da (47) nach Satz 43 eine und nur eine Lôsung mit dem
Anfangswert c00 £00 besitzt, so hat auch (43) eine und nur eine
Lôsung mit dem Anfangswert coo, w.z.b.w.

Insbesondere gilt 
SATZ 52. Die Gleichung (43) besitzt eine und nur eine Lôsung,

die für x = xo identisch in sl, t1, s2, t2 verschwindet. Sie ist durch

gegeben, wo (y)2 irgendeine inver-

tierbare LÕsung von (43’) und (00FF) = (Y)2 1 ist.

9 9.

Die zweiseitige lineare homogene Differentialgleichung in R

Es sei die Gleichung

vorgelegt. Für sie gilt der
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SATZ 53. Sind u und v irgendwelche Lôsungen der einseitigen
Differentialgleichungen

und ist k irgendeine Konstante, so ist

eine Lôsung von (49).
Beweis. Es ist wegen (50)

SATZ 54. Sind u und v Fundamentallôsungen von (50), so ist
jede Lôsung z von (49) in der Form (51) darstellbar.

Beweis. Es seien u und v Fundamentallüsungen von (50). Es
sei z irgendeine Lôsung von (49). Wir setzen

Dann ist z = uy und wegen ( 501) ist

also ist

Somit ist

Multipliziert man hier linksseitig mit u-1, so kommt

y ist also eine Lôsung von (50,). Da v eine Fundamentallôsung
von (502) ist, ist für eine gewisse Konstante k

Also ist

w.z.b.w.

SATZ 55. Ist z eine Lôsung von (49), so ist sie dann und nur dann
invertierbar, wenn in der Darstellung (51 ), wo u und v Fundamen-
tallôsungen von (50) sind, k invertierbar ist.

Beweis. Ist k invertierbar, so ist wegen z = ukv, und weil u
und v invertierbar sind, aueh z invertierbar. Ist z invertierbar,
so ist wegen = u-1zv-1, und weil u-1 und v-1 invertierbar sind,
auch k invertierbar.

Offenbar bleibt der Satz gültig, wenn in ihm die Invertierbar-
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keit durch rechtsseitige resp. linksseitige Invertierbarkeit er-

setzt wird.

SATZ 56. Ist z eine Lôsung von (49 ), sind u und v Hauptlôsungen
von (50) und wird z in der Form (51) dargestellt, so ist der
Anfangswert von z gleich k. 

Beweis. Die Anfangswerte von u und v sind, da sie Haupt-
lôsungen sind, beide = 1. D.h. es ist für gewisse u und v

Setzt man diese Ausdrücke in (51) ein, so erkennt man die

Richtigkeit des Satzes.
SATZ 57. Ist z eine Lôsung von (49), so ist z dann und nur

dann invertierbar, wenn ihr Anfangswert k invertierbar ist.

Beweis folgt aus Satz 55 und Satz 56.
Offenbar darf auch im Satz 57 die Invertierbarkeit durch

rechtseitige resp. linksseitige Invertierbarkeit ersetzt werden.
Aus Satz 56 folgt leicht der
SATZ 58. Zu jeder gegebenen Konstanten k gibt es eine und

nur eine Lôsung von (49), deren Anfangswert k ist, sie ist durch

gegeben, wo u und v Hauptlôsungen von (50) sind.
Insbesondere:
SATZ 59. Es gibt nur eine Lôsung von (49), die ein Integral

ist, die triviale Lbsung z = 0.
SATZ 59’. Ist U ein Unterring von Rd, der aus lauter Lôsungen

von (49) besteht, so bilden die Anfangswerte der Elemente von
U einen Unterring Uc, der zu U isomorph ist, wenn man jedem
Elemente von U seinen Anfangswert entsprechen läßt.

Beweis. Es sei U ein Unterring von Rd, der aus lauter Lôsungen
von (49) besteht. Es sei U, die Gesamtheit der Anfangswerte der
Elemente von U, und man lasse jedem Elemente von U seinen
Anfangswert in Uc entsprechen, dann ist diese Abbildung wegen
Satz 58 eine eindeutige. Es seien cl und C2 zwei Elemente von
Uc diesen môgen in U z, und Z2 entsprechen, so daB cl und c2
die Anfangswerte von z, und Z2 sind. Die Anfangswerte von
zi + Z2, Zl - Z2 und Z1 - Z2 sind, wie man leicht sieht, resp. Cl + c2,
CI - C2 und cl - c2. Diese sind also in Uc enthalten und entsprechen
jenen in U, womit der Satz bewiesen ist.

Dal3 unter Umständen für (49) ein Ring U aus lauter Lôsungen
existiert, der vom trivialen Ring z = 0 verschieden ist, werden
wir im § 10 sehen.
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SATZ 59’. Ist z eine Partikularlôsung von (49), ist v eine Funda-
mentallôsung von (502) und ist c irgendeine Konstante, so ist

eine Lôsung von (49).
Beweis. Es sei

Dann ist

Mit c und k ist natürlich auch ck eine Konstante. Nach Satz 53

ist also z eine Lôsung von (49), w.z.b.w.
Die folgenden Sâtzen 59", 60, 60’ und 68 stützen sich auf

die Voraussetzung, daf3 in R das Axiom gilt
(V5). Die Inverse einer invertierbaren Konstanten ist diffe-

renzierbar.

Bemerkung. Auf die Bedeutung solcher Konstanten c resp.
solcher Ringe R, in welchen alle Konstanten (V5) genügen, ge-
denke ich bei anderer Gelegenheit zurückzukonlmen.
v5 ermôglicht den Beweis von folgendem
Hilfssatz. Ist a konstant und invertierbar, so ist a-’ konstant.
Beweis. Es sei a-1 = b gesetzt. Dann ist a’ = 0, ab = 1, ba = 1,

also ist wegen (v5)

w.z.b.w.

SATZ 59". Ist in (52) z eine invertierbare Lôsung von (49)
und ist v eine Fundamentallôsung von (502), so ist jede Lôsung
z von (49) für eine geeignete Konstante c in der Form (52) dar-
stellbar.

Beweis. Es sei z = ukv, z = ukv. Da z invertierbar ist, ist es

nach Satz 55 k auch. Also ist

Mit k ist nach dem vorigen Hilfssatz auch k-1, also ist auch

k-lk konstant. z ist also wirklich von der Form (52), womit
der Satz bewiesen ist.

Man beweist auch leicht den

SATZ 60. Ist in (52) die Partikularlösung z von (49) invertierbar,
so gibt es zu jeder Lbsung z von (49) nur eine Konstante c, für
die (52) gilt. 
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Es gilt natürlich der zu den drei letzten Sâtzen duale
SATZ 60B 1. Ist z irgendeine Partikularlôsung von (49), ist u

irgendeine invertierbare Lôsung von (501), und ist c irgendeine
Konstante, so ist

eine Lôsung von (49).
2. Ist in (52’) z eine invertierbare Lôsung von (49), so gibt

es zu jeder Lbsung z von (49) eine und nur eine Konstante c,

so daß für z die Darstellung (52’) besteht.

§ 10.

Die zu sich selbst adjungierte Differentialgleichung in R.

SATZ 60". Die Lôsungen der selbstadjungierten Differential-
gleichung

bilden einen Unterring U von Rd, der zum Unterring aller Kon-
stanten c von Rd isomorph ist, wenn man jeder Lôsung von (53)
ihren Anfangswert entsprechen läßt.

Beweis. Die Gesamtheit U aller Lôsungen von (53 ) bildet einen
Unterring. Denn sind Z1 und Z2 Lôsungen von (53), so ist es

Zl =b Z2 auch. Aber au ch Z1 . Z2 ist eine Lôsung. Denn es ist

Bildet man die Gesamtheit C aller Anfangswerte der Elemente
von U und läßt jedem Element in U seinen Anfangswert in C
entsprechen, so ist nach Satz 59’ C ein Ring und dieses Ent-
sprechen ist ein Isomorphismus. DaB C alle Konstanten enthâlt,
ist klar, da zu jeder Konstanten als Anfangswert nach Satz
58(53) eine Lôsung besitzt.

Bernerkung. Bei dem im Satze genannten Isomorphismus werden
alle konstanten Lôsungen von (53) auf sich selbst abgebildet,
da der Anfangswert einer Konstanten sie selbst ist. Offenbar

gilt der
SATZ 61. Von den drei Eigenschaften, die einem Elemente

von R zukommen kônnen, Konstanz, Vertauschbarkeit mit a
und Lôsungsein von (53), ist jede eine Folge der beiden anderen.

SATZ 63. Jede Lôsung von (53), deren Anfangswert mit a
vertauschbar ist, ist eine Konstante.
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Beweis. Es sei z eine Lôsung von (53). Wird z = c + u gesetzt,
wo c konstant und u eine Integral ist, so ist nach Voraussetzung
ac = ca. Setzt man in (53) c + u für z ein, so kommt wegen
der letzten Gleichung

u ist also eine Lôsung von (53). Da u ein Integral ist, ist nach
Satz 59 u = 0; also ist z = c, w.z.b.w. 

SATZ 63’. Die allgemeinste Lôsung der Gleichung

ist

worin u eine Fundamentallôsung von

ist.

Beweis. Nach Satz 54 ist die allgemeinste Lôsung von (57’)

worin und v irgendwelche Fundamentallôsungen von

sind. Nach Satz 21 der 1. Mitteilung ist v = u-1 eine Fundamen-
tallôsung von (582), womit der Satz bewiesen ist.

SATZ 63". Sind ? und irgendwelche Lôsungen von

resp. von (57’), so ist

eine Lôsung von (49).
Beweis. Nach Satz 63’ besteht für eine gewisse Konstante c

die Gleichung (57" ). Hieraus und aus Satz 60’, 1, folgt unser Satz.
SATZ 63"’. Ist z eine invertierbare Lôsung von (49), und be-

deutet w die allgemeinste Lôsung von (57’), so stellt (58’) die
allgemeinste Lôsung von (49) dar. 

Beweis. Der Satz folgt aus Satz 63’ und Satz 60’, 2.

§ 11.

Die zweiseitige Differentialgleichung z’ === az + zb und ihre

Es sei die Gleichung
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vorgelegt. Wir betrachten die zu ihr adjungierte Gleichung

und behaupten den 
SATZ 64. Sind z und w Lôsungen von (59) und (60), so ist

zw eine Lôsung der selbstadjungierten Gleichung

Beweis. Es ist

SATZ 65. Sind

n Lôsungen von (59) mit den Anfangswerten el’ c2, ..., Cn,
sind W1’ W2’ ..., w, n Lôsungen von (60) mit den Anfangswerte
kl, k2, ..., kn und ist

mit a vertauschbar, so ist

Beweis. Wir setzen

Nach Satz 64 ist ai eine Lôsung von (61) also ist nach Satz 60"
auch a eine Lôsung von (61). Der Anfangswert von ai ist c,k,,
also derjenige von a gleich c2 - ki ... c,, - kn. Dieser Anfangswert
ist mit a vertauschbar. Also ist nach Satz 63 a eine Konstante.
Als Konstante ist sie mit ihrem Anfangswert, also mit

Cl - k1 ... c. - kn identisch, w.z.b.w. 
Insbesondere erhâlt man aus Satz 65 für n = 1 den

SATZ 66. Sind z und w Lôsungen von (59) und (60) mit den
Anfangswerten c resp. k und ist ck mit a vertauschbar, so ist

zw = ck.
Ferner gilt der
SATZ 68. Ist z eine Lôsung von (59) mit invertierbarem Anfangs-

wert c, so ist z selber invertierbar. z ist diejenige Lôsung der
zu (59) adjungierten Gleichung (60), deren Anfangswert c-1 ist.

Bemerkung : Der erste Teil dieses Satzes ist im Satz 57 ent-

halten.
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Beweis. Es sei z eine Lôsung von (59) mit invertierbarem An-
fangswert c. Es sei k die Inverse von c. Es sei w diejenige Lôsung
von (60), deren Anfangswert k ist. Da ck = 1, ist ck mit a

vertauschbar. Nach dem vorigen Satz ist daher zw = ck = 1,
Âhnlich beweist man, da13 wz = l, w.z.b.w.

§ 12.

Spezielle Lôsungen der Gleichung z’ = az + zb und der zu sich,

selbst adjungierten Gleichung z’ = az - za.

Es sei in R die Gleichung

vorgelegt. Es sei K ein zweiseitiges Ideal in R. Dann folgt aus
Satz 53 leicht der
SATZ 68’. Sind u und v irgendwelche Lôsungen von (501) und

(50,), ist c eine Konstante und ist mindestens eine dieser Größen
in K enthalten, so ist

eine in K gelegene Lôsung von (49).
Ferner gilt der
SATZ 69. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür,

daß die L6sung z von (49) in K liegt, besteht darin, dag in der
Darstellung

wo u und v Fundamentallôsungen von (50) sind, k in K liegt.
Beweis. Die Bedingung ist hinreichend, da mit k auch in K

liegt. Die Bedingung ist notwendig, da mit z auch k = u-lzv-1
in K liegt.
Nimmt man in (62) für u und v die Hauptlôsungen von (50)

und beachtet man, daß dann nach Satz 56 k in (62) den An-
fangswert von z bedeutet, so kann man Satz 69 auch so aus-
sprechen :

SATZ 70. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür,
daB die Lôsung z von (49) in K liegt, besteht darin, daß ihr
Anfangswert in K liegt.

Mit Rücksicht auf Satz 56 kann man auch sagen:
SATZ 71. Zu jeder gegebenen in K gelegenen Konstanten k
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gibt es eine und nur eine in K gelegene Lôsung z von (49), deren
Anfangswert k ist. Sie ist durch 

gegeben, wo ù und 0 die Hauptlôsungen von (50) bedeuten.
Man beweist mit Hilfe der Sâtzen 60, 61 und 62 den
SATZ 72. 1. Ist z eine in K enthaltene Partikularlôsung von

(49), ist v eine invertierbare Lôsung von (50.) und ist c irgendeine
Konstante, so ist

eine in K enthaltene Lôsung von (49).
2. Ist l irgendeine Partikularlösung von (49), ist veine inver-

tierbare Lôsung von (502) und ist c irgendeine in K enthaltene
Konstante so ist (63) eine in K enthaltene Lôsung von (49).

3. Ist Z eine invertierbare Partikularlôsung von (49) und ist
v eine invertierbare Lôsung von (502), so ist jede in K enthaltene
Lôsung von (49) in der Form (63) darstellbar, worin c in K

enthalten ist. c ist in dieser Darstellung eindeutig.
Natürlich gilt ein zu diesem Satz dualer Satz, der eine Dar-

stellung der Lôsungen von (49) in der Form

betrifft.

SATZ 73. Die Gesamtheit UK der in K enthaltenen Lôsungen
von

bildet einen Unterring Ux von K. Er ist isomorph zum Unter-
ringe Cx der in K enthaltenen Konstanten, wenn man jeder in
K enthaltenen Lôsung von (53) ihren Anfangswert entsprechen
läßt.

Beweis. UK sei der Durchschnitt von K und U, wo U den Unter-
ring aller Lôsungen von (53) bezeichnet. Daher ist Ux ein Unter-
ring von K. Nach Satz 70 ist jedes Element in CK der Anfangs-
wert eines Elementes in UK, und umgekehrt hat jedes Element
in Ux einen Anfangswert, der in Cx liegt. Daher ergibt sich

der Isomorphismus von UK zu CK aus dem allgemeineren Isomor-
phismus von U zum Ring C aller Konstanten in R, w.z.b.w.

Natürlich ergibt Satz 63 als Spezialfall den 
SATZ 74. Jede in K enthaltene Lôsung von (53), deren

Anfangswert mit a vertauschbar ist, ist eine Konstante.
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Ebenso leicht ergibt sich aus Satz 63"
SATZ 74’. Sind 3 und w irgendwelche Lôsungen von (49) und

(53) und ist mindestens eine von ihnen in K gelegen, so ist

eine in K gelegene Lôsung von (49).
Wir beweisen noch den

Satz 74". Ist z eine invertierbare Lôsung von (49) und ist w
die allgemeinste in K gelegene Lôsung der Gleichung (53), so
ist (54) die allgemeinste in K gelegen Lôsung von (49).

Beweis. Nach Satz 63"’ stellt (54) die allgemeinste Lôsung von
(49) dar, falls wie allgemeinste Lôsung von (53) darstellt.

Damit z in K gelegen ist, ist offenbar, da £ invertierbar ist, not-
wendig und hinreichend, daß w in K liegt, womit der Satz be-
wiesen ist.

§ 13.

Die zweiseitige Differentialgleichung

im Ringe der zweigliedrigen kontinuisierten Matrizen und die
zweiseitige Integrodifferentialgleichung

Es sei die Matrizendifferentialgleichung

vorgelegt. Für sie gelten die in § 9 entwickelten Satzes, die wir
hier nicht zu rekapitulieren brauchen. Hingegen wollen wir die
Satzes, die in § 12 aufgestellt wurden für unseren Fall, wo R den
Ring der zweigliedrigen kontinuisierten Matrizen und K das

zweiseitige Ideal der kernigen Matrizen bedeutet, hier formu-

lieren.

Zur Vorbereitung wollen wir eine Bezeichnung einführen, die
sich auf folgende Bemerkung stützt: Es ist für irgendwelche
Funktionen 

Denn es ist
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Statt der Ausdrücke (54’) schreiben wir a( a j 1 hoo 1 c). Es ist also

Ferner ist

Satz 68’ lautet nun in unserem Fall:
SATZ 75. Sind (u ) und (v ) Lôsungen von

ist (c) von x unabhângig und ist mindestens eine dieser drei
Matrizen kernig, so ist

eine kernige Lôsung von (54).
Für die zweiseitige Integrodifferentialgleichung

besagt dieser Satz folgendes:
SATZ 76. 1. Ist (u) eine Lôsung von (551), ist v eine Lôsung

von 

und sind die Funktionen

von x unabhângig, so ist

eine Lôsung von (57).
2. Ist u eine Lôsung von

ist (v) eine Lôsung von (552) und sind die Funktionen (59) von
x unabhângig, so ist

eine Lôsung von (57).
3. Sind (u) und (v) Lôsungen von (551) und (552) und ist

coo(s1, tlg 825 t2) von x unabhângig, so ist

eine Lôsung von (57).
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Beweis. 1. voo befriedigt (58), also ist

d.h. (v) =: Voo8oo4ist eine kernige Lôsung von (55.). Aiso ist nach
Satz 75 

eine kernige Lôsung von (54); d.h. es ist

und es besteht die Gleichung

Multipliziert man hier aus und unterdrückt den Faktor 800’ so

gehen (61) und (62) in (59’) und (57) über, womit 1 bewiesen ist.
Âhnlich beweist man 2 und 3.
SATZ 77. Sind (u) und (v) Fundamentallôsungen von (551)

und (552), so ist jede Lôsung von (57) in der Form (60’) dar-
stellbar.

Beweis. Es sei Z00 eine Lôsung von (57). Dann besteht (62),
d.h. Zoo8oo ist eine kernige Lôsung von (54). Nach Satz 69 ist

.daher für eine gewisse, von x unabhängige Funktion coo

also besteht für zoo die Darstellung (60’), w.z.b.w.
SATZ 78, Ist eine Lôsung (z) von (54) in einem Punkte oc kernig,

so ist sie überall in B kernig,

und zoo befriedigt (57).
Beweis. In § 6 haben wir einen beliebigen Punkt xo von B zur

unteren Grenze aller Integrale f x(a)dx des Ringes R der zweiglie-
xo

drigen Matrizen gewâhlt. Wir kônnen daher xo mit cc identifizieren.
Da somit der Anfangswert einer Matrix (a ) von R der Wert
von (a) für x = oc ist, so besagt Satz 70: ist die Lôsung (z) von
(54) in x = a kernig, so ist sie überall in B kernig, (z) = zooeoo.
Daher muß z00 (57) befriedigen, w.z.b.w.

Satz 71 auf unseren Fall übertragen, besagt:
SATZ 79. Ist coQ eine gegebene Funktion von 81, tl, S2’ t2, die

von x nicht abhängt, und ist xo ein gegebener Punkt von B,
so besitzt (54) eine und nur eine kernige Lôsung (z) = zooeoo
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mit der Eigenschaft, daß zoo in xo den Wert coo annimmt. Sie
ist durch

gegeben, wo (il) und (v ) die zu xo gehôrigen Hauptlôsungen von
(55) sind.
Daraus folgt sofort für die Integrodifferentialgleichung (57) der
SATZ 80. Ist xo ein gegebener Punkt von B und ist coo eine

gegebene Funktion von 81, t1, 82, t2, die von xo nicht abhângt,
so besitzt (57) eine und nur eine Lôsung z00, die f’vir x = xo in
c00 übergeht. Sie ist durch

gegeben, worin (ù) und (v ) die zu xo gehôrigen Hauptlôsungen
von (55) sind.

Insbesondere gilt der
SATZ 80’. (57) besitzt nur eine Lôsung, die für x = xo identisch

in 31, tlg s2, t2 verschwindet, die triviale Lôsung z00 = 0.
Satz 74’ ergibt, auf unseren Fall angewandt, den
SATZ 81. Sind Zoo und w00 Partikularlôsungen von (57) und von

so ist

eine Lôsung von (57).
Beweis. Wegen (57) und (63’) sind Xoosoo und woosoo kernige

Lôsungen der Gleichung (54) und von

Nach Satz 74 ist daher WOOêOOZOOêOO = (woo, zoo)eoo eine kernige
Lôsung von (54), d.h. (w00,z00) ist eine Lôsung von (57), w.z.b.w.

§ 14.

Die zu sich selbst adjungierte Matrizendifferentialgleichung

und die ihr entsprechende Integrodifferentialgleichung

Es sei die zu sich selbst adjungierte Matrizendifferentialgleichung

vorgelegt. Satz 73 besagt in unserem Falle des Ringes zwei-
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gliedriger, kontinuisierter Matrizen, und wo K das zweiseitige
Ideal der kernigen Matrizen bedeutet, folgendes:

Die Gesamtheit der kernigen Lôsungen zooeoo von (64) bildet
einen Ring, der isomorph ist zum Ring der kernigen, von x
unabhängigen Matrizen COO(Sl’ t1, 82, t2) e00; die Zuordnung der
,,Konstanten" coo eoo zu den Lôsungen z00e00 von (64) geschieht,
indem man einen Punkt xo in B wâhlt und z00 e00 den Wert, den
sie in xo annimmt, ihren Anfangswert in xo, entsprechnen läßt.
Daraus folgt leicht für die (64) entsprechende Integrodifferen-

tialgleichung der
SATZ 82. Die Gesamtheit der Lôsungen von

bildet einen Ring, der zum Ring der Funktionen C00(S1, t1, s2, t2),
die von x unabhângig sind, isomorph ist. Hierbei ist unter "Mul-
tiplikation" die Komposition

zu verstehen. Die Zuordnung beider Ringe geschieht, indem man
jeder Lôsung zoo ihren Wert in einem festen (für alle Lôsungen
zoo von (65) demselben) Punkt xo von B entsprechen läßt.

Satz 61 besagt für (64): von den drei Eigenschaften die einer
kernigen Matrix zukommen kônnen, Konstanz in Bezug auf v,
Vertauschbarkeit mit a und Lôsungsein von (64), ist jede eine
Folge der beiden anderen. Daraus folgt für (65) der

SATZ 83. Von den drei Eigenschaften, die einer Funktion zoo
zukommen kônnen, Konstanz in Bezug auf x, Vertauschbarkeit
mit dem System der Koeffizienten aoo, aol, alo, a11 (d.h, das
Bestehen der Gleichung

al (a 1 zoo) = a 2 (Zoo 1 a ) )
und Befriedigen von (65), ist jede eine Folge der beiden anderen.

Satz 74 besagt für (64): jede kernige Lôsung Zooêoo von (64),
die in irgendeinem Punkte xo von B einen Wert Cooêoo annimmt,
der mit (a ) vertauschbar ist, ist eine Konstante. Daraus folgt
für (65) der

SATZ 84. Ist zoo eine Lôsung von (65), die in irgendeinem
Punkte xo von B einen Wert coo annimmt, der mit dem System
der Koeffizienten aoo, aoi, a,,, a11 vertauschbar ist, d.h. für die
die Gleichung 

besteht, so ist ZOO von x unabhângig.
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§ 15.

Zwei zueinander adjungierte Integrodifferentialgleichungen
1 - 

Es seien die zueinander adjungierten Integrodifferential-
gleichungen

vorgelegt. Dann gilt der
SATZ 65. Sind zoo und zvoo Lôsungen von (66) und (67), so ist

eine Lôsung der zu sich selbst adjungierten Gleichung

Beweis. Nach Voraussetzung ist

zoosoo und woo eoo e sind also kernige Lôsungen der Gleichungen

Nach Satz 65 ist daher ZoOBOOWOf}BOO eine Lôsung von

d.h. es ist

Multipliziert man hier aus und beseitigt den Faktor -00, so er-

kennt man, daß (z00, woo) (68) befriedigt.
Um den folgenden Satz bequem aussprechen zu kônnen, er-

weitern wir die bereits benutzte Bezeichnung

folgendermal3en : da

ist, so schreiben wir statt jedes dieser Ausdrücke einfach

(aoo, boo, c00) und verallgemeinern diese Schreibweise für beliebig
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viele ,,Faktoren", indem wir etwa setzen

SATZ 86. Es sei xo ein beliebiger, aber festgewàhlter Punkt in
B. Es seien Z001, Z002, ...  Z00n Lôsungen von (66), die für x = xo
die Werte co,,, C002, - - ., coon annehmen. Es seien w001, W002, ... 1 woon

Lôsungen von (67), die für x = xo bzw. die Werte kool, k002, ....., koon
annehmen, und es sei, wenn

gesetzt wird,

Dann ist das "Produkt"

von x unabhângig.
Beweis. Nach Voraussetzung genügen Z001, Z002’ ..., zoo, der

Gleichung (66) und W001, W002’ ..., WOOn der Gleichung (67),
d.h. Z001, E001 Z002800, ..., Z00n e00’ resp. W001800’ W002800’ ..., W00n e00sind kernige Lôsungen von 00 resp. (68"’). Ferner ist wegen (70)sind kernige Lösungen von (68’) resp. (68"). Ferner ist wegen (70)

und wegen (69) ist

Nach Satz 65 ist daher

Nach Ausmultiplizieren und Beseitigung des Faktors eoo erhâlt

man 

Da uoo von x unabhângig ist, ist der Satz bewiesen.

Insbesondere gilt der
SATZ 87. Sind z00 und w00 Lôsungen von (66) resp. (67) die

für x = xo die Werte coo, resp. k00 annehmen, und ist

so ist

von x unabhângig.
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4 § 16.

Die inhomogene zweiseitige lineare Differentialgleichung in R

Es sei in R die zweiseitige inhomogene Differentialgleichung
in R 

vorgelegt (in (72) braucht c natürlich keine Konstante zu sein),
dann gilt der

SATZ 68. Sind u und v Fundamentallôsungen von

so ist

eine Partikularlôsung von (72).
Beweis. Aus (73) und (50) folgt

womit der Satz bewiesen ist.

SATZ 89. 1. Ist z irgendeine Lôsung der homogenen Gleichung

und ist w irgendeine Partikularlôsung von (72), so ist

eine Lôsung von (72).
2. Ist w eine Partikularlôsung von (72), und läßt man in (74)

z alle Lôsungen von (73’) durchlaufen, so stellt (74) die all-

gemeinste Lôsung von (72) dar. Die allgemeinste Lôsung von (72)
ist also durch

gegeben, wo u und v Fundamentallbsungen von (50) sind, und
wo k alle Konstanten von R durchh,uft.

3. Die Differenz zweier Lôsungen von (72) ist eine Lôsung
von (73’).
Den einfachen Beweis des Satzes kônnen wir übergehen.
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SATZ 90. Zu jeder gegebenen Konstanten k besitzt (72) eine
und nur eine Lôsung w, deren Anfangswert k ist.

Beweis. 1. Es sei w durch (73) definiert, und es sei z diejenige
Lôsung von (73’), die den Anfangswert k besitzt. Dann ist

w === if; + z eine Lôsung von (72) mit dem Anfangswert k.
2. Seien zey und W2 zwei Lôsungen von (72), die beide den

Anfangswert k besitzen, dann ist z = W1 - W2 eine Lôsung von
(73’) mit dem Anfangswert 0. Nach Satz 58 muB W1 - zv2 = 0
sein, womit der Satz bewiesen ist.

Insbesondere:

SATZ 91. Es gibt eine und nur eine Lôsung von (72) mit dem
Anfangswert 0. Sie ist durch (73) gegeben.

Sehr einfach ergibt sich ferner der
SATZ 91’. Sind in der Darstellung (73") der Lôsung z von (72)

u und v die Hauptlôsungen von (50), so ist der Anfangswert von
z gleich k.

Es seien wie in § 7 K und K’ zweiseitige Ideale in R mit fol-,

gender Eigenschaft: Ist a enthalten in K’, so ist fa enthalten
in K. Wir behaupten den 

SATZ 92. In der inhomogenen zweiseitigen Differentialgleil
chung (72)

sei c in K’ enthalten. Eine notwendige und hinreichende Be-
dingung dafür, daß dann die Lôsung w von (72) in K enthalten
ist, besteht darin, daB in der nach Satz 89 bestehenden Dar-

stellung für w

k in K liegt. 
Beweis. Die Bedingung ist hinreichend, denn da c in K’ und k

in K liegt, liegt w, wie aus dem Ausdruck für zv in (74) sofort
hervorgeht, in K. Die Bedingung ist notwendig, denn da c in
K’ und w in K liegt, so liegt ukv in K, und da u und v invertierbar
sind, liegt auch k in K, w.z.b.w.

SATZ 93. In der inhomogenen zweiseitigen Differentialgleichung
(72) sei c in K’ gelegen. Eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafür, daB dann die Lôsung (74) von (72) in K liegt,
besteht darin, dal3 der Anfangswert von z in K liegt.

Beweis folgt aus Satz 91’ und 92.
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§17.

Anwendung auf die inhomogene zweiseitige Integrodifferential-
, .

!

Es sei die inhomogene Integrodifferentialgleichung

vorgelegt. Wir behaupten den
SATZ 94. Sind (u ) und (v) Fundamentallôsungen von

und wird

gesetzt, so ist (siehe wegen der Bezeichnung (54" ))

eine Lôsung von (75).
Beweis. Nach (78) und (54"’) ist

Nach Satz 88 ist somit ifoo eoo eine kernige Lôsung von

d.h. es besteht die Gleichung

Somit befriedigt iéoo (75), w.z.b.w.
SATZ 95. 1. Ist z irgendeine Lôsung der homogenen Gleichung

und ist w00 irgendeine Lôsung von (75), so ist

eine Lôsung von (75).
2. Ist in (80) zoo die allgemeinste Lôsung von (79), so stellt

(80) die allgemeinste Lôsung von (75) dar. Die allgemeinste
Lôsung von (75) ist also gegeben durch
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worin k00 eine beliebige Funktion von den s und t ist, die von x
nicht abhängt.

3. Die Differenz zweier Lôsungen von (75) stellt eine Lôsung
von (79) dar.

SATZ 96. Zu jeder gegebenen, von x unabhângigen Funktion
kOO(Sl, ti, S2’ t2 ), gibt es eine und nur eine Lôsung von (75), die
für x = xo in k00 übergeht. Sie ist gegeben durch (81), falls

darin (u) und (v) die zu xo gehôrigen Hauptlôsungen von (77) sind.
Beweis. Für x = x0 ist wegen (81) und (54"’), und weil (u)

und (v ) für x = xo in (1) übergehen,

womit der eine Teil des Satzes bewiesen ist. Es môgen nun w00
und W00 zwei Lôsungen von (75) sein, die beide für x = xo in

k00 übergehen. Dann ist woo - w00 eine Lôsung von (79), die

für x = xo identisch in 81, t1, 82, t2 verschwindet. Nach Satz 80’
ist woo - w00 = 0, so daf3 w00 = w00, w.z.b.w.

Insbesondere gilt:
SATZ 97. Die Integrodifferentialgleichung (75) besitzt eine und

nur eine Lôsung, die für x = x0 verschwindet. Sie ist durch (78)
gegeben.

(Eingegangen den 13. August 1938.)


