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Herstellung von Graphen mit vorgegebener
abstrakter Gruppe

von

R. Frucht
Triest

Einleitung.

Wahrend die Streckenkomplexe oder Graphen in der Fach-
literatur seit langerer Zeit ein steigendes Interesse gefunden haben,
sind die Automorphismengruppen von Graphen bisher nur in
wenigen speziellen Fallen untersucht worden. Vor allem ist hier
die Arbeit von Herrn Pélya !) zu nennen, in welcher auf Seite
209 die Frage nach den Automorphismengruppen von Bidumen
(d.h. endlichen zusammenhéngenden Graphen der Zusammen-
hangszahl 0) gelost wird, und wo auch Ergebnisse iiber die Gruppen
von Graphen der Zusammenhangszahl 1 angedeutet sind. Mit
den Gruppen der durch die Kantensysteme der regularen Polyeder
gebildeten Graphen habe ich mich in einer fritheren Arbeit 2)
befasst und dort auch die von Herrn Dénes Konig gestellte
Frage nach der Automorphismengruppe des sogen. Petersenschen
Graphen beantwortet.

In der vorliegenden Arbeit beschéftige ich mich nun mit einer
ebenfalls von Herrn Konig in seinem Buch 3) gestellten Frage,
die aber wesentlich allgemeinerer Natur ist: Fiir eine vorgegebene
abstrakte endliche Gruppe ist zu entscheiden, ob es Graphen
gibt, die diese Gruppe zur Automorphismengruppe besitzen, und
gegebenenfalls soll man solche Graphen angeben. Ich werde nun

) G. Pérya, Kombinatorische Anzahlbestimmungen fiir Gruppen, Graphen
und chemische Verbindungen [Acta math. 68 (1937), 145—254].

%) R. FrucHuT, Die Gruppe des Petersenschen Graphen und der Kantensvsteme
der regulidren Polyeder [Commentarii Math. Helvet. 9 (1937), 217 —223].

3) D#nes Koxig, Theorie der endlichen und unendlichen Graphen (Kombinato-
rische Topologie der Streckenkomplexe) [Leipzig 1936], 5.
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zeigen, daf} es stets solche Graphen gibt, und zwar werde ich im
§ 2 ein Verfahren angeben, wie man zu vorgegebener Gruppe
sogar unendlich viele Graphen herstellen kann.

Der § 3 ist dann dem Beweis gewidmet, dal3 die nach dem
Verfahren des § 2 erhaltenen Graphen tatséchlich die vorgegebene
Gruppe besitzen. Der § 4 enthilt noch eine wesentliche Verein-
fachung dieses Konstruktionsverfahrens sowie einige weitere
Bemerkungen. Endlich weise ich im § 5 auf eine ,,analytische”
Deutung des bewiesenen Existenztheorems hin, welche besagt,
daB sich zu jeder endlichen abstrakten Gruppe eine quadratische
Form angeben 148t, bei welcher die die Form ungeéndert lassenden
Permutationen der Verdnderlichen eine zur vorgegebenen Gruppe
einstufig isomorphe Permutationsgruppe bilden.

Besondere Vorkenntnisse aus der Theorie der Graphen, fiir
deren Studium auf das Standardwerk 3) von Herrn Koénig ver-
wiesen sei, sind fiir das Verstindnis der vorliegenden Arbeit
nicht erforderlich; die notwendigen Definitionen sind im § 1
zusammengestellt.

§ 1. Definitionen.

Unter einem endlichen Graphen verstehen wir (wie Konig 3))
ein Gebilde, welches aus endlich vielen ,,Punkten” und ,,Kanten”
besteht, wobei diesen aber keinerlei geometrischer Inhalt zuge-
schrieben zu werden braucht, sondern nur die Bedingung erfiillt
sein mul}, daB3 jede Kante durch zwei voneinander verschiedene
Punkte begrenzt wird (oder zwei verschiedene Punkte mitein-
ander ,,verbindet’’), und dal von jedem Punkt mindestens eine
Kante ausgeht. Ein endlicher Graph mit n Punkten P,, P,, ..., P,
ist also vollstindig bestimmt, wenn je zwei Punkten P, und P;
eine nicht negative ganze Zahl o(P;, P;) zugeordnet ist, welche

j
die Anzahl der Kanten angibt, durch die P; mit P; verbunden

ist (4, j=1,2,...,n; ©#74); hierbei ist «(P,, P;) ; a(Py, P;),
denn wir schreiben den Kanten keinerlei ,,Richtungssinn’ zu.
Ferner gibt es zu jedem Wert von ¢ mindestens einen Wert
J #1, so daB a(P; P;) =1 ist.

Wir betrachten nun die Permutationen der Punkte und Kanten
eines Graphen unter sich, bei denen der Graph als Ganzes in sich
libergeht, d.h. bei denen sidmtliche Beziehungen der Form:
,,Die Kante &k verbindet die Punkte P und Q” in richtige Be-
ziehungen ibergehen. Die Gesamtheit dieser Permutationen
bildet eine Gruppe, die man die Automorphismengruppe des
Graphen oder kiirzer auch nur die Gruppe des Graphen nennt.
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Diese Gruppe kann nur aus der Identitdt bestehen, wie dies
z.B. bei dem in Fig. 1 abgebil-
deten ,,Baum” der Fall ist. Hin-
gegen ist die Ordnung der Gruppe
eines Graphen sicher dann groer
als 1, wenn es im Graphen min-
destens ein Zweieck gibt, d.h. zwei
Punkte, die durch mehr als eine
Kante miteinander verbunden
sind. Vertauscht man némlich die Kanten zwischen diesen beiden
Punkten irgendwie untereinander und 1dBt alle ibrigen Kanten
sowie siamtliche Punkte des Graphen fest, so erhilt man lauter
Transformationen des Graphen in sich, die also zu seiner Auto-
morphismengruppe gehéren. Betrachtet man weiter in dem Falle,
dall es Zweiecke gibt, nur die Permutationen der Punkte des
Graphen, so erkennt man unmittelbar: Die durch die Auto-
morphismengruppe des Graphen bewirkte Permutationsgruppe
seiner Punkte ist seiner Automorphismengruppe mehrstufig
isomorph. Ein einstufiger Isomorphismus wird hingegen dann
und nur dann vorliegen, wenn der Graph keine Zweiecke enthalt.
Solche =zweiecklosen endlichen Graphen, die dadurch gekenn-
zeichnet sind, daB3 zwei Punkte hochstens durch eine Kante
miteinander verbunden sind, haben somit die Eigenschaft, da3
ihre Automorphismengruppe durch die Angabe der Permutationen,
welche die Punkte des Graphen bei ibhr erleiden, bereits voéllig
bestimmt ist.

Hierdurch werden aber alle Untersuchungen iiber die Gruppen
von Graphen wesentlich erleichtert, da man sich auf die Be-
trachtung von Permutationen der Punkte allein beschrinken
kann. Wir werden daher fortan, ohne es immer ausdriicklich
zu betonen, stets zweiecklose endliche Graphen betrachten,
zumal da man bei diesen der Automorphismengruppe noch eine
interessante Deutung als Gruppe einer quadratischen Form
geben kann (siehe § 5).

Fig. 1.

§ 2. Konstruktion von Graphen mit vorgegebener Gruppe.

Das Existenztheorem, welches wir beweisen wollen, lautet:
»Zu jeder abstrakten endlichen Gruppe gibt es unendlich viele
endliche (zweiecklose) Graphen mit dieser Gruppe.”

Wir zeigen zunichst, daB es geniigt, die Existenz eines ein-
zigen zweiecklosen Graphen mit der vorgegebenen Gruppe zu
beweisen, da daraus dann sehr einfach die Existenz von unendlich

16



242 R. Frucht. [4]

vielen solchen Graphen mit derselben Automorphismengruppe
folgt. Ist namlich zu einer abstrakten Gruppe & bereits ein
zweieckloser Graph mit den n Punkten P,, P,, ..., P, gefunden
worden, so gibt es auch einen Graphen mit 2n Punkten und
derselben Automorphismengruppe, den man anschaulich ge-
sprochen dadurch erhilt, da man jedem der n Punkte des
urspriinglichen Graphen noch einen ,,Schwanz der Lange 1”
anheftet. Genauer ausgedriickt bedeutet dies, dafl man zu den
Punkten P, P,, ..., P,nochn weitere Punkte P, .,, P, ,0,..., P,
hinzufiigt und zu den Kanten des urspriinglichen Graphen noch
die n Kanten P,P, ;, (:=1,2,...,n). Man erkennt sofort, daf3
man auf diese Weise einen zweiten Graphen mit derselben Gruppe
& erhalten hat, und da man dieses Verfahren unbegrenzt fort-
setzen kann, erhélt man unendlich viele Graphen mit der Gruppe
®, sobald man nur einen einzigen solchen Graphen kennt.
Den Beweis, dal3 es aber zu einer abstrakten endlichen Gruppe
& stets einen endlichen Graphen gibt, fithren wir durch Angabe
eines Beispiels fiir einen Graphen mit der Gruppe ®. Hierbei
koénnen wir uns auf den Fall beschranken, daf3 die Ordnung g
von & groBer als 1 ist, denn fiir die Gruppe der Ordnung 1 haben
wir bereits in Fig. 1 ein Beispiel fiir einen Graphen mit dieser
Gruppe kennen gelernt. Sei also & von der Ordnung g > 1.

Wir wollen die Elemente von & irgendwie mit 1, 2, ..., g nume-
rieren; d.h. wenn G ein Element aus & ist, so ordnen wir dem
Element G eine Zahl f(G) aus der Reihe 1, 2, .. ., g zu, und zwar

sei f(G) # f(H), wenn G ## H. Das Einheitselement von & be-
zeichnen wir mit E, und die Numerierung sei insbesondere so
getroffen, dal3 f(E) =1 ist.

Bei der Herstellung eines Graphen mit dieser Gruppe gehen
wir nun in zwei Schritten vor:

1.) Der erste Schritt besteht darin, daf3 wir den ,,Cayleyschen
Farbgraphen” der Gruppe & konstruieren (siche das unter 3)
zitierte Buch von Koénig, VIII. Kapitel, § 5). Dieser ist kein Graph
in dem im § 1 definierten Sinne, da seinen Kanten noch ein
»»Richtungssinn” und eine ,,Farbe” (d.h. eine Ziffer als Index)
zukommt. Man erhéalt diesen Farbgraphen auf die folgende
Weise:

Jedem Element G von & lasse man einen Punkt P, ent-
sprechen und verbinde dann je zwei dieser Punkte, etwa P, und
Py, sowohl durch eine von P, nach P4, als auch durch eine
von P,y nach P ,.gerichtete” Kante. Hierbei ordne man der
von P,; nach P, gerichteten Kante als ,,Farbe” die Ziffer
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f(HG-') zu und der umgekehrt gerichteten Kante die ,,Farbe”
S(GHY).
Da es (g) Kombinationen solcher Elemente G und H gibt,

besitzt der so hergestellte ,,Farbgraph” g Punkte und g(g—1)
Kanten. Wiirde man diejenigen Transformationen des Farb-
graphen in sich betrachten, bei denen nur Kanten mit gleichem
Richtungssinn und gleicher Farbe ineinander iibergehen, so wiirde
man sehen, daBl diese Transformationen eine zu & einstufig
isomorphe Gruppe bilden. Unsere Aufgabe wird also gelost sein,
wenn es gelingt, aus dem Farbgraphen einen ,,gewthnlichen”
Graphen abzuleiten, dessen Kanten also weder Richtungssinn
noch Farbe besitzen, ohne daf3 dabei die Automorphismengruppe
eine Anderung erfihrt. Dies gelingt nun tatsdchlich auf die
folgende Weise durch Abénderung der Kanten und Einfithrung
weiterer Punkte und Kanten.

2.) Hat die von P, nach P, gerichtete Kante des Farbgraphen
die Farbe » (wo also » eine Zahl aus der Reihe 2, 3, .. ., g ist),
so streichen wir diese Kante und ersetzen sie durch drei (un-
gerichtete und ungeférbte) Kanten: P;Q;;1 Q;;1 R;;, und
R; ;1 Pj, wobei wir also zwei neue Punkte Q;;; und R;;,
einfithren. Dann heften wir im Punkt Q;;, einen ,,Schwanz
von der Lange 2y —38” und im Punkt R, ;; einen ,,Schwanz
von der Liénge 2v — 2 an; d.h. wir fithren 4v — 5 neue Punkte
ein, die wir mit Q;;; (s=238,...,2v—2) und R,
(s=2,8,...,2v—1) bezeichnen, und verbinden jeden Punkt
Qij, mit Q;; ., durch je eine Kante und ebenso R, ; mit
R; ;1 durch je eine Kante. Hierbei durchlduft s die Werte
2,8,...,2r—2 bzw. 2v—1, und v ist die ,,Farbe” der ge-
strichenen Kante des Farbgraphen, die von P; nach P; gerichtet
war; d.h. wenn etwa ¢=f(G) und j=f(H) ist, so ist
v = f(HG). Py

Hat man so nach und nach alle g(g—1)
Kanten des Farbgraphen durch ,,Kanten- (3) (3)
ziige mit Schwinzen” ersetzt, so erhilt

man einen zweiecklosen Graphen mit

g*(2¢—1) Punkten, von dem wir im § 3 P, o Py

beweisen werden, da3 seine Automorphis-

mengruppe zu @ einstufig isomorph ist.
Als Beispiel fiir das hiermit beschrie-

bene Konstruktionsverfahren wihlen wir die Gruppe der

Ordnung 8 und geben in Fig. 2 den zu dieser Gruppe gehérigen

Fig. 2.
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Farbgraphen an sowie in Fig. 8 den daraus abgeleiteten ,,ge-
wohnlichen” Graphen mit derselben Gruppe.

Fig. 3.

§ 3. Rechtfertigung des Konstruktionsverfahrens.

1.) Wir beweisen zunéchst, daBl jede Transformation T des
im §2 konstruierten Graphen, bei welcher der Punkt P; fest
bleibt, die Identitéat ist, d.h. alle Punkte und Kanten des Graphen
einzeln fest 14Bt. Dazu betrachten wir zunichst die ,,Nachbar-
punkte” von P;, d.h. diejenigen Punkte, die mit P; durch eine
Kante verbunden sind. Dies sind einerseits die Punkte Q,;,
mit §=2,8,...,¢ und andererseits die Punkte R;,; mit
j=2,8,..., ¢ Beider Transformation 7" miissen Nachbarpunkte
von P, wieder in Nachbarpunkte von P, iibergehen; daher kénnen
die Punkte Q,;; und R;,, nur untereinander vertauscht
werden. Eine von der Identitit verschiedene Vertauschung aller
dieser Punkte ist aber nicht moglich, denn die Lénge der
,»ochwinze”, die wir diesen Punkten angeheftet haben, ist fiir
jeden dieser Punkte verschieden. Also bleibt jeder der Punkte
Q11 und R;,;, bei T einzeln fest und somit, wie man sofort
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erkennt, auch jeder der Punkte Q, ;. und R, (fir alle vor-
kommenden Werte von s = 2, 8, ...). Als dritter Nachbarpunkt
von @, mull aber auch R, ;; bei T fest bleiben und ebenso
Q;1.1 als dritter Nachbarpunkt von R;, ;. Als einziger gemein-
samer Nachbarpunkt von Q;,; und R, ;; bleibt endlich auch
P; bei T fest (und dies gilt fiir alle § = 2, 3, .. ., g). In derselben
Weise fortfahrend sieht man, da3 auch alle {ibrigen Punkte des
Graphen fest bleiben, d.h. T ist, wie behauptet, die Identitit.

2.) Wir betrachten nun eine Transformation des Graphen in
sich, bei der P; nicht fest bleibt. P; kann in keinen der Punkte
Qi,;, soder R, ; . iibergehen, weil von diesen letzteren hochstens
drei Kanten ausgehen, wahrend von P; aus 2g — 2 Kanten
ausgehen, also mehr. (Diese Schluweise versagt fiir g = 2, doch
kann man diesen Fall entweder getrennt behandeln oder iiber-
haupt ausschlieBen, da man als Graphen mit Gruppe der Ord-
nung 2 einfach zwei durch eine Kante verbundene Punkte be-
trachten kann.) Daher kann P, nur in einen anderen Punkt P;
(=2, 8, ..., g) ubergehen, und es sei etwa i = f(G). Wir behaup-
ten dann, dal es zu einem festen Gruppenelement G hochstens
eine einzige Transformation 7', mit dieser Eigenschaft geben
kann, daBl P, = Py in P, iibergeht. Angenommen, 7’ sei
eine zweite Transformation des Graphen in sich mit derselben
Eigenschaft. Wir bilden dann die zu T'; inverse Transformation
TZY, bei welcher also Py, in P, tibergeht. Bei der Aufeinander-
folge der Transformationen 7’ und 7;! wiirde also P; fest
bleiben, daher wire die aus 7’ und T;! zusammengesetzte
Transformation nach 1 die Identitdat, d.h. aber T' = T§.

8.) Es gibt nun tatsichlich zu jedem Gruppenelement G
eine solche Graphentransformation T, welche P; = P, in
P, tiberfithrt. Man erhélt sie dadurch, daB man fir jedes
Element H aus & den Punkt P,y durch Pjpgg ersetzt und
fiir jedes Elementepaar H # K die Punkte Qg ;i) s durch
Qyiee), sk, s W0 Ry, gy, s dureh Ry, ey, s (8 = 1,28, - o o
2f(KH-1) — 2 bzw. 2f(KH-1) —1).

Man bestitigt leicht, daB bei dieser Permutation der Punkte
zwei Punkte, die durch eine Kante verbunden waren, wieder in
zwel durch eine Kante verbundene Punkte iibergehen, da also
T, tatsichlich eine Transformation des Graphen darstellt. (Man
bemerke: In der Cayleyschen Darstellung hat die von Py,
nach Py, gerichtete Kante die Farbe f(KH-') und die von
P ng nach Py, gerichtete ebenfalls die Farbe f(KG(HG)!) =
FKH-).)
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Lassen wir nun G alle Elemente von & durchlaufen, so durch-
lauft T, alle Transformationen des Graphen in sich, d.h. die
Automorphismengruppe des Graphen. Aus der Definition von
T folgt nun aber unmittelbar, daB sich durch die Aufeinander-
folge zweier Transformationen 7 und T gerade die (dem
Produkt GS zugeordnete) Transformation T ergibt. Die Auto-
morphismengruppe des Graphen ist also zur abstrakten Gruppe
& isomorph, und dieser Isomorphismus ist weiterhin ein ein-
stufiger, da fiir G £ S auch T; # T ist. Damit ist aber der
Beweis in allen Teilen gefiihrt.

§ 4. Vereinfachung des Konstruktionsverfahrens wund :weitere
Bemerkungen.

Der Graph, den wir im § 2 zu einer vorgegebenen abstrakten
Gruppe der Ordnung g hergestellt haben, besitzt g2(2¢—1)
Punkte. Durch eine Abinderung des Konstruktionsverfahrens,
durch die sich jedoch der Beweis des § 8 umsténdlicher gestalten
wiirde, 148t sich ein Graph mit derselben Gruppe, aber mit weniger
Punkten angeben. Zu diesem Zweck erzeuge man die abstrakte
Gruppe & durch moéglichst wenig, z.B. d Elemente, denen etwa
bei der Numerierung durch die Funktion f(G) die Nummern
2,8,...,d, d + 1 entsprechen mégen. Dann streiche man im
Cayleyschen Farbgraphen zunichst alle Kanten der Farben
d+2,d+38,...,g ohne die so entfernten Kanten durch
andere Gebilde zu ersetzen. Erst auf den so reduzierten Farb-
graphen, der iibrigens auch im Buche 3) von Koénig auf S. 120
erwahnt wird, wende man
das im § 2 geschilderte
Konstruktionsverfahren an.
Man erhélt dann einen Gra-
phen mit g(144d)(1+2d)
Punkten.

Erzeugen wir z.B. die
Gruppe der Ordnung 3
durch ein Element G (mit
der Relation G2 = E und
mit f(G)=2), so erhalten
wir statt des Graphen der
Fig. 8 mit 45 Punkten den
weit einfacheren Graphen der Fig. 4 mit derselben Gruppe,
aber mit nur 18 Punkten.

Analog 148t sich so fiir eine zyklische Gruppe von der

Fig. 4.
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beliebigen Ordnung g wegen d = 1 ein Graph mit 6g Punkten
angeben. Da dieser Graph offenbar die Zusammenhangszahl 1
hat, findet man so das bei Polya?!) auf S. 210 angegebene
Resultat bestitigt, dafl sich Graphen von der Zusammenhangs-
zahl 1 angeben lassen, deren Automorphismengruppe eine be-
liebig vorgeschriebene Ordnung hat.

Um MiBverstandnissen vorzubeugen, sei jedoch ausdriicklich
darauf hingewiesen, dafl man auch mit diesem vereinfachten
Konstruktionsverfahren zu einer vorgegebenen abstrakten Gruppe
& in der Regel nicht denjenigen zweiecklosen Graphen mit dieser
Gruppe erhilt, der die wenigsten Punkte besitzt. Betrachten wir
z.B. die symmetrische Gruppe ©, der Ordnung g = n!, die sich
bekanntlich durch d = 2 Elemente erzeugen 1a6t. Wir erhalten
nach dem vereinfachten Verfahren noch immer einen Graphen
mit 15 -n! Punkten; es gibt jedoch bereits einen Graphen mit
nur # Punkten, der €, zur Gruppe besitzt, namlich den sogen.
vollstindigen Graphen, bei dem je zwei verschiedene der n
Punkte durch genau eine Kante miteinander verbunden sind.

Ubrigens sind diese beiden Graphen mit 15 - n! bzw. n Punkten
nicht nur durch die Punktezahl voneinander verschieden, sondern
weisen noch einen anderen wesentlichen Unterschied auf: Die
Automorphismengruppe der beiden Graphen ist immer derselben
abstrakten Gruppe &, einstufig isomorph, aber als Permutations-
gruppe der Punkte aufgefaf3t ist sie einmal intransitiv, das andere
Mal transitiv (beim vollstandigen Graphen laBt sich jeder Punkt
durch eine geeignete Transformation der Gruppe in jeden anderen
tiberfiihren).

Es konnte daher die Frage auftauchen, ob man nicht bei jeder
abstrakten Gruppe & Beispiele solcher zweiecklosen Graphen
angeben kann, bei denen die Automorphismengruppe eine zu &
einstufig isomorphe fransitive Permutationsgruppe der Punkte ist.
Diese Frage ist jedoch im allgemeinen zu verneinen. Z.B. gibt
es bereits fiir die zyklische Gruppe der Ordnung 8 keinen zweieck-
losen Graphen mit transitiver Permutationsgruppe der Punkte.
(Ein solcher Graph miiite ndmlich 8 Punkte haben; die zweieck-
losen Graphen mit 8 Punkten haben als Gruppe aber entweder
&, von der Ordnung 2 oder ©; von der Ordnung 6.)

Um so weniger wird natiirlich im allgemeinen die Aufgabe
losbar sein, zu einer vorgegebenen Permutationsgruppe %, in
n Symbolen einen zweiecklosen Graphen mit n Punkten zu finden,
dessen Automorphismengruppe als Permutationsgruppe der
Punkte betrachtet mit B, identisch ist.
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§ 5. Deutung durch quadratische Formen.

Die hier vorliegenden Verhéltnisse werden etwas iibersichtlicher,
wenn man folgende auch an und fiir sich interessante Deutung der
bisher behandelten Fragen durch quadratische Formen betrach-
tet 4). Wie wir im § 1 gesehen haben, ist ein beliebiger (also nicht
notwendig zweieckloser) Graph mit n Punkten P,, P,,..., P,
durch die Zahlen «(P,, P;) = a(P;, P;) (mit j # ¢) gekennzeichnet,
die die Anzahl der P; mit P; verbindenden Kanten angeben.
Ebenso gut kénnen wir dann aber den Graphen durch die folgende
quadratische Form in n Verdnderlichen z;,a,,..., 2, ,.dar-
stellen”:

F(xy, @y, . . ., x,) = 2 a(Py, Pj)wsa;.
i<j

In dieser quadratischen Form fehlen also die rein quadratischen
Glieder und die iibrigen Koeffizienten sind nicht negative ganze
Zahlen; ferner kommen alle # Verénderlichen in der quadratischen
Form auch wirklich vor. Umgekehrt kann jede solche quadratische
Form auch als Graph gedeutet werden. Z.B. besitzt ein Zweieck
die Form: F(x,, ;) = 22,2, und der in Fig. 1 abgebildete Graph
hat die Form:

F(ay, ... 2g) = 2125 + @125 + 2205 + @g24 + 2526 + 2625

Wie man bei diesem letzteren Beispiel bestitigt findet, enthélt
bei zweiecklosen Graphen die quadratische Form keinen Koeffi-
zienten groBer als eins. Fiir diese Graphen bzw. Formen gilt
nun der Satz:

Die Automorphismengruppe des zweiecklosen Graphen mit

der quadratischen Form F(z,, @y, . . ., @,) ist einstufig isomorph
zu derjenigen Permutationsgruppe der Veranderlichen a5, ,, . . .,2,,
bei welcher die Form F(z,, s, . .., z,) ungeindert bleibt. (Fiir

Graphen, die Zweiecke besitzen, ist dieser Satz nicht richtig.)

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache (s. § 1), dal
bei zweiecklosen Graphen die Automorphismengruppe durch die
Permutationen der Punkte des Graphen bereits véllig bestimmt ist.

Auf Grund dieses Satzes kann man geradezu sagen: Die For-
derung, zu einer abstrakten Gruppe & einen zweiecklosen Graphen
mit dieser Gruppe zu finden, ist gleichbedeutend mit der Auf-
gabe, eine quadratische Form, die keine rein quadratischen
Glieder enthilt, und deren iibrige Koeffizienten null oder eins
sind, so anzugeben, daf diejenigen Permutationen der in der Form

4) C. JorpaN, Sur les assemblages de lignes [Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, 70 (1869), 185—190].
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auftretenden Verdnderlichen, bei denen die Form ungedndert
bleibt, eine zu & einstufig isomorphe Gruppe bilden.

Durch das Konstruktionsverfahren des § 2, bzw. § 4 haben
wir also die Aufgabe gelost, zu einer vorgegebenen abstrakien
Gruppe eine bei dieser, aber bei keiner grofleren Gruppe un-
geandert bleibende quadratische Form anzugeben (deren Koef-
fizienten sogar noch ganz spezielle Werte besitzen). Z.B. liefert
die Fig. 4 fiir die Gruppe der Ordnung 8 die folgende quadra-

tische Form:
8

.2 X441 + X129 + X210 +- Tpry + X1a®yp + Vylyz + X5y +
o T 1415 1 Xo16 +- XgTig - Tigpee

Betrachten wir nun unter diesem Gesichtspunkt die am
Schluf des § 4 aufgeworfene Frage nach einem zweiecklosen
Graphen mit vorgegebener Permutationsgruppe der Punkte, so
erscheint es nicht mehr verwunderlich, da3 diese Aufgabe im
allgemeinen unlésbar ist. In der Tat wiirde diese Aufgabe darauf
hinauslaufen, zu einer vorgegebenen Permutationsgruppe in n
Veranderlichen eine quadratische Form in diesen Verdnderlichen
zu finden, die auBler den besonderen Bedingungen, welche diese
Form zu einem Graphen stempeln, die Eigenschaft haben mii3te,
nur bei der gegebenen Permutationsgruppe, aber bei keiner um-
fassenderen ungeéndert zu bleiben. Aus der Algebra ist aber
bekannt, daf3 dies nicht immer moglich ist; vielmehr behandelt
man dort die Aufgabe, zu einer vorgegebenen Permutationsgruppe
ein invariantes Polynom zu finden, das aber auch von hoherem
als zweitem Grade sein kann. Betrachten wir z.B. die zyklische
Gruppe der Ordnung 38 als Permutationsgruppe von 8 Veridn-
derlichen, so findet man keine nur bei dieser Gruppe invariante
quadratische Form, sondern erst die Form dritten Grades:
w3y + 25y + X3;. )

Um so bemerkenswerter ist also die von uns erhaltene Tatsache,
daB sich zu jeder abstrakten Gruppe quadratische Formen mit
dieser Gruppe angeben lassen.

Wir haben bei allen bisherigen Betrachtungen die von Herrn
Konig gegebene Definition des Graphen benutzt, bei welcher
»isolierte” Punkte ausgeschlossen sind. Es sei zum Schluf3 noch
darauf hingewiesen, daB es fiir manche gruppentheoretische Unter-
suchungen niitzlich sein kann, diese Definition dadurch etwas
zu erweitern, dafl man auch isolierte Punkte zulat. In gewissem
Sinn hat dies schon Herr Polya in?) auf S. 182 durch die Ein-
fithrung des ,,Einpunktgraphen’ getan, der, wie der Name
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besagt, aus einem einzigen Punkt ohne Kanten besteht. Nimmt
man diese Erweiterung der Graphendefinition vor, so erreicht
man insbesondere bei den zweiecklosen Graphen den Vorteil,
daB jede quadratische Form in @y, ,, . . ., ,, deren Koeffizienten
null oder eins sind, und die insbesondere keine rein quadratischen
Glieder enthilt, einen zweiecklosen Graphen mit n Punkten
darstellt, ohne dal man jetzt die Bedingung stellen muB}, da@
jede Veranderliche in der Form wirklich auftritt. Bei festem

n ist die Anzahl der formal verschiedenen Formen dieser Art
n(n—1)

gleich 2 2 | und diese Tatsache gibt zu der folgenden hiibschen
Formel Veranlassung:

~ Wir nennen zwei Graphen verschieden, wenn sie sich nicht

eindeutig umkehrbar aufeinander abbilden lassen; betrachten

wir nun alle verschiedenen zweiecklosen Graphen mit » Punkten

und bezeichnen wir die Ordnungen ihrer Automorphismengruppen

mit g, g, ..., so gilt die Formel:

n(n—1)
1 2 2

!
~ &, n!

Wiirde man hingegen mit Konig isolierte Punkte ausschlieflen,
so wiirde keine so einfache Formel gelten.

Diese Formel entspricht iibrigens ganz der von Herrn Pélya
auf S. 209 seiner Arbeit 1) angegebenen Formel

,nn -2
z h n'
fiir die Ordnungen der Gruppen der verschiedenen ,,Badume’ mit

n Punkten. Auch der Beweis verlauft ganz analog, so daB3 wir ihn
hier iibergehen koénnen.

(Eingegangen den 15. September 1938.)



