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Uber den Verlauf der Integralkurven einer
Differentialgleichung erster Ordnung

von

R. v. Mises
Istanbul

Seit den grundlegenden Arbeiten von Henri Poincaré iiber
qualitative Integration gewohnlicher Differentialgleichungen ist
namentlich das Verhalten der Integralkurven in der Umgebung
einer singuldren Stelle mehrfach untersucht worden ). Die wich-
tigen Ergebnisse von J. Bendixon sind von O. Perron 2) und
kiirzlich von H. Forster 3) ergdnzt worden. Dabei wird stets
von einer Gleichung der Form

(1) p a(@, y)+c(z, y)
b(z, y)+d(z, y)

ausgegangen, in der a(z, y) und b(z, y) homogene Polynome von
gleichem Grad in @,y und c(z, y), d(z, y) geeignete Funktionen
bedeuten, die in der Néahe des Nullpunktes stiarker als a bzw. b
gegen Null gehen. Diese Formulierung ist aber fiir die meisten
Anwendungen zu eng; z.B. geniigen die Kriimmungslinien einer
Flache in der Umgebung eines Nabelpunktes einer Beziehung,

in der nicht y’, sondern y' — % einem Ausdruck von der Gestalt

der rechten Seite von (1) gleichgesetzt ist. Andrerseits sind die
hauptséchlichsten Ergebnisse, die sich iiber das Verhalten der
Integrale in der Umgebung einer singuldren Stelle aussprechen
lassen, von der analytischen Natur der Differentialgleichung
vollig unabhéngig, und sie sollen im folgenden in entsprechend
allgemeiner Weise abgeleitet werden. Die genaue Problemstellung
ist aus § 1 zu ersehen. Wir glauben, auf diesem Wege auch einen
einfacheren Zugang zu den bereits bekannten Resultaten, die sich

1) Eine zusammenfassende Darstellung der bisherigen Resultate liefert M.
PerrOVITCH [Mémorial des Sciences Mathém. 48, Paris 1931].

2) O. PERRrON [Mathem. Zeitschr. 15 (1922), 121—146 und 16 (1923), 278—295].
*) H. ForsTER [Math. Zeitschr. 43 (1937), 271—320].
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auf spezielle analytische Differentialgleichungen erstrecken, ge-
funden zu haben 4).

§ 1. Problemstellung.

Es seien r, ¢ ebene Polarkoordinaten und es bezeichne & den
Winkel, den die Tangente einer Kurve mit der Polarachse (¢=0)
cinschlie3t. Die Differentialgleichung erster Ordnung, fiir die der
Nullpunkt eine singulédre Stelle ist, kann dann in der Form

(2)  9=flg)+elr.9) = Fr, ), 5 — r cotg (F—g)

geschrieben werden, wenn vorausgesetzt wird, daBl g(r, ¢) mit
verschwindendem r gleichméBig in ¢ gegen Null geht. Jedenfalls
umfaBit (2) den bisher allein in Betracht gezogenen Fall (1) und
dariiber hinaus Falle, in denen z.B. tg 29 einem Ausdruck von
der Gestalt (1) gleich ist, und viele andere. Da man bei gegebenem
F(r, ) in jedem Fall F(0,¢)=f und F(r,p) — F(0,p) =g
setzen kann, enthdlt (2) mit f = const auch den Fall der im
Nullpunkt regularen Gleichung.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Gesamtheit der Kurven zu
charakterisieren, die an jeder Stelle r > 0 einer Gleichung der
Form (2) bei gegebenem f und g geniigen. Dabei wird es niitzlich
sein, zunichst den einfacheren Ansatz

(3) 8 = f(9), g, = rcotg (f—p)

zu studieren, den wir die zu (2) gehorige ,,homogene’ Gleichung
nennen; der urspringliche Ansatz (2) heiBt dann die vollstindige
Gleichung. Die Voraussetzungen iiber f und g, die wir zugrunde-
legen, sind folgende.

1. Voraussetzungen iiber f(gp).

Ia) Die Funktion f(¢), die nur Werte des abgeschlossenen In-
tervalls 0, # annimmt, ist stetig, abgesehen von Spriingen zwischen
f=0 und f= =z, und periodisch mit der Periode 2z in ¢?%).
An den Sprungstellen gilt f als zweiwertig.

Ib) Es gibt hochstens endlich viele Stellen ¢, im Intervall

4) Von den Ergebnissen dieser Arbeit ist Gebrauch gemacht in der Abhandlung
des Verfassers ,,Uber den singuliren Punkt zweiter Ordnung im ebenen Span-
nungsfeld”, die in dem ,,Timoshenko Memorial Volume”, New-York 1938, erscheint.

5) Im Ansatz (1) ist die Annahme eingeschlossen, daB f die Periode 7 besitzt.

Auch dies trifft unter Umstéinden bei der Differentialgleichung der Kriimmungs-
linien nicht zu.
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0 < ¢ < 27, in denen f(p,) = ¢, oder f(p,) = ¢, — 7, und an jeder
solchen Stelle hat f(¢) eine endliche Steigung

flp) —f(py)
P— @y

(4)

=K,

oder es wird wenigstens das Integral

, dg dp .
(4") fﬂ(p)~¢ bzw. f o —p—— divergent,
sobald eine der Integrationsgrenzen gegen ¢, konvergiert. (Den
Fall, da3 ein ¢, = 0 oder = = ist, denken wir uns der Einfach-
heit halber durch Drehung der Achse ausgeschlossen.)

Durch die Bedingungen Ia) und Ib) wird vor allem sicher-
gestellt, dal in jedem Bereich, der den Nullpunkt nicht enthilt,
durch jeden Punkt genau eine LoOsungskurve der homogenen
Gleichung (8) geht. Denn an einer Stelle, an der f = ¢ und
f # ¢ — =z, ist fiir das Koordinatensystem, dessen y-Achse die
Richtung des betreffenden Radiusvektors hat, die Lipschitz-
Bedingung ohnehin erfiillt.

I1. Voraussetzungen iiber g(r, ¢).

ITa) Die Funktion g(r, ¢), definiert fiir alle ¢ und fiir 0 <r <R,
hat in ¢ die Periode 27, ist stetig in dem genannten Bereich und
geniigt tiberdies den Bedingungen, die notwendig sind, damit durch
jeden Punkt des Kreisringes ¢ <r =< R (¢>0 beliebig) genau
eine Integralkurve von (2) geht.

IIb) Es gibt eine stetige, mit » monoton wachsende Funktion
d(r), so dal3

(5) lg(r, )| = 68(r), 6(0)=0.

Fiir einzelne Behauptungen (Satz 9) werden noch etwas weiter-
gehende Bedingungen ausdriicklich formuliert werden.

In den &lteren Untersuchungen sind unsere Voraussetzungen
reichlich erfiillt. Im Falle (1) hat die homogene Gleichung die
Form

A(u)

tgﬂz—B(u), u=tge,

wo 4 und B Polynome in u sind. Die ¢, sind durch die Wurzeln
der algebraischen Gleichung wB(u)=A (u) bestimmt. Das Einzige,
was wir ausgeschlossen haben, ist der Fall, daB diese Gleichung
identisch erfullt wird, wobei der singulire Punkt ein sog.
»otrudelpunkt” wird; dieser Fall bietet keine besonderen
Schwierigkeiten.
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§ 2. Die homogene Gleichung. Integralstrahlen.

Eine vom Ursprung ausgehende Halbgerade, fiir die p=¢,=f(gp,)
oder ¢ = ¢, = f(¢,) + = ist, stellt eine Integralkurve von (3)
dar und soll ein Integralstrahl heiflen. Im {ibrigen gehen alle
Integralkurven einer homogenen Gleichung durch Ahnlichkeits-
transformation auseinander hervor; es geniigt also, einen Integral-
zug, der sich iiber alle ¢ von 0 bis 27z erstreckt, zu untersuchen.
Wir haben zunichst den folgenden leicht einzusehenden

Satz 1. Ist kein innerer oder Randstrahl des Sektors a < ¢ < b
ein Integralstrahl, so geht durch jeden imnmeren Punkt ry, @, des
Sektors genau eine Integralkurve; sie verlduft zwischen zwei positiven
endlichen Radien o, R und trifft die beiden Randstrahlen in Punkiten
mit positiven, endlichen ry, r,. Ist kein innerer, wohl aber ein Rand-
strahl Integralstrahl, so kann dieser von der Integralkurve durch
Tg» Yo nur bet r =0 oder r = oo getroffen werden.

In der Tat, solange f(¢)—¢ von Null und jedem ganzen Viel-
fachen von m verschieden ist, besitzt die Integralkurve von (3)
die Polargleichung

®) In 7 — ["cotg [f(r) ] dp.
Po

die fiir ¢ = a und ¢ = b und jeden dazwischen liegenden Winkel
endliche von Null verschiedene Werte fiir r liefert. Nehmen wir
aber an, der Randstrahl ¢ = b sei ein Integralstrahl, uzw. sei
b = f(b), so liegt nach dem eben bewiesenen ersten Teil des Satzes
auf jedem Strahl ¢ =b — ¢, fiir beliebig kleine positive ¢, ein
Punkt der Integralkurve. Héatten diese Punkte fiir ¢ — 0 eine
Grenzlage mit endlichem r > 0, so wiirde das Integral in (6)
mit ¢ — b konvergieren. Es folgt aber aus f(b) = b, dal3

. flg) —o
]_ —_—
q,l.r,n,, tg [fl@) —¢]

Daher ist gleichzeitig mit dem ersten der Integrale (4), wo ¢ = b
zu setzen ist, das bis ¢ = b erstreckte Integral (6) divergent;
ein endliches positives r, = r(b) existiert also nicht. Wir folgern
weiter aus (6):

SaTz 2. Gibt es iiberhaupt keine Integralstrahlen, d.h. hat keine

der Gleichungen f(p) =@ und f(p) =@ — n eine reelle Losung,
so sind alle Integralkurven geschlossene Kurven oder Spiralen um
den Ursprung.

Unter den Voraussetzungen dieses Satzes ist namlich Gl. (6)
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auf den vollen Winkel von ¢, bis ¢y + 27 anwendbar. Man erhilt,
je nachdem

27
(7) | ctg [ftp)—¢]dp =0 oder 0,
0

eine nach ry, ¢, zuriickkehrende oder eine solche Integralkurve,
die den Anfangsstrahl ¢ = ¢, in einem von r,, ¢, verschiedenen
Punkt wieder trifft. Aus der Ahnlichkeitseigenschaft der Integrale
folgt dann der ausgesprochene Satz.

Entscheidend fiir den Verlauf der Integralkurven bei Vor-
handensein von Integralstrahlen ist der folgende

Satz 8. Set ¢ = ¢, <=z ein Integralstrahl, also f(p,) = g¢,, so
daf in einem Intervall ¢, <@ <@, -+ n die Differenz f(¢) — ¢
konstantes Vorzeichen besitzt. Ist dieses Vorzeichen positiv, so
miindet jede lings ¢ = ¢, + n in den Sektor einiretende Integral-
kurve in den Integralstrahl an der Stelle r = 0. Ist das Zeichen
negativ, so weist jede der gemannten Integralkurven bei gegen g,
abnehmendem @ ins Unendliche wachsende r auf. Verhdlt sich itm
zweiten Fall f(¢) in einem Teilsektor ¢, < ¢ = ¢, + 1, monoton,
so ldft sich weiter unterscheiden: Bei micht-abnehmendem (nicht-
zunehmendem) f(p) ist auch der Abstand zwischen einer Intregral-
kurve und dem Integralstrahl bet hinreichend grofem r micht-ab-
nehmend (nicht-zunehmend).

Um zunichst die Aussage fir den Fall f(p) — @ >0 zu be-
weisen, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daB 7, f(p) — ¢, und a

fortiori f(¢) — ¢ kleiner als g— sind. Unter dieser Voraussetzung
ist auf jedem Strahl ¢, < ¢ = ¢, + % die rechte Seite von (3)
und daher die Ableitung Ed;— positiv. Eine Integralkurve tritt

durch den Strahl ¢, + 7 in den betrachteten Sektor mit ab-
nehmendem ¢ und abnehmendem r ein. Verfolgt man die Kurve in
diesem Sinn, so gibt es nach Satz 1 auf jedem Strahl ¢ > ¢, einen
Punkt der Integralkurve mit positivem r-Wert und diese r-Werte

nehmen wegen -gg; > 0 monoton ab. Ihr Limes kann nur Null

sein, da sonst der zweite Teil von Satz 1 verletzt ware. Der Punkt
r = 0 ist also ein Punkt der Integralkurve. Zieht man von diesem
Punkte aus die Sehnen nach den iibrigen Kurvenpunkten, also
die Radienvektoren, so haben sie nach dem ersten Teil des Satzes
1 den Integralstrahl zur Grenzlage. Dieser ist also Tangente der
Integralkurve in r = 0.

Im Falle f(¢) — @ <0 begrenzen wir den Sektor ¢,, ¢, + 7
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so, daBl 7, ¢ — f(¢) und a fortiori ¢, — f(¢) zwischen 0 und g
bleiben. Es ist dann ctg [f(¢) — ¢] und daher nach (3) auch
—dd%negativ. Eine Integralkurve tritt in den betrachteten Sektor

mit abnehmendem ¢ und zunehmendem r ein. Weiterhin wichst r
monoton, wahrend die @-Werte in negativem Sinn durchlaufen
werden, und der Limes der 7-Werte fiir ¢ = a kann nach Satz 1
nur unendlich sein.

Hat man nicht nur f(¢) — ¢ < 0, sondern sogar f(¢) — ¢, <0
im Sektor ¢, <@ < ¢, + 7, so bestimmen wir den Abstand y
eines Kurvenpunktes vom Integralstrahl (positiv gegen das
Innere des Sektor gerechnet) aus

dy _ sin [f(9) — )]

®) rp s (o) —g)

Man sieht, dal mit abnehmendem ¢ (und zunehmendem 7) der
Abstand y monoton abnimmt. Da er nicht negativ werden kann,
mufl3 er einem Grenzwert zustreben, d.h. entweder y =0 oder
y =const > 0 mull eine Asymptote bilden; jedenfalls ndhert
sich die Integralkurve von einer bestimmten Stelle an dauernd
dem Integralstrahl. — Die gleiche Uberlegung fiihrt im Falle
fl¢) — @, >0, wobei der Ausdruck (8) stets negativ ist, zu der

entsprechenden Behauptung. Damit ist Satz 8 in vollem Umfang
bewiesen.

§ 3. Homogene Gleichung. Diskussion der Typen.

Wir haben im Vorstehenden drei Typen des Verhaltens eines
Integralstrahles zu den ihm auf einer Seite benachbarten Integral-
kurven kennen gelernt:

a) die Kurven miinden im Nullpunkt in den Strahl;

b) die Kurven ndhern sich im Unendlichen dem Strahl;

c¢) die Kurven gehen ins Unendliche, wihrend der Radius-
vektor in die Strahlrichtung iibergeht, ohne daBl die Kurve sich
notwendig dem Strahl néhert.

Die Feststellung von b) ist nur moglich, wenn f(¢) in einem
Sektor, der an den Integralstrahl anschlieBt, ganz auf einer
Seite von ¢ = ¢, verlauft. Im Falle b) ist der Integralstrahl
oder eine parallele Asymptote der Integralkurve. Im Falle c)
kann die Kurve eine zum Integralstrahl parallele Asymptote
besitzen. Wir wollen in den drei Fallen sagen, der Integralstrahl
verhalte sich a) tangential, b) asymptotisch, c¢) als Leitstrahl
zu den ihm auf der einen Seite benachbarten Integralkurven.
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Jeder einzelne Integralstrahl kann sich auf jeder seiner beiden
Seiten gemidll einem der drei Typen verhalten. Auch in der Auf-
einanderfolge der Integralstrahlen verschiedener Typen besteht
keine Beschrankung. Eine solche wiirde eintreten, wenn man
flp) als differenzierbar voraussetzte; es wire dann die Kombi-
nation b/a an einem Strahl nicht moglich (vgl. Abb. 1). Wir
fassen diese Ergebnisse zusammen in folgendem

Satz 4. Alle in einem Sektor zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Integralstrahlen @,, ¢, ., enthaltenen Integralkurcen verhalten sich
untereinander gleichartig in bezug auf den einen und in bezug auf
den andern der begrenzenden Strahlen. Es gibt somit 6 verschiedene
Typen von Sektoren und — im Hinblick auf das beiderseitige Ver-

halten — 6 verschiedene Typen von Integralstrahlen.
V=7
cLc
ca
D afo
b b ﬁ:o b a
P =0 ES 27
Fig. 1.

14
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In Abb. 1 ist eine Funktion f(¢) angedeutet, die in Abstéinden
von je —z Nullstellen von f— ¢ bzw. von f — ¢ 4+ = aufweist.

Sowohl die einzelnen Nullstellen wie die Intervalle zwischen zwei
aufeinanderfolgenden zeigen die sechs moglichen Kombinationen
der Verhaltungsweisen a, b, c. Der Verlauf der zugehorigen
Integralkurven ist in Abb. 2 skizziert ).

Nimmt man an, da8 f(¢) im ganzen Bereich 0 bis 2x abteilungs-
weise monoton ist, so zerfallen die Integralkurven in Stiicke von
einseitiger Kriimmung. An Stellen wachsender f-Werte sind die
Kurven nach innen gekriimmt (der Kriimmungsmittelpunkt
liegt auf der Seite abnehmender 7) usf. Den Richtungswechseln
von f entsprechen Wendepunkte der Integrale. Der Unterschied
zwischen den Typen b und c 148t sich dann dahin charakterisieren,
daf3 die Integralkurven von einer bestimmten Stelle an, soweit sie
nicht geradlinig verlaufen, dem Integralstrahl die konvexe bzw.
die konkave Seite zukehren. ) ’

§ 4. Vollstindige Gleichung. Ahnlichkeitssatz.

Die Beziehung zwischen den Losungen der homogenen und der
vollstandigen Gleichung beruht zunichst auf folgendem

SaTz 5. Sei ry, @o ein Punkt des Sektors a < ¢ < b, der keinen
Integralstrahl der homogenen Gleichung, also keine Nullstelle von
flp) — @ oder von f(¢) — @ + = enthdlt, und C’' das im Sektor
verlaufende Stiick der durch 7y, ¢, gehenden Integralkurve von
? = f(p). Es bezeichne ferner D' den Fldchenstreifen, der von den
Parallelkurven zu C' im Abstand + € und den Geraden ¢ = a und
@ = b begrenzt wird. Dann gibt es zu jedem geniigend kleinen ¢ ein
Ay derart, dap fiir A = A, die A-fache Vergriferung der durch den
Punkt ry/A, oy gehenden Integralkurve C der vollstandigen Gleichung
& = f(¢) + &(r, ), soweit sie in den Sektor fdllt, im Fldchen-
streifen D' verlduft.

Wir betrachten zunichst einen Sektor, dessen Offnung kleiner
als z ist, und legen die Achse so, daB3

T 3n 3n 7
(9) 2 <a<b<sg, daher — - <f—9p <.

§) Die Zeichnung, die Forster a.a.0., S. 282, fiir ein numerisches Beispiel
gibt, ist unrichtig. Der Strahl ¢ = 0 hat nicht den Typus b/c, sondern c/c und der

Strahl p= —%nicht den Typus a/b, sondern aj/c. Der Falla/b kann bei analy-

tischem f(g) iiberhaupt nicht vorkommen. — Der Text der Forsterschen Aus-
fiihrungen wird hiervon nicht beriihrt.
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GemilB den Bedingungen des Satzes gibt es eine positive Zahl
@ < % derart, daB |f — ¢| und | + f — ¢| groBer als 2a bleiben.
Die Differenz f — ¢ fillt dann in eines der drei Intervalle

(10) 2<x<f—<p<%, —a42a<f—p< —2a, ~—32—n<f-—(p<—n——2oc‘
In allen drei Fallen hat man

(10')  |etg (f—¢)| < cotg 2, |sin (f—g¢)| > sin 2a.

Das Kurvenstiick C’, verlauft nach Satz 1 zwischen zwei
positiven endlichen Radien g, R. Bei geniigend kleinem ¢ kénnen
¢ und R so gewihlt werden, daB3 auch jeder Punkt des Streifens
D’ in das Innere des Kreisringsektors

(11) 0<o=r=R; asZ¢p=D

fallt. Wir wahlen nun 2, so, da@

R R in2
(12) 6(70) < a und 6(7)§s“;“ In (1_’_%);

0

dies ist sicher moglich, weil d(r) mit abnehmendem r gegen Null
geht.

Das Kurvenstiick C”’, das durch A-fache VergréBerung des in
den Sektor a, b fallenden Teiles von C gebildet wird, geht durch
den Punkt ry, ¢ der in D’ liegt. Wir haben zu zeigen, daB3 C’*
nicht aus D’ heraustritt. Wire es der Fall, so miilte es auf C’’
einen Punkt 7, ¢; geben, der auflerhalb D’, aber noch immer
innerhalb des durch a, b, o, R bestimmten Kreisringsektors (11)
liegt, u.zw. so, daf3 das ganze Stiick von C"’ zwischen ry, ¢, und
71, ¢, diesem Bereich angehort. Wir werden aber beweisen, daf3
die Ungleichungen

(13) =N =R, asep =b |r,—7r'(¢)|>¢

wobei r = 7'(¢) die Gleichung von C’ bezeichnet, nicht mit der

Bedingung vertriglich sind, da8 7, ¢; auf C”” und das ganze

Stiick von C"" von r, bis r, innerhalb des Bereiches (11) liegt.
In der Tat ist der Tangentenwinkel ¥ von C” durch

(14) & =flp) + g(%, <P)

gegeben und im Bereich (11) gilt wegen (12)

)| o(z) 2o(3) ==

P

(15)
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Daher folgt aus (10), daB ¢ —¢ =g + (f—¢) einem der drei
Intervalle

(16) oc<t9—(p<%+oc, —atae<d—¢g<—a,

37
——23—0.<19—(p<—75foc

angehéren mull. In allen drei Fillen ist
(16") |cotg (& —¢)| < cotg o, |sin (& —g)| > sin a.

Die Differentialgleichung von C” liefert

2%
(17) In 2 — [ cotg (9—p) dg,
Po

wahrend C’ bestimmt ist durch

“( P1
{18) In TT—TI) = J cotg (f—¢) de.
Po

Beide Integrale existieren, da die Integranden zufolge (10’) und
(16’) beschriankt sind; die Kurven C’ und C” sind, soweit sie in
den Bereich (11) fallen, durch eindeutige Funktionen r(¢) bzw.
. 7'(p) darstellbar. Nun ist nach (14), (15) und der zweiten Un-

gleichung (12):
sing(%qﬂ) éé(lﬁ) <" (1+%).

Daher folgt mit (10’), (16’) aus

|sin (9—f)| =

sin (9—f) 1 £
sin (#—p) sin (f—-(p)’ < n In (1 + R)

durch Substraktion von (17) und (18) wegen l% — (p0|< 7

| cotg (8 —p) — cotg (f—¢)| =

Ty

(@)

(19) lln

P1
:U [cotg (& — @) — cotg (f —@)] dt?l <In (1-{—%).
Po
Die letzte Ungleichung ergibt, da@
entweder 0<r,— 7'(p;)<e %< e oder 0<r'(p)) —ri<e %<8
sein muf3, was mit der dritten der Bedingungen (13) in Wider-

spruch steht.
Damit ist Satz 5 fir einen Sektor, dessen Offnung 7 nicht
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erreicht, bewiesen. Fiir jedes groBere, endliche Intervall a, b
kann man den Beweis erbringen, indem man das Intervall in
Stiicke << = zerlegt und auf jedes die vorstehende Uberlegung
anwendet. Dabei ist noch folgende Bemerkung niitzlich.

Man sieht, daB die Bestimmung von 1, nach (12) von den
Werten 74, ¢ unabhéngig ist, d.h. daB3 die Konvergenz in bezug
auf alle im Kreissektor R, a, b liegenden C' gleichmdfig ist;
€

Ao - . . . R
und f“ ein. Beides ist selbstverstindlich, wenn man bedenkt,

anderseits geht R in die Formeln (12) nur in den Verbindungen

dafl alle Integralkurven C’ der homogenen Gleichung durch
Ahnlichkeitstransformation auseinander hervorgehen.

Aus dem Ahnlichkeitssatz ergibt sich in Verbindung mit den
Satzen 1 (erster Teil) und 2 unmittelbar folgender

Satz 6. Enthdlt der Sektor a < ¢ < b keinen Integralstrahl der
homogenen Gleichung, so gibt es ein positives R derart, daff jede
durch einen Punkt ry < R, a < ¢y < b gehende Integralkurve der
vollstindigen Gleichung den Sektor im Endlichen durchsetzt und
seine beiden Begrenzungen in Punkten mit positiven r schneidet.
Es ist nicht moglich, daf eine Integralkurve innerhalb des Sektors
a, b den Punkt r = O erreicht. Besiizt die homogene Gleichung
iiberhaupt keine Integralsirahlen, ist also iiberall f(¢) # ¢ und
fl@) # ¢ — =@, so sind alle Integralkurven von (2), die einen Punkt
7o < R enthalten, entweder geschlossene Kurven oder sie ndhern
sich dem Ursprung spiralformaig.

Um diese Behauptungen zu beweisen, muf3 man nur von einer
beliebigen Losung C’ der homogenen Gleichung ausgehen, ein
geniigend kleines ¢ wahlen und dann A; nach Satz 5 bestimmen.
Es ist zu beachten, dal nach (17) die Kurve C innerhalb a, b
durch eine eindeutige Funktion r von ¢ darstellbar ist. Liegt C’

aullerhalb eines Kreises vom Radius ¢ so geniigt R = }% den
0

Bedingungen des Satzes 6. — Wiirde eine Integralkurve innerhalb
a, b gegen den Nullpunkt gehen, so miillte sie notwendig Integral-
kurven, die den Sektor durchsetzen, schneiden.

Verschiedene weitere gestaltliche Eigenschaften der Integral-
kurven von (2) lassen sich aus Satz 5 gewinnen. Z.B. die, daB

im Falle der Spirale, wenn r;, 7y, 73, ... die Folge der Schnitt-

punkte mit einem festen Strahl bezeichnet, der Quotient Tn

einem festen Grenzwert zustrebt usf.

41
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§ 5. Vollstindige Gleichung. Verhalten zu den
Integralstrahlen.

Unser Satz 5 gibt keine Auskunft dariiber, wie sich die Integral-
kurven der vollstindigen Gleichung in einem Sektor verhalten,
der einen Integralstrahl der homogenen Gleichung enthilt. Um
diese Frage zu beantworten, miissen wir die Typen a, b, ¢ getrennt
betrachten. Dabei werden b und c als gleich anzusehen sein, da
sie sich nur im Unendlichen unterscheiden, der Ubergang von der
homogenen zur vollstindigen Gleichung aber nur in einer be-
schrankten Umgebung des Anfangspunktes sinnvoll ist. Wir
setzen also B anstelle von b und c. Ein Strahl vom Typus a/a
heiBBt auch ,,Knotenstrahl”’, vom Typus B/B ,,isolierter Strahl”
und vom Typus a/B ,,Strahl gemischten Verhaltens”. Die drei
Typen lassen sich mit Bezug auf die vollstindige Differential-
gleichung (2) wie folgt charakterisieren.

Wir kénnen o.B.d.A. annehmen, daB fiir den betrachteten
Strahl 0 < ¢, <z, also f(¢,) = ¢, gilt. In einer geniigend engen
Umgebung ¢, — 75 bis ¢, + 7 ist dann f(g) stetig, f(¢) — ¢ ohne

weitere Nullstelle und If () — <p| < %. Wir wihlen dann ein R
derart, daB O(R) kleiner ist als jede der beiden Zahlen
| f(@,+1) — (@,+n)| und |f(,—n) — (¢,—n)|, also auch kleiner

T
4
beliebig kleinen Radius ¢ und erhalten damit einen Kreisring-
sektor D, der von zwei Geraden S'(¢ =¢,—7) und S" (¢ =@, +17),
sowie von zwei Kreisbogen K'(r=R) und K" (r=p) begrenzt wird.

Fir das Gebiet D gilt definitionsgemaB: 1) In allen Punkten
mit EinschluB des Randes ist & — ¢ = f(p) — ¢ + g(r, p) eine

als —~. Um den Nullpunkt auszuschlieen, nehmen wir noch einen

stetige Funktion, deren Betrag unter % liegt, so dafl auch
tg (#—¢) und damit %’f— stetig und beschriankt ist. 2) An den
Rindern S’ und S” hat 9 — g, daher auch tg (9—gp) und 22 je
ein konstantes Vorzeichen wund zwar dasselbe wie f(p) — ¢.
Zufolge 1 kann in D jede Integralkurve durch eine eindeutige
Funktion ¢(r) dargestellt werden, wobei r einen Teil des Inter-
valls ¢, R oder das ganze Intervall durchliuft.

Wir wollen die Integralkurven in D zunichst im Sinne wach-
sender r verfolgen. Dann ist klar, daB eine Kurve in einem
Punkte von K’ nur aus D austreten, in einem Punkte von K"’
nur in D eintreten kann (vgl. die Pfeile in Abb. 8). Liangs S’
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am B/B Bla
Fig. 3a 3b 3c.

und S’ hangt das Verhalten vom Vorzeichen von %’% ab, das

nach 2 mit dem von f(p) — ¢ iibereinstimmt. Es entsprechen
somit den drei Typen a/a, B/B und B/a von Integralstrahlen
die in Abb. 3 gekennzeichneten drei Falle. Die Pfeile zeigen, an
welchen Begrenzungen von D die Integralkurven der vollstan-
digen Gleichung (bei wachsendem r) eintreten bzw. austreten.
Auf dieser Unterscheidung beruhen die in den folgenden Satzen
7 bis 9 festgestellten Eigenschaften der Integralkurven.

Satz 7. Ist ¢ = ¢, <=z ein Integralstrahl der homogenen Glei-
chung vom Typus aja (Knotenstrahl), also f(¢,) = ¢, und fir
ein >0

f@) =9 >0 bei g, <@ =g¢,+7

(20)
f((P)_q’<0 » ¢v*ﬂ§¢<%’

so gibt es zu jedem Strahl ¢ = @, der von ¢, durch keinen andern
Integralstrahl getrennt wird, ein R derart, daf alle durchry(<<R), @,
hindurchgehenden Integralkurven in r =0 einmiinden und hier
den Strahl ¢ = ¢, berithren. (Ist ¢, der einzige Integralstrahl, so
wird er durch die beiden Enden der Integralkurven beriihrt.)

Nehmen wir an, das Intervall, das von ¢, in positivem Sinn
iber ¢,+7n (n>0) nach ¢, fihrt, enthalte keinen Integral-
strahl auBler ¢,. Dabei seien ein 7 und ein dazugehériges R,
sowie ein willkiirliches ¢ so gewéhlt, da3 ein Gebiet D der oben-
beschriebenen Art entsteht: Der Wert von 7 veriandert sich auf
jeder Integralkurve monoton innerhalb D und dem Richtungs-
sinn wachsender r entsprechen die Pfeile der Abb. 8a. Fiir das
Intervall ¢, + 7 bis ¢, gilt Satz 6, wonach jede geniigend nahe
an den Ursprung herankommende Integralkurve den ganzen
Sektor durchsetzen muf3. Beachtet man noch den Ahnlichkeits-
satz, so erkennt man, dafB} bei geniigend kleinem r, die in 7, @,
einsetzenden Integralkurven jedenfalls die Begrenzung S” von
D erreichen.

Von hier an nimmt 7 monoton ab. Der Grenzwert kann nicht
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groBer als o sein, da sonst der Austritt aus D in einem Punkt
der Begrenzungen S’ oder S’ erfolgen miifite, was nach unserer
Kenntnis der Pfeilrichtungen (die jetzt, bei abnehmendem 7,
denen der Abb. 3a entgegengesetzt sind) nicht moglich ist. Da o
eine beliebig kleine Zahl war, bedeutet dies, daf3 lim » = 0. Damit
ist die erste Behauptung von Satz 7 erwiesen.

Als Tangentenrichtung im Nullpunkt bezeichnen wir den Limes
der Sehnenrichtungen, also lim ¢ fiir » =0 (falls ein solcher
existiert). Nun bleibt ¢ vom Eintritt der Kurve in den Bereich
D bis zum Nullpunkt zwischen den Grenzen ¢, 4 7. Gehen wir
statt von diesem Geradenpaar S'S” von den Geraden ¢, i%
aus, so gibt es zu ihnen einen Wert R’, fiir den 6(R’) kleiner ist
als jeder der beiden Werte von f(¢p) — ¢ fiir ¢ = ¢, + —127— Dieses

R’, das man kleiner als R voraussetzen darf, bestimmt mit dem
neuen Strahlenpaar einen Bereich D’, der die Eigenschaften von
D besitzt. Da langs der Integralkurve r monoton gegen Null
abnimmt, muB von einer bestimmten Stelle an r << R’ bleiben.
Die Kurve, die einmal durch S in D eingetreten ist, kann nach
Satz 6 nicht bis zum Nullpunkt im Sektor ¢, + %, @, — 7 bleiben,
sie mul3 daher in den Bereich D’ iibergehen. Von diesem Augen-
blick an ist ¢ auf das Intervall ¢, i% beschrinkt. Fahrt man

mit dieser Betrachtung fort, so sieht man, daB3 schlieBlich

n n
(21) - =e=@,+— (n=0,1,2,...)
wird, was mit
(21%) limgp = g,

gleichbedeutend ist.

Satz 8. Ist ¢ = @, <z ein Integralstrahl der homogenen Glei-

chung vom Typus B/B (isolierter Strahl), also f(p,) = @, und fiir
ein >0

(22) f@) —p<0bei p,<<p=¢,+17,

@) —e>00bei g —n=9p<o,.
so gibt es 1) mindestens eine Integralkurve der vollstindigen Glei-
chung, die durch r = 0 geht und hier den Integralstrahl beriihrt,
2) zu jedem Intervall a, b, das ¢, einschlieft, aber keinen weiteren

Integralstrahl enthdlt, ein solches positives R, daf alle mit einem
0 <ro< R in den Sektor a, b eintretenden Integralkurven ohne
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den Nullpunkt zu erreichen, schlieflich mit monoton wachsendem r
den Kreis r = R durchselzen.

In der Tat kann man, nach dem in der Einleitung dieses
Paragraphen Gesagten, innerhalb a,b einen Sektor ¢, 4 7
wihlen, der den dort angegebenen Bedingungen geniigt. Nach
Satz 6 werden in geniigender Nahe des Nullpunktes die Sektoren
a, ¢, —n und ¢, + %, b von allen Integralkurven, ohne daf3
hierbei » = 0 wird, vollstdndig durchlaufen. Wahlen wir zu un-
serm 7 das R und g in der frither bezeichneten Weise, so entsteht
wieder ein Bereich D. Jede von ¢, = a in geniigender Néhe des
Ursprungs ausgehende Kurve muf} die Begrenzung S’ des Bereiches
D treffen. Sie kann hier, wie in Abb. 8b festgestellt ist, nur mit
wachsendem 7 eintreten und aus dem Bereich D, da r monoton
wichst, nur in einem Punkte des Kreises # = R austreten. Da
dasselbe fiir die von ¢y = b herkommenden Integralkurven gilt,
ist die zweite Behauptung des Satzes schon erwiesen.

Nennt man 7, ¢, — 7 die Koordinaten des Eintrittspunktes
einer Kurve auf S’ und R, ¢’ die des Austrittspunktes, so ist
klar, da8 mit abnehmendem 7, der Wert von ¢’ nur zunehmen
kann, da sich sonst zwei Integralkurven iiberschneiden miiBten.
Andrerseits ist ¢’ = ¢, + 5, also bilden die ¢’ eine monoton
wachsende, beschrinkte Folge und haben einen Grenzwert &'.
Das Analoge gilt fiir die langs S” in 7, ¢, + 5 eintretenden,
bei R, ¢’ austretenden Integralkurven: sie bestimmen eine
monoton fallende, beschrinkte Folge mit dem Grenzwert @',
Dabei ist jedes ¢'’ grofler als jedes ¢', also auch @ = @’. Die
Integrale, die durch einen Punkt r = R, @' < ¢ < @"’ hindurch-
gehen, haben die Eigenschaften, die im ersten Teil von Satz 8
formuliert wurden.

In der Tat kann eine solche Kurve, wenn wir sie in Richtung
abnehmender r verfolgen, weder S’ noch S” in einem Punkt » > 0
treffen, ohne sich mit einer Kurve zu iiberschneiden, die von hier
mit noch kleinerem r; bzw. r, ausgeht. Es muf} also auf der
betrachteten Integralkurve innerhalb D der Limes von r gleich
¢ und, da ¢ beliebig klein gewidhlt werden kann, schlielich
limr = 0 sein. Andererseits ist im ganzen Kurvenverlauf fiir
r<<R stets ¢, — n = ¢ =< ¢, + . Wihlt man einen engeren

Sektor ¢, + %, so fallt ¢ von einem bestimmten R’ an in diese
engeren Grenzen usf. In der gleichen Weise wie im Falle von Satz
7 folgt hier Gl (21) und (21).

Der Fall des Integralstrahls vom Typus B/B liegt immer dann
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vor, wenn cs sich um eine in » = 0 reguldre Differentialgleichung
handelt, d.h. um eine solche, fiir die der Ursprung kein singulérer
Punkt ist. Hier ist, wie oben erwahnt, f(p) = const. Es gibt also
zwei um 180° von einander verschiedene Integralstrahlen, die
beide den Typus B/B aufweisen. Bedeutet ¢ = a irgendeinen
mit keinem Integralstrahl zusammenfallenden Strahl, so verlauft
jede Integralkurve, die durch einen geniigend nahe dem Ursprung
liegenden Punkt von ¢ = a geht, so, daB} sie, ohne den Ursprung
zu erreichen, aus einem Kreis von entsprechend gewéhltem
Radius R heraustritt. Da die Losungen der homogenen Gleichung
hier aus den Parallelen zu den Integralstrahlen bestehen, folgen
aus dem Ahnlichkeitssatz die bekannten Eigenschaften iiber die
Tangenten der Integralkurven der vollstindigen Gleichung in der
Umgebung des Nullpunktes.

Fiir den letzten Fall, den eines Integralstrahles vom Typus
B/a, konnen wir die entscheidenden Resultate nur unter einer
weiteren Einschrankung fiir die Funktionen f(¢) und g(r, ¢)
beweisen. Wir nehmen zunéchst an, daB fir f die Voraussetzung
Ib auf der positiven Seite des Integralstrahles in ihrer engern
Form (4) gilt. Es existiert also eine positive Konstante k, derart,
daB fiir ein n >0

(23) tg[flg)—¢] < k(p—g,) fir g, <9 =g, + 1.

Bezeichnet ferner 4,(r) das Maximum von |g(¢, ¢)| im Bereich
oe=rund ¢, = ¢ = ¢, + 7, so verlangen wir, daB3

(24) J(r) = [ o158, (0)de endlich
0

sei. Hierin kann natiirlich 8, auch durch § ersetzt werden.

Sarz 9. Ist ¢ = ¢, < & ein Integralstrahl der homogenen Glei-
chung vom Typus B/a (Strahl gemischten Verhaltens), also f(p,) = ¢,
und fir ein 1 >0

flg) —9p>0bei g, <9 =g, +

(25) )
flg) —@>0bei 9, —n < ¢ < @,

ferner a, b ein Intervall, das ¢, einschlieft, aber keinen weiteren
Integralstrahl enthdlt, so gibt es unter den zusdtzlichen Bedingungen
(28), (24) ein R derart, daf 1) jede bei ry < R, ¢, =1>b in den
Sektor a, b eintretende Integralkurve den Strahl ¢ = ¢, in 1 =0
beriihrt, 2) jede bei ry < R, @, = a eintretende Kurve, ohne den
Punlt r = 0 zu erreichen, mit schlieflich monoton wachsendem r
den Kreis r = R iiberschreitet.
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Wir konstruieren um ¢ = ¢, einen Bereich D durch Wahl
eines geeigneten 7 und eines zugehdrigen R. Der Ubergang von
a zu @, — 7 bzw. von b zu ¢, + 7 erfolgt wie in den fritheren
Fillen auf Grund von Satz 6. Eine in einem Punkt ry < R,
®o = @, — 1 in D eintretende Kurve kann gemif3 Abb. 3c aus
D in einem Punkt von ¢ = ¢, 4 1 oder von r = R austreten.

Nun betrachten wir die Kurve, deren Polargleichung

(26) ¢ =0(r) = ¢, +cr*J(r)

lautet, wo ¢ eine noch zu bestimmende Konstante und J(r)
das in (24) definierte Integral bezeichnet. Der Tangentenwinkel
O dieser Kurve wird durch

(27) tg(O—®) = "0 — kerkT (1) + cdy(r) = h(P—p,) + cdy(r)

dr

bestimmt. Man sieht, daB3 die Kurve in 7 = 0 wegen §,(0) = 0
den Integralstrahl zur Tangente hat, und daBl dann @ mit »
monoton wéichst. Die Kurve kann aus dem Bereich D nur aus-
treten in einem Punkte der Geraden ¢ = ¢, 4+ 7 oder des Kreises
r = R. Das erstere konnen wir ausschlieBen, indem wir R hin-
reichend verkleinern. Es gibt dann also einen Punkt mit den
Koordinaten @,, R auf der Kurve und sie zerlegt D in zwei Teile,
von denen der eine S’ enthilt und der ,,untere” heillen soll,
wiahrend dem andern ,,oberen” S’’ angehort.

Man sieht nun leicht, daBl eine in 7y < R, ¢y = ¢, — 7 ein-
tretende Integralkurve die Linie (26) innerhalb D nicht schneiden
kann. Denn zu Beginn bei 7 = 7, ist ¢ << D(ry), da @ nur Werte
= @, annimmt. Sodann ist fiir ein beliebiges r << R auf der
Integralkurve

(28)  “F—tg[flg) —p+elry)] =

—tg[flg) — ] L EELEEUD )

g 1—tg(f—o)tgg °
Setzen wir
1

29 s
( ) €= 7 1—tgd,(R)’

so ist wegen f— ¢ < % und |g|<% der Faktor von g(r, ¢) im

letzten Ausdruck von (28) dem Betrag nach kleiner als ¢, daher
wegen (23)
rdp

(80) o

S klg—g,| + cdy(r).
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Der Vergleich von (27) mit (80) lehrt, dal solange ¢ << @ auch

-‘% < dT!f bleibt, also die Integralkurve niemals, d.h. fir kein

r < R, den @-Wert der Linie (26) erreichen kann. Die Integral-
kurve schneidet daher den Kreisbogen r = R an einer Stelle?
Py < Dy.

Verfolgt man nun die Folge der lings S’ eintretenden Integral-
kurven bei abnehmendem 7, so bilden die zugehoérigen ¢, eine
monoton steigende Folge, die nach oben begrenzt ist. Es existiert
somit ein Grenzwert lim ¢, = @’ =< @,. Die Integralkurve, die
bei ry = R, ¢y = @' mit abnehmendem r in den Bereich D ein-
tritt, kann S’ in einem Punkt r > 0 nicht treffen, sie kann aber
auch, der Anordnung der Pfeilrichtungen in Abb. 8c zufolge,
nicht in einem Punkt von S’ den Bereich D verlassen. Der Limes
der monoton abnehmenden Werte kann daher nur g sein, d.h.
die Kurve miindet in r = 0; sie zerlegt, ebenso wie die Kurve
(26) den Bereich D in einen ,,oberen” und ,,unteren’’ Teil.

Betrachten wir nun die Integralkurven, die lings S’ oder in
dem Teil von K’ mit ¢ > @’ in den Bereich D eintreten, so kénnten
sie, den Pfeilrichtungen nach, in Punkten von S’ austreten.
Allein, um dies zu tun, muBten sie erst die eben beschriebene
Grenzkurve durch R, @' schneiden (oder beriihren), was nicht_
moglich ist, weil diese selbst eine Integralkurve ist (und durch
jeden Punkt nur eine geht). Also miinden alle lings S’ ein-
tretenden Kurven in 7 = 0. Der ¢-Wert bleibt auf jeder dieser
Linien in der Grenzen ¢, 4 7, also 1aBt sich, wie im Falle von
Satz 7 zeigen, daB3 lim ¢ = ¢, ist.

Es ist schlieBlich leicht einzusehen, daB3 unsere Zusatzbedin-
gungen (28), (24) in den bisher behandelten Fillen der Gl. (1)
und &ahnlicher analytischer Differentialgleichungen stets erfiillt
sind. Denn damit ein Integralstrahl vom Typus B/a vorliegt,
also (25) gilt, muB} die f(¢)-Linie die Gerade f = ¢ berithren und
nicht schneiden, so daB (28) fiir jedes positive k befriedigt
wird. Andererseits verhilt sich in den reguldren Fallen §(r) oder
6,(r) wie eine positive Potenz von r. Demnach wird das Inte-
gral (24) gewifl konvergent.

(Eingegangen den 4. Juli 1938.)



