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0. Iintroduction
On se propose de prouver le théoréme suivant :

THEOREME (G. D. Mostow). — Soit M, M, deux variétés hyperboliques
compactes connexes de dimension n 2 3. 8i f : My — M, est une équivalence
d’ homotopie, alors il existe une isométrie ® : My — M, homotope a f.

Rappel. — f: X — Y est une équivalence d’homotopie s’il existe un inverse
homotopique g, i.e. une application continue £ : Y — X telle que foh et ho f sont
homotopes a I’identité.

Ici X et Y sont des espaces topologiques et f est une application continue.

Ce résultat exprime le fait que les variétés hyperboliques sont caractérisées par
leur 7.

Remarques.

1) Dexistence de 1’équivalence d’homotopie est équivalente, dans ce cas, a I’exis-
tence d’un isomorphisme entre les groupes fondamentaux.

2) Le résultat est notoirement faux en dimension 2.

Nous présentons ici la preuve due 8 M. Gromov et W.P. Thurston de ce théoréme,
plus géométrique que 1’argument classique, elle est toutefois limitée, pour I'instant, au
cas hyperbolique (courbure constante négative).

La philosophie du théoréme est trés simple : une équivalence d’homotopie entre
deux variétés doit préserver toute la topologie (homotopie), or, comme le montre le
théoréme principal, pour des variéiés hyperboliques compactes une partie de la topologie
s’exprime & I’aide du volume des simplexes idéaux réguliers dans le revétement universel
(voir le chapitre 4). Le relevé de I’équivalence d’homotopie doit donc “préserver ce
volume” (en un sens qui sera précis€ au chapitre 2). De la découle aisément, en
dimension supérieure ou égale a 3, qu’il existe une isométrie entre les variétés.

En dimension supérieure ou égale a 3 il existe donc des “disymétries cachées”
qui rendent impossible les déformations, a I’inverse de ce qui se passe en dimension 2 :
les (n + 1)-uples de points sur la sphére a I'infini ne sont pas tous équivalents. Nous
utiliserons ce fait en nous servant du volume des simplexes idéaux qui est une fonction
non constante sur les (n + 1)-uples de points a I’infini, pour n 2 3.



1. Rappels de géométrie hyperbolique : volume des simplexes

A. Les modeles.

L’espace hyperbolique simplement connexe peut étre défini de différentes
maniéres.

1) L’ hyperboloide.

Dans R™*!, on considére la forme

n

g@) = zi -2k,

i=1

La nappe “supérieure”
Hp = {z € R"™ N q(z) = =1, 2041 > 0}

est difféomorphe a R™. Restreinte & H,,, ¢ est non dégénérée et définie positive; elle
définit une métrique riemannienne et (H, ¢) est un modele de I’espace hyperbolique de
dimension n.

Les géodésiques sont les intersections de 1’hyperboloide avec les deux plans
passant par ’origine de R™*!. Le groupe d’isométrie est O(n, 1).

2) Le disque unité (modele de Poincaré).

On projette stéréographiquement la nappe H,, par rapport au pdle sud, c’est-a-

dire le point (0,0,...,0,—1). Cette projection est un difféomorphisme de H,, sur le
disque unité de R™, soit D,,. La métrique riemannienne de ce modele est
4|dz)? 4n/?
ds? = ———— dv = —————d
* T A= PP TR

ou dv est la forme volume hyperbolique et dvg est la forme volume euclidienne.

Les géodésiques sont les cercles orthogonaux au bord. Les p-sphéres orthogonales
au bord sont des sous-variétés totalement géodésiques.

On rappelle la définition de I’inversion par rapport a une sphére. Soit M (zg, )
la sphére de R™ centrée en z et de rayon a, on définit

. =Ty
= D re—— e o .
z.'L'O,O(z:) a“.’E _ 1‘0”2 Zo

C’est une involution C*®. Sia=1letz; =0
i(z) = z/||z|?
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$(x)

Cette transformation préserve 1’ensemble {hyperplans, spheres}, et préserve les
angles. Elle est dite conforme. Elle préserve aussi la sphére M (zo, ) points par points.
Si M (=g, a) est orthogonale au bord de D", alors i, o préserve D" et fixe I’hyperplan
M(zo,a) N D". C’est une isométrie hyperbolique, une symétrie hyperplane par rapport
a M(zg,a)N D",

THEOREME 1.1. — Le groupe d’isométrie dans ce modéle est I’ensemble des
transformations A - 1, ou A € O(n) et i est une symétrie hyperplane.

3) Le demi-espace (modéle de Poincaré).

)
El

n—l

—€n

Soit ’inversion 1 , C’est-a-dire
—e,,,\/i
T+e,
I - €.
”"’3 + en“?' "

C’est un difféomorphisme de D,, sur II™*, ol
n“*={zeR”\z, >0}.
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La métrique obtenue est
dz|? dv
ds* = ldz] dvg = ZE
12 tr
ol |dz|? (resp. dvg) est la métrique euclidienne (resp. la forme volume euclidienne) sur
R".

THEOREME 1.2. — Le groupe d’isométrie de TI™* est I'ensemble des

A A0 oi+ b
0 1 0
ol A€EOMm -1, X>0,i=id ou une inversion et b € R*~1.

On !'utilisera beaucoup. Il est engendré par les transformations
zr—z+ (g), be R

i)z — Az, A >0.

iii) ¢ = (y,1) — (Ay,1), y€R™1 A€O0(n-1),teR".
iv) 2 — z/||z||%

Remarque. — Les deux modeles de Poincaré sont conformes c’est-a-dire les
angles sont les mémes que les angles euclidiens.

4) Le modéle projectif (modéle de Klein).
Considérons la projection
7:R™ — P"(R)

’image de H™ est un ouvert de P™(R), c’est I’espace des droites de R™*! qui rencontrent
H™.

€n+l

L’image peut étre réprésentée comme la boule unité (ouverte) de I’hyperplan
affine parallele a R™ et passant par ep41.
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Nous décrirons la métrique et la forme volume plus tard. Il est clair, dés
maintenant, que dans ce modele les géodésiques sont les segments de droites contenus
dans la boule car ce sont les intersections de celle-ci avec les deux plans passant
par l'onigine et intersectant H". De méme les p-plans hyperboliques (totalement
géodésiques) sont les bouts de p-plans euclidiens contenus dans la boule.

On peut le décrire autrement. Soit I1™*!:* et I’hémisphere unité orthogonal au
bord R" et centré en 0.

Il est totalement géodésique et donc la restriction a celui-ci de la métrique de II™*1:+,
est la métrique hyperbolique de dimension n.

La projection verticale réalise un difféomorphisme entre cet hémisphére et la
boule unité de R™. L’image est le modéle de Klein.

I est clair que les géodésiques sont des segments de droites mais il est aussi
clair que le modele est non conforme (sauf en 0, image du pdle nord).

Remarques finales.

1) Les deux modeles de Poincaré sont conformes et le modeéle de Klein a des
géodésiques qui sont celles de ’espace euclidien. On passe d’un modele a I’autre
suivant les problémes.

2) Dans la suite nous adopterons la notation H" pour désigner un modele quel-
conque d’espace hyperbolique simplement connexe.

3) Dans les trois derniers modeles, la sphére qui borde le domaine (dans le cas du
demi-espace, c’est R"~1 U {oc}) est a distance infini de n’importe quel point &
I'intérieur, nous I’appellerons “sphére a I’infini”.

4) Pour plus de détails le lecteur peut se reporter a [Bea].

B. Le volume des simplexes géodésiques : le cas n = 2.
Nous allons rappeler le calcul de Iaire des triangles géodésiques dans H2.

Soit T un triangle dont les cotés sont des segments géodésiques, ¢’est-a-dire des
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arcs de cercles. Travaillons dans le modéle du demi-espace

G g
C2
/i

Cs

dzd d
aire(T):/ :c2y =/ a@
T Y aT Y

par la forme de Green-Riemann (Stokes). Le probléme ainsi présenté n’est plus
hyperbolique mais euclidien. Soit Cj, ¢ = 1,2, 3, les trois cOtés :

- dz
aire(T) = / —_.

Si C est un arc de cercle orthogonal au bord, il peut étre paramétré par (en

coordonnées complexes)

1‘+iy=Z, Z—a:reio

ol a € R est le centre de C et » son rayon. Donc

T—a=rcosb R dz = —rsinfdb
. d’ou .
y = rsinf y=rsinf

/Cdx/y=-/cda.

C’est la variation totale de I’angle du rayon vecteur définissant C. Comme la
tangente d’un cercle est orthogonale & son vecteur position c’est la variation totale de
I’argument de la tangente le long de C.

Si la courbe 0T était C, la variation totale de I’argument serait 2, mais ici
on “perd” les sauts en les sommets, donc

/ dz/y = —[27—(w—a)—(7r—ﬁ)-(7r-—7)] =1—(a+8+7)
8T
d’ou

THEOREME 1.3. — aire(T) =7 - (a+ 3+ 7).

C’est la formule de 1’aire des triangles hyperboliques. Pour un triangle dont les
trois sommets sont a 1’infini, un triangle idéal, les trois angles sont nuls et donc

aire(Tigea) = 7.
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Tous les triangles idéaux sont équivalents, en fait ils sont tous isométriques, en effet,
il est aisé de vérifier (sur le modele du demi-espace, par exemple) que deux triplets de
points & I'infini peuvent ére envoyer 1’un sur ’autre par isométrie.

C’est la particularité de la dimension 2 et la seule raison pour laquelle la preuve
du théoreme principal ne s’applique pas dans ce cas.

C. Le volume des simplexes géodésiques : le cas n > 3.
La situation est tout & fait différente en dimension n 2 3.

DEFINITION 1.4. — Nous appelons simplexe géodésique de H™ I’ enveloppe
convexe d'un n + 1-uple de points de H™. Si les points sont a I'infini, le simplexe est
dit idéal et si toute permutation des sommets peut étre réalisée par une isométrie, il est
dit régulier.

Remarques.

1) Les faces d’un simplexe hyperbolique sont des sous-variétés totalement géodé-
siques, des hyperplans hyperboliques.

2) En dimension 2, les triangles idéaux sont tous réguliers d’aprés ce qui précede.

Les théorémes qui suivent sont cruxiaux.

THEOREME 1.5. — Le volume des simplexes de H" est borné.

THEOREME 1.6. (U. Haagerup- H.J. Munkholm, [H-M]). — La valeur maxi-
male du volume des simplexes géodésiques est arteinte pour les simplexes “idéaux
réguliers” et pour eux seulement.

Remarques.

a) Tous les simplexes idéaux réguliers ont méme volume v,,. Ce nombre ne dépend
pas de la dimension n. Tout autre simplexe & un volume strictement plus petit.

b) Ce nombre v, n’est pas connu sauf en dimension 3.

¢) Le théoréme de Haagerup et Munkholm n’est pas trés difficile mais un peu
technique. Nous ne le prouverons qu’en dimension 3, ou un calcul explicite du
volume des simplexes idéaux est possible.

Preuve en dimension 3.
a) Soit Tp un simplexe de H3, si Ty n’est pas idéal, il existe un simplexe idéal de
volume strictement plus grand. En effet, si p € Tp, projetons de p les sommets

de Tp a l'infini, alors le simplexe engendré par ces points est idéal et contient
strictement Ty.

b) 1I suffit donc de s’intéresser aux simplexes idéaux. Calculons leur volume. Soit
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file:///-uple

T un simplexe idéal.

p1

p2

P4

Pp3

Envoyons un sommet a +oo dans le modéle du demi-espace

- - -

P P4

pz/-\

p3

Soit une horizontale R? x {t}, si t est assez grand, elle coupe T en un triangle K.
Celui-ci n’est défini qu’a similitude prés. En effet si on transforme T par une isométrie
fixant I'infini, elle agit sur R? x {0} par similitude.

Seuls les angles «, 8, de K; sont donc bien définis. Au sommet p; on peut
donc associer une classe d’équivalence de triangles semblables de R2.

Les horizontales de II** sont les horosphéres centrées en +o0o; les horosphéres
centrées en un autre point zo a linfini, c’est-a-dire en un point de R? x {0} sont les
spheres tangentes 3 R? x {0} en ce point. Ce sont les trajectoires orthogonales aux
géodésiques issues de z, c’est-a-dire , toute horosphére centrée en z, est orthogonale
a toute géodésique issue de zo. Ceci se voit plus facilement si 9 = +o0o, I’horosphére
est alors une horizontale R? x {t}.

On peut faire de méme en p; et associer & ce point une classe d’équivalence de
triangles dessinés sur I’horosphere.
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L’angle de ce triangle K; en ¢ est
égal a I’angle diedre des faces verti-
cales passant par p;. C’est le cas pour
I’angle a de K en t également.

p3

Les nombres a, 3,v,a’, 5 et v’ vérifient donc,

a+f+y=ca+f +y = +8+v = +f +v=1

et donc
a+f=ad +p a=cao
a+y=ad +vy <& g=p
Bry=8+7 r=4

Il n’y a donc que trois parameétres et en chaque sommet nous avons la méme
classe d’équivalence de triangles semblables de R?.

En fait, nous pouvons paramétrer les simplexes idéaux par les classes d’équiva-
lence de triangles semblables de R?, et donc par trois nombres a, 3, v tels que

a+f+y=m.
Le volume de T doit donc étre une fonction de (a, 5, ).

LEMME 1.7. — Le simplexe est régulier si et seulement si « = f = v = «/3.

Preuve. — 1) Si le simplexe est régulier, envoyons p; a l’infini. Alors quitte a
transporter le simplexe par une isométrie fixant +oc, on peut supposer que pz, p3 €t pa
sont sur le cercle unité centré en 0 de R? x {0}. Le triangle p;, p3, ps est dans la classe
d’équivalence.
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Toute permutation de pa, p3, ps doit étre réalisée par une isométrie de I13*. Elle
doit fixer p; et aussi fixer le cercle passant par pz, p3, ps ce doit donc €tre une isométrie
de R2. Le triangle ps, p3, ps est donc équilatéral et o = = 7.

ii) Réciproquement si le triangle est équilatéral, toute permutation de pap3p4 €st

P3

p2

b4

réalisée par une isométrie euclidienne de R? x
{0} donc par une isométrie hyperbolique. De
plus la distance euclidienne de p; & ps est
égale a celle de p3 a p4. Soit donc le cercle
centré en py et passant par p; et p3 et la sphere
de I1** qui s’appuie sur ce cercle. Linversion
par rapport a cette sphére préserve p; et ps et
échange le centre en +oo c’est-a-dire p4 et p;.
La permutation de p, et p4 est donc également
réalisée par une isométrie et ceci conclut la
preuve.

ProprosITION 1.8. — vol(T) = A(e) + A(B) + A(y) ou A est la fonction de

Lobatchevskii

8
A = —/ log|2sint|dt (6 € R).
0

Preuve. — Dans le modele de Poincaré le simplexe peut €tre supposé avec un
sommet & I’infini et les trois autres sur le cercle unité, centré a ’origine de R? x {0}.
Le simplexe est alors déterminé par le triangle défini dans R? x {0}. Subdivisons le

comme sur la figure.

Les tétracdres engendrés par Ko, K et K
que nous noterons T,,Tp, et T, sont bien
définis.

Calculons le volume de T,, par exemple,

cos a rtga 00
vol(Ty) =/ dz/ dy/ =
0 0 Vi-zi-y? 2

dz

ou (z,y) sont des coordonnées de R? x {0} telles que :

i) I’axe des « soit la direction de la hauteur;

ii) I’axe des y soit la direction orthogonale.
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Ici nous supposons que les trois angles a, et v sont aigus.

1 cos a riga d
vol(To) = = / dz / o
2 Jo o (A-2z°-y9)

maintenant

1 1 1 1
= +
1~ z2—y? 2\/1—1'2(\/1—1'2—3/ \/1—::2+y)
1 [ V1-—z2+yyy=ctse dz
vol(T,) = - log [——]' —_—
4 Jo V1—z2—ylly=0 /1 -2?
posons = = COst

a

vol(T,) = —%/ lo
/2

. . /2 .
[smicosa+costsma]dt 1/ o <s1n(t+a))dt
[4 4

sint cos o« — costsina 4 sin(t — «)

1 /2 1 /2

=7 / log |2sin(t + a)|dt — Z/ log |2 sin(t — a)|dt
1 a+n /2 1 n/2-a

= —/ log |2sint|dt — —/ log |2 sint|dt
4 2a 4 0

1
= ( ~ Ala+7/2) + AQa) + A(x/2 — a))

LEMME 1.9. — On a les relations :
AQRo) = 2A(a) +2A(a + 7/2)

et
A(@/2—a)= —Ala— 7/2) = —A(a + 7/2).

Admettons le lemme, alors
A
VOl(Ta) = -—(i)
2
d’ou le résultat.

Dans le cas ol I’'un des angles est obtus, on subdivise comme suit, K, = 0CB.

Pour trouver

AB) A(y) Al(m=o0)
7 T2 T T2 )

vol(T) = 2(
= Aa) + A(B) + A(7).
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Preuve du théoréme. — Nous allons montrer que vol(T) = v3 <= T régulier,
en fait nous allons montrer que comme fonction de (a, ), vol(T) est strictement
concave, posons :

v(a, B) = Ala) + A(B) + A(m — (a + 3))
sur le domaine {a > 0,3 > 0,0+ < 7} = D.

LEMME 1.10. — La fonction v est strictement concave sur I’ensemble ou elle
est définie.

Preuve. — Calculons le Hessien. On a
A(z) = - cotg(z)
le Hessien de vol(T') sur o, 8,4 est donné par la matrice
- cotg(a) 0 0
< 0 — cotg(B) 0 )
0 0 — cotg(7y).

En chaque point de D, I’espace tangent est engendré par (1,0,-1) et (1,-1,0),
d’ou le Hessien de v sur D est donné par la matrice

_ { —(cotga +cotgy) —-cotg o
Hess@ pyv = ( — cotga ~—(cotg a + cotg 3).

11 est ensuite facile de démontrer que cette forme est définie négative.
LEMME 1.11. — Le point (o = 7/3, 8 = w/3) est critique.
Preuve. — vol(T) = A(a) + A(B) + A(m = a — () d’ol
dvol= (A'(a) = A'(m —a = B))da+ (A'(B)— A (n —a - B)dB
alorssia=f=7/3 7—-a-F=7/3.8

Maintenant, une fonction strictement concave qui a un point critique, a un
maximurm strict en ce point.

D. La fonction de Lobatchevskii.

Dégageons quelques propriétés de la fonction
6
A@B) = —/ log |2sint|dt (6 € R).
0

A est bien définie car I’intégrale converge, elle est de plus clairement continue.
Elle est dérivable pour tout § # k=, k € Z. De plus on a

ProprosITION 1.12.
1) A est impaire.
2) A est m-périodique.
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3) pour m € Z on a l'identité

m-—1
A(mb) =m Y A +kr/m).
k=0

Preuve.

1) est évident car A : { — log |2 sint| est paire.

2) X est périodique et de période 7. Pour montrer que A partage les mémes
propriétés, il suffit de vérifier que

A(m) = /" A)dt =0
0

remarquons que

1 1 % 8
~AQ26) = —-—/ log|2sint|dt = —/ log |2 sin 2¢|dt
2 2 /o 0

or

sin(2¢) = 2sint sin({ + 7/2)
8 9
1/2A026) = — / log |2 sint|dt — / log |2 sin(t + 7 /2)|dt
0 0

f+m /2
= A9) - / log [2 sin@)|dt = A(B) + A(B +7/2) — A(n/2)
w2

pour 8 = 7 /2 on obtient
A(m)=2A(7) = A7) =0
ce qui prouve la périodicité et I’égalité

AQ6) = 2(A(6) + A6 + 7/2))

car
0 T
/ A)dt = / A(t)dt par = — périodicité
-m/2 /2
0 /2
/ A)dt = + / A()dt par imparité
—7/2 0
et donc

/2 7/2

A(m) = / A(t)dt +/ A@)dt = 2A(w/2) = A(7/2) = 0.
0 /2

3) nous avons montré le cas m = 2 de I’équation fonctionnelle. Pour m

quelconque on utilise
m-~1

2sin(mt) = [] 2sin(t + kn/m).
k=0
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Ensuite on procéde comme précédemment

mé ]
1/mA(m#f) = —-j;/é log|2sint|dt = —-/0 log |2 sin(mt)|dt
m~—1 [’
= - Z / log |2 sin(t + £n /m)|dt
k=0 V0
m-—1

f+iw/m r/m
- (/ log |2 sint|dt —/ log |2 sint]dt)
0 0

k=
m-—1
= Z A + k7w /m)+ C(m)

£=0

(]

m—

1
avec Com) = 5. fok’r/m log |2sint|dt or on a
0

/W A(mb)d8 = /W Af+a)df =0= / Cm)ydé =C(m) - n=0
0 0 0

d’on

C(m)=0.

2. Isométries et simplexes idéaux réguliers

Dans ce chapitre, on se propose de prouver le théoréme suivant,

THEOREME 2.1. — Pour n 2 3, soit f une application continue injective de
S"=1 sur elle méme telle que si 6y, ... 6, engendre un simplexe géodésique régulier,
il en est de méme de f(6o),... , f(6,), alors f est la restriction @ S™~! d’une isomérrie

hyperbolique.

Preuve. — Pour simplifier, nous nous limitons au cas n = 3. Quitte & composer
f par la trace sur S”~! d’une isométrie, on peut supposer qu’elle fixe le tétragdre basé sur
un triangle équilatéral s;s;s3 inscrit dans le cercle unité et +oo (modele demi-espace).
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33

51

1) Soit s3 le symétrique de s3 par rapport a sisa.
Le tétragdre (sy, 52, 83, +00) est régulier ainsi donc que
son image (s, $2, f(s3),+00). Il n’y a donc que deux
possibilités f(s3) = s3 ou f(s3) = s5. f est injective et
f(s3) = s3 donc f(s3) = s5.

.« !
33

2) Tous les symétriques possibles de sy, s3 ou s3 sont préservés par f. En itérant
’opération on voit que si on pave R?, par reflexion, & partir de (s;5,53), les sommets
sont tous invariants.

Soit s le centre du triangle (s;, s2, s3). L’inversion par rapport 4 la sphére unité
centrée en s, envoie +oc sur s. Le tétraédre (s, sy, s3,s) est donc régulier. Comme
précédemment, on conclut que

f(s) = s.

3) Soit u le milieu de s;s;. La méme inversion que précédemment envoie s3 sur
u. Le tétraédre (s)sysu) est régulier et sy, s; et s sont fixes par f, donc

f(uw) = u.

4) En itérant cette opération sur tous les triangles du pavage on construit un
ensemble dense de points de R? U {co} pour lesquels f(z) = z. Par continuité de f, on
a

f=1d.

Remarque. — Ce théoréme est bien évidemment faux en dimension 2.

3. Homologie singuliere et volume simplicial

Le but de ce chapitre est de montrer que le volume d’une variété hyperbolique
compacte est un invariant topologique.

A cette fin, nous allons introduire une notion différente “le volume simplicial”
dont nous montrerons que dans le cas hyperbolique elle coincide avec le volume.
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A. Homologie singuliére.
On appelle k-simplexe singulier une application continue f :
f:A*Y— X
(A¥ étant le simplexe canonique de R**!). Nous le noterons ¢
o = [ag,a1,... ,ar)
ou les points a; sont les sommets du simplexe.

Nous travaillerons avec coefficients dans R ou Z. Le module libre engendré par
les k-simplexes singuliers sera noté C*(X;A) (A = R ou Z). L’opérateur de bord est
donné par

af =Y (=D)ay, flog)
q9

ou la g-ieme face o, est définie par :
o4 = lag,a1,... ,4q,... ,a;].
On a ainsi un complexe de chaine
cHx) L crx) (X)) ded=0.
L’homologie de ce complexe est par définition ’homologie singuli¢re de X.

Remarques. — Si on a une triangulation de X, ou une décomposition en
cellules, on peut calculer les groupes d’homologie H,,(X; A).

L’homologie singuliere est difficilement calculable directement, mais elle est plus
pratique pour les théorémes abstraits. On admettra

PRrRoPOSITION 3.1. — Soit X™ une variété compacte, connexe, orientée alors

i) Ho(X,Z) ~ Z le représentant canonique s’appelle la classe fondamentale
(X1,

ii) Si X est wriangulée (chaque (n — 1)-simplexe est la face de précisément
deux n-simplexes) alors [ X] est canoniquement représentée par la somme formelle des
n-simplexes de la triangulation.

Degré d’ une application. — Soient X et X, deux variétés compactes connexes
orientées et f : X{' — X7 continue. Soit
f- : Hn(Xl) - Hn(XZ)
I’homomorphisme induit, alors on définit le degré de f par

deg(f)[Xa] = f.([X1]).

Si f est de classe C' et si y € X est une valeur réguliére de f

deg(f) = #{z € f~'(y) \ df positive } — #{z € f~'(y) \ d.f négative }.
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B. Le volume simplicial.

On se propose d’introduire une (semi-)norme dans les espaces d’homologie, pour
rendre “plus efficace” leur utilisation. Nous travaillerons dans Ci(X;R) et Hi(X;R).
Soit ¢ € Cr(X;R)

c=¥a;7;, T7;estunk — simplexeeta; €R

on pose
le| = Elai]

(il faut supposer que I’écriture de ¢ est réduite ou alors prendre un inf sur les écritures
possibles). Pour une classe a € Hi(X;R)

lle|| = inf{|c| ~ c représente }.

Remarque. — Ce n’est pas une norme, mais une semi-norme, en effet, comme
nous le verrons plus bas,
1
L™l = 0.
DEFINITION 3.2. — On appelle volume simplicial de X (norme de Gromov)

la norme de [ X1, elle sera notée ||X||.

Ce n’est qu’une semi-norme car 1’espace des bords, B;(X) n’est pas nécessaire-
ment fermé.

Remarque. — Les exemples de variétés a ||.X|| # O sont non triviaux.
PROPOSITION 3.3. — Soit f: X — X,|deg f| 2 2= [|X]|| =0.

Le corollaire immédiat est que
|S™l=0 V¥n21.
Preuve de la proposition. — Si a € Hy(X;R),a = [c] et ¢ = Xa;0; alors
foc= Za;(f oo;) représente f.(a) donc
[focl < lef = ||fe(a)]| < [la]]

d’ol
X1 > 1400l = [deg fI- X et [IX]] # 0 = |deg(] < 1.

C. Chaines droites.
Soit X hyperbolique

X =HYT, T=~m(X)
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Soit :ro,'. .., Tk, k+1-points de H" et o(z0,... ,zz) le k-simplexe engendré (combinai-
sons convexes), alors on a un simplexe singulier sur X par
A H~ a00Xx
o(zg,... ,Zx) +——= TWoOO

i) o est I’application “barycentrique”,

i) = la projection canonique de H" sur X.

DEFINITION 3.4.
1) Le simplexe o o est dit “droit” .

2) Une chaine Xa;o; est dite droite si les simplexes o; sont droits.

D. Rectification des chaines singuliéres.

Soit f : AF — X un simplexe (f continue) on a (théorie des revétements) un
relevement f de f

. H"
f
™
S
AF X
Soient les sommets de f(A"), zg,... , T et le simplexe droit o(zo,... , i)
AY 2L H

On définit une homotopie de f & 7 o o par
AF x[0,1] — H"
t,8) — 7(sf@)+ (1 — s)o(t)).

Remarques. — La somme signifie : combinaison linéaire convexe affectée des
coefficients s et (1 — s); en clair, on considére la géodésique de f() a o(f) (qui est
unique dans H") et on prend le point entre f(¢) et o(t) qui divise dans le rapport s/1—s.

L’opération de rectification est bien définie sur X, en effet le simplexe droit Too
est celui dont les arétes (par exemple) sont les géodésiques joignant les sommets qui
sont dans la méme classe d’homotopie que les arétes de f.

On définit ainsi une application s x (resp. sy=»)
sx i fr—T=mo00 =sx(f)
et on a de maniere évidente
MTOSHYn = Sy OT.
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4. Le théoréme principal

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal.

THEOREME 4.1. (M. Gromov-W.P. Thurston). — Si X est une variété
hyperbolique compacte, connexe et orientée
’ . vol(X)
X)) = =2
n
Remarques.

1) Le volume est un invariant d’homotopie pour les variétés hyperboliques. Ce
qui est clair en dimension 2 et plus généralement en dimension paire, 1’est maintenant
en dimension quelconque.

2) Avant ce théoré¢me il fallait le théor¢me de rigidit€é de G.D. Mostow pour
prouver que le volume était un invariant d’homotopie, maintenant on renverse 1’ordre
des implications, car cette invariance entraine la rigidité.

Nous procéderons par inégalités.
Preuve heuristique de v,||X|| > vol(X). — Soit [X] = [Za;f;], a; € R. On

peut remplacer le cycle Ya, f; par £a,;7; le cycle droit qui lui correspond, alors on
calcule le volume

vol(X) £ Zla;|vol(e;) € vpX|ai]
et en prenant I'infimum on a le résultat.

Le calcul du volume doit €tre fait avec plus de précisions, en effet &; se recouvre
éventuellement il faut donc compter la multiplicité du recouvrement, c’est un volume
algébrique qu’il faut calculer.

Pour faire une preuve rigoureuse, il faut adopter un point de vue dual et donner
une définition différente du volume simplicial. Elle est aussi due & M. Gromov et la
preuve de 1’égalité qui en découle est due & W. Thurston (qui I’attribue & M. Gromov).

A. Le volume simplicial : 2°™version.

Ici X est une variéité différentiable quelconque. Posons
Y = CHAF, X) = {f : AF — X, f est de classe C').

Si ¥: est muni de la topologie C', c’est un espace topologique (qui est en fait une
variété Banachique). On pose alors

M (X) = {mesures boréliennes & support compact et a variations bornées sur Y; }.

Rappels. — Rappelons quelques faits classiques sur les mesures. Soit p une
mesure borélienne sur un espace topologique Y, elle est dite a variations bornées si

sup{Z|p(E)| ~ (E;) partition borélienne de Y} < +o0.
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La bomne supérieure est appelée la variation totale de g, notée ||y||.

Exemples. — p = f(z)dz sur R, ob f € L'(R, dz), alors ||p|| = [ |f(2)|dz.

A une mesure ¢ on associe une mesure positive notée |u| qui est a variations
bomnées si p 1'est, et

| / F@)du)] < / Fl@diulw).
Y Y

Enfin si f : Y — Z est une application borélienne entre deux espaces
topologiques, la mesure image f.(u) est définie par

/Zg(f-(du))=/y(90f)du.

Le complexe associ¢ a M (X). — Les inclusions de faces
Fi: AT AF
induisent par composition des applications
Fi: CNAF X) =Y — Yin
fr— foF;
et donc des homomorphismes

0i = (Fi)u : My — M.
k
En posant § = Y_(—1)'8;, on vérifie que §° = 0 et donc que la suite
1=0

) )
Mg — M — My

est un complexe de chaines, noté M.,. Par ailleurs, 2 partir des simplexes C', on peut
définir un complexe de chaines également, Y., le complexe des chaines singulieres de
classe C!. L’application

oY, — M.,

est alors définie par

f € Yi,1:(f) = masse de Dirac sur Y; au k — simplexe f.

PROPOSITION 4.2. — i induit un isomorphisme en homologie.

On peut prouver cette proposition en passant a I’homologie de De Rham.

Remarques.

i) L’homologie des chaines singulitres C' est clairement la méme que celle
des chaines singulieres C°, en effet dans toute classe singuliére on peut trouver des
représentants C', dans notre contexte, on peut par exemple utiliser la chaine droite.
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ii) L’intérét des chaines C! est de pouvoir travailler avec des formes différen-
tielles. En effet ’accouplement :

Y.(X)® A" (X)—R
(fiw)— | [W)
Ak

se prolonge en un accouplement

M, (X)@A*(X)—R

)= [ N [ £ @)dun.

(on rappelle que si w est une k-forme sur X et f une application C' de A* dans X,
f~(w) est la k-forme image réciproque sur A¥).

donné par

Enfin si X est une variété hyperbolique compacte orientée,

PROPOSITION 4.3. — Si p € M,(X) est un n-cycle il représente la classe

(1, 2x) ) [X]

1
(vol(X)

ou Qx est la forme volume de X .

Preuve. — p représente un multiple de [X], pour calculer le coefficient multi-
plicatif, il suffit de le tester sur la classe d’orientation “normalisée” :
1
vol(X)

[Qx].

Notons que Q2x n’est rien d’autre que la forme volume de la métrique hyperbo-
lique. |

On a alors la 2*™définition du volume simplicial.

DEFINITION 4.4. —

X|

= inf{}|u|| ~ p est un n-cycle qui représente [ X]}.

Remarque. — Si Xa; f; est un cycle, on lui associe la mesure suivante sur Y,
Yaidy, = p

dont la variation totale est Xla;|. Il est donc clair que cette définition du volume
simplicial donne un invariant plus petit que la précédente définition. La réciproque
est laissée au lecteur.

Enfin la rectification induit une application
Sx : M.(X) — M.(X)

homotope a I’identité.
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PROPOSITION 4.5. — Il y a une homotopie de chaine entre Sx et I’identité.

Preuve. — Reprenons ’homotopie précédente entre un simplexe f et le sim-
plexe rectifié &

F:AFx[0,1] — X
t,s) — F(t,5) = n[sf(t)+ (1 = s)o@)].
Les sommets étant fixés, on peut décomposer F, en une somme d’applications de A+
dans X, c’est-d-dire en k + 1-simplexes singuliers. De plus si f est C!, F l'est. A
chaque k-simplexe C! on associe donc (une k + 1-chaine) C' que nous noterons F(f),

on a construit
F:Yy —Yin
qui est clairement continue. (ici Y3 désigne aussi bien ’espace C‘(A",X ) que le Z-
module libre construit & partir de celui-ci).
De plus
GoF=sx —id+Fod.

C’est donc une homotopie de chaine du complexe Y. construit & partir des Yj. En
passant aux mesures on a de méme

JoF,—F,00=S8x—1id (Sx =(sx).).

De cette proposition il résulte que Sx induit I’identit¢é en homologie, en
particulier si p représente [X] il en est de méme de Sx (p).

Soit alors p représentant [X] et & € C1(A™, H") le relevé de o € C1(A™, X).

B. Preuve rigoureuse de v,

Xl 2 vol(X).
vol(X) = {(Sx (u), 2x)
- / ( / 0" @x))d((sx) (1)
ceY, n
- / ([ Gxten@x)dn
o€Yn AR
= [ ([ cu@y or@n)au
Y, an
oo = [ ([ (@) @)
v s

car p"(Qx) = Qy~. Mais pour un simplexe droit

/ (su(3)) Qun = vol (image de su(5)) < vn
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vol(X) < / vadlia] = vallu)
Ya(X)
et
vol(X) < va|X]-

Avant de prouver I’autre inégalité il est intéressant de traiter le cas de dimen-
sion 2.

C. L’inégalité v, ||.X || < vol(X) pour les surfaces.

Nous rappelons la notion de domaine fondamental de H™ pour I’action du groupe
fondamental T.

Un ensemble borelien D est appelé domaine fondamental pour T' si

U D) =H et (D)ND COD ¥y #id.
vel

Dans notre cas on peut choisir
D= {z eH":d(z,zp) < d(z,vz0) Vv €T}

ol zg est un point fixé dans H".

To

Si X est compacte, ce qui est le cas, D est compacte et est un polyédre a bords
totalement géodésiques. De plus vol(D) = vol(X).

Dans le cas d’une surface D est un polygone géodésique a 4g cOtés, si g est
le genre de la surface. Nous pouvons utiliser le découpage suivant de D donnant une
décomposition de [ X] en somme de simplexes.

surface de genre 2
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on a vol(X) = 4x(g — 1), v2 = 7 et avec le découpage précédent
IXI| < (49 —2)

car la triangulation du domaine fondamental représente au quotient la classe fondamen-
tale.

On rappelle qu’une propriété des surfaces est qu’il existe des revétements de
degré aussi grand que ’on veut

X1
| degré d
X
En effet on sait par la théorie classique que les revétements galoisiens de X sont

en bijection avec les sous-groupes normaux de X, m1(X1) étant un tel sous-groupe, et
le degré est ’indice de 7(X1) dans m(X).

Alors il suffit de construire des sous-groupes normaux d’indice arbitrairement
grand. Or la présentation standard du 7; d’une surface est

m(X) = {a1,... ,a24 \ [a1,a2][a3, a4] - - - [azg_1,a24] = 1}.

On construit des morphismes & valeurs dans Z/dZ comme suit
o:mX) — I — Z/dZ

ai — 1 ey l

a; — 0 — 0 pouri#l
alors ker o est un sous-groupe normal d’indice d. On peut d’ailleurs voir la surface
comme suit (exemple de genre 2) :
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On recolle comme indiqué et on construit un revétement a deux feuillets de la
précédente correspondant au morphisme dans Z/2Z qui envoie a; — 1. Or la projection
Xy — X est de degré d, donc

1X1]| = dl| X} = 7. XaDI|

(i1 y a égalité car c’est un revétement). Le genre de X; se calcule avec le volume
hyperbolique, en effet

vol(X;) = 47(gx, — 1) = dvol(X) = 4nd(gx — 1)
d’ou
gx, =dlg-1D+1 (gx =9)
et donc I'inégalité précédente donne
d||X|| € ||Xh]| €4d(g-1)+3
en divisant par d il vient

X

<4g-1)+3/d, VdeN

et donc 10X
IX[|<4g-1)= V°7(r ).

En dimension plus grande il n’y a pas I’outil essentiel du genre.

D. Preuve de I’inégalité v,||.X|| < vol(X).

L’idée est de construire un cycle de M,,(X) qui représente le mieux possible
[X] en ce sens ou sa norme sera la plus proche possible de X.

Soit G le groupe des isométries positives de ’espace hyperbolique. Le groupe
d’isotropie de ’origine dans le modele de 1a boule unité (modele de Poincaré) est SO(n)
et G/SO(n) s’identifie 2 H". De méme G s’identifie & I’espace des reperes de H", soit
R(H™), qui sont orthonormés

G >~ RH").

Si I est le sous-groupe discret cocompact de H” tel que
X=T\H"

(T s’identifie au m (X)), alors R(X) = I' \ G s’identifie canoniquement au fibré des
reperes orthonormés de X.

Comme espace mesurable on a
G = S0O(n) x H® = RH")

on construit donc une mesure bi-invariante sur G, notée hy en prenant le produit de la
mesure de probabilité invariante sur SO(n) par la mesure de volume Qy-.
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La mesure hg est invariante a gauche et donc passe au quotient sur R(X), nous
la noterons hx. On a bien sir

hx (R(X)) = vol(X).
Soit & € C}(A*,H™), on pose
K, : R(X) — Y =ClA* X)

g —  Ky(g9) = n(go)
la fonction ', est bien définie sur R(X), car

Ko(vg) = m(ygo) = m(go) = K, (g).

Posons alors
L(o) = (Ko)u(hx).

PROPOSITION 4.6. — L(o) € Mi(X).

Preuve. — L(c) est une mesure sur Y. Elle est positive et de masse totale
finie car elle est I'image d’une mesure positive de masse totale finie. Elle est donc &
variations bornées.

Son support est I’image de K, qui est compacte (c’est I’ensemble des simplexes
m(g90)). B

Remarques. — Par abus de langage et en identifiant un simplexe a la mesure
de Dirac qu’il définit on peut écrire

L) ~ / w(go)dhx (g).
'\G

L vérifie un certain nombre de propriétés évidentes
i) par construction Vgo € G (isométries positives)
L(go0) = L(o)
ceci car hy est G-invariante a droite. Plus précisément si ry, désigne la translation a
droite dans G
Ko (9) = (Ko 0 7g)(g)
et
L(goo) = (Kggo)x(hx) = (Ko)u(rgo)u(hx) = L(0).

ii) on a L(c™) = §;(L(0)) od ¢® est la i-itme face de o. C’est la définition de
0;.

iii) ||L(o)|| = vol(X) pour tout ¢ € C1(A™ H"). En effet, L(c) est une mesure
positive donc ||L(o)]|] est sa masse totale qui est par conséquent celle de hx, c’est-a-

dire vol(X'). On peut le voir aussi en disant que si chaque simplexe est considéré comme
une masse de Dirac, sa norme est 1 (comme dans la version classique) et donc

L@ = / dhy = vol(X).
\G
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iv) Enfin si ¢ € C}(A™, H"), bien que L(o) ne définisse pas 2 priori un cycle on
peut calculer

tax)=[ ([ r@n)dda.n)

TEYR(X) ar

= [ ([ ety @) dtin)o
gel\G \Jan

- /g ([ err@n)dno

=/F\G (/An a'g'(Qun))d(hx)

= [ ([ o @u)den)
'\G ar

(L(o), Qx) = (vol(a)) vol(X)
ol vol() = [,. 0" ().

On peut aussi utiliser la formule intuitive pour L(o). Maintenant si o est un n-
simplexe droit (idéal régulier par exemple), appelons o_ le symétrique de o par rapport
a une de ses faces, et posons

car ¢"(Qun) = Qun, d’ob

M(o)= L(o) — L(o_).

LEMME 4.7. — AL (o) est un cycle.

Preuve.

n

d(M(0) = (=1)'6:(M(e))

1=0
O;M(0) = 6;L(c) — 8; L(c_) = L(a™) — L(c®)

la z-iéme face de o et celle de o_ sont entierement définies par leurs sommets, n-uples
de points.

11 est facile de voir qu’il existe une isométrie positive g; telle que
p

gi0® = o
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alors . _
L(e®) = L(gio™) = L(e™)

et
OiM(oc)=0= 0M(c) =0.

Ltmu: 4.8. — Ona

1M (@)|| = ||L(o)|] + || L(o_)|| = 2 vol(X).

Preuve. — 11 suffit de prouver que les mesures L(o) et L(c_) ont des supports
disjoints, car alors on aura

M) =/Y dM ()] = /) d|L(a)|+/Y dIL(o_)|

= IL@[ + || Lo}

Or
support L(o) = {n(g0),g € G}
support L(o-) = {n(go_),9 € G}
et ils sont disjoints car il n’existe pas d’isométries positives envoyant ¢ sur o_ (ils ont
des orientations différentes).
En conclusion le cycle Af(o) représente 2 vol(a)[X] et ||M (o)]| = 2 vol(X), il
s’ensuit que
1X

< vol(X)/ vol(o).

En prenant ¢ arbitrairement proche (ou égal a) un simplexe idéal régulier on
prouve I’inégalité.

5. Fin de la preuve du théoreme de rigidite
Soient X, X2 deux vanétés hyperboliques compactes connexes orientées de
dimension n et f une équivalence d’homotopie entre elles
oo Lox

D ]

h
foh~idx, et ho f~idy,. finduit un isomorphisme p = f.
p: m(Xy) — m(Xy).

On identifie X; a I'; « H" ot I;(z = 1,2) sont des sous-groupes discrets
cocompacts d’isométries de H”. On a le

34



i THEOREME 5.1. — L'application f se reléve en une application continue
fH® — H" qui vérifie
fro)=p(f(@), veT

et de méme avec h. De plus § se prolonge en une application continue bijective notée
encore f
f:0H" — GH"

Vérifiant les mémes identités.
Admettons ce théoréme et prouvons le suivant :

THEOREME 5.2. — Soient zq,...,z, € S™! qui engendrent un simplexe
idéal régulier (et géodésique) dans H", il en est de méme pour f(zo),... , f(zn).

Nous déduisons alors de ce qui précéde le

COROLLAIRE 5.3. — Les variéiés X, et X, sont isomérriques.

Preuve du corollaire. — D’aprés ce qui préceéde f coincide sur S™~! avec une
isométrie hyperbolique . Une telle isométrie vérifie

Vz € S" 71 p(yz) = p()p(z) Yy €T

puisqu’elle est entirement déterminée par sa trace sur S™~!, elle vérifie la méme identité
dans H", & savoir

Vz e H",Vy € T1  o(yz) = p(v)p(2).

Elle passe donc au quotient en une isométrie de X; sur X, qui induit p en

homotopie et donc est homotope 2 f. n
Preuve du théoréme 5.2. — Soient zo,... ,z, € S*~! engendrant un simplexe
géodésique o idéal régulier et tel que ce ne soit pas le cas pour f(zp),... , f(z,). L'idée

est alors la suivante : f est une équivalence d’homotopie, donc elle ne perd rien de la
topologie (de I’homotopie), or pour les variétés hyperboliques le volume et la topologie
sont étroitement liés et donc f ne doit rien perdre du volume non plus.

Un peu plus précisement adoptons la notation intuitive, le “meilleur” cycle est

1
Qo= -2——(/ m1(go)dhyx,(g) — / 771(90'—-)5”1)\'1(9))
Un N\G M\G

si o est idéal régulier. En effet, p représente [ X;]. L’application f étant une équivalence
d’homotopie f.(u) doit représenter f.([X1]) = [X3]. Or
1
fw=g-( [ rom@oyhn - [ fomigo_inx,)
2Zvn NG TG

traitons un des deux termes :

/ fom(go)dhx, = / wz(fga)dhxl
N\G i\G
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ol m est la projection H* — X. Et en rectifiant (on note s la rectification dans H"),
L= [ fomGohx,~ [ m(stfan)dh,.
N\G [\G
D’accouplement avec §x, donne
(La(0), Qx,) = / (sfgo,75(Qx,))dhx,
TI\G
or I'image réciproque de Qx, sur H” est Qy-,

(La(0), Qx,) = / vol(sfgo)dhy, .
N\G

Alors puisque o est idéal régulier,
{L2(0), 2x,) € vy vol(X)) = vol(c) vol(X})
et

(f(), x,) < vol(Xy).

A priori donc f.(u) va représenter

vol(X1) _
vol(X2)

fo(p) ~ A[X2] avec A <

En effet, les volumes de X et X, sont égaux car

1X2]) = [1/-XaD)) € |1 X]]

et on obtient 1’égalité en utilisant I’inverse homotopique de f. L’égalité des volumes
simpliciaux entraine celle des volumes par le théoréme principal. La fonction f étant
une équivalence d’homotopie, on doit avoir A = 1 donc I’'inégalité

/ vol(sfga)dhx, < vol(o) dhy, = vol(a) vol(X1)
r\G \G
doit €tre une €galité, d’ol
vol (sf(go)) = vol(go) pour presque tout g
et par continuité,
vol (sf(go)) = vol(go) Vg€ G

donc
vol (sf(0)) = v,
d’ou la contradiction. ]

On peut aussi faire une preuve calculatoire n’utilisant pas de simplexes idéaux,
mais des simplexes a distance finie. Nous la donnons pour étre complet.

Utilisons les mémes notations, on peut trouver des voisinages U; de z; dans H"
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o

Uo

etun £ > 0 tels que si 0 = o(yo,... ,Yn)
y; € U; alors vol (s(f(0)) < vn — € OB
s = sy~ est la rectification dans H".

1

T2

On peut alors trouver des voisinages de z;, V; C U; (dans H") tels que

R1(X1) = {Tg € R(X1) \ g vérifiant g(V;) C U; pour tout i}

ait une mesure > 0 soit hy, (R1(X1)) = b1 > 0.

o ‘/0

Uo

Soit alors oy un simplexe géodésique de H™ dont les sommets sont dans V; et
vérifiant

vol(op) > v, — 6

ou & sera déterminé plus loin.
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Alors Sx, (f.L(0o)) représente un multiple de [X2] que nous allons calculer.

(SXzf-L(UO),QXz) = / ( T'(sz))d(S.f-]\,(0'0)-(hX1 ))

TEVa(X2) Jan

- / ([ (o) (xy))d[K (00)a(hxy))
pEVA(X) Jan

- / (| (s(frgoo)™(Qx,))dhx,
R(XY) an

- / ( / [s(r Fgoo))" @x,)) dhx,
R(X)) »

- / ( _/ (s(fgo0))" o 7" (Qx,)) dhx,
R(Xy) n

:/ (/ (s(fgo0))™(Qmn))dhx,
R(X)) Jan

= / vol (s(fgoo))dhx,
R(X1)

:/ vol (s(fgao))dh,\—1 +/ vol (s(fgao))dhxl
Ri1(Xy) RXINR(Xy)

< hy(vol(op) + 8 — €) + (vol(X1) — hy) (vol(op) + &)

= (VOI((T()) + 6) VO](X]) - €h1

car vol (Sf(gffo)) < vn— € < vol(og) +6 — ¢ pour I'g € R1(X)) et si I'g & R1(X1)
alors vol (sf(g00)) < v, < vol(ap) + 6. On choisit alors

6 < Ehl/Vol(,’(])

et on obtient
(Sx, fo(L(00)), 2x,) < vol(op) vol(X1)

de méme
_<S}x’2f-(L(0'0— ))a QXz) < - VOI(GO— ) VOI(Xl )

Or f.([X1])) = [X2] car f. est un isomorphisme entre H,(X,,Z) et H,(X3,Z), donc

1%2[] = [|£- XDl < [1Xal|
et par I’inégalité inverse obtenue avec h..
HX1]] = || X2]| = vol(X1) = vol(X>).

Donc Sx, (f-(M(00))) représente A[X>] avec A < 2vol(ay).
Par ailleurs M(og) représente 2 vol(ap)[X1] et nous obtenons une contradiction
car f.(M(op)) et donc Sy, ( f- (M (ao))) doivent représenter 2 vol(og)[ X2]. [ |
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6. Le théoréme de prolongement des quasi-isométries

Nous allons maintenant prouver le prolongement du relevé aux revétements
universels de 1’équivalence d’homotopie, c’est-a-dire le théoréme 5.1.

Chaque variété est vue comme le quotient de ’espace hyperbolique H” par un
sous-groupe discret cocompact du groupe d’isométrie de H”

Xi=T; \H".

On peut choisir un domaine fondamental D; pour chacune des actions, alors on
définit f sur D; de maniére a ce que
m(f(2)) = f(m(2))
ou m; : H® — X est la projection canonique.

Soit p I'isomorphisme déduit de f sur m(X;) ~ Iy, on étend alors la définition
de f par
vy eI, f(z)=p()(f(2).

L’application f est alors bien définie sur H” et entrelace les actions de T; et T',.

THEOREME 6.1. — L’application f est une quasi-isométrie, ¢’ est-a-dire qu'il
existe deux nombres réels a er b tels que pour tout (z,y) dans H™

1 - -
Ed(-’t, y) = b < d(f(2), f(y) € ad(z,y).

Preuve. — Si h est 'inverse homotopique de f, on peut le relever en h
satisfaisant
h(vz) = p~ (Ph(z) Vv € T2

Par ailleurs, on peut choisir f et h de classe C', en effet dans toute classe
d’homotopie d’applications entre variétés il y a une application de classe C'.
Alors f et h satisfont a une condition de Lipschitz
d(f(@), f) < ad(z,y)
d(h(z), h(y)) < ad(z,y).
De plus A f est équivariante pour I’action de Ty et donc vérifie
3 >0 VzeH' d(hf(z),z) < b.
Alors
< d(z,hf(@) +d(hf(@),hf(y)) +d(hf(y),y)
< 21 +ad(f(2), f(»))

ce qui donne le résultat avec b = 24 /a.

d(z, y)
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Le prolongement de f est alors un corollaire du prolongement de toute quasi-
isométrie. Soit F

F:H" —H"
une quasi-isométrie de H”, alors
THEOREME 6.2. — L’application F se prolonge en une application continue,

injective, notée encore F,

F:S§"! — sl

La preuve repose sur le lemme fondamental suivant, que nous allons admettre
dans un premier temps.

LEMME 6.3. — Il existe un réel r > 0, tel que si v est une géodésique de H",
il existe une géodésique ¥ telle que la courbe F(T(t)) soit dans le voisinage tubulaire,
N2(%), de rayon r de 7.

De plus si H est un hyperplan (hyperbolique) orthogonal a v, la projection sur
% de F(H), By(F(H)) a un diamétre inférieur a r.

Preuve du théoréme 6.2.

i) Soit z € S"~! et « une géodésique qui aboutit a 2, alors F(y) est & distance
bornée d’une géodésique 7, soit u le bout de % dans le sens défini par le sens de parcours
de F(v).

z u

alors on pose F(z) = u. L’application F est bien définie, en effet si 4’ est une
autre géodésique aboutissant en z, alors

d(v(1),7'®))  C < +oc0 pour t 21,

et donc par la quasi-isométrie F'(y') et ¥ sont & distance bornée de F(v) et ¥ pour
t 2 1o et définissent par conséquent le méme point u.

ii) Pour montrer la continuité, il faut utiliser la seconde partie du lemme.
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' o F(y)

Tout ouvert de S"~! contenant F(z), contient un disque centré en F(z), soit D ce
disque, il est la trace a I’infini d’un hyperplan totalement géodésique H qui intersecte
% en F(fp) et sépare ’espace en deux parties H* et H ™.

Considérons la projection sur % de F'(y), pour t assez grand elle est a I’intérieur
de H~, en effet, il est aisé de vérifier que

(B Fow) 7)o +oc

donc sit > ty, d(PrF(v(1)), H*) > 2r.

Soit alors X I’hyperplan orthogonal & + en «(1;). Alors F'(K) passe par F'(y(t1)),
alors By(F(K)) contient P,?(F(y(t]))) et 2 un diameétre inférieur a » donc reste a
P’intérieur de H, soit dans H~.

Ce qui prouve donc que F~1(H~) D K et donc que F~!(D) contient un disque
de S™~! centré en z, c’est-a-dire un ouvert.

iii) L’application est injective car si F/(z) = F(z') soit ¥ la géodésique qui joint
z a z/, ¥ a deux points a ’infini et donc aussi F(%) qui doit étre

m F(y)

2z 2! F(2)=F(z")

dans N, (%). Ce qui prouve le théoreme. |

Preuve du Lemme 6.3. — Nous allons prouver la premiére partie du lemme, la
seconde résultant de techniques analogues est laissée au lecteur.

Soient v une géodésique et a une autre géodésique. Considérons pour o donné
le voisinage tubulaire de a, noté N, (a).
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F(y)

Nyole)

Si F(y) rencontre N, (a), considérons une composante connexe bornée de
F(yn (H™ \ N, (e)), paramétrée par un intervalle [p, q] de «.

Nous allons montrer que la longueur £ de cette composante connexe est bornée.

Soient p' = P,(F(p)) et ¢ = P,(F(q)). La projection orthogonale sur une
géodésique contracte les distances d’un facteur au moins égal a ch(ry), en géométrie
hyperbolique, c’est-a-dire que

£ 2 ch(rg)d(p',q")

et donc
a
ch(rp)

Ldp,0) = b < d(F (), F@) < 21 + £/ehiro) < 2r + ——d(p, .

En effet, la condition de Lipschitz implique que
£< ad(p,9).

L’inégalité ci-dessus donne

2rpa + ba
1 — (a?/ch(ro)) ~
si 7o est fixé en sorte que ch(rg) > a?, k est un nombre fixé qui ne dépend que des
constantes apparaissant dans la définition de la quasi-isométrie. En conséquence

£< ad(p,q) € ak.

d(p,q) < k

Posons alors r = rp +ak + 1. Soit o la géodésique joignant F(p) & F(g) pour un
intervalle [p, ¢] quelconque de =, alors

F([p,q]) C N:(a).

En effet si ce n’est pas le cas, soit [p', ¢'] C [p, ¢] un intervalle tel que F([p, q])
soit & I’extérieur de N, (), alors pour z € [p’, ¢']
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F(r)

d(F(z),a) < d(F(z), F(p)) < d(F(z), F(p")) + d(F(p'), F(p))
l+rg<r
d’ou la contradiction.

Maintenant considérons les points F(¥(0)), F(y(n)) et F(y(n + m)) et a, la
géodésique joignant F'(v(0)) et F(y(n)) (resp. an+m)

F(y(n)

e

F(y(n+m))
F(~(0)) Onem

P’intervalle [F(-/(O)), F(v(n+ m))] est a distance inférieure a » de a,+m, donc
d(F(*,'(n)),amm) <r Vn,m
donc pour m fixé 6, ,, I’angle entre a,, €t ap+m doit tendre vers O lorsque n tend vers
I’infini.
En conséquence, dans la sphére unité autour de F'(v(0)), la direction de o,
converge et donc la géodésique a,, converge vers une géodésique a.

F( )

P ittt A

Alors pour tout ¢ € [0, +oo[, F(7(?)) € N,(a). On fait de méme pour le cdté négatif et
on trouve une géodésique G telle que

Vi €] = 00,0], F(y(1)) € N.(B).
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Soient a, = a(+00) et

B- = B(—o0) et 6 1a géodé-
sique allant de A- 2 4.
Nous allons montrer que

F(y) C Ni(6).

La géodésique é est aussi la limite (uniforme sur tout compact) des segments
géodésiques joignant F((—n)) a F(y(n)). Alors le segment F([-,/(—n),'y(n)]) est a
distance inférieure a » de cette géodésique et donc pour n assez grand toute partie
compacte de F'(v) est a distance inférieure a » de é.

Dans la preuve qui précéde il faut vérifier que a4y # 8-. Or si ay = (-

F(y(=n))

le segment F(v([-n, n])) doit étre a distance inférieure a r de la géodésique joignant
F((—n)) a F(y(n)) ce qui est contradictoire avec le fait que a, = F_.

La preuve de la seconde partie du lemme repose sur des arguments du méme
type et est laissée au lecteur.

Remarque. — Les résultats du lemme et du théoréme sont valables dans un
cadre bien plus général, a savoir si la courbure est négative pincée. L’adaptation est
immédiate.

On peut aussi ’étendre aux espaces hyperboliques au sens de M. Gromov.
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