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Chapitre 3

QUESTIONS D’EFFECTIVITE






1. Décomposition primaire

1.1. DEFINITION. —  Soit A un anneau, I un idéal de A . On dit que I
est primaire s’il posséde la propriété suivante :

fEA, geA, fgel, f¢I=>3keN gel.

Nous conviendrons cependant de ne pas considérer (1) comme un idéal primaire.

1.2. REMARQUE. — Si I est un idéal primaire, v/T est un idéal premier.

1.3. DEFINITION. —  Soit A un anneau, I un idéal de A # (1). On
dit que I est irréductible si VIi,I; des idéaux de A contenant I, I # I et
I=hLinl=1=1,.

1.4. LEMME. — Si A est un anneau noethérien et si I est un idéal de
A irréductible, I est primaire.

Démonstration. — Supposons que I ne soit pas primaire. Alors, il existe
feA, geA, f¢Itelque, pourtout k€ N , g*¢ Iet fg € I. Soit
J, = {h € A,hg® € I}. (J,)sen est une suite croissante d’idéaux de A , donc
stationnaire puisque A est noethérien (cf. I1.2.11). Il existe donc r € N, tel que
Jo=ie=dp=-r 1>

Onal=(I+(g") NI+ (f)). Eneffet, soit h € (I + (¢")) N (I+(f)),
h="hy+hag" =hi+hyf o hi,hi €I , hy,hy, € A. Puisque fge€I , hge I
et hog™tl €I, hy € Jo41 =J,. Donc hag" € Tet h € I. Or I +(g") # I puisque

"¢ I.De méme I+ (f) # I puisque f ¢ I . C’est impossible, puisque I est
irréductible.

1.5. REMARQUE. — Un idéal primaire n’est pas nécessairement irréducti-
ble, mais un idéal premier ’est.

1.6. LEMME. — Soit A un anneau, I; , y =1...n, des idéaux primaires
de A telsque \/I; =P , j=1...n. Alors I = Nj—;..nI; est primaire et VI=P.

Démonstration — Soit f,ge A , fgel , f¢1I Alors fg €I,

.n , et il existe jo € 1...n tel f ¢ I, . Puisque I;, est primaire

gG\/——P Doncgeﬁ j=1...n. Il existe k; € N , gkaIj

et si k =supk; , gk e NI; = I. Ceci montre également que P C V1. L’inclusion
opposée est claire puisque I Cli,j=1...n

1.7. LEMME. — Soit A un anneau noethérien et I un idéal de A # (1) .
I existe I1,...,I, des idéaux irréductibles tels que I = I; N...N I,.
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Démonstration. — Supposons qu'’il existe un idéal I de A qui ne posséde
pas une telle décomposition. I est nécessairement réductible. On peut donc écrire
I=I1inIloul;,j=1,2, sont des idéaux de A distincts de I . I; et I ne
peuvent tous les deux s’exprimer comme intersection finie d’idéaux irréductibles.

Si Passertion d’existence était fausse pour I ,nous pourrions donc construire
I' > I , I'# I unidéal pour lequel Passertion d’existence serait également fausse.

On obtiendrait une suite strictement croissante d’idéaux de A . C’est impossible.
(cf. 11.2.12).

1.8. COROLLAIRE. — Soit A un anneau noethérien et I un idéal de
A # (1) . I existe Q1,...,Q, des idéaux primaires tels que I = Q1 N...NQ,. Une
telle représentation de I est appelée une décomposttion primaire de I .

1.9. DEFINITION. — I = Q; N...N Q, est appelée décomposition
primaire irrédondante de I si

1) @1,...,Q, sont des idéaux primaires.
2)Vi=1...s , Q; ne contient pas N;£;Q; .

) VRi#VQ » i#7,1i=1...s, j=1...s

1.10. THEOREME . — Soit A un anneau noethérien; tout idéal I # (1)
de A posséde une décomposition primaire irrédondante.

Démonstration. — Soit I = @1N...NQ;s une décomposition primaire de I.
Soit Pi,..., Py , les différents idéaux premiers apparaissant comme racine d’un des

Qi,1=1...s 80it @Q; =N, N Qi . Q; est primaire (1.6) et T = N;_;.. 2 Q)
Pour obtenir, une décomposition primaire irrédondante, nous supprlmons Q' si

Q) D Nix;Q}, de la décomposition précédente et ainsi de suite, jusqu’a ce que 2)
smt satisfaite.

1.11. REMARQUE. — Deux décompositions primaires irrédondantes de I
ne sont pas nécessairement identiques & permutation prés des Q;. Néanmoins :

1.12. PROPOSITION. — Soit A un anneau noethérien et I—Ql ﬂ NQ,
= Q] N...N QL , 2 décompositions primaires irrédondantes de I ;é . Alors

s=3s"et 11 existe T une permutation de (1...s) telle que \/Q; = ,/Q Q)

Pour montrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant :

1.12.1. LEMME. — Soit I =Q1N...NQ, une décomposition primaire
irrédondante de I # (1) et P un idéal premier de A . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) Iel...s , P=Q:. |
i)3ccA, (I:0)={ffececl}=P.
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Démonstration. —

i) — ) Soit P = +/Q;; la décomposition étant irrédondante, il existe
c1 € Nj#iQ; , e1 & Qi. Si fex € I , fer € Q; et Q; étant primaire,
f € Qi = P. Donc (I : ¢1) C P . Si linclusion est stricte, il existe
c2 € P , e3¢ (I:cy).Puisquec; € NjxiQj et crea ¢ I , cre2 ¢ Q.
Donc (I :¢;) C (I : c1ea) C P.Soit E = {k € N , eciek € I}. 1l existe
n € Ntel que E={k €N, k>n};eneffet E# 0 ,car c; € \/Q; et il existe
ko € N tel que c’;" € Q; , c1c12°° €NiQ; = 1. n > 2car cicyg ¢ I. Alors
ci7l € (I:erez) et ¢ (I:ec1). Si(I:ecica) # P, on construirait cz € P tel
que (I :¢1) € (I :e1c2) € (I: ciczes). Dans un anneau noethérien, toute suite
croissante d’idéaux étant stationnaire, il existe doncce A , (I:¢) = P.

i1) > 1) Ona (Iic) =Ni(Qic) et \/(I:¢) =Ni/(Qi:c).Or(I:¢)=P,
(I:¢) =P , (Qi:c) = VQisic¢g Q, = Asic € Q;. (En effet
Qi C (Qi :c) et Qi C /(Qi:c), dautre part si f¥ € (Q; :¢) , cf* € Q;.
Sicd Qi , feEVQiet (Qiiec)=+vQi.Sice Qi , (Qi:c)=Aet
\/m = A ). Finalement,si J = {1, ¢ ¢ Q:} , P =Nicsv/Q; . Or P premier
est irréductible, donc 31 € J tel que P = /Q; .

Démonstration de 1.12. — Considérons P; = \/Q; , il existe ¢; € A tel que
(I:¢;) =P (i) — 1¢) appliqué a I = NQ;). D’autre part, 35 € (1...s) tel que
P = \/Q—; = P/ (1) — 1) appliqué & I = NQ{) . De méme pour tout h € (1...s'), 1l
existe [ € (1...s) tel que P = P, . Les P; et Pj’ étant 2 3 2 distincts, la proposition
en résulte.

1.12.2. DEFINITION. — Soit A un anneau noethérien , I un idéal
de A # (1) et I = N;=1..sQ: une décomposition primaire irrédondante de I.
{v/Q:}i=1...s est ensemble des idéauz premiers assoctés & I . On le note AssI .
Si P € AssI et si il existe P' € AssI tel que P D P', P est dit un idéal premier
associé tmmergé. Dans le cas contraire, il est dit isolé .

1.12.3. DEFINITION. — Si k est un corps et si I est un idéal de
k[X1,...,Xn] # (1) , on dit que I est équidimensionnel si il existe d € N tel
que dimV(P) = d , pour tout P € AssI .

Cette notion ne dépend pas que de V(1) .

1.13. DEFINITION. — Soit A un anneau, I,I' des idéaux de A .
(I:I"Y={feA, fI'cI}.

1.14. PROPOSITION. —  Si A est noethérien et si I est un idéalde A # (1),

(I:1I') =1 si et seulement si I' n’est contenu dans aucun des P € AssI .

Démonstration. — Soit I = N;—y...s@:; une décomposition primaire irrédon-
dante et soit P, = «/Q; , ¢ = 1...s. Supposons que Vi = 1...s , I' ¢ P;. Soit
fe(d:I), fI'cQ;,i=1...s; Q; étant primaire,si f ¢ Q; , I' C . Clest
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impossible. Donc feN;@Q; =1 .

Si maintenant, il existet € 1...s, I' C P; , I possédant un nombre fini de
générateurs, il existe k € N tel que I'k @i. Or, il existe f € N;£Q: , [ ¢ Q;.
Soit E = {s € N,fII“J c I}. E # 0 puisque fI"c C NQ; = I. 1l existe donc
n € N tel que E = {m € N, m > n}. D’autre part n # 0, car f # I. Soit
ge fI™1 , g¢I , gI'cfI"CIetge(I:I'). Donc (I:1')#1.

1.14.1. COROLLAIRE. — Dans un anneau noethérien A , Upcags(0)P
est ensemble des diviseurs de zéro de A.

1.15. PROPOSITION. —  Soit k un corps, I un idéal de k[X1,...,X,],
k' une extension de k et I' 'idéal de k'|X1,...,X,] engendré par I .
AssI' D UpecassiAssPK'[X1,..., X,].

Démonstration. — Soit P € AssI . D’aprés 1.12.1, il existe ¢ € k[X4,..., X},]
tel que la multiplication par ¢ soit une injection de k[Xi,...,X,]/P —
k({X1,...,Xn]/I . Soit P! = Pk'[Xy,...,Xy,]. La mulitplication par ¢ est en-
core une injection de k'[X;,...,X,]|/P' — K'[X1,...,X,]/I' . D’autre part, si
P” € AssP’ , il existe d € k'[X],...,X,] tel que la multiplication par d soit une
injection de k'[X1,...,Xy]/P” — k'[X1,...,Xn]|/P’. La multiplication par cd est
donc une injection de k'[X1,...,Xn|/P” dans k'[X,,..., X,]/I' et d’aprés 1.12.1,
P” € AsslI .

1.15.1. REMARQUE. — Dans I’énoncé 1.15, on a en fait égalité. Nous
I’admettrons et ne 'utiliserons d’ailleurs pas.
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2. Equidimensionalité et suites réguliéres

2.1. THEOREME. —  Soit k un corps infini; soit fi,...,fr €
k[X1,...,Xn] , 1 < r < n.Soit I; = (fi,....,.f) , 1 < j < r.Si
dimV(I;)=n—j3,1<j<r, I, estéquidimensionnel. (1.12.3)

Démonstration. — Soit I, = @y N ... N @, une décomposition primaire
irrédondante de I,. Il s’agit de montrer que dimV(Q;) =n—r , ¢« =1...s.
Considérons par exemple @;.Ona I, C...CI; C...C I, C Q1. En effectuant
au besoin un changement de variables linéaire, on peut supposer que les variables
X1,...,Xn sont commodes pour Iy,...,I, et @ (cf. ler exercice, Chap. II). 1
résulte alors de 11.5.3, 11.3.2.1 et I1.6.5 que :

1) d =dimV(Q1) <n—r =dimV(I,).

2) k[X1,...,Xn]|/I; est un k[X;41,...,X,]-module fini et
k[ Xit1y...yXn] = k[X1,...,Xn]/I; est injective, j =1...r.

3) k[X1,...,Xn|/Q1 est un k[Xp_d+1,..., Xn]-module fini et
k[ Xn—d+1s.-.yXn| = k[X1,...,X5]/Q1 est injective.

Soit maintenant R = F(Xn—d+1s-+-2Xn)[X1,..., Xn—d] et soit @,‘ , 1 =
1...s , (respl; , § = 1...r) I'idéal engendré par Q; (respl;) dans R . Nous
allons montrer que :

i) R/fj est un k(Xn—d+1s--.5Xn)[Xj+1y..., Xn—d|-module fini et
E(Xn—d+1y.- s Xn)[Xjs1,.+. 1 Xn-d| = R/I; est injective, j =1...7 .

5) R/él est un k(Xn_d+1,--.,Xn)-espace vectoriel de rang fini et
k(Xn—d+1,--.,Xn) = R/Q1 est injectif.

3) Soit J = {§,1 <i<s, QNk[Xn_gs1,-..,Xn] =0}1 € J, Qi est
Erima.ire sit € J et I, = NicyQ; est une décomposition primaire irrédondante de
I .

Preuve de i) — De 2), il résulte qu’il existe g1,...,9. dans k[X},..., X,]
tels que Vf € k[X1,...,Xy] , il existe hy,...,hy dans k[X;11,...,Xy] , r € I;
tels que

f=) higi+r.
Soit f € B . 1l existe f € k[X1,...,Xn] et ¢ € k[Xn—at1,...,Xn] # O tels que
f=1L Aors f=3 g +%.0r% €k(Xn-ars, .., Xn)[Xj41,-.., Xna] et
g Efj :g1,...,9y engendrent R/I; comme k(Xn—dt1,--.,Xn)[Xj+1,--, Xn—dl-
module. .

Supposons maintenant que f € I; N k(Xn_d+1,...,Xn)[X,-fl,...,Xn_d] .
Alors il existe f € I; et ¢ € k[Xpn—d41,..-,Xn|, ¢ #0, tels que f = é . D’autre
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part, il existe f’' € k[Xj41,...,Xn] et ¢ € k[Xn—d+1,...,Xn], ¢ # O tels que
f= 5,'— .Alors f¢' = f'q.Or f'g € k[Xj4+1,...,Xn], f¢' € I; .Donc fq¢' = flg=0
et f=f=0.

Preuve de 2). — Elle est analogue & celle de 1).

Preuve de §) — 1 € J par définition. Montrons que Q, est primaire si
i€ J Soit fe R,§e R tels que f.j € Q; . Alors f = L L, §—ag—ou
fi9 € k[Xy1,...,Xn] , q1,92 € k[Xn d+15---5Xn] » @1 #0, g2 # 0. Comme
ci-dessus, il ex1ste q 6 k[ Xn—dt1,-.-,Xn] , ¢ # 0 tel que ¢fg € Q;. Or Q;
est prlmalre Sigé¢ Q, , 9¢ Q, , donc il existe k € N tel que ¢*f* € Q; .
Or ¢* ¢ Q; , sinon Q; N k[Xpn—d+1,---,Xn] # 0 . Il existe donc k' € N tel que

~

f¥eqQiet f¥eQ:.
_ L’inclusion I c n{eJé{ est évidente. Réciproquement, soit f € @,- , Vie J.
f=Loufek[Xy,....,Xn], ¢#0, ¢ € k[Xn-dt1,-.., Xn] . Vi€ J, il existe

¢ € k[Xn_at+1,---,Xn] , ¢ # 0 tel que ¢;f € Q; . Alors f[],c; ¢ € NicsQ:i .
Maissi ¢ ¢ J ,Q; Nk[Xn-dt1,...,Xn] # 0. 1l existe donc ¢; # 0 , ¢; €
QiNk[Xn_at1,.--» Xn] » fllicr% €NictQi=1Ir et f €I, . -

Montrons enfin que cette décomposition primaire est irrédondante. Supposons
qu’il existe jo € J , Qj, D Njes—joQj. Soit f € Njes—;, Q. Alors f € Qj, et il
existe ¢ € k[Xn—d+1,...,Xn] , ¢ #0 tel que ¢f € Qj, . Or Qj, est primaire. Si
f ¢ Qj, , il existerait k € N tel que ¢* € Qj, Nk[{Xn_at1,-..,Xs] =0 (jo € J).
C’est impossible. Donc f € Qj, et Q;, D Njes—j, @;. A fortiori Q;, D Njer—j, Q;.
C’est encore impossible.

Finalement, montrons que \/é.; # \/Qj , t #£3 , 1,5 € J Si
\/é; C \/@j y 1t #J3 , %) €J, montrons que /Q; C \/Q,. En effet, soit

f € Qs ; soit k € N tel que f¥ € Q; fkeégetfe\/éj.Soitk’eNet
q € k[Xn—dt1,---,Xn] , g#0tel que gf* € Q;. Sif¥ ¢ Q;,il existe k" € N
tel que ¢* € Q; Nk[Xn_dt1,...,Xn] = 0. Clest impossible. Donc f € 1/Q; et
VQ:i C

Soit maintenant L une clbture algébrique de k(Xn_q+1,...,Xn) et soit
R* = L[X1,...,Xn—d] , @} , 1 € J, (respl} , j =1...r) I'idéal engendré par
Q; (respfj). I} = (fis...,fj)ou fi, ¢+ =1...r,est 'image de f; par Iinclusion
k[Xl, .y Xn] = L[X1,..., Xn_d] . De I1.6.5 et 11.6.5.2, 1), 2), il résulte que (dans
A"_ )

dimV (I}) = dimV (L)) = k(Xn-a+1,-.., Xn) —dimV(I;}) =n—d -5

dimV (Q}) = dimV (Q1) = k(Xn—dt1s- -, Xn) — dimV (Q1) = 0

et si B, = \/Q1 et P} € AssPL[X1,...,Xn-da] , P € AssI} (1.15). Enfin,
puisque ﬁlL[Xl, ooy Xn—d|C P!,
0 < dimV(P}) < dimV (P L[X1,...,Xn—q]) = dimV (P) = dimV (Q;) =0
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Nous avons donc construit un corps algébriquement clos L , un anneau de
polynémes L[X;,...,Xn_g4|, des éléments fy,...,f; de L[Xy,...,X,_4]
(r < n—d) tels que si I = (f1,...,f;) , dimV(I;) = n —d — j et nous
avons montré qu’un idéal premier P* tel que dim V (P*) = 0 était associé & I}.

La démonstration va se faire par récurrence sur n.

Sin=1,r=1, dimV(l;) =0 et I; est équidimensionnel. Nous pouvons
donc supposer ’énoncé du théoréme vrai pour tout n’ < n.

Si donc d > 0, n — d < n. L’hypothése de récurrence appliquée & fy,..., fr
dans L|X},..., Xp—4| entraine donc que I} est équidimensionnel. Donc n—d—r = 0
et d = n—r. Il nous reste a écarter le cas d = 0. Supposons qu’il en soit autrement.

Puisque dimV(P*) = 0 , V(P;') est un ensemble fini non vide de A}
(I1.6.5.7). Mais c’est aussi un L-sous- ensemble algébrique irréductible puisque
IL(V(P)) = \/P{ = P{ est un idéal premier de L[X7,...,X,]. (IL4.5 et I1.2.9).
Il existe donc £ = (z1,...,2,) € A} tel que V(P*) = z et P = I (z) =
(X1 —z1,...,Xn — z,). Puisque Py € AssI} , (I} : X, —z,) # I} (1.14).

Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que

(I} : Xpn —z,) = I}.

Soit donc f € L[Xjy,...,Xn] tel que (X, — z,)f € If. 1l existe donc
g1,---,9r € L[X1,...,Xy,] tels que (X — zp)f = g1f1 + - + g f» . Soit 8 :
L{X1,..., Xn] = L[X1,..., Xn_1] tel que §(X;)=X; ,i=1...n—1,0(X,) =z, .
Ona:

(*) o(gr)o(fr) = ‘0(91)0(f1) e 0(gr—1)9(fr—l)-

D’aprés 1.14, pour voir que 6(g,) € (6(f1),...,0(fr—1)), il suffit de voir que
0(f,) n’appartient & aucun des idéaux premiers associés & 6(I;_,). Or I’hypothése
de récurrence s’applique dans L{Xy,...,Xp—1] & 0(f1),...,0(fr—1). En effet, si
1<j<r—1, dimV(8(I})) = n— 1 - j. Ceci résulte de 1, de I1.3.2.1, IL5.7 et
I11.6.5. Par suite, si P € Assf(l;_,) , dmV(P) =n—-1—-(r—-1) =n—r.
Soit P* l'idéal premier de L[Xj,...,X,| engendré par P et X, — z, . On a
L{X1,...,Xn])/P* ~ L[X1,...,Xn-1]/P de sorte que dimV (P*) = dimV(P) =
n—retsif(f,) e P , I} C P*. OrdimV(I}) = n — r. Par ailleurs de
1) il résulte que R*/I} est une L[X,41,...,Xn]-algébre entiére (IL.3.2.1). Par
suite R*/P* quotient de R*/I} est également une L{X,1,...,X,]-algébre entiére
et I1.6.5.0 entraine que L{X,i1,...,Xn] — R*/P* est injectif. On peut donc
appliquer I1.5.7 & L{X},..., X,] et P*; il en résulte que dimV (§(P*)) =n—r—1.
Mais §(P*) = P et dimV (P) = n — r. C’est que 0(f,) ne peut appartenir & P et
0(gr) € (O(f1); -+ 0(r-1))-

Ecrivons que g» = gi10f1 + -+ + gr_—lrfr—l + (Xn ~ Zp)g, ol gir » J =
1...r—1, g' € L[Xy,...,X,] et reportons dans (*). Il vient :

E {0(g:) + 0(gir)0(fr)}0(f:) =0

t=1...r—1
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et

{o(gr—l) + 0(gr—lr)0(fr)}0(fr—l) = - Z {0(g‘l) + 0(gtr)0(fr)}0(ft)

1=1...r—2

On montre que 6(g,—1) + 0(gr—1,)0(fr) € (6(f1),-..,0(fr—2)) comme ci-dessus en
montrant que §(f,_1) n’appartient & aucun des idéaux premiers associés & 0(I}_,).
L’hypothése de récurrence s’applique dans L[Xy,...,Xn_1] & 0(f1),...,0(fr—2).
Si0(fr-1) € P € AssO(I7_;) , I}_; C P* I'idéal de L[X,,...,X,] engendré par
P et X, — z,,.

dimV(P*)=dimV(P)=n—-1-(r—2)=n—r+1;
dimV(I;_;)=n—-r+1.

De 1), 11.3.2.1, 11.6.5.0, IL5.7, 11.6.5, on déduit que dimV (0(P*)) = n —r ce
qui fournit la contradiction, puisque G(P*) = P et dimV(P) = n—r + 1.

On détermine ainsi gir—1,...,0r—2,—1,97_; € L[Xy,...,X,] tels que g,_; =
grr—1f1t -t @r—2r-1fr2 —gr—1rfr + (Xn — zn)gl_4 dou il résulte :
Y {0(g:) + 0(gir—1)8(fr—1) + 0(gir)8(fr)}8(f:) = O
1=1...r—-2

Par récurrence, on déterminedonc g;; , 1 <j<1¢, g;, i=1...r€ L[Xy,...,X,]
tels que
gi =gufi+- -t gi-ufi — giiv1fivs — - —gir fr + (X — z,)9) .

Posant g;; = —¢ij sij > 1 , gy =0, il vient

Zgjlf] - xn)

Zgift Zgjifjft n— Tn Zg;f:
= Z (95i + 9i5) fi fi + ~ zp) Zngz

1<J
= (Xn — xn.) Zg:ft
Finalement (X, — z,)[f — > ;9ifi]=0et f€ I} .

2.2. REMARQUES. — Si f1,..., f, sont homogénes et si dimV (I,) =n—r,
dimV([;) =n—j, 1< 5 <r.(Ceest une conséquence de 11.7.8) de sorte que I,
est équidimensionnel.

Si fi,...,fr sont quelconques et si dimV(I,) = n — r, il se peut que
dimV (I,_1) # n —r + 1. On a remarqué (cf. 7.8.3) que V(I,_y) D V(I,) étant
#0,dimV(l,-1) >n—r+1.

Par exemple dans k[X,Y,Z] , i=Z(1+X), fo=Y(1+X), fa=X
V(Ig) =0, V(Iz) = V(l + X) U V(X,Y).
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Néanmoins, on peut montrer qu’il existe ¢g;1,...,¢, un systéme de généra-
teurs de I, tel que gi = D> Aiif; , Aij € k et tel que si J; = (g1,...,95) ,
dimV(J;)=n—j3 , j=1...r. La conclusion du théoréme 1.2 reste vraie. Nous
n’aurons pas besoin d’utiliser ce résultat.

2.3. DEFINITION. —  Soit f1,..., fr € A un anneau. On dit que fy,..., f,
est une suite réguliére si f; est non diviseur de zéro dans A/fy,...,fj—1 ,
g=1...r.

2.4. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 2.1, fy,..., f, est une suite

réguliére de k[X1,...,Xn]. -

Démonstration. — Puisque dimV (I;) =n—1, fi #0.

Soit g € k[X1,...,Xn] tel que gfj41 € I;. Alors g € (I : (fj+1)). Il s’agit
donc de montrer que (I; : (f;+1)) = I;. Pour cela, il suffit que f;;, n’appartienne
d aucun P € Assl;. Or d’aprés 2.1, dimV(P)=n—35. 81 fj411 €P , Ij11 C P et
dimV (I;+1) =n—j—1>dimV(P) =n —j . Cest impossible.

2.5. TERMINOLOGIE. — Sous les hypothéses de 2.1, on dit que I, est une
intersection compléte.
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3. Résultats d’effectivité pour les intersections complétes

3.1. THEOREME. —  Soit k un corps, f1,..., fr des polynémes homogénes
non nuls de k[Xy,...,X5|, 1 <r <n. SoitI= (f1,....,fr), di=degfi,i=
1...r.SidimV(I) =n —r, on a dans Q|[t]]

(1—th)...(1—td)

ngkk[xl,--an]s/I@ t* = (1-tn

seN

Démonstration. — Nous montrons d’abord :
3.1.1. LEMME. —

(E M G

8>0

Par récurrencesurn .Sin=1, —l-l—-t- =1+---+t2+..; c’est vrai. Si cette

identité est vraie pour n dans Q[[t]], il vient en la dérivant par rapport & ¢ :

R e

s>1 8>0
st+1(n+s\ (n+s)! (n+s
n \n—1/ nls! \  n )
La démonstration du théoréme va se faire par récurrence sur r. On peut supposer k

infini (et méme algébriquement clos). (11.6.5.3). 2.2 et 2.4 entrainent que f1,..., f,
est une suite réguliére. Nous avons donc les suites exactes :

. fr
0— k[Xl,- . ,Xn]s—d,/Ir—l s—d,

e K[X1y ey Xnlo/ Tr—1s — k[ X1, ., Xnlo/Trs — 0, s> dy
0— ’C[X],...,Xn]s/I,-..ls — k[Xl,...,Xn]S/Irs — 0, s< d,- .

Il en résulte alors que :

18k X1s. s Xnls/Irs =183k[X1, ..., Xn]s/Ir-1s , s < d,
= rgkk[Xl’ e ,Xn]a/-[r—-ls
“‘rgkk[Xla an]s—d,/Ir-1 a~d, » S22 d,
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et
D rgrk[X1,. o Xalo/Irat® = ) 1g3k[X1,. .., Xnlo/Ir—14t°

8>0 820
- Z rgkk[Xl, ey Xn]s—d,./Ir—l s—d,ts
s>d,
= Z rgkk[X]_, ceay Xn]s/Ir_lsts(l — td')
8>0
(1 —th). (1 — )
DR
par hypothése de récurrence.
3.2. COROLLAIRE. —  Sous les hypothéses de 3.1, si P(T) € Q|T] désigne

le polynéme de Hilbert de k{Xy,...,X,|/I,
rg k[ X1,..., Xn]s/Is =P(s)sis>dy1+---+d, —n+1.
dy...d

Si r < n, le terme dominant de P(T) est (';rlj—'T"_'_l. Sir = n,
n—r—1)!
rgkk[Xl’--.,Xn]/I - dl ...dn.
Démonstration. — Le théoréme précédent nous permet de  calculer

rgik[X1,...,Xn]s/Is pour tout s > 0. C’est le coefficient de ¢° dans le développe-
ment en série en ¢t de la fraction rationnelle [[(1 — ¢t%)/(1 — ¢). Or (1 - t%) =
(L+t+---+2471)(1-1t).
Supposons d’abord r = n. On a alors :
[T a-ey/a—ogr= ] et setm).

i=1l...n i=1l...n

Il en résulte que rgpk|X1,..., Xn]s/Is =0,sis > Y 0 (di—1) =di+---+dn—n.
(On savait déja que P =0 ).

On remarque également que

rgik[ X1, Xal/T =) 1gik[X1,..., Xnls/Io = d1...dp.

Si maintenant r < n ,on a:

Hi:l...r(l - td‘.) — Hi:l...r(l +t+---+ td"“l)

(1—1¢t)" (1L—¢)n—r
_ i1 n—r+s—1\,
_'H (14 + %Y Z( o >t
i=1...r 820
Posons .
(1+t+---+td‘_1)= Z A7

i=1l...r j=0,,..,z di—r
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On a
AO:AZd;—rZI'
Posons
(n—r—1+4T7)...(1+T)
(n—r—1)! ’

R(T) =

R(T) est un polyndme a coefficients rationnels de degré n —r — 1 (pour n =
r+1, R(T) = 1) et on a R(s) = (*71°7!) si s € N, de sorte que

n—r—1

z#,— =Y >0 R(s)t°. On constate alors que :
rgrk(X1,. ., Xnls/Is = AoR(s) + MiR(s — 1) +---

+’\Zd.-—rR(s_Zdi+r) sis > Zdi—r.

Soit w(T) = XoR(T) + --- + )\Z 4. B(T — 3_d; + r). Cest un polyndéme
de degré n - r — 1 a coefficients rationnels et n(s) = rgik[X1,...,Xn]s/ I si
s > > d; — r. Donc 7 = P. Si maintenant 0 < s < > d; —r,

18k X1, ... Xnlo/Is = AoR(s) + MiR(s — 1) + - - - + A R(0).

Or
7(s) = AoR(s) + MR(s— 1)+ -+ A,R(0) + Ag 1 R(—1) + -~

+’\Zd.--~rR(s - Zdi+r).
Mais R(-1) = R(-2)=---=R(—(n—r — 1)) = 0.
Sidoncs— ) di+r>—(n—-r—1),ie.s>> di—n+1,
m(s) = AoR(s) + A R(s — 1) +--- + A;R(0) = rg k[ X1, ..., Xy]s/Is = P(s).

n—r—1
Enfin, puisque le terme dominant de R(T) est (————ﬁ'-, le terme dominant de
n—r—1)!
Tn—r-1 di...dr

Pest (Ao+ -+ /\Zd‘"")

(n—r—1)! - (n—r—1)!

3.2.1. REMARQUE. — Sous les hypothéses de 3.2, le polynéme de Hilbert de
k|X1,...,Xn]|/I ne dépend que de dy,...,d, et n .

3.2.2. REMARQUE. — Sous les hypothéses de 3.2, P’indice de régularité de
k| X1,...,Xn|/Testdy+---+dr—n+1.
Démonstration. — En effet

rgi k[ X1, s Xnldy+o4d, o/ Tds 4 tdy—n # Pld1+ -+ dr — n)
P} di—n)=XoR() di—n)+--+ Ay~ g, B(—(n = 1))
Rk X1, Xaly g /IS g = MR di—n) 4+ A5~ 4, B(0)
Or, R(~1) = --- = R(=(n—r—1)) =0el R(~(n—1)) #0.
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3.3. PROPOSITION. —  Sous les hypothéses de 3.1, si les variables
Xi,...,Xn sont commodes pour I , pour toute permutation c de r + 1,...,n,
Xo(n)s-++»Xo(r+1) €st une suite réguliére de k[X,...,X,]/I .

Démonstration. — f1,...,fr , Xo(n)---,Xo(r4+1) satisfait les hypotheses
de 3.1, puisque d’aprés IL5.7 et 11.6.5.7, dimV (f1,..., fr, Xr41,...,Xn) = 0.

fiyee s ey Xo(n)s - - - Xa(r+1) est donc une suite réguliére de
k[le---,Xn]/fh N U(n)’ Xcr(r+1) . Par déﬁnition, Xo(n),--~’Xo(r+1)
est donc une suite réguliére de k[Xl, s Xal/I .

3.4. PROPOSITION. —  Soit I un idéal homogéne de k[ X}, ..., X,| tel que

dimV(I) =n—-r , 1<r <n. Soitf:klXi,...,Xn] = k[X1,...,Xy] tel que
0(X,') =X;, t=1...,r , 0(X,') =0, t=r+1,...,n
N" et N7 étant munis de l’ordre lezicographique inverse (1.1.1.2.2), si
Xy .-y Xpy1 est une suite réguliére de k[ Xq,...,X,]/1, expI = exp (1) xN"~T .
Il en est en particulier ainsi si I vérifie les hypothéses de 3.1 et si les

variables X1,...,X, sont commodes pour I et alors rg k[X1,...,X,]/0(I) =
fN" —exp 8(I) = dy ...d,.

Démonstration. — Soit g € I. Puisque I est un idéal homogeéne, et par
définition de ’ordre lexicographique inverse, ing = in grg et grg € I. On peut
donc supposer g homogéne. Soit ing = ¢ X7 ... X2, ca €k , co # 0. Nous
allons montrer qu’il existe g’ € I homogéne tel que ing’ = co X7* ... X2

Soit g = Y_. ¢y X7 ... X]I". Puisque (a1,...,@,) = expg , si 7 est tel que
ey #0 , (715-.57) < (@1,...,an). On a donc v, > an. Il existe donc
g1 € k|X4,...,X,] homogéne tel que ¢ = X2~g;. Or X,, étant non diviseur de
zéro dans k[X1,...,Xn]/I , g1 € I et on aing; = ¢ X7 ... X "7 .

n

Supposons qu’on ait déterminé g; homogene dans I tel que ing; =

CaXP X, i<n—r

Si gi = YeirX'... X et si ¢iy # O , (V.05 m) <
(a1,...,Qn—4,0,...,0). Ou bien, il existe j , n—14+1 <5 < n tel que fy] > 0,
ou bien Y41 = - = Yo = 0 et Vi > a,_;. Il existe donc gl, ’gz+1 €
k[X1,...,Xn] homogenes tels que g; = Xng] + -+ Xn_iy19] + + X7 "Gl Or
X,._i étant non diviseur de zéro dans k[X1y,...,Xn]/T + (X)) + + (Xn i+1)s

gipy € T+ (Xn) + -+ (Xn—it1). 1l existe donc g;41 € I et h'l,...,h:- dans
k[X1,...,Xn] homogeénes tels que

giy1 = Xnhy + -+ Xn_ip1h; +gin1

et

gi = Xn (gl + Xa"—'h') 4+ Xp-— ,+1(g, + Xa"_'hl) + Xn 2 g,+1 .
Or expg; = (al,...,an_,-,O,...,O). Tout monéme de méme degré contenant
effectivement Xp, Xn_1,... ou X, _;4+1 est donc strictement plus petit que exp g;

N . Qp—g
et ing; = inX "7 g; 1. Donc

. _ [¢ 31 Apn—i-1
ing;r1 =caX;' - X, 200

n—i—1
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Itérant ce procédé, on détermine donc g,_, € I homogene tel que ing,_, =
caX{!... X2 comme annoncé. Mais 0(gn_,) # O et tout mondéme contenant
effectivement X,,, X,,_1 ou ... X, étant strictement plus petit qu'un mondéme
en Xj,... X, c’est que ingp—, = inf(gn—,). On a donc

ing = inf(gn—r) X X573 ... X5» et expl Cexpf(I) x N7,

L’inclusion opposée résulte en fait de la remarque précédente car expl
étant un E-ensemble, il suffit de montrer que exp8(I) x 0,...,0 C expI. Or
sif(f) #0 , expO(f) = exp f.

Enfin X,,...,X,+1 étant une suite réguliére de k[X1,...,X,]/I, d’aprés
11.7.8.1,dim V (6(I)) = O et rgik{X1,...,Xn]/0(I) < oo . SilI vérifie les hypotheses
de 3.1, O(I) aussi dans k[Xq,...,X,]| et d’aprés 3.2 rgk[Xy,...,X,]/0(I) =
dy...d,. Enfin, d’aprés 1.2.9 c’est aussi jN" — exp 6(I).

3.4.1. COROLLAIRE. —  Sous les hypothéses de 3.4, k[Xy,...,X,]/I est
un k[X,41,...,Xn|-module libre de type fini.

Démonstration. — Montrons que
(Cl.’(ix1 e X?rmOdI)al,...,a,—GN'-—exp0(1')

forment une base du k[X,4+1,...,X,]-module k[ X3,...,X,]/I. D’aprés 1.2.7, pour
tout f € k[X1,...,Xn] , fRI = fmodl et fRI = ) ¢coX*, a ¢ expl. Or
expl = exp8(I) x N*7", N® —expl] = N" —expf(I) x N*". 8i ay,...,a, ¢
expl, ay,...,ar ¢ expd(I) et les (clX7* ... X2 modI)ay,...,a, € N™ — exp 6(I)
engendrent le k[X,41,...,Xp]-module k[ X},...,X,]/I. Si maintenant

f= Z Poyoy(Xrt1ye ey Xn) X8 ... X2 €T,
Ay ey, ENT—exp 6(1)

Pal...a,. € k[Xr+1’ LR aXn]

etsif#0 , expf€expl.

Orexpl =expf(I) x N*",siexp f = (a1,...,r,Cry1,...,0y,), d’une part
ai,...,or € expb(I), d’autre part (ag,...,0) ¢ exp8(I). C’est que f = 0 et que
P, = 0 pour tout a.

3.4.2. REMARQUE. — Sous les hypothéses de 3.4, les variables X;,..., X,
sont commodes pour I et pour toute permutationo der+l...n, Xo(n), .-y Xo(ri1)
est une suite réguliére de k[Xi,..., X,|/I.

Démonstration. — I = grl puisque I est homogeéne; 11.3.2.1 et 3.4.1 en-
trainent que ii) de I1.5.2 est satisfait avec d = n — r. 11.6.5.0 entraine que i) de
I1.5.2 est aussi satisfait.

Montrons maintenant que X, ;) est non diviseur de zéro dans k[ X1,...,X5)/
I+ (Xo(n)s---» Xo@41)) » 7+ 1 <7 < n.Soit f; € k[X1,...,Xp], i< j<n
tels que : Xoi)fi + -+ + Xo(n)fn € I. D’aprés 3.4.1, k[X1,...,X,]/] est un
k[X,+1,...,Xn]-module libre de type fini. Soit (ex) , ~ = 1...t, une base de
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ce module. Ecrivons que clfjmodl = ), A\jrern , Ajn € k[X;41,...,Xys]. On en
déduit que Vh =1...t,

Xa(i)Aih Eae o Xo’(n)Anh =0.
Alors A\jp € (Xa(i+1), . ,Xa(n)) et fiel+ (Xc,(n), ... ,Xa(i+1))-

3.5. COROLLAIRE. —  Sous les hyptothéses de 3.1, si les variables
X1,...,X, sont commodes pour I et sigy,...,g: est une base standard de cardinal
minimal de I pour l’ordre lexicographique inverse ,

degg; <dy1+---4+d,—r+1, 1=1...¢.

Démonstration. — D’aprés 3.3 et 3.4, exp] = exp8() x N*~". Soit 4; =
exp g;. Puisque Aj,..., A; est I'escalier de I, A; e N" x0 , 1 =1...t. De 3.2,
on déduit quesioy + -+ a, > dy +---+d, —r+1, X7 ... X2 € 0(I). Pour
tout (a1,...,a,) tel que oy + -+ a, = dy + -+ +d, — r + 1, il existe donc
J (dépendant de ay,...,a,) tel que (aq,...,a,) — Aj € N" (en effet A,,...,A;
est également escalier de 6(I)) et |4;| < |af = dy + -+ +dr — r + 1. Soit A
'ensemble des j € 1...t obtenu par ce procédé. Si, il existe j' € 1...t, 5/ ¢ A
et si|[Aj)| >di 4+ +dr—r+1, Ay € expO(I) et il existe 577 € 1...t tel que
Ajr € Ajn + N7, Un tel 5/ ne peut exister, puisque Ay,..., A; est 'escalier d’un
E-ensemble. Donc |4j| =degg; <di+...+dr—r+1,5=1...¢.

3.5.1. COROLLAIRE. — Sous les hypothésesde 3.1 etsir =n,sigy,...,g:
est une base standard de cardinal minimal pour un ordre total sur N™ vérifiant
L1.1,degg;<di+...+dpn—n+1,1=1...1.

Démonstration. — Sila|>dy+---+d,—n+1, X® € I. Pour tout ordre
exp X* = a € exp I = U;(exp g; + N™). L’argument est comme ci-dessus.
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4. Résultats d’effectivité pour les Cohen-Macaulay

Nous allons introduire dans ce paragraphe une classe d’idéaux contenant les
intersections complétes a laquelle les résultats d’effectivité du 3 vont s’étendre.

4.1. PROPOSITION. —  Soit k un corps infini. Soit fy,...,fs, 8§ > 1, des
polynémes homogénes de k[Xy,...,X,] tous # 0. Soit d; = deg f;, 1 = 1...s.
On suppose que dy > d3 > --- > d; > 0. Enfin si I = (f1,...,fs), on pose
dimV(I) = n—r. (1 < r < n). Alors, il existe g1,...,9, € k[X1,...,X,] des
polynémes homogénes tels que :

1)deggi=d; , 1=1...r,

2) gi = Aifimod(fit1,...,fs) avec A; €k, A; #0,1i=1...r,

3) g1,...,9, est une suite réguliére de k[X1,...,X,].

Démonstration. — Puisque dimV(I) > n — s (I1.7.8.2), r < 5. Sir = s,
f1,..., fr est une suite réguliére (2.2, 2.4). Supposons donc r < s. Soit ¢g; = fj.

On a degg: = d; et g1 # O est une suite réguliére de k[X1,...,X,]|. Supposons
qu’on ait déterminé gy,...,¢:—1, t < r, tels que :

1) degg;=d;,1=1...t -1,
2) gi = Aifimodfiyy,...,fsavec A€k, A #£0, ¢ =1...t—1, (*)¢—1 .
3) g1,-..,9t—1 est une suite réguliére de k[X7,..., X,]

et déterminons g;. Soit

ntdp—de g —1 ntdyg—dg—1

¢k x bUTRIT) k(TR 2k S kX, Xl
qui a
(At,. --)‘t-}-l,a"“ Ceegennyen -)\s,a' ) — Asfe + ZAH_I,aeHXaHIft_;_l
+"’+Z/\s,a’Xa’fs

ott o' = (a,...,at) est tel que |o*| = d; — d;.

¢ est une application linéaire.

D’autre part, g1,...,9:—1 étant une suite réguliére de k[X1,...,X,] formée
d’éléments homogénes, si J; = (g1,...,6;), ¢ = 1...t — 1, dimV(J;) = n — 4
(II.7.8.1) et d’aprés 2.1, J;_; est équidimensionnel; soit Py,...,P, les idéaux
premiers associés & Ji_j, onadonc dimV(P)=n—-t+1>n—7r , i=1...u.

Or pour que g € k[X},..., Xy] soit non diviseur de zéro dans k[X1,...,X,]/
Ji—1, il faut et il suffit que ¢ ¢ U;=1..uP (1.14.1). J;_; étant un idéal ho-
mogene, les idéaux premiers associés & J;—; sont aussi des idéaux homogeénes et
pour que g € k[X1,...,Xp]a, ne soit pas diviseur de zéro dans k[X7,...,X,|/
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Ji—1, il faut et il suffit que ¢ ¢ U;=1..uPid, . Pi4, est un sous-espace vectoriel de
k{X1,...,Xnlq,. ¢ doit donc éviter une réunion de sous-espaces vectoriels.

Plus précisément, pour que g1, ..., g:—1, ¢(A) vérifie les conditions (%), il suffit
que A ¢ Uiy 1 (Pig,) U{Xt = 0}. A doit donc éviter un nombre fini de sous-
espaces vectoriels de k”.  k étant infini, cela est possible & condition qu’aucun
des sous-espaces en question ne soit k7 tout entier. Pour {\; = 0}, c’est clair.

Montrons que pour tout ¢ = 1...u, ¢~ 1(Pig,) # k". S’il en était autrement
pour un indice ¢, 1 < ¢ < u, on en déduirait que f;,..., X fi ..., appartiendrait
4 P; pour tout o/, t +1 < j < s, de longueur dy — d;. Si dj = dy, alors f; € P; .
Si d; # d, X;i‘_djfj,..., ,‘f"d"f,- € P; . Si f; n’appartenait pas & P; , il en
résulterait que (Xy,...,X,) C P; et dimV (P;) = 0. Or c’est impossible, puisque
dimV(F) =n—t+1>n—r>0.Donc fi...,fs € P; . Mais g1,...,g:_1 vérifie les
conditions (*)¢—1. Il en résulte que si 1 < 5 <t —1, f; € (gj,.-.19t—1, fts---» fs)-
Comme J;-y C P, f € P, , 1 <5 < t—1. Autotal I C P . Alors
dimV(I) > dimV(F;) i.e. n —r > n—t + 1 ce qui est contradictoire. Il existe donc
A € k7 tel que g1,...,9t—1,¢(A) vérifie (x); et finalement on obtient g¢q,...,g,
vérifiant (x),.

4.2. DEFINITION. —  Soit k un corps infini et I un idéal homogéne de
k| X1,...,X5] tel que dimV(I) =n—r.0<r < n. On dit que k{X},...,X,]/I
est Cohen-Macaulay (gradué) s’il existe 7 : k[Xy,...,X,] — k[Yy,...,Y,] un
changement de variables linéaire tel que Y,,...,Y,;1 soit une suite réguliére de

k[Y1,...,Ya]/r(I) .
Au cours de la démonstration de la proposition suivante, nous utiliserons :

4.3. LEMME. — Soit Py,...,P; des idéaux premiers de k[X,...,X,] et
soit I un idéal de k[X1,...,Xp]. SIICPU...UP,F,1<:<t,ICP.

Démonstration. — Par récurrence sur ¢t . Si ¢t = 1, c’est clair. Supposons
t > 2. Nous allons montrer qu’il existe 7, 1 <5 <t tel que IN P; C Ui»; P; . S’
en est ainsi I = Uj=y..¢I N P; C Ujx; P; et on conclut en vertu de 'hypothése de
récurrence.

S’il en était autrement, pour tout 57 , 1 < 7 < t, il existerait f; € I N 7,
fig¢Pi,i#j.Soit z=fi+fa---ft,z€I fa---fi ¢ Py car P, est premier
et fi , 1=2...t, nappartient pas & Py . f1 € P .Doncz ¢ Py . Soit¢ > 2.
fig¢ Pi. fa---ft € P .DonczgP;.Alors z¢ PLU...U P contrairement &
P’hypotheése.

4.3.1. PROPOSITION. —  Soit I un idéal homogéne de k[X,...,X,] #
(1). Si k[X1,...,Xn]/I est Cohen-Macaulay, I est équidimensionnel.

Démonstration. — Si 7 est comme dans 4.2, il s’agit de démontrer que
7(I) est équidimensionnel. Effectuant au besoin un changement de notation,
nous pouvons donc supposer que Xp,...,X,;1 est une suite réguliére pour
k[X1,...,Xn]/I.Soit d=dimV (I). Il faut montrer que si P € AssI , dimV (P)=d.
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Soit P/,..., P/ les idéaux premiers associés & I + X,,. Nous allons d’abord
montrer qu’il existe ¢ , 1 < ¢ < ¢, tel que P C P/. §’il n’en était pas ainsi
P ¢ Ui=1..4P/ (lemme 4.3). 1l existerait donc f € P, f ¢ P/, j = 1...t. De
1.14, il résulte que (I + X, : f) = I + X,. Soit maintenant g € (I : f). Alors
gf eI CI+Xpetge I+ X, llexistedonch' € Ietg' € k[Xy,...,X,] tels que
g=h+Xng'. Dot X,,g'f =gf — h'f € I et puisque X,, est non diviseur de zéro
dans k[X1,...,X,|/I,¢'f € I et ¢’ € (I : f). I étant un idéal homogene, on
peut supposer que degh’ < degg, deg g’ < degg — 1. Par récurrence descendante
sur le degré, on en déduit que g € I (on aboutit 8 c € k, € (I : f) donc
cfelc(I+X,),ce(l+Xn:f)=1I+Xp,donce=0). Ainsi (I: f) = I.
Mais c’est impossible, d’aprés 1.14, puisque f € P.

En raisonnant par récurrence sur le nombre des variables, puisque
k[ X1, Xn)/T+ Xn ~ k[X1,..., Xn_1)/0(I)

ott 0 : k[X1,...,Xn] = k[X1,...,Xn_1] est Papplication telle que 8(X;) = X;
it =1...n—1, 0(X,) = 0 et que, X,,...,Xr4+1 étant une suite réguliére
pour k[X1,...,X,|/1I, par définition Xp_1,..., X, 41 est une suite réguliére pour
k(X1,...,Xn_1]/0(I) enfin puisque dimV (6(I)) = dimV (I) — 1 (11.7.8.1), il vient
que dimV (P/) = d — 1. Par suite, dimV(P) > d — 1. (1°" exercice, chap. II). Si
I’inégalité est stricte, puisque dimV(P) < d, on a dimV (P) = d et on a fini.
Sinon dim V(P) = d—1. Alors P = P/ (IL. 1°" exercice). Or I+ X, C P/ = P.
Donc X, € P. Mais c’est impossible car X,, est non diviseur de zéro dans

k[X1,. .., Xa)/] (1.14).

4.4. PROPOSITION. —  Soit I un idéal homogeéne de k[X;,...,X,] tel que
dimV(I) =n—r, 0<r <n.Sik[Xy,...,X,]|/I est Cohen-Macaulay et si les
variables X1, ..., X, sont commodes pour I , X,,..., X, 1 est une suite réguliére

de k[X1,...,Xyr]/I. Il en est de méme pour toute permutation de X,,...,X,11.

Démonstration. — X, est non diviseur de zéro dans k[Xy,...,X,]/I. En
effet, il suffit de voir que si P € AssI , X, ¢ P (1.14). Or dimV(P) = n —r
(431).SiXpn€P, I+ XnCP; dimV({I+X,)>dimV(P) =n—r (IL1¢
exercice). Or dimV (I + X,) =n —r —1 (IL7.9).

Il existe X[\ 1,...,X7_ € k[X1,...,Xz])1 tels que X,, X ,..., X},
soit une suite réguliére de k[X1,...,X,]/I. En effet, supposons qu’on ait cons-
truit X7 4,..., X{\, € k[X1,...,Xn1 , ¢ > 1, tels que X, X[ _y,..., X,
soit une suite réguliére de k[X1,...,X,|/I et construisons X!. Par hypothése,
il existe X), = 77'(Ya),...,Xj41 = 771 (¥rq1) tel que Xj,...,X] ., soit
une suite réguliere de k[X4,...,X,|/I. X! étant non diviseur de zéro dans
k[ X1,...,Xa)/T+ (X},,..., X[, ;) ona:

T+ Xy Xipy) : X)) =T+ (X0, X))
Soit M = (X1,...,Xn) = (X},..., X

n

I+ (X),..., Xi) M) =T+ (X,...,X{,1)

)ou X! =7"1(Y;), i=1...n. A fortiori
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Admettons pour 'instant que ceci entraine que
I+ (Xn,.. o, Xi0y) M) =T+ (Xp,..., X[ 4)-

Soit P{,..., P/ les idéaux premiers associés & I + (Xn,..., X[ ,). D’aprés 1.14,
M n’est contenu dans aucun des P/ , ¢« = 1...t et (P/)1 # k[X1,...,Xn]1,
¢t=1...t. k étant un corps infini, Ui=1...t:(P/)1 # k[X1,..., Xz]1. Il existe donc
X! € k[Xy,...,Xn]1 tel que X' soit non diviseur de zéro dans k[X},...,X,]/IT+
(Xnseon X 1) 5 Xnyeoo, Xily, XU est la suite réguliére cherchée.

Par définition
k[Xl,... ,Xn]/I+Xn fand k[Xl,...,Xn_l]/I(Xl,...,Xn._l,O) = A

est Cohen-Macaulay puisque X _,,..., X} ; est une suite régulitre de A qui
est de dimension n — r — 1. Par récurrence sur n, on peut donc supposer
que Xp—1,...,Xr+1 est une suite réguliere de A. (Les variables Xj,..., X,
sont commodes pour A-IL5.7). X,,...,X ;41 est donc une suite réguliere de
k|X1,...,Xn]/I. La méme démonstration s’applique a toute permutation de
Xnoooy Xry1-

4.4.1. LEMME. — Soit X:,,...,Xj’v ; X:L’,...,X;.’ 2 suites réguliéres de
k[Xi,...,Xy]/I formées d’éléments de My. Les 2 k[X1,...,Xp]/I-modules :

I+ (X}, Xj) : M)/ T+ (X,...,X])

et
(I+ (X:{,...,X;’) :M)/I+ (X:{,...,X;")

sont isomorphes.

Démonstration. — Puisque X} (resp.X]) est non diviseur de zéro dans
k[X1,..., Xa) [T+ (X7, X 1) (resp.k[ Xy, ..., X,] /T + (X7, ..., X]_})),

M n’est pas un idéal premier associé & I + (Xg,...,X] ;) , (resp.
I+ (XY,...,X" })). Soit Y € M, n’appartenant & aucun des idéaux premiers
associés a I + (X:,,...,X;-__l) et & I+ (X7,..., X ;). Un tel Y existe & cause
de 4.3. Alors Xy,..., X} ,Y; Xpny--+»X7_1,Y sont 2 nouvelles suites réguliéres
pour k[Xy,...,Xn]/I.

Nous allons voir que :
(I (X Xy X3) s MY/T + (X, X1)

o (T4 (X0, X5, Y) : M/T + (XL,...,Y)

(T+ (X", X0, XYY M)/ + (X0, XY

= (T+ (X, X{_,Y) : M/T+(Xg,...,Y).

11 suffit de montrer la premiére assertion.

Soit A’ = k[X1,..., Xn|/T+ X}y, XF 1) » M' = (X1,..., Xn) A" 1l s’agit
de voir que (X} : M')/X} =~ (Y : M")/Y comme A'-module.
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Soit T le localis'é de A’ en la partie multiplicative S des non diviseurs de
zéro de A'(T = {§ , &/ € A’ , ¥ € S modulo la relation d’équivalence
‘;—,' ~ ‘;—:; a't" —a"b' = 0). X] et Y appartiennent & S. Soit ¢ : T — T

!
’application A’ linéaire définie par ¢(f) = —17]— f. A’ est un sous-anneau de T et
oY : M') C (X,’ : M'). D’autre part ¢((Y)A') C (XJ’.)A’. ¢ induit donc une
application A'-linaire : (Y : M')/Y — (X} : M')/X]. Mais ¢ : T — T défini

par ¥(f) = B(Y_’Tf induit une application A’- linéaire (X; - M) X} — (Y : M')]Y.

Puisque ¢ o ¢ = Id = ¢ o 9, ces deux applications sont des isomorphismes.

Or d’aprés 3.4.2, ¥, X7,...,X] et ¥, X],..., X}_, sont encore des suites
réguliéres de k{X1,...,X,|/I. Raisonnant par récurrence sur la longueur des suites
réguliéres données initialement, on peut alors appliquer ’hypothése de récurrence
3 k[X1,...,Xn])/I+(Y). On en déduit un isomorphisme de k[ X1,..., X,|/I+(Y)-

modules entre

T+ )+ (Xoye o, Xiy) : M) T+ (Y) + (XL, X))
et

(T+ (V) + (Xpoo o Xpg) : MY/T 4 (V) 4 (XE, . X0

ce qui achéve la démonstration.

4.5. PROPOSITION. —  Soit k un corps infini et I un idéal homogéne de
k[X1,...,Xn] tel que dimV(I) =n—r, 1 <r < n. Soit 0 : k[Xq,...,X,] —
k[ Xy,...,X,| tel que (X;) = X; , 1 <i<r,0(X;) =0, r+1<i<n. Soit
°I I’idéal engendré par 6(I) dans k[X,,...,X,]. Si les variables X;,..., X, sont
commodes pour 1, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) k[X1,...,Xy]/I est Cohen-Macaulay.
i) Vs € N, rgpk[X1,..., Xn]s/Is = rgik[ X1, .., Xn]s/Ls.

Démonstration. — 1) = 1t). D’aprés 4.4, (Xp,...,Xr4+1) est une suite
réguliere de k[Xi,...,X,|/I et d’aprés 3.4.1, k[X1,...,X,.]/I est un
k[Xy41,...,Xn]-module libre. Plus précisément, nous avons montré que les

(Cl Xi*l . XgrmOdI)ah_",areN’—exp e(rI)

en formaient une base. (L’ordre sur N™ est 1’ordre lexicographique inverse). On a
donc :

k{X1y. .0, Xnls/Is = D EXrt1,. s Xnloojagel X2 ... X2 mod]

a&€N"—exp 8(I)
lal<s

de sorte que Vs € N :

rg k(X1 Xulo/ L= Y (”—Ms_‘“' _1).

n—r—1
a&ENT"—exp 6(I)
loe|<s
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Mais k[X1,...,Xn]/] = k[X1,..., X )/0(D)[Xr41,---y Xn]. Xnye-., Xpp1 est
trivialement une suite réguliére de k[X;,...,X,]|/°]. Comme 6(I) = 6(°I) les
(el X7 ... X2 modI)q,, . . o,eNr—expo(r) forment une base du k[X,41,...,X,]-
module k{X4,...,X,}/°I. On a donc

k(X1,..., Xn]s/Is = P kXrine Xnloojael X3 X2 mod® ]
a€EN"—exp (1)
lo|<s
et Vs € N

n—r+s—|al—-1
n—r—1

kX Xl L= Y

a€ENT —exp 8(I)
la|<s

= rgkk[Xl, “ e ’Xn]s/Is.
1) = 1) Nous aurons besoin de 2 lemmes préliminaires :

4.5.1. LEMME. —  Sous les hypothéses de 4.5, si on munit N™ de ’ordre
lexicographique inverse, exp 8(I) = exp I N (N" x 0) .

Démonstration. — Soit ay,..., o, € exp8(I). Il existe donc f € I homogéne
tel que 0(f) # 0 et que (f) = cX7* ... X"+ 325, CﬁX'fl o XPreyepek
¢ ¢ 0. Alors, il existe v € N, tels que (Vr41,...,7n) # 0 et dy € k tels que f =
0(f) + 3., dyX7* ... X]. Mais par définition de I'ordre lexicographique inverse
pour un tel v, (71,...,7) < (@1,...,2,,0,...,0). Donc exp f = (a1,...,a,) et
expd(I) CexpIN(N" x0) .

Si maintenant (ai,...,a,) € expINN" x 0, il existe f € I homogéne tel que

f=cX7 ... X2+ Z chlﬁ‘...XS",c,c[gek,c#O.
ﬁ<(a1,...,a,.,0,...,0)
Alors 0(f) # 0 et si (Bry1,...,0n) =0et eg #0, (ai,...,0) > (B1,...,0/)
pour ordre lexicographique inverse sur N". Donc exp 8(f) = (a,...,a,).
4.5.2. LEMME. —  Sous les hypothéses de 4.5,
Vs € N, rgik[X1,...,Xnls/Is <t81k[X1,..., Xn]s/Is .

Démonstration. — 1l résulte tout d’abord de 4.5.1 que :
N —expl C N" —expb(I) x N*7" = N" — exp°lI,
puisque exp I est un E-ensemble. L’inégalité est alors une conséquence immédiate
du fait que (11.7.1)
18.k[X1,. .., Xnls/Is =#{a, a € N" , |a| =s, a ¢ exp I}
rgck[ X1, ..o, Xnls/ s =#H{a, a e N" , la| =5, a ¢ exp“I}.
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que it) = 1). Montrons

d’abord que X, est non diviseur de zéro dans k[X1,...,Xn|/I; VseN, s> 1,
nous avons les suites exactes de (k — ev) :

k(X1 XnJam1/Toct 25 k(X1 .y Xalo/To —2 k[X1, .., Xulo/ (I + Xn)s = 0
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0— k[X1y. o XnJom1/Toe1 2 k[X1, ..., Xnls/Ts ——...
o k[X1s s Xne/ O + Xn)e — 0.

Soit Ny = ker ¢. Onarg; Ny <rgpk[X1,..., Xn]s—1/Is—1 = H(s—1). D’autre
part,soit 8’ : k[Xy,..., Xn] = k[X1,..., Xpn-1] telque §/(X;) = X;, t1=1...n—1,
0(X,) = 0. k[X1,...,Xu)/T + Xn =~ Kk[Xi1,...,Xn_1]/0'(I); les variables
X1,...,Xn—1 sont commodes pour #'(I) (IL5.7). Enfin k[X4,...,X,]/ I + X, ~
k[X1,...,Xn-1]/°0"(I). Le lemme 4.5.2 appliqué a 8’(I) nous dit que :

rg k[ X1, ., Xnlo/ (I + Xn)s < rexk[X1, ..., Xnls/ (T + Xn)s.

On en déduit que :
g N, = 18.k[ X1, ooy Xnls/Is — 181 k[ X1y .., Xn)s /(T + Xn)s >
r8rk(X1,. . s Xnlo/Ts — 181k [X1,. .., Xnlo/(CT + X3 =
rgkk[Xl,. .e ,Xn]s_l/cIa._l = rgkk[Xl, e ,Xn]s——l/Is——l = H(s — 1)
> 18 Ns.

Les inégalités précédentes sont donc toutes des égalités. En particulier
rgxNs = H{s — 1) et la surjection canonique de k[Xi,...,Xn|s—1/Is—1 sur N,
est donc un isomorphisme, ce qui implique que X,, est non diviseur de zéro dans
k[X1,...,Xn]/1. Egalement rg;k[X1,..., Xp]o/(I + Xp)s = 181k[X1,..., Xn]s/
(‘I+Xn)s. 0'(I) satisfait donc la condition ii). Par hypothése de récurrence sur le
nombre des variables, on peut donc supposer que k[X7,...,X,_1]/0'(I) est Cohen-
Macaulay et (4.4) Xp,_1,..., Xr41 est une suite réguliere de k[ X1,..., X, 4]/0'(I).
Xn,...yXr41 est donc une suite réguliére de k[X;,..., X,|/I.

4.6. THEOREME. —  Sous les hypothéses de 4.1, si k[ X1,...,Xn]/1
est Cohen-Macaulay et si P(T) € Q|T] désigne le polynéme de Hilbert de
k[X,..., X/,

rgik[X1,.. . Xnls/ls =P(s) si s>di+--+d,—n+1.
i.e. I'indice de régularité de k[X1,...,X,|/I est au plusdy + -+ +dy —n+1 .

d
Sir < n et si (——————ﬁTT"'.*r“l est le terme dominant de P(T) ,
n—r—1)!
d<dy...d,.

Sir=mn, rg k{X1,..., Xn|/I < di...dn.

Démonstration. — Quitte a effectuer un changement de variables linéaire, on
peut supposer que les variables X3,..., X, sont commodes pour I et d’aprés 4.5,
Vs € N,

n—r+s—la/ -1
rgkk[Xl,--.’ans/I3: Z < n_r__l )'
ax€ENY—exp6(I)
|a|<a
Les variables Xi,...,X, étant commodes pour I, dimV(6(I)) = 0 et

18 k[ X1,. .., X¢]/0(I) = fN" — exp(I) < +oo0. On a 6(I) = (0(f1),...,0(fs)).
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Ou bien 0(f;) = 0, ou bien 8(f;) est homogéne de degré d;. Appliquant 4.1 a 6(I),

on détermine g¢1,...,g, une suite réguliére de k[X7,..., X,| formée de polynémes
homogeénes telle que J = (g1,...,9-) C 0(I) et si §; = degg; , 61,...,6, est la suite
des degrés des r premiers termes non nuls de la suite 6(fy),...,0(fs). En parti-

culier §; < d;, ¢ = 1...r. Il résulte alors de 3.2 quesi |a| > d1+---+d,—r+1>
i+ -+ —r+1, X7*... X2 € J CH(I) et que

rgkk[Xl,...,X,]/ﬂ(I) Srgkk[Xl,...,X,]/J :51...5,- _<_ dl...dr.
En particulier, fN™ — exp8(I) < dy...d, et si @ € N" — exp0(I), |a| <
di+---+d,—r.
Sidonc s >dy+---+d,—r,Va e N" —expf(I), s > |af et
n—r+|s|—a—1
rgkk[XI,“',Xn]a/Is: Z ( | | o )
n—r—1

aENT—exp 8(1)
(n—r—14+T)...(14+7T)

Comme en 3.2, soit R(T) = Ep— ; alors

P(T) = > R(T-|a).

aENT —exp 6(I)

Tn—r—l
Le terme dominant de P(T) est alors fIN” — exp 0(1)(—~——1)' sir <n.
n—r—1)!
Considérons maintenant s , dy +---+d, —n+1<s<dj+---+d, —r (un
tel s n’existe que sin > r +1).

On a d’une part P(s) = Z R(s — |a) et d’autre part :
aENT—exp (1)
rgpk[X1,..., Xnlo/Ta= > R(s—|a).
aEN;’—-|e<xp0(I)

Il suffit donc de constater que si « € N™ —exp8(I) , s < |a| et dy + -+ +
d—n+1<s<dy+:-+d,—r, R(s—|a]) =0. Or R de degré n — r — 1 admet
comme racines —1,—2,...,—(n —r — 1) , et si « € N" — exp 6(I), nous avons vu
que |a| < dj + -+ +dr — r. Au total nous avons donc :

di+-+d—n+1<s<|a|<di+:-+d—r
Ainsi s — |a| ne peut varier quede —13 dy+---+dr—n+1—(d1+---+dp~1) =
—(n—r—1).

Danslecas n=r+1, P(T)=fN"—expd(I). On a bien rg k[ X,..., Xn|s/Is
=f§N" —expf(I)sis>di+---+dy —r=dy+--+dr —n+1.

Dans lecasr = n , §(I) = I, P(T) = 0; on a vu que si « € N",
la| >di+--+dn—n+1, X*€let que rgik[X1,..., Xn|/I < d;i...dpn.

4.6.1. REMARQUE. — Les hypothéses et notations étant celles de 4.6, si
fi,...,fs est un systéme de générateurs minimal de I, 0(fi)#0,i=1...s.
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Démonstration. — Supposons qu’il existe ¢+ , 1 < 1 < s tel que 6(f;) = 0.
Alors il existe f],,...,f, € k[X1,...,X,] homogeénes de degré d; — 1 tels que
fi = Xeqaf] 1 + oo + Xnf}. Mais k[Xy,...,X,]/] étant un k[X,yq,...,X,]-
module libre, f; ..., f;, € I. Puisqued; > ... > dsonadonc f] € (fit1,...,fs),
j=r+1,...,net f; € (fiy1,-..,[fs) contrairement a ’hypothése.

4.7. REMARQUE. — Sous les hypothéses de 4.1, si r = n et si
di...d
rgik|X1,..., Xn]/I =di...dp ousir < netsi —n—l——iﬂTT"—’*l est le terme
—r—1)!

dominant du polynéme de Hilbert de k[X},...,X,]/I, alors il existe gy,...,g,
des polynémes homogénes de k[X1,...,X,] tels que degg; = d; , 1 = 1...,r, et
I=(g1,---,9r)

Démonstration. — Supposons d’abord r = n. Soit ¢1,...,¢g, des polynémes
vérifiant les conditions 1), 2), 3) de 4.1. Puisque J = (g1,...,9n) C I,

k[Xl,...,Xn]/J - k[Xl,,Xn]/I

est surjectif. Or d’aprés 3.2, rgik|X4,...,X,]/J = d1...ds. Donc J = I. Si
maintenant r < n, considérons encore g1, ...,g, des polynémes vérifiant 1), 2), 3)
de 4.1 et soit J = (g1,...,9r). En effectuant au besoin un changement de variables
linéaire, on peut supposer que les variables Xj,..., X, sont commodes pour J.
D’aprés 11.6.5.0, elles seront également commodes pour 1.

Montrons d’abord que k{X},...,X,]/I est Cohen-Macaulay. Munissons N™
de l'ordre lexicographique inverse. D’aprés I1.7.1, nous pouvons calculer le
polynéme de Hilbert P(T') de k[X},...,X,]/I 3 partir de exp I et d’aprés I1.5.5 et
un calcul fait dans la démonstration de I1.7.4,si p : N® — N" désigne la projection
fN" — p(exp I)

(n—r—1)!
P(T). Soit § comme en 4.5. De 4.5.1, il résulte que N" — p(exp I) C N" —exp 4(I).
Par ailleurs §(J) C §(I) et N" — exp8(I) C N" — exp4(J). Mais gy,...,g, étant
une suite réguliére vérifie les hypotheéses de 3.1. De plus, les variables X1,..., X,
étant commodes pour J , iN" —exp8(J) =d;...d,. (3.4). D’on

di...d, =8N" —p(expI) < $N" —expb(I) <fN" —expf(J) =d; ...d, .

On en déduit : N” — p(expI) = N" — expd(I) = N" — exp6(J). La premiére
égalité entraine que exp ] = exp 0(I) x N™"~" = exp°l ot °I est I’idéal engendré
par 0(I) dans k[X1,..., Xn]. D’apreés I1.7.1, la condition ii) de 4.5 est donc satisfaite
et k[X1,...,X,]/I est Cohen-Macaulay (4.5). Les variables Xi,...,X, étant
commodes pour I, X,,..., X, est une suite réguliére de k[Xy,...,X,]/I (4.4)
et k{X1,...,Xn]/I est un k[X,41,...,Xn]- module libre de type fini (3.4.1. Plus
précisément, (¢! X7* ... X2 modl),, .. o eNr—expd(r) €st une base de ce module.

Mais k[ X1,...,Xn]/J est également un k[X,41,..., X ]-module libre de type
fini dont les (¢! X{'...X'modJ)q,,  oeNr—expd(s) forment une base (3.4,
3.4.1). La surjection canonique k[X1,...,Xn]/J — k[X1,...,X,]/I envoyant une
base du 1¢” k[X,41,...,X,]- module sur le 2e est donc aussi injective et J = I.

Tm 7! est le terme dominant de

de N™ sur les r premiers facteurs
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4.8. PROPOSITION. — Les hypothéses et notations étant celles de 4.1, si
k|X1,...,Xn]/I est Cohen-Macaulay, si les variables X1,...,X, sont commodes
pour I et si f,..., f{ est une base standard de cardinal minimal I pour l’ordre
lexicographique inverse deg f! <dy+---+d,—r+1,¢=1...1.

Démonstration. — Elle est identique a celle de 3.5.

4.8.1. PROPOSITION. — Les hypothéses et notations étant celles de 4.1
et sir =n,sif],..., f{ est une base standard de cardinal minimal pour un ordre
total sur N" vérifiant 1.1.1,deg f! < dy+---+dn—n+1,¢=1...t.

Démonstration. — Soit J comme dans 4.1; si |a| > dy + - +dn —n + 1,
X® e J c I. La démonstration est ensuite identique a celle de 3.5.1.
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