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Chapitre 2

SOLUTIONS DES SYSTEMES ALGEBRIQUES






1. Le cas ol rg k[ X1,..., X,]|/I < 0o

Soit k un corps, k une cléture algébrique de k . Soit fi,...,f: €
k[X1,...,Xn], fi #0, i =1---t.On désigne par I (resp. I) I'idéal engendré par
(f1,---, ft) dans k[X1,...,Xyn] (resp. k[X1,...,X,]). Choisissant un ordre total
sur N satisfaisant I’hypothése 1.1.1, les algorithmes 1.3.5 et 3.8 nous ont per-
mis de déterminer une base standard puis une base standard de cardinal mini-
mal (g1,...,9s) de I et par suite expI et E(I) . Ceci nous a permis de tester
si rg kk[X1,...,Xys]/I est fini puisque rg xk[X1,..., X,]/T = N™ — exp I (1.2.9).
Nous avons remarqué également que (g1,...,9s) est encore une base standard de
T et que expl = expl et E(I) = E(I) (1.2.5) (ce qui implique le fait d’ailleurs
évident que rg gk[X1,...,X,]/I = rgzk[X1,...,Xx]/I). Nous supposons main-
tenant que ce rang est fini.

1.1. — Dans toute la suite de ce paragraphe, 'ordre total sur N™ avec
lequel nous travaillons est [’ordre lexicographique .

1.2 REMARQUE. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) rgxk[X1,...,Xn|/I=0;

i) 1eI;

iii)1eTl.

Dans ces conditions le systéme (f1,..., fi) n’a pas de solutions.

1.3. UN PROCEDE DE RESOLUTION. — Si maintenant 1< iN"—expI<oo,
a =sup{d € N, (0,0,...,0,d) ¢ expI} < 400 et (0,0,...,,0,a+1) €expl .

Nous allons d’abord montrer que J = {¢, i =1:--s, g; € k[X,]} se réduit & un
seul élément 1o et que degg;, = @+ 1 . En effet, exp] = Uj=1...sexpg; + N™ . 1l
existe donc ¢ € 1---s tel que (0,0,...,0,a+ 1) € expg; + N™ . D’aprés L.1.1, i),
expg; < (0,...,a+ 1) et 'ordre étant I’ordre lexicographique, il existe § € N ,
B < a+1 tel que expg; = (0,...,0,8) et gi € k[X,] (1.4.1). J est donc # 0 .
Mais (g1,...,9s) étant une base standard minimale, J ne peut contenir plus d’un
élément 1o . Enfin, d’aprés la définition de o, > a+1,donc g =a+1.0na
donc in g;, = A, X211, Aiy, # 0, ce qui signifie précisément que degg;, = @+ 1 .

Enfin d’aprés 14.2, I N k[X,] = (gi,)k[Xn] . Si € = (€1,...,6a) € k"
est une racine du systéme (f1,...,ft) , € est une racine de tout f € I et en
particulier de g;, . Si donc aj,...,ax , (A > 1) sont les racines dans k de g, ,
&, coincide avec 'une de ces racines. Nous allons voir que Vi = 1--- A le systéme
posséde au moins une solution de la forme (§1,...,€n—1, ;) . Pour fixer les idées,
considérons a; . Soit k; = k(ay,...,ay) le corps des racines de g;, et soit T, lidéal
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de k1[X1,...,X,] engendré par I . D’aprés 1.2.5 et 1.4.2,0n a :
71 N kl[Xn] = (g,-o)lcl[Xn].

Soit maintenant ¢, : k1[X1,...,Xn] — k1[X1,...,Xn-1] le morphisme de
ki-algébres tel que ¢1(Xi) = X;,i=1---n—1,¢1(X,) = a1 et soit Iy = ¢1(I4) .
(C’est I'idéal engendré par (..., fi(X1,...,Xn-1,01),...) . Ona:

1< I‘gklkl[Xl,---,Xn—l]/Il < 00.
En effet, si ce rang était nul, il existerait h € Ty et I € ky[X1,...,X,] tel que :
1=~h +I(Xn - al).

Soit giy = Aipg(Xn — 01)™ + -+ (X — @)™ la décomposition de g;, en facteurs du
premier degré dans k1[Xy] et soit G, = ¢iy/Xn — @1 . On a Gy, = hGy, +1g;, €
Iy Nk1[Xn] = (9i,)k1[Xn] - Cest impossible.

D’autre part,
18 kk( X1y oy Xnl/I =18k, k1 [X1, ooy Xn) /11 > 1€ ke k1 [ X1y ooy X1 ]/ 11

En effet, ¢; induit une surjection des espaces vectoriels correspondants. I; satisfait
donc les mémes hypothéses que I . Connaissant un systéme de générateurs de cet
idéal, l’algorithme 1.3.8 nous permet de déterminer une base standard de cardinal
minimal de cet idéal et g1 € k1[X,_1] # O tel que :

I Nk1[Xn-1] = (gY)k1[X 1]
de sorte que si (&1,...,6n-1) € B vérifie f(f1,---,€n—1) =0,Vfel,
g (én—1) = 0 et &,_1 coincide avec une racine o2 de g . On détermine ainsi

successwement des corps k; , des idéaux I; C k;[Xj,. _,] des polyndmes
¢’ € kj|Xn_j] #0, des racines o/ *! € k; 4 deg’ ] —1 -n—1, tels que :

1) kj 41 soit le corps des racines de g .

2) I; est lidéal engendré par f(Xi,...,Xn-j,a’) , f € Ij_; dans
ki[X1,y..., Xn—j] .

3) 1< rgkjkj[Xl,...,Xn_j]/Ij < 00 .

4) I; N kj[Xn—j] = (¢7)k;[Xn—j] -
De sorte que :
1) Si (&1y.-bng) € K7 vérifie f(&1,...,6n—;) = 0, Vf € I, ,
97 (€n—j) =0. .

) {(£1s'--a§n—j) € En_J ’ f(fl,---,fn—j) = 0, Vf € I]} =
{(fl, vy €n—j) € B f(fl, .y€n—j,@?) = 0, Vf € I,_;} . Finalement,

(a®,...,a?, a1) est une racine de tout f € I et toute racine du systéme s obtlent
par ce procede

1.4. PROPOSITION. — Si 1 < rgk[Xy,...,X,]/I < oo , le systéme
(f1,- .-, ft) posséde un nombre fini s de solutions (sur k) et

1<s<rggk[Xi,...,Xn|/I=4N" —expl
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(Remarquer qu’ici, tout ordre vérifiant 1.1.1 convient pour calculer ce rang.)

Démonstration. — 1.3 entraine que 1<s<oo . Soit a; = (¢j1,...,a5s) €
k" ,j =1---s les solutions. Soit 8 : k[X1,...,X,] — &k  Papplication telle que
0(f) = (f(ar),-.. ,f(as)) . Elle se factorise au travers k[X7,..., X,]/T . Il suffit
donc de prouver que f est surjective. La démonstration se fait par récurrence sur
s .81 s =1, c’est évident. Supposons I’assertion vraie pour s < p — 1 . Soit
(A1,...,Ap) €K' Af € k[X1,..., Xn] tel que f(e1) = A1yeney flop_1) = Ap1 -
Puisque

apséal ,ail ’]-Sil <n y Opi; #alil

ap # ap—1 ydip1 ,1<1, 1< n s Opi,_y # Ap—14,_ -

Soit u(X1,...,Xn) = (Xi; — @14,) - (Xi,_, — @p—14,_,) - Il existe ¢ € k tel que
0(f +cu) = (A1,...,Ap) . Soit7,1<i<p-—-1,

freu(es) =X + elaqi, —ani,) e (owipy, — @po1i,_,) = A
fteu(ap)=flap) +elopi, — a1iy) + (@pip_y — Cp—1i,_) = fop) + cpp,pu # 0.

1l existe donc ¢ € k tel que f(ap) +cu =X, .

1.5. EXEMPLE . —

fi= X2+ X1 Xz +2X1 + Xo — 1 i
fo=X2—X2+3X1+2X;—-1 e o o oA
in fy = X2, in fo = X? e oo Ap=0
fiSfa=fi—-fa=X1Xo - X1+ X3 - X, 5 | : : :
fiSfaR{fi,fo} =X1Xo - X1+ X} -Xa=f3 1b 0o 4 e o e
in f3 = X1 X ———e

12 1

z2 T

f1Sf2R{f1, f2,fa} =0 L o oo oA
f1Sfa=Xafi—X1fs = X3 +3X1 X2+ X5~ X $t e e e Ap=0
fiSfa=fi+2fs— X3 +1 11 ©Asg
f1SfaR{f1, f2, fa} = X3 + 1= f4 . e e
infg = —X3 ' —e

12 T
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2 T
f1SfaR{f1, f2, fa, fa} =0 R 'AAL@
f1SfsR{f1, f2, fa,fa} =0 : : ‘: : : : 023_
fle4:—X§f1_X]2.f4: 3 ¢ o o o OA4
1= (X2 +3X2+2)fs— (X2 + X2+ 1)fs Ll . ..
f1SfaR{f1,f2,f3,fa} =0 — e N
foSfa=—-Xof1i —Xifs=fi+ (X2 —2)fs— fa 12 zi

f2SfaR{f1,f2,f3,fa} =0
foSfa=—X2fs— X2fa=
~fi+(BX2+2)fa+ (X2 + X2+ 1)f4

f2SfaR{f1,f2,f3,fa} =0
faSfa=—Xofs —X1fa= fa+ Xafs
faSfaR{f1,f2,fs,fa} =0

(f1, fa, fa) est donc une base standard minimale de I .

INk[X,] = (=X2 + 1)k[X.).
Les racines de —X2 + 1 sont 1 et —1 .
Le systéme posséde des solutions de la forme (¢,1) et (¢,-1) .
Pour celles du ler type,
I = (f1(X1,1), £2(X1,1))k[X1] = (X? + 3X1)k[X]
X2 43X, posséde 0 et —3 comme racines.

Pour celles du 2éme type,
Iy = (f1(X1,-1), f2(X1, —1)) k[ X,
= ((XT + X1 - 2),(X] + 3X1 — 4))k[X1] = (X1 — 1)k[X4]
X1 — 1 posséde 1 comme racine.

Les racines du systéme sont donc (0,1) , (—3,1) et (1,-1) .
N? —exp I = ((0,0),(0,1),(1,0)) et tN? —expI =3
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2. Ensembles et variétés algébriques dans I’espace affine

Soit k un corps, k une cléture algébrique de k .

2.1. DEFINITION . — L’espace affine & n dimensions sur k (noté AZ ou

A™ quand aucune confusion n’est possible) est ensemblistement k" .

2.1.1. — Si f € k[X1,...,X,] ,onnote V(f) = {z €k, f(z) =0}.

2.1.2. — Si T C k[X1,...,Xn] ,onnote V(T) = {c € k", f(z) =0,
Vf € T} . Si I (resp. I) est I'idéal engendré par T dans k[X1,...,X,] , (resp.
k[X1,...,Xn]), on a évidemment V(T) =V (I) = V(1) .

Puisque k[X},..., Xy] est noethérien (1.2.3.3), VT' C k[X},...,X,],

Af1,. s fe € k[ X1, ..., Xp] tel que V(T) = V(f1)N---NV(f,) . V(T) est ’ensemble
des solutions du systéme (f1,..., fs) -

2.2. DEFINITION . — Y C A% est appelé k-sous ensemble algébrique de
AZ si et seulement si 3T C k[X1,...,X,] tel que Y = V(T) .

2.3. LEMME . — SiY  etY, C A% sont 2 k-sous ensembles algébriques
de A% , il en est de méme pour Y; UY5 .

Si (Ya)aea est une famille de k-sous ensembles algébriques de AL, il en est
de méme pour NpcaYq -

0 et A% sont des k-sous ensembles algébriques de A% .

Démonstration. — Soit I; , ¢+ = 1,2 , un idéal de k[Xy,...,X,] tel que
Y; = V(I;) et soit I;.I; I'idéal de k[X1,..., X,] engendré par f1.f2 oit f; € I; . On
aY1UY, =V(1.I;) . Eneffet,size€ Yy ,Vfel, f(z) =0, donc Vf € I,.1, ,
f(.’l:) =0et Y] C V(IlIz) .

Réciproquement, siz € V(I1.I;) et siz ¢ Y1 , 3fy € I , fi(z) # 0 .
Vfz € Iy, fif2(z) = fi(z)f2(z) = 0; donc fa(z) =0 et z € Yo et V(I1.I;) C
YuY,y.

Si Yo = V(Ia) , 1o idéal de k[X1,...,Xs] , NacaYa = V(2 cqla) ol
3" I est l'idéal de k[X1,..., X,] engendré par {f, f € I} .

0=V(1),AL=V(0).

2.4. DEFINITION. — La topologie de A% dont les fermés sont les k-
(respjc_) sous-ensembles algébriques de A% est appelée la k-topologie de Zariski
(resp. la topologie de Zariski) de A% .
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2.4.1. EXEMPLE . — Les fermés pour la topologie de Zariski de A% sont
les ensembles finis de points, @ et A% .

2.5. DEFINITION. — Un sous-ensembleY non vide d’un espace topologi-
que X est dit trréductible si VY,,Y; fermés dansY , Y, #Y et Y = YUY,
impliquent Y =Y .

2.5.1. EXEMPLE . — A% muni de la k-topologie de Zariski (resp. de la
topologie de Zariski) est irréductible.

2.5.2. REMARQUE .— Tout ouvert # @ dans un espace topologique
irréductible est dense. Soit {1 # Petsoit Y] =X —-QNetYy,=0,Y; # X et
X=Y1UY2 .DOHCYzZQZX.

L’intersection de 2 ouverts non vides d’un espace topologique irréductible

est un ouvert non vide.

2.6. DEFINITION. — Y C AZ est appelé k-variété algébrique affine
(resp. variété algébrique affine) si c’est un fermé irréductible de A% pour la k-
topologie de Zariski (resp. pour la topologie de Zariski).

2.6.1. REMARQUE . — Une k-variété algébrique affine n’est pas nécessai-
rement une variété algébrique affine. Par exemple dans Aé , {1, —1} est un fermé
R-irréductible mais pas C-irréductible.

2.7. DEFINITION. — SiY est un sous-ensemble de A% , on pose
It(Y) = {f € k[X1,..., Xx], f(z) =0,Vz € Y }.
On écrira parfois I(Y') au lieu de I(Y') . Ix(Y') est un idéal de k[X{,...,X,] .

2.8. LEMME . —
1) Iy CI, > V(I1) D) V(Iz),'

ii) SiY et Y, sont des sous-ensembles de A% ,
YiCY; => Ik(Yl) D Ik(Yz).

iii) Si I est un idéal de k[X1,...,X,] , VI C It(V(I));

iv) Pour tout sous-ensembleY C A2, V(Ix(Y)) est I'adhérence de Y pour
la k-topologie de Zariski.

Démonstration. — 1), 1), #1%) sont clairs.

D’autre part, Y C V(Ix(Y)) = Y C V(Ix(Y)) . Soit maintenant Z un
k-fermé contenant ¥ . On va montrer que Z D V(Ix(Y)) . En effet Z = V(I)
ot I est un idéal de k[X1,...,X,] . Puisque V(I) D Y , It(V(I)) C Ix(Y) . Or
ICI(V(I)) . Donc I C Ix(Y) et V(I) = Z D V(Ix(Y)) .
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2.9. PROPOSITION. — Y un k-sous ensemble algébrique de A% est

une k-variété algébrique affine si et seulement si Ix(Y) est un idéal premier de
k[X1,...,Xn] .

Démonstration. — Supposons Y fermé irréductible pour la k-topologie de
Zariski de AL et soit f; , ¢+ = 1,2, f; € k[X1,...,Xy] tel que fifs € I(Y) et
fi ¢ I(Y) . Soit W; = V(f;), + = 1.2 . Ce sont des k-fermés et W, U W, =
V(fife) DV(Ix(Y)) =Y .OnadoncY = (YNW)u(Y NW,) .OrWinNY £Y .
En effet, f1 ¢ Ix(Y) et il existe z € Y tel que fi1(z) # 0 . Y étant k-irréductible
et Y NW; étant k-fermés, Y =Y NW; . Alors Y C Wy =V (f3) et fo € It(Y) .

Réciproquement, supposons Ix(Y') premier et soit Y7 , Y2 des k-fermés tels
que Y #Y; et Y=Y UY3 . Alors I (Y) D I(Y1) - Ix(Y2) . Puisque Y D Y; , Y #Yy ,
I(Y) C Ix(Y1) et I(Y) # I(Y1) (sinon Y = V(Ix(Y)) = Y71 = V(Ix(Y7)) . 1l
existe alors f; € Ik(Yl) , f1 ¢ Ik(Y) .Vfy € Ik(Yz) , fife € Ik(Y) . Ik(Y) étant
premier, fa € Ix(Y') . Ainsi Ix(Y2) C Ir(Y) et V(Ix(Y2)) = Y2 D V((Ix(Y)) =Y .
Donc Yo =Y .

2.10. DEFINITION. — Un espace topologique X est dit noethérien si
pour toute suite décroissante de fermés Yy D Y2 D - DY, DY,y1 D -+, il existe
rtelqueY, ==Y, 4 py=---,Vk2>0.

2.11. EXEMPLE . — A% muni de la k-topologie de Zariski est un espace
topologique noethérien. En effet, si Y1 D ¥ D «-- D Y,--- |, It(Y1) C --- C
I(Yy) € Ix(Yeg1) - o I = Uile(Y1) est un idéal de k[X4,...,X,] . Il est
donc engendré par un nombre fini d’éléments fi,...,f, (1.2.3.3). Soit r tel que
fiel(Yy),i=1--s, I=L(Y)=-=L)=--- ,VI>r.

2.12. THEOREME. — Soit X un espace topologique noethérien et Y
un fermé de X non vide. Il existe Yi,...,Y, des fermés irréductibles tels que

Y =Y, U-.-UY, . Cette décomposition est unique (& I’ordre prés des Y;) si
Vi=1---r,Y; n’est pas contenu dans U;;Y; . On dit que la décomposition est
irrédondante.

Démonstration. — Supposons qu’il existe un fermé Y qui ne posséde pas
une telle décomposition. Y est nécessairement réductible. On peut donc écrire
Y =Y UY; ol Y; sont des fermés de X différents de Y . Y7 et Y2 ne peuvent
tous les deux s’exprimer comme union finie de fermés irréductibles. Si I’assertion
d’existence était fausse pour Y , nous pourrions donc construire Y/ C Y ,Y' # 0,
Y’ # Y un fermé pour lequel ’assertion d’existence serait également fausse. On
obtiendrait ainsi une suite de fermés strictement décroissante. C’est impossible.

Supposons maintenant que ¥ = Yy U -+ UY, = Y{ U ..-Y/ soient
2 décompositions irrédondantes en fermés irréductibles. Y; étant irréductible,
puisque Y; = (U,'YJ-’) nYy; = U,-Yj’ﬂ Y; , il existe j tel que Yj’ﬂY,' =Y, etY; C YJ-' .
On définit donc ainsi une application 7: {1---7} — {1---7'} telle que ¥; C T’(i) .

Ainsi Y C Uiz1..rY],y et sij' ¢ Imr , Y]} C Upz;rYy, . Cette décomposition
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étant irrédondante, 7 est donc surjective et v’ < r . Symétriquement r < r’ et 7 est
une permutation de 1---r . De la méme facon,il existe aussi 7’ une permutation de
1---r telle que Y]-' C Y5y - Ainsi, ¥; C Yyror() - S'il existe ¢, tel que 7/07(7) # ¢,
Y: C U;jY; . Clest impossible et 7' o 7 = Id . Finalement, Y; C Y,r'(i) CY; et
Yi=Y -

2.12.1. REMARQUE . — Pour vérifier que la décomposition est irrédon-
dante, il faut et il suffit de vérifier que Y; £ Y; sit # 7 ,¢,5 =1.-.r . En effet,
siY =Yy U-.-UY, était rédondante, il existerait ¢ tel que Y; C U;»;Y; . Or
Yi = Uj»Y; NY; . Y; étant irréductible, il existe j # ¢ tel que Y;NY; =Y, et
Y;CY;.

2.13. DEFINITION. —  Les Y; irréductibles apparaissant dans une
décomposition irrédondante Y = Y{ U---UY, d’un fermé Y sont appelés les
composantes irréductibles de Y .

2.13.1. DEFINITION. — SiY est un k-(resp. k) sous-ensemble algébri-
que de A% , # 0, ses composantes irréductibles pour la k-topologie de Zariski
(resp. la topologie de Zariski) de A% sont appelées ses k-composantes irréductibles
(resp. ses composantes irréductibles géométriques).

2.14. DEFINITION. — S8iY est une k-variété algébrique affine et si K
est le corps des fractions de k[Xy,...,Xy|/Ix(Y) , on appelle k-dimension de Y le
degré de transcendance de K surk .

2.14.1. DEFINITION. — 8i Y est un k-sous ensemble algébrique de
AZ,# B etsiY = Y U- - .UY, est sa décomposition en k-composantes irréductibles,
la k-dimension de Y est le maximum des k-dimensions des Y; , 1t =1---r .

La k-dimension d’un k-sous ensemble algébrique Y de A% est aussi appelée
sa dimenston géométrique .

2.14.2. REMARQUE . — Nous montrerons plus loin que la k- dimension
d’un k-sous ensemble algébrique Y est un entier fini et qu’elle coincice avec la
dimension géométrique de Y vu comme un k-sous ensemble algébrique.
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3. Des résultats de finitude. Notion d’élément entier

Dans ce paragraphe, B est un anneau commutatif unitaire noethérien et A
une B-algébre commutative avec unité de type fint sur B .

3.1. DEFINITION. — Soit f € A . On dit que f est entier sur B , s’il
existe g1,...,9s € B tel que
ol ™+ +g,=0 ()
(%) est appelée une relation de dépendance intégrale de f sur B .

On dit que A est entier sur B si tout f de A est entier sur B .

3.2. LEMME. — Soit f € A . Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est entier sur B .

ii) B[f] (Ia sous B-algébre de A engendrée par f) est un B- module de type

fini.

Démonstration. —

) = 1) : si f est entier sur B et si f*+¢1f* ' +---4+g, =0, est une
relation de dépendance intégrale, 1, f,..., f®~1 est un systéme de générateurs de

B|f| en tant que B-module.

t1) = 1) : soit ey,...,e, € B[f] engendrant B[f] en tant que B-module.
Puisque fe; € B|f] , il existe A;; € B tels que fe; = z:j Aije; . On obtient donc
dans B[f] n relations

(A1 — fe +--4+ Ainen =0

Anie1 + An2ez  +---+ (Ann - f)en =0.
Soit
Ai—f A2 RED VP
6§ = det : ; 6 € B[f].
Anl An.2 "')‘nn_f
De ces relations, on déduit que ée; = 0, ¢+ = 1---n . Il en résulte que
6 B[f] = 0 . En particulier, puisque 1 € B[f], §-1 =6 = 0. C’est la relation de
dépendance intégrale cherchée.
3.2.1. PROPOSITION. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) A est entier sur B .
ii) A est un B-module de type fini.
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Démonstration. —

1) = ¢1) : A étant une B-algébre de type fini, soit fy,..., f, un systéme de
générateurs de A en tant que B- algébre. La démonstration est par récurrence
sur n . Sin = 1, c’est le lemme 3.2. Supposons maintenant que si A’ =

Blg1s...,gn—1] et si A’ est entier sur B , A’ est un B-module de type fini. Alors
A1 = B[f1,..., fa—1] est un B-module de type fini. Mais A = A4[f,], et f, entier
sur B est a fortiori entier sur A; . Donc (3.2), A est un A;-module de type fini.
Ay étant lui-méme un B-module de type fini, A ’est aussi.

1) = 1) : soit f € A, et soit Ay = B[f] . D’aprés 3.2, il suffit de montrer
que A; est un B-module de type fini. Mais A; est un sous B-module de A qui est
un B-module de type fini et B est noethérien. La conclusion suit alors du lemme
suivant :

3.2.2. LEMME. — Si B est un anneau noethérien et si N est un sous
B-module de M , un B-module de type fini, N est un B- module de type fini.

Démonstration. — 1l suffit de montrer le lemme si M est un B-module
libre de type fini B® . En effet, si M est un B-module de type fini, il existe un
homomorphisme surjectif ¢ : B® — M . ¢~1(N) est un sous B-module de B® . Si
e1,---,ex engendrent ¢~ 1(N) , ¢(e1),...,d(ex) engendrent N .

La démonstration est maintenant par récurrence sur s. Si s = 1, ¢’est vrai,
car tout idéal de B noethérien admet un nombre fini de générateurs.

Soit maintenant 7 : B® — B*~1 | m(Ay,...,As) = (A1,..., A1) .

Par hypothése, 7(NN) est un B-module de type fini. Il existe donc ey, ...,
e: € N tels que 7(e1),...,m(e:) engendrent 7(N) . D’autre part, kerm étant
isomorphe a B , N Nker 7 est également engendré par un nombre fini d’éléments
fi,-..,fy € N . Soit maintenant f € N . Il existe Ay,..., s € B tels que
7(f) = Mm(e1)+- - -+Aem(es) , f—Y_ Aie; € NNker 7; il existe donc uy,...,uy € B
telsque : f— ) Aies = pu;f; .

3.3. PROPOSITION. — L’ensemble des éléments de A entiers sur B est
une sous-algébre de A appelée la cléture intégrale de B dans A .

Démonstration. — Soit f et g des éléments de A entierssur B . C = B|f,4d]
est une B-algébre de type fini. Il suffit donc d’aprés 3.2.1 de montrer que C est un
B-module de type fini puisqu’alors tout élément de C en particulier f +g¢ , fg est
entier sur B . Or f est entier sur B; B(f] est donc un B-module de type fini. g
est entier sur B; a fortiori g est entier sur B[f] et B[f,g] = C est un B|f] module
de type fini. C est donc un B-module de type fini.

3.4. PROPOSITION. — Soit k un corps, k[X]| I’'anneau de polynémes a
une indéterminée sur k . Soit k(X) le corps des fractions de k{X] . Si f € k(X) est
entier sur k| X], f € k| X] .

Démonstration. — 1l existe u,v € k[X] ayant 1 comme PGCD tels que
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f=ufv.Soit f*+g;f*1+..-4+9,=0,9,€k[X], {=1--5 une relation de
dépendance intégrale de f sur k[X] . On en déduit

u® +grvu’ . 4 g =0.
v divise donc u° dans k[X] . Or il existe a,b € k[X] tels que
1= au+ bv.

Puisque v®*~! = qu® + bu®"1lv , v divise donc aussi u®*~! . Finalement. v divise 1 .
’ b

C’est que v € k et f € k[X] .
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4. Les avatars d’un théoréme d’existence
Soit k un corps, k une cléture algébrique de k et I un idéal de k[X7,..., X,] .
4.1. LEMME. — SiI # (1), I est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. — Ou bien I est maximal, ou bien non. Alors, il existe
unidéal Iy DI, I # 1, I # (1) . Si I lui-méme n’était pas maximal, il
existerait un idéal Iy D Iy , Iy # Iy, Iy # (1) etc--- . Si on ne rencontrait jamais
d’idéal maximal, on construirait par ce procédé une suite d’idéaux I; strictement
croissante. Mais k[X},...,Xy,] étant noethérien, I = U;I; est un idéal engendré

par un nombre fini d’éléments fi,...,fs . Soit r tel que f; € I, , 1 = 1---5 ,
I=1 =I43 =---.C’est impossible.

4.2. PROPOSITION. — S8i M est un idéal maximal de k[X},...,X,] ,
on a:

1 <rgrk[X1,...,Xn]/M < +o0.

Démonstration. — Puisque M est maximal, 1¢ M et k(X,...,X,]/M #0.
Son rang sur k est donc > 1.

Pour montrer que ce rang est fini, nous allons procéder par récurrence sur n .

Sin =1, M est un idéal principal (g) . g # O car (0) n’est pas un idéal
maximal de k[X;] . Si d est le degré de g , 1, X7, ... ,Xf_l est alors une k-base de
k[X1]/(g) (division).

Supposons donc I’assertion vraie pour n —1 . Soit J = M N k[X;] . J est
un idéal principal (g) .

Sig#0,degg =d>1.En effet, si degg =0, Ic € k, ¢ # 0 tel que
ceJ CMetle M, cequiest impossible. k[X;]/(g) est donc un espace vectoriel
de rang d sur k .

De plus J est un idéal premier. En effet, si h1hy € J et si hy ¢ J , puisque
hi€ klX1],1i=1,2,h1 ¢ M .Or hjhy € M. M étant maximal, est premier et
ha € M Nk[Xh]=J.

C’est en fait un idéal maximal. En effet soit J' un idéal de k[X,],J' D J ,
J' # (1) . J' est un idéal principal (¢') . Puisque g € J’ , il existe f € k[X/] tel
que g = fg' . Puisque J est premier, si ¢’ ¢ J c’est que f € J . Mais alors, il existe
f' € k[X,] tel que f = f'g . Donc g = f'gg’ dans k[X;] . Alors f'¢g’ =1 . ¢’ se
réduit donc 3 une constante non nulle de k et J' = (1) . Or J’ # (1) . C’est donc
que ¢’ € J et J' C J . k[X,]/J est donc un corps k' extension de degré d > 1 de
k.
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La surjection canonique k[X7y,...,Xp] — k[X1,...,Xn]/M se factorise en
un k-morphisme surjectif :

v k[ X1, 0, Xnl/(9) B[ X1, .., Xn] & K[ X4,...,Xa]/M.
Or k[X1,...,Xa]l/(9) k[X1,...,Xa| = K[Xa,...,Xa] . k[X1,...,X,]/M est
donc k-isomorphe & k'[X3,...,X,]/kery . M étant maximal, k[X;,...,X,]/M
est un corps, de méme k'[X5,...,X,]/kery et kery est un idéal maximal.
Appliquant alors I’hypothése de récurrence a k'[X,,...,X,] et ker~y , il vient

rgr k[X1,...,Xn]/M < 400 . k' étant une extension de degré fini de k , il en
résulte que rg xk[X1,...,Xn|/M < 400 .

Si maintenant g = 0 , ’application naturelle ¢ : k[X;] — k[X1,...,X,]/M
est injective et k[X3,...,X,]/M étant un corps, elle s’étend & k(X;) le corps des
fractions de k[X;] . Nous avons alors un diagramme commutatif :

k— kX1 -2 k[X1,...,X./M

| /¢ T¥
k(Xl) — k(Xl)[Xz,...,Xn]
ott Y( uaX$? - X2n) = Y d(ua)(c! Xomod M)*2 ... (cl X,mod M)*» . Comme
ci-dessus, 1 étant surjective, k[Xi,...,Xn]/M =~ k(X1)[X2,...,X,]/kert) et
ker ¢ est un idéal maximal. Appliquant maintenant ’hypothése de récurrence a
k(X1)[Xa2,...,Xn] et kery , nous obtenons que k[X1,...,X,]/M est un k(X;)-
espace vectoriel de rang fini. Il résulte alors de 3.2.1 que pour tout + = 1...n
X; = clX;mod M vérifie une relation de dépendance intégrale sur k(X;) .

=58 {F8i—1
Xi' +91X;

’

+...+g§'_ =0 , g;Ek(Xl),j——‘l--'si.

Réduisant & un méme dénominateur v € k[X;] ,v # 0 les g;: ,t=1---n

’

J=1--58; ,ondétermineu;Gk[Xl], t=1---n,j=1---5; tels que

—s UL —si— ul
X:_*._le 1+...+A=0
v v
et

(X)% +uf(vX)% T e ujy T X)) % T e ub v T =0
vX; est donc entier sur k[X;], i=1---n.

Or ’ensemble des éléments de k[X1i,...,Xn|/M entiers sur k[X;| est
une sous-algébre de k[Xi,...,Xn]/M (3.3). Par suite, Va = (ay,...,a,) € N?,
v'al_)?‘:l .. -Yz" est entier sur k[X]| . Plus généralement, v appartenant a k[X,],
si f € k[X1,...,Xn], f # 0 est un polynéme de degré d , vef(X1,...,Xn) est
entier sur k[X;] . Pour tout h € k(X1) , h # 0, il existe donc un entier d dépendant
de h tel que v@@(h) est entier sur k[X;] . ¢ étant injective, v®h est également entier
sur k[X1] , donc appartient & k[X1] (3.4). Il existe donc u € k[X;], h = u/v%.On
pourrait donc écrire tout h € k(X;) avec une puissance de v comme dénominateur.

C’est absurde. C’est donc que le cas g = 0 est impossible.

4.3. THEOREME. — Soit I un idéal de k[Xi,...,Xn] , # (1) . Alors
V(I) est non vide.
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Démonstration. — Puisque I # (1) , I est contenu dans un idéal maximal
M (4.1) et V(M) C V(I) . De 4.2 et 1.4, il résulte que V(M) est un ensemble fini
non vide.

4.4. COROLLAIRE. — Si M est un idéal maximal de k[X1,..., X5, il
existez; €k, 1 =1---n tels que M = (X1 — z1,..., X5 — z,) .

Démonstration. — V(M) étant un ensemble non vide (4.3; 1.4) soit z €
o,z = (Z1y.-.52Zn) , 2 € V(M) . Vf € M, f(z) = 0. Alors f €
(X1 — z1,...,Xn — zn) (Formule de Taylor). Donc M C (X1 — z1,...,Xn — z,)
et M étant maximal, on a 1’égalité.

4.5. THEOREME (Théoréme des zéros de Hilbert ). —  Soit I un idéal
de k[X1,...,Xn], VI = I(V(I)) .

Démonstration. — On a déja vu (2.8.iii) que v/I C Ix(V (I)) . Considérons
maintenant f € Ix(V(I)) . Soit J I'idéal de k[X1,...,Xp,T| engendré par I et
1-Tf.V(J) =0 .Eneffet si z = (z1,...,2p,t) € ' est dans V() ,
g(z1,...,zn) = 0, Vg € I . Donc zi,...,z, € V(I) , f(z1,...,2p) = O et
1—-tf(z1,...,2n) = 1. De 4.3, on déduit donc que 1 € J . Soit f1,...,fs un
systéme de générateurs de I . Il existe donc hy,...,hs , h € k[X1,...,Xp, T] tels
que

1=hifi+ 4+ hofs + (1 = Tf).

Substituant 1/f(X1,...,X,) & T dans cette relation et chassant les dénominateurs,
on détermine un entier p tel que fP € 1.

4.6. COROLLAIRE. — SiI est un idéal de k[X},...,X,] # (1) , il existe
Pis...,Pr des idéaux premiers de k[X1,...,X,] tels que /I = P N---N P, . Cette
décomposition est unique (3 Pordre prés des P;) siVi = 1---r, P; ne contient pas
N;%iP; . On dit que la décomposition est irrédondante.

Démonstration. — Soit V(I) = Y; U---UY, la décomposition de V(I) en
ses k-composantes irréductibles (2.13.1). On a :

(V) =Ik(Y1U:---UY,) = Ik(Yl) NN Ie(Yy).

Or (4.5), VI = Ix(V(I)) . D’autre part (2.9), Ix(Y;) est un idéal premier de
k[X1,...,X5] .

Si maintenant VI = P, N--- N P est une décomposition irrédondante de

VT en idéaux premiers
V(D =VVI)=V(Pin---0NPa)=V(P)U---UV(Pn).

En effet, Py--+ P C NjPj et V(P Pu) = UV(P) D V(PLN---N P) (2.3).
D’autre part, N;P; C P, et V(N; %) DV(P), Vi=1---1r".

Or (4.5; 2.9), P = /P, = It(V(P;)) étant un idéal premier, V (P;) est un
k-fermé irréductible. La décomposition ainsi obtenue est irrédondante. Sinon il
existerait 1 € 1--- ' tel que

V(P) C UiV (P) = V(N2 F5)
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et
Ik(V(Pt)) = \/Ei =FD Ik(V(n];ﬁPJ)) D) n];ﬁzpj

, . . .
On a donc r' = r et & permutation prés des indices, on peut supposer que

V(P) =Yiet Pi=I(Y3) .
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5. La notion de variables commodes
Soit k un corps et I un idéal de k[X;,...,X,] .

5.1. DEFINITION. — Soit f € k[X1,...,Xp], f # 0. On désigne par
gr f la partie homogéne de plus haut degré de f . Si I # (0) , grI est I’idéal de
k{X1,...,Xn) engendré par {gr f , f€ I, f #0}

5.1.1. REMARQUE. — Soit k[X4,...,X,|s 'ensemble des polynémes ho-
mogeénes de degré s

grl =P erInk|Xy,...,Xn..
s€eN

SiFegrInk[Xy1,...,Xnls, F#0,il existe f € I de degré s tel que F =grf .

5.2. DEFINITION. — Soit I un idéal de k[Xi,...,Xy]; on dit que les
variables X, ..., X, sont commodes pour I , ou bien si I = (0) ou bien si I # (0)
et s’il existe un entierd , 0 < d < n tel que:

i) lapplication canonique ¢ : k[Xn_gy1,...,Xn] — k[X1,...,X,]/gr I est
injective.

ii) ¢ fait de k[X,...,X,]/gr I une k[Xy_4+1,...,X,]-algébre entiére.

(Si d = 0, la condition i) signifie que 1 ¢ grI , la condition ii) que
k[X1,...,Xn]/gr 1 est un k-espace vectoriel de rang fini (3.2.1).)

5.3. PROPOSITION. — Si les variables X1,...,X, sont commodes pour
I#(0):

i) Papplication canonique ¢ : k[Xn_g41,...,Xn] — k[X1,...,X5]/I est
injective.

ii) ¢ fait de k[X1,...,Xp]/I une k[Xn—441,...,Xn|-algébre entiére.

Démonstration. — Montrons d’abord 7) . Soit f € k{X,_g41,...,X,] , tel
que ¢(f) =0 . Alors fe I .Sif#0,grf €grInNk[Xn_dt+1,...,Xn] . Donc
Y¥(gr f) = 0 et gr f = 0. Contradiction.

Montrons maintenant iz) . D’aprés 3.2.1, il suffit de montrer que
k[X1,...,Xn]/I est un k[{Xpn_q41,...,Xn|-module de type fini. Or toujours
d’aprés 3.2.1, k[X1,...,X,]/gr I est un k[Xn_4+1,...,Xn]-module de type fini.
Soit hy,...,hy € k[X1,...,Xpn] tels que (...,H; = clhymodgrl,...) soit un

systéme de générateurs de k[X1,...,Xn]/gr I comme k[Xp_4+1,...,Xn]-module.
Posons h; = ZaeNhia ol hig € k[X1,...,Xnla - (.- sHia = clhiomod
grl,...) est encore un systéme de générateurs de k[X4y,...,X,|/grI en tant que
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k[Xn_d+1,...,Xn]-module. En effet, soit p € k[X}y,...,X,] un polynéme ho-
mogéne de degré 6 . Il existe p; € k[Xpn_g+1,...,Xn], 1 =1:--u , tels que

p— Zpihi cgrl.

D’aprés 5.1.1, la composante homogéne de degré 6 appartient aussi & grl et si

-~

Montrons maintenant que (...,hia = clhigmodl,...) est un systéme
de générateurs de k[X4,...,Xn]/I comme k[Xp_g4+1,...,Xn]-module. Soit ¢ €
k[X1,...,Xn], ¢ # 0. Soit 0 le degré de ¢ . Il existe gio € k[Xpn—d+1,...,Xn] tels
que

g— ) giahia €grl.

Soit gia = EﬁeN Jiap ou giap € k[Xn—d+la “ee aXn]ﬁ .

D’aprés 5.1.1, la composante homogéne de degré 0 de ¢ — ) giahin appar-
tient encore & gr I et c’est grq — Y Giad—ahia €t si elle n’est pas nulle, il existe
gel, g#0,dedegré g tel que :

grq — Z gia&—ahia =grg.
o

Dans le premier cas, soit :
91— 49— Zgiaﬂ—ahia-
[ ]
Dans le deuxiéme cas, soit :
q1 =q— Z giaO—ahia - 4g.
[ 4

Dans les deux cas, gmod I = qymod I + ) gias—chia et siq1 #0, degq, < 0 .

Si ¢ = 0, gmodI est donc combinaison linéaire a coefficients dans
k[ Xn—d+1,---,Xn] des hiq .

Si g1 # 0, on recommence la méme construction. On détermine ¢q; €
k[X1,...,Xn] et si g2 # 0, degga < degqy . La suite des degrés d’une suite
de polynémes ne pouvant décroitre indéfiniment, il existe ¢ tel que ¢; = 0 et
’assertion est démontrée.

5.3.1. EXEMPLE. — Si les variables Xy,...,X, satisfont ¢) et i7) de 5.3
elles ne sont pas nécessairement commodes. Soit n =2 et I = X; — X2 ,

¢ : k[X3]) — k[X1,X2]/ X1 — X% est un isomorphisme.
¥ : k[X3] — k[X1, X2}/ X2 n’est pas injective.
5.4. PROPOSITION. — Soit I un idéal homogéne de k[X1,...,X,] # (1) .

Soit H; =V (X;), t =1---n . Soit d un entier tel que 0 < d < n . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) k[X1,...,Xn]/I est une k|Xn—_d+1,...,Xn|-algébre entiére.
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i) V()N Hp_g41N---NH,=0.

Démonstration. —

¢) = 1) : Puisque I # (1) et engendré par des polyndmes homogénes,
I ¢ (X1,...,Xn) . Alors 0 € V(I) N Hp—g41 N --- N H, . Soit maintenant
z = (Z1,---3%n-d,0,...,0) € V(I) N Hp—g41 N ---N H, C k" ol k est une
cléture algébrique de k . Soit 5 , 1 < 5 < n — d . Ecrivons une relation
de dépendance intégrale de X;modI = _Xj sur k[ Xpn_d+1,...,Xn| . Il existe
gi € k[Xn—dt1,-..,Xn], 1 =1--5 tels que :

X;+91X;'1+---+gseI.

I étant un idéal homogéne, la composante homogéne de degré s de cet élément
appartient aussi & I . Si G; est la composante homogéne de degré ¢ de g; , on a
donc ‘

XI+GiX; '+ +G €L

Puisque z € V(I) , z; + G‘l(O,...,O):c;?'1 + -+ + G4(0,...,0) = 0 . Mais

G:(0,...,0)=0,2=1---setz; =0,5=1--n—d.Alorsz=0.

i) > V) NHa_gp N -NHy =V({I + (Xn_ds1,...,Xn)) =0 (2.3).
Ix(0) = (X15+ ., Xn) = (VI + (Xn—dt1,-- > Xn)) = VI + (Xn—dt1s---, Xn)
(4.5). Pour tout 5, 1 < j < n-—d, il existe donc p(5) € N tel que :

X;(]) el+ (Xn—d+1, ces ,Xn).

Soit t = (n — d)maxj—1..n-gp(s) ; sier + -+ an_g >t , 35, o > p(j) et
Xpre Xt €T+ (Xnedg1ye e Xn) -

n
Montrons que (...,cl X5 -+ X "2*mod I,...)a, ++a,_s<t €5t un systéme

de générateurs de k[X},...,X,]/I comme k[X,_4+1,...,Xp]-module.

En effet, soit X{* .- X "¢ X modt' --- X&» un monéme quelconque. Si
ay + -+ an—ag < t, sa classe modulo I est bien dans le k[{X,_a41,...,X,]-
module engendré par les éléments indiqués.

Siay+ -+ anag>t,il existeg e Iet Hi € k[Xy,...,Xpn], 1 =
n—d+1,...,n tels que :

(%) Xpte Xorot =g+ Z H;X;.
i=n—d+1,..,n

Mais I étant un idéal homogéne,’la composante homogéne de degré a;+- -+ an_g
de g appartient aussi & I , de sorte que dans () , on peut supposer g homogéne
de degré a3y + -+ ap-qg et Hi , ¢t = n—d+1,...,n homogéne de degré
aj+-+ -+ ap—q—1 (en les variables X1,...,X,) . Alors cl X7 -- -X:f_;"modI =
Ei:n—d+1,...,n X;cl Himod I . Soit Xf‘ ---Xz" un mondme figurant dans H; .

01+ +0p-ag<b01+--+bp=ar+ - +anq—1.
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On reprend la méme construction avec les nouveaux monémes qui apparaissent
puis on applique 3.2.1.

5.5. REMARQUE . — Sous les hypothéses de 5.4, V) , 1 < j<n-d,
da; , aj € N, a; > 1, tel que X;" € inl , pour l'ordre diagonal ainsi
que pour ’ordre lexicographique inverse. En effet, soit X ;+Gi1X ;_1 +--+ G,
Pélément de I construit dans 5.4. ¢) = 1¢) . Puisque G; est homogéne de degré ¢
en Xpn—d+1,---,Xn , in(X; + G1X;_1 ot G, = X3 .

5.6. REMARQUE .— Soit k' une extension de k . Soit I’ I'idéal de
kK'[X1,...,Xy] engendré par I . Si les variables Xj,..., X, sont commodes pour
I, elles le sont aussi pour I’ .

Démonstration. — De 1.2.3 et 1.2.5, il résulte que grI’ est 1’'idéal de
K'[X1,...,X,] engendré par grI (cf. 6.1). On a alors

K'X1,....,Xn)/ et I = k[X1,...,X,]/gr I @k k'
k' étant plat sur k qui est un corps,
V' k[ Xp—di1ye-e s Xn] = K[ X1,..., Xn]/gr I’

s’identifie & 1@k’ et est injective. D’autre part, d’aprés 3.2.1,si k[X1,..., X,]/gr I
est une k[Xn_441,...,Xn]-algébre entiére, c’est un k[ Xp_g41,...,Xn|- module de
type fini. k[X1,...,X,]|/gr] ®; k' est encore un k[X1,...,X,| ® k' -module de
type fini donc une k'[Xq,..., X,]-algébre entidre (3.2.1).

5.7. PROPOSITION. —  Soit I = (fi,...,fs) un idéal de k| X1,...,X,],
# (1),# (0) et d un entier tel que 0 < d < n et que :

i) k[Xn—d+1y...Xn] = k[X1,...,X,]/I soit injective.

ii) k[X1,...,X,]/I soit une k[Xp_g+1,...,X,]-algébre entiére.
B Soit z; € k une cloture algébrique de k et soit I(z;) lidéal de
k[Xi1,...,Xi,...,Xy] engendré par f;(X1,...,%iy..., Xpn),J=1---5s.

Alors,sit>n—d+1,

) E[Xn—ditrerrrKiverrsXn] = E[X1,..., Xiy. .oy X/ I(z:) est injectif.

ii’) E[Xl,...,X;,...,Xn]/I(zi) est une E[Xn._,“_l,...,Xi,...,Xn]-aIgébre
entiére.

Démonstration. -— Les mémes arguments qu’en 5.6 montrent que 1) et 1z)
restent vrais si on remplace k par k et I par I I'idéal de k[X4,...,X,] engendré
par flv"wfs .

Soit f € E[Xn_d_H, . ,)A(,-,.. .»Xn] N I(z;) . D’aprés la formule de Taylor,
il existe g € k[X1,...,Xn| tel que f — (X; —zi)g € I . Or clgmodT est entier sur
k[Xpn-d+1,--.5Xn] . 1l existe donc a1,...,8s € k[Xpn_d+1,...,Xn] tels que

¢ +ag* 4+ ta, €1
et o
f? —I—al(Xi — :I:i)fs_l + o+ as (X — z;)P €In k[Xn_d+1,...,Xn].
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On adonc f*+ay(Xi—z:)f* 1+ -+ as(Xi — z;)* = 0 dans k[Xp—_g41,-.. » Xn)
et substituant z; 3 X; ,il vient f* =0et f=0.

i1’} est immédiat.

5.8. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de 5.7, pour tout

(Tr—d+1s--+,Zn) € -Ed , V() n ﬂi=n_d+1’_“,nV(X,- — z;) est un ensemble fini
non vide.

Démonstration. — Si I(Tp—d+1,---,Zn) est 'idéal de k[ X7, ... y Xn—d) en-
gendré par f;i(X1,...,Xn—dyZn—d+1,--+,Zn) , J = 1---s , il résulte de 5.7 que
1 < rng[Xl,...,Xn_d]/I(zn_d+1,...,:1:,.) < 400 . V(I(xn_d+1,...,$n)) C

k""" est donc un ensemble fini non vide et aussi V (I)N Micn—dr1,.n V(Xi—=) .

L’algorithme 1.3 permet donc connaissant des variables commodes pour I
de déterminer les solutions.
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6. Détermination de variables commodes

Dans ce paragraphe, k est un corps infini et I un idéal de k[Xy,...,X,],
dont on s’est donné un systéme de générateurs. Si I # (1) , nous allons montrer
comment, connaissant ces générateurs, déterminer un changement de variables

linéaire —i.e. un isomorphisme de k-algébres 7 : k[X,...,X,] — k[Y1,...,Y,] tel
que 7(X;) soit une forme linéaireen lesY; , j =1--:n, ¢ =1---n, tel que les
variables Y1,...,Y, soient commodes pour 7(I) .

6.1. LEMME. — 8i H est un idéal homogéne de k[X;,...,X,] # (0) et

si fi,...,ft est une base standard de H pour Pordre diagonal, gr fy,...,gr f:
est une base standard de H a la fois pour Pordre diagonal et pour I’ordre
lexicographique.(1.1.1.2.1)

En particulier, si I # (0) et si (f1,...,ft) est une base standard de I
pour l'ordre diagonal, (gr f1,...,gr fi) est une base standard de gr I pour I’ordre
diagonal et pour ordre lexicographique.

Démonstration. — Soit f € k[X4y,...,Xn] , f # 0 . Notons €XPdiag f
(resp. expjey f) 'exposant privilégié de f pour l'ordre diagonal (resp. I’ordre
lexicographique).

Montrons que €XPdiag H =expley H.Soithe H,h#0,h=ho+--+hq
ol h; € k[X1,...,Xn] est homogéne de degré ¢ , ¢ = 0---d et hq # 0 . Par
définition, edeiagh = €XPlex hd - Or hg € H . Donc edeiagH C explex H .
D’autre part, expjoy b = max;expjey hi . Il existe donc 79, 1 < 19 < d tel que
€XPlex P = €XPlex hi, = eXPdiag hi, . Mais h;, € H et expjey, H C eXPdiag H.
f1,..., ft étant une base standard de H pour l'ordre diagonal,

XD diag H=uy; €XPdiag fi + N" = U; €XPdiag 8T fi+ N
= U; eXpley 8r fi + N™ = expjoy H.
Il reste & voir que si fy,..., f; est une base standard de I pour ’ordre diagonal,
gr fi,...,gr f; est une base standard de gr I pour 'ordre diagonal.

En effet,si f €I ,f #0, €XPdiag f= €XPdiag gr f . Donc XD diag IcC
€XPdiag grl .

Si maintenant FF € grl , F # O et si F = Fo+ - + F3 ou F; est
homogéne de degré ¢ , ¢ = 0,...,d et Fg # 0, €XPdiag F = eXPdjag Fy .
Or (5.1.1), Fg € grl et il existe f € I de degré d tel que F; = grf . Donc
€XPdiag F = €XPdiag grf = €XPdiag f et €XPdiag grl C eXPdiag I.

Or €XPdiag I =y €XPdiag fi+N" =U; €XPdijag 8T fi+N"™ = €XPdiag grl.
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6.2. REMARQUE. — L’algorithme de 1.3.5 nous permet donc connaissant
un systéme de générateurs de I de déterminer une base standard pour les
ordres diagonaux et lexicographiques de gr I donc en particulier un systéme de
générateurs de gr 1 .

6.3. ALGORITHME DE DETERMINATION DE VARIABLES COMMODES.
Si d’abord I = (0) , les variables X3,..., X, sont commodes pour I . Si I # (0) ,
I’algorithme 1.3.5 nous permet d’obtenir connaissant un systéme de générateurs
de I , une base standard pour ’ordre diagonal (fi,...,f;) de I et de déterminer
eXPgjag I - Nous savons (I.2.9) que I = (1) si et seulement eXPdiag I = N" .
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Alors gr I = (gr f1,...,gr fs) # (0),# (1) (6.1,
6.2).

Soit £1 = (A11,...5An1) € k™ ¢ V(grI) . Un tel point existe car k a été
supposé infini (nous reviendrons plus loin sur sa détermination) et choisissons
zi = (Aiy. .. Ani) € k™, 1 = 2---n tels que la matrice A = ();;) soit inversible.
Par exemple, si 1o = inf¢ , A;; # 0, on peut choisir, e;,..., e, désignant la base
canonique de k™ , z; =¢€;—; ,2<1<1p,x;=¢€;,10+1<1<n.

Soit 7 : k[X3,...,Xn] — k[X],...,X}] le morphisme de k-algébre tel que
7(Xi) = Li(X1,...,X5) = X2; Aij X} . 7 est un changement de variables linéaire.

Soit m : kK — k (ot k est une cloture algébrique de k) tel que
m(zh,. .. zh) = (... ,L_,-'gx'l, v++sZy),...); W est un isomorphismeet ef,...,e!, étant
la base canonique du &k source, 7(e;) = z; . Soit I' =7(I) . On a grI' = r(gr I)

et V(grl')=n"1(V(grI)) . Posant H! =V (X!),i=2---n, on a alors :
VigrI')NnHyN---nH, =V(grI') nkey = a1 (V(gr I)) N7~ (kz;)
=7x"Y(V(grI) nkz;) = 771(0) = 0.

Puisque gr I' # (1) , d’aprés 5.4, k[X1,..., X} ]/gr I’ est une k[ X}, ..., X! ]-algébre
entiére.

Soit maintenant ¢’ : k[X},...,X]] — k[X{,...,X]]/grI' Vapplication
canonique. ker ¢’ = gr I'nk(X3,...,X},] . Puisquegr I = (gr fi1,...,81 fs), gr I’ =
(r(gr f1)s...,7(gr fs)) . Ordonnons maintenant les mondmes de k[X,...,X'] au
moyen de 'ordre diagonal. L’algorithme 1.3.5 nous permet d’obtenir & partir de
ce systéme de générateurs de gr I’ une base standard pour ’ordre diagonal, puis
(6.1) une base standard (Gj,...,GYL,) de grI’ & la fois pour 'ordre diagonal et
I’ordre lexicographique, formée de polynémes homogénes.

Soit JI = {t,1=1:---v; G € k[X},...,X}]} . SiJ' = 0, d’aprés
14.2, gr I'Nk[X}, ..., X]] = 0 et les variables X1],..., X], sont commodes pour I’
(Pentier d vaut alors n —1). SiJ' # 0, (...,G},...)icy est une base standard
pour l'ordre lexicographique (I.4.2) donc un systéme de générateurs (1.2.3) de
grI'nk{X},...,X]] qui est aussi # (1) .

Soit zh = (Ahgy---,Ahe) € k"1 ¢ V(gr I' 0 k[X},..., X!]) et choisissons
zi = (Ahiy. s Ap;) €K™1, i =3 n tels que la matrice n —1xn—1 A" = (A};)
soit inversible.
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Soit 7' : k[X1,...,X}] — k|X{,...,X])] le morphisme de k- algébre
tel que 7'(X3) = Li(X{,....,X7) = X{ , (X)) = LiX{,....X;) =
Ej=2~~~n /\:-jXJ'-' ,1=2---n .71 est un changement de variables linéaire.

Soit 7' : k° — k tel que #'(z/,...,2") = (...,Li(z},...,z"),...);

7' est un isomorphisme et e/ ...e! désignant la base canonique du k= source
n'(ef) =€} ,n'(ef)=2.,i=2.--n.

Soit I" = 7/(I') . On a grI” = 7'(gr1') et V(grI”) = o'~ 1(V(gr I')) .
Posant H =V (X!),¢=3:--n on a alors

Vigr I"Yn HYn---n H] =V(grI") N (ke ® ke’)
=n'""1(V(gr I')) n '~ (ke @ kzh)
=" (V(gr I') N (ke @ kz})).

Or V(grI') N (ke @ kzb) = (0) . En effet, puisque z5 € @, ke, , si ¢ =
(€),...,¢&) € key ® kzb , (0,&,,...,¢,) € kz) . En particulier, pour tout
fegl'nk[X....,X]], f(&,....&) = 0; (&,..., &) appartient donc 2
V(gr I'nk[X),... ,X:l]) .81 (éh,...,&L) # 0, gr I’ étant un idéal homogéne, alors
zh € V(grI' N k[X3,...,X]}]) contrairement & I'hypothése. Donc, & = &le} . De
méme, si £} # 0, on déduirait que ¢} € V(grI') et m(e}) = z; € n(V(gr I')) =
V(grI) , contrairement & ’hypothése. Donc &' =0 .

n! étant un isomorphisme, on a donc V(gr I")NH{ N---NH! = 0 et d’aprés
5.4, k[XY{,...,X]]]/gr I" est une k[XY¥,..., X]/]-algébre entiére. La détermination
d’une base standard de gr I = (T’ or(gr fi),...,7' o7(gr fs)) a la fois pour 'ordre
diagonal et pour 'ordre lexicographique, formée de polynémes homogénes, nous
permet de tester si gr I Nk[XY,...,X]/] = (0) ou # (0) . Dans le premier cas, les
variables X7{,..., X}/ sont commodes pour I"” (I’entier d vaut alors n — 2). Dans le
second cas, on détermine un nouveau changement de variables, en choisissant un
point de k™2 , hors de V(gr I" N k[X%,...,X!])--- etc---

Si on a été amené 3 effectuer n — 1 changements de variables 7,7/,...,r("~2)
et si avec I(*™1) =7(n=2 o...07(I),

gr 1Y nk[x (V] = (0)

les variables an_l), e ,X,(,n“I) sont commodes pour I(*~1) (Pentier d vaut 1).
Si gr 1"~ n lc[X,(ln_l)] # 0, cet idéal étant homogene, principal, # (1)
est engendré par une puissance de X,(,"_I) . 8i gln1) = (§§"‘1),... , '(:;-1)) €

V (gr I("=1)) | puisque xr Y e fgrinn gtV =90,

Mais k(X7 X D)/gr I*=1) est une k[ X" V)-algebre entiere.
D’aprés 5.4, si gy = V(X,(,"_l)) , V(grI*=) n H*™Y = 0 . Finalement,
V(gr I{™1)) =0 . Toujours d’aprés 5.4 (cas d =0), k[Xf'H),...,X,(,"_l)]/grl("’“l)
est un k-espace vectoriel de rang fini et puisque 1 ¢ grl (n=1) | les conditions 1)
et 11) de 5.2 sont satisfaites avec d = 0 . Les variables X§"“),...,X£"‘1) sont

commodes pour I{("»~1) (I’entier d vaut 0).
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6.4. REMARQUE. — Etant donné un idéal homogéne H de
k[X1,...,Xn] # 0, dont on connait un systéme de générateurs (hy,...,hs) ho-
mogenes, il reste & préciser comment on détermine z € k™ , tel que z ¢ V(H) .
Il suffit évidemment qu’il existe 1 , 1 < ¢ < s tel que h;(z) # 0 et il suffit donc
de résoudre le méme probléme pour H principal. Soit A un générateur homogéne
de H . S’il existe j , tel que A(0,...,1,...,0) #0,(0,...,1,...,0) convient. (Le
changement de variable associé sera alors une simple permutation). En général un
petit nombre d’essai conduira & trouver un z convenable.

Si on veut étre plus systématique, soit d le degré de h .
h=ho(Xay...,Xn)XF+ oo+ hi(X2,..., Xp)

ol h; est homogéne de degré d —k + j en X5,..., X, et ho 0.

Si degho = 0 (i.e. d = k), h(1,0,...,0) #0.

Si deg ho # 0 , il suffit de déterminer =’ € k"~ tel que ho(z') # 0 , ensuite
on choisira z; € k tel que ho(z')z¥ + -+ + hi(z') # 0 . Ce polynéme de k[X,]

posséde au plus k racines. On est donc ramené au méme probléme mais dans
k[Xa2,...,Xn] .

6.5. PROPOSITION. — Soit I un idéal de k[X},...,X,] # (1),# (0) .
Soit d un entier tel que 0 < d < n . Si

i) k[ Xn—dt1,...,Xn] = k[X1,...,Xn]/I est injective.

ii) k[X1,...,Xn]/I est une k[Xpn_g441,...,Xn]-algébre entiére,
d est la k-dimension de V (I) .

Démonstration. — Soit V(I) = Y1U- - -UY, une décomposition irrédondan-
te de V(I) en k-fermés irréductibles, (2.12) et soit P; = Ix(Y:),t = 1---r . P;
est premier (2.9) et VI = Py N---N P, et cette décomposition est irrédondante
(4.6). Puisque I Nk[Xp_at1,---5Xn] = (0) , VIN k[Xp_gi1,...,Xn] = (0) (si
f € k[Xn—dgi1y- s Xn] VI, 3p, f € INk[Xpn_—a41,---,Xn] = 0) . D’autre
part, P; N k[Xn—d+1,.-.,Xn] , 1 = 1---r et (0) sont des idéaux premiers de
k[ Xn—dt1,-- -, Xn] et

(0) = ﬂi=1...,-(Pi n k[Xn_d+1, ceey Xn])

De 4.6, on déduit que ou bien r = 1 , ou bien cette décomposition n’est pas
irrédondante. Finalement J = {¢,1 <¢ <7, sNk[Xpn_g+1,...,Xn] = (0)} est non
vide. Soit K; le corps des fractions de k[X1,...,X,|/Pi .

Nous allons d’abord voir que si 1+ € J , degtrK; : £k = d . En ef-
fet, Papplication canonique k[Xn_dt+1,...,Xn] — k[X1,...,Xn]/P; étant injec-
tive, elle s’étend en une injection de k(X,—g4+1,...,Xn) dans K; . De plus,
k[X1,...,Xn]/I étant une k[X,_q41,...,Xn]|-algébre entiére, il en est de méme de
k[X1,...,Xn]/Pi. (I C P;) . Soit L; 'ensemble des éléments de K; algébriques sur
k(Xn—d+1s---+Xn) . C’est un sous-corps de K; qui contient k[Xy,..., X,]/P: (un
élément entier est a fortiori algébrique). C’est donc K; . K; est donc une extension
algébrique de k(Xp—d41,...,Xn) et degtrK;:k=d .
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Nous allons maintenant voir que si ¢ ¢ J , degtrK; : k < d .
Soit alors 7/ : k[Xn_at1,...,Xn] — Kk[X]_4.4,.-.-,X}] un changement de
variables linéaire tel que les variables X _,. ,,...,X] soient commodes pour
'(PiNk[Xn_dt1,...,Xy]) . 7’ existe d’aprés 6.3 car 1 ¢ P, Nk[Xp—ay1,...,Xx)
sinon, P; D P; , 5 =1---r et la décomposition ne serait pas irrédondante.

Il existe donc d’ entier tel que 0 < d’' < d tel que :

1) k[X] _griyse-s Xn] = K[X] _girs-- o X0/ (P 0 k[ Xneata, ..., X))
soit injective.

i) k[X] _gi1s--» Xpl/T" (P N k[Xpn_ay1,...,Xn]) soit une k[X]_,
X! )-algébre entiére (5.3).

Soit 7' : k[X1,...,Xn] — K[X],..., X} ] tel que 7'(X;) = X! ,i=1---n—d,
(X)) =7(X;) ,i=n—d+1,...,n.7 est un changement de variables linéaire.

kX _gry1r--sXh] — k[XY,...,X.]/7T'(P) est injective. En effet, si
f € KX, _gigs-n Xp] NT(P) , il existe g € P; tel que f = 7(g) . Or
k(X _gryqse s X0 CRIX, _gyqseen X0 77X _gyqs-oo, X0 =771 . Donc
9 € PiNk[Xn_dt1,...,Xn] et f =1'(g) . Finalement, f € k[X],_4 . ,,...,X5] N
(PN k[Xn—d-H, ..., Xn])=0.

k(X1,..., X} /7 (P:) est une k[X], 4. ,,...,X}] -algébre entitre. En effet,
nous savons déja que k[X1,...,X,|/P; est une k[X,_4+1,...,Xn] algébre entiére.
Or on a un diagramme commutatif:

k[Xn_d+1,...,Xn] — k[Xl,...,Xn]/Pi

! /
k[Xn—d+1, cees Xn]/P,' n k[Xn_d+1 yo o ,Xn]

k[X1,...,Xn]/P; est donc une k[Xp_g41,...,Xn]/PiNk[Xn_gt1,...,Xn]-algébre
entiére. D’aprés 3.2.1, c’est également un module de type fini. k[X],..., X} ]/7(F)
est donc aussi un k[X], ;. 1,..., X},]/7"(Pi0k[Xp_dt1,...,X5]) -module de type
fini. Or ce dernier anneau est lui-méme un k[X},_, . ,,..., X} ]-module de type fini
(3.2.1).

Au total k[X1,...,X]]/7'(P;) est un k[X],_4 ,,...,X}]-module de type
fini et une k[X]_ 4 T , X1 |-algébre entiére. Comme ci-dessus, on montre que
d’ est le degré de transcendance du corps des fractions de k[X{,..., X}|/7/(P;) sur
k , c’est donc aussi le degré de transcendance de K; sur k .
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6.5.0. REMARQUE. — Soit I un idéal de k[X1,...,X,] # (1), # (0) et
d un entier tel que 0 < d < n . Si k[Xy,...,Xn]|/I est une k[Xpn_g41,..., X0}
algébre entiére et si d est la k-dimension de V(I) , alors k[Xp—d41,...,Xs] —
k[X1,...,Xn]/1 est injective.

En effet, autrement il existerait 7:k[{Xn_a41,...,Xn] = k[ X} _g015.-., X]]
un changement de variables linéaire tel que les variables X, _;.,,...,X], soient
commodes pour 7(I N k[Xp_g+1,...,Xn]) . Etendant 7 en 7 : k[Xy,...,Xp] —
k[Xi,...,X.] ,7(Xi) = Xi, i = 1---n —d , on obtiendrait comme ci-dessus
Pexistence de 6§ < d tel que k[X1,...,X}]/7(I) est une k[X] _;.,,...,X}]-algébre
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entiére et k[X] _5.1,...,X5] — k[X{,...,X,]/7(I) est injective et 6 serait la
k-dimension de V (7(I)) et de V(I) .

6.5.1. COROLLAIRE. — Soit I un idéal de k[X,,...,X,] # (1), # (0) .
Sit:k[X1,...,Xn] — k[Y1,...,Yy] est un changement de variables linéaire tel que
les variables Y1,...,Y, soient commodes pour 7(I) et si d est un entier vérifiant

1) et 11) de 5.2, d est la k-dimension de V (I) .

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 2.14, 2.14.1, de 5.3
et 6.5.

6.5.2. COROLLAIRE. — Si I est un idéal de k[X1,...,X,] # (1) , Ia
k- dimension de V (I) coincide avec sa dimension géométrique. Nous appellerons

désormais cet entier la dimension de V (I) et le noterons dimV (I) . Il est compris
entre0 et n—1si I # (0). Il vaut n si I = (0) .

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 5.6 et 6.5.1.

6.5.3. REMARQUE. — L’énoncé de 6.5.2 reste valable si k n’est pas un
corps infini. Nous admettrons ce résultat.

6.5.4. COROLLAIRE. — Si I est un idéal de k[Xy,...,X,] # (1)
# (0) ,dimV (I) = dimV (grI) .

’

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 6.5, 5.2 et 5.3.
Remarquer que les composantes irréductibles de V(grI) ne s’obtiennent pas
directement & partir de celles de V(I) .

6.5.5. COROLLAIRE. —  Les hypothéses et notations étant celles de

—d
6.5.1, pour tout Yn_d41,...,Yn € k , V(I) n ﬂ;:n_dﬂ,,_.,n V(T—I(Y:; — y.;)) est
un ensemble fini non vide.

Démonstration. — Compte tenu de 5.3, c’est une reformulation de 5.8. La
notion de variables commodes généralise, mutatis mutandis, la notion de variables
non principales pour les systémes linéaires.

6.5.6. REMARQUE. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

) V() =k"; |

ii) dimV(I) =n;

iii) I = (0).

Démonstration. — 1) = 1) & cause de 6.5.5; i) = ¢1¢) , 6.5.2; 131) = 1) ,
évident.

6.5.7. REMARQUE. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) V(I) est un ensemble fini non vide;
ii) dimV (I) = 0;
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iii) 1 < rgxk[X1,...,Xp]/I < o0 .

Démonstration. — 1) => it) & cause de 6.5.5; 4¢) = 117) & cause de 6.5.1 et
5.3, 131) = 1) , 1.4.
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7. Dimension et polynéme de Hilbert

Nous allons montrer dans ce paragraphe que dimV (I) peut se lire directe-
ment sur exp I I’ensemble des exposants privilégiés de I pour l’ordre diagonal.

7.1. LEMME. — Soit k un corps et H un idéal homogéne # (0) dans
k[Xi,...,Xn] . Soit exp H I’ensemble des exposants privilégiés de H pour un
ordre total sur N™ vérifiant 1.1.1. Soit k[X1,...,X,]s '’ensemble des polynémes
homogénes de degré s et soit Hy, = H Nk{Xy,...,Xn]s .

Soit Fy={a, aeN" |lal=s, ad¢expH}, seN

rg k[ X1,..., Xn)s/Hs = §Fs , Vs € N.

Démonstration. — (cl X*mod H,)qcr, est une base de k[X1,...,Xp]s/Hs.
En effet, si f = ZaeF, caX®EH,etsif#0,expfe€expHNF, =0 . Cest
donc que f = 0 et que les éléments ci-dessus sont linéairement indépendants.
Soit maintenant f € k[X7,...,Xy]s; il existe g € H tel que f = g + fRH et si
fRH = Y ¢oaX® ,¢a # 0 = a ¢ exp H (1.2.7). Soit g, la partie homogene de
degré sdeg,gs € Hyet f =g+ ZIa[:a caX? . Les mémes éléments engendrent
donc k[X1,...,Xn]s/Hs .

7.2. DEFINITION. — Soit E un E-sous ensemble de N™ non vide et
# N" . Soit a1,...,a; I'escalier de E (1.1.8). Soit ag = (0tk1,..-,0kn) , k=1-+-t.
Soit Jy ={t€(1--n), ars #0} . Jk #0 , k =1---t car E # N" . Soit
={Ic(@--'n), INJx #0,k=1---t}, S # 0 puisque (1---n) € X et si
LeSet CI,, I, € . Soitd=n—infrcall . d est appelé la dimension du
E-sous ensemble E . Puisque I € S implique [ #0,0<d<n-—1.

Cette définition est justifiée par la remarque suivante :

7.3. REMARQUE. — k étant un corps quelconque, soit Hg(E) 'idéal de
k[Xi,...,X,] engendré par X*1,..., X . Soit H; =V(X;),j=1---n.On
aV(X%) =Ujes;H; , g =1---t . Pour tout I C (1---n) , soit Ey = NyerH; .
(e1,...,€n) étant la base canonique de k" , E1 est le sous-espace vectoriel de k"
engendré par (e;);¢s et son rang est n —f7 . On a

V(Hk(E) = | Er= U En
Iey Iminimauxdans®
V (Hy(E)) est donc une réunion finie de k-espaces vectoriels de rang inférieur ou

égal 3 d , I’'un d’eux ayant le rang d exactement.

7.4. PROPOSITION. — Soit E un E-sous ensemble de N™ non vide et
# N™ . Pour tout s € N , soit F; = {a € N", |a| = s, a ¢ E} . d étant la
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dimension de E , il existe un polynéme P(T) € Q|[T] de degré d — 1 et un entier
N (dépendant de E) tel quesis > N

$Fs = P(s)
(si d = 0, P’assertion signifie P(T) =0 et F, =0 si s > N).

Démonstration. — Par récurrence sur n . Sin = 1, E étant un E-
sous ensemble non vide de N , # N , il existe un entier N > 0 tel que
E={aeN,a> N}.Onaalors F;, =0sis> N, P(T) =0 . La dimension de
E est 0.

Supposons le résultat montré pour tout E-sous ensemble de N* non vide et
ANk, k=1...n—1.Soit E un E-sous ensemble de N™ non vide, # N" . Soit
H = Hc(E) . H étant engendré par des mondmes est a fortiori un idéal homogéne
de C[X1,...,Xs] # (0) , # (1) . Pour tout ordre total sur N" vérifiant 1.1.1,
expH=F .Eneffet,siac F,3dk,1<k<tetfeEN", a=ar+0; X*c H;
o =expX® € expH et E C exp H . Réciproquement, si a € exp H , il existe
g € H tel que = expg . X* est donc un monéme de g . Mais H étant engendré
par des monémes, X € H et ilexiste k , 1< k<tet & N",6 X* = XP. X%
eta€ FE .

D’aprés 7.1, on a donc :
ﬂFs = rgCC[XI)""Xn]s/Hs-

D’autre part (7.3) V(H) = Ui=1....Gi , Gi étant un C- espace vectoriel de rang

inférieur ou égal a d et il existe 29 , 1 <10 < u , tel que rg cG;i, = d . Soit F un

sous-espace vectoriel de C™ de rangn —d tel que FNG; =0,1=1---u, FN

V(H) = 0. Soit # : C* — C" , n(z},...,z}) = (..., Li(z},...,2}),...)
!

’application linéaire tel que e},... e, étant la base canonique du C™-source,

T(Di=1..n-dCe}) = F, 7(@i=n—d+1,..,nCel) = Gi, et soit 7 : C[Xy,...,X,] —
C[Xi,..., X} tel que 7(X;) = Li(X34,...,X}), ¢t = 1---n, le changement de
variables linéaire correspondant.

Soit H' = 7(H) . H' est un idéal homogeéne de C[X1,..., X} |(mais il n’est
plus engendré par des mondmes).

V(H)NV (X, _gp1) N NV(X}) =V(H') N®iz1..n—aCe;
=a Y (V(H)na Y(F)=x""(V(H)nF)=n"1(0) =0.

Comme H' # (1) , (5.4), C[X},...,X},]/H' est une C[X;_;.,...,X}]-algébre
entiére.

De plus C[X]_4,1,---,X,)NH' =0 . En effet

VH)=r" V(H)>r ' (Gp)= P Ce
t=n—d+1,...,n

Si donc

FECIX gurrer s XONH, f(h_gprseerTh) =0, Y(Th_gi1,---,25) € CL
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Donc f = O . Les variables X},...,X,, sont donc commodes pour H’ (5.2)
(H' =grH') et d =dimV (H') (6.5,6.5.2).

Soit E' = exp H' P’ensemble des privilégiés de H’ pour l’ordre diagonal
(11.1.2.1).

D’une part, 7 étant un changement de variables linéaire,
rg CC[XI, o ,Xn]s/Hs =Tg CC[Xi’ s ’X:zls/H;
d’autre part (7.1)
rg cC[X1,...,X}]|s/H, = 4 F!
ou Fl={a,aeN", |a|=s, ad E'} et {F, ={F) .

Considérons N™ — E’ . Soit p : N®* — N"—¢ la projection sur les n—d
premiers facteurs. X1,..., X, étant commodes pour H' , Vj = 1.--n — d,3pu;,
pi € N, pj > 1, tel que X’?’ € in H' (5.5). Donc (0,...,u;,...,0) € E' (y;
4 la j-iéme place) j =1---n—det (0,...,85,...,0) €p(E") , j=1---n—d.
p(E') est un E- sous ensemble non vide de N*~¢ . Egalement p(E') # N"—¢ .(En
effet, autrement, il existerait an_4411,...,0, € N tel que X'Z:}‘f:l‘ v X% g
in H' . H' étant homogene, il existerait h’ € H’ homogeéne de degré Y oy tel
que in A/ = X’z:l‘f:; -+ X'%» et lordre étant l'ordre diagonal, (cf. 1.4.1)
K e ClX) 415, X3) . Or H'AC[X]_y.q,...,X0] =0) . N4 _ p(E') est
donc un ensemble fini non vide. Son cardinal est majoré par py -+ pp_gq .

7.4.0. LEMME., —

N" - E'=N""%_p(E') x NYu U (o' x Ny N N" - E'.
alep(E')

u:.<u‘- ,i=1---n—d

"

of E'

!

(24

p(E') w1

Considérons d’abord a = (ay,...,@n—d,0Cn—d+1,---,2n) ¢ E’ ou bien
p(a) ¢ p(E’) ou bien p(a) € p(E’) . Alors a; < i, ¢t =1---n —d . Autrement, il
existerait 1o € 1---n —d tel que a;, > pi, . Or (0,...,4%iy,...,0) € E' et E' étant
un E-ensemble, a € E’ contrairement & I’hypothése.

Si maintenant p(a) ¢ p(E') , a ¢ E' .

Orsi o' € p(E') , E", = {«" € N?, (!,0") € E'} est un E-sous ensemble
de N4 non vide et o/ x N* NN" — E' = o’ x N¢ — E", . Finalement

N"-E'=N"?-p(E)xN‘U |J o xN*-El.

alep(B!)
a:,<,,'- ,i=1---n—d

N
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Il en résulte que si s > py + -+ fpn_gq ,

! ! ! "
tFi= Y gcClXh gy X+ D F
a'€Nr—d—p(E') a'ep(B’)
a£<u‘- yt=1:--n—d

ouVteN, Fli ,={a"eN?, |a"|=t, o" ¢ EL}.

Or 1g cC[X)_gi1se- s Xhlojar] = (712 H3-1) | Soit
(T+d—1)- (T +1)

R(T) = @-1 € Q[T].

C’est un polynéme de degré d — 1 dont le coefficient du terme dominant est
1/(d — 1)! . Puisque d < n — 1, on peut appliquer ’hypothése de récurrence
3 EY, . Pour tout o’ € p(E’) ,af < pi,i=1---n—d, tel que E, # N? | il existe
No € N et Qo € Q[T] un polynéme de degré dov — 1 = dim E”, — 1 tel que si
t > Not , §Fg) s = Qu(t) . Or dor < d~1. Qo est donc un polyndéme de degré
au plusd— 2.

Sidonc s > maxyrep(B),al <pi i=1--n—d,B", N Ny +|o!| et s > py+--+pg

bF, = > R(s — o) + > Qor (s — |o']).

a’GN"_d—P(E') a’Gp(E'),a:.<p,,-,i=l-~n—d,E;’, #Nd

Puisque p(E’) # N"~9 | le premier }_ est la valeur en s d’un polynéme de degré
d— 1 dont le terme dominant est {N"~¢ —p(E’)/(d—1)!, le deuxi¢me ¥_ la valeur
en s d’un polynéme de degré au plus d — 2 (tous deux a coefficients rationnels).

7.4.1. COROLLAIRE. — Soit k un corps et H un idéal homogéne de
k[ X1,...,Xn] # (1) . Soit d = dimV (H) . Il existe un polynéme P(T) € Q[T] de
degré d— 1, dont le terme dominant est de la forme m/(d—1)!lodm e N, m > 1
et un entier N (dépendant de H) tel quesis > N ,

18 kk[X1,..., Xn]s/Hs = P(s).

Démonstration. — Si H =0, dimV(H) =n , P(T) = (T}"{),N =0
conviennent. Si H # (0) , on peut supposer k infini ou méme algébriquement
clos puisque rgik[X1,...,Xpn]|s/Hs = rgFE[Xl,...,Xna]s/T-I—s . Soit alors 7 :
k[X1,...,Xn] = k[X],...,X};] un changement de variables linéaire tel que les
variables X1,..., X} soient commodes pour 7(H) . Soit H' = 7(H); H' est un

idéal homogéne # (0) .
Vs € N,rgkk[X1,...,Xp]s/Hs = rg kk[ X1, ..., X} ]s/H..

Soit E' = exp H' I’ensemble des privilégiés de H' pour 'ordre diagonal. D’aprés
7.1,
Vs € N, rgrk[X1,..., X0 /H, = §F,

ou F! = {a € N",|a| = s,a ¢ E'} . D’aprés 7.4, il existe donc P(T) € Q[T] de
degré 6 —1 (ot § est la dimension de E') et N € N tel quesis > N, §{F; = P(s) . 1l
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suffit donc de montrer que § = d . Or Hx(E') = in H’' par définition. Déterminons
V(in H') . D’aprés 6.5.1, d est P’entier vérifiant i) et it) de 5.2. D’aprés 5.5, V7 ,
j=1---n—d, Ju;eEN, pu; >1 tel que X';-L"Gin H' . Donc (X'}*,...,X""3) C
in H' . D’autre part soit X’ € in H' . Il existe 1 , 1 < ¢ < n — d tel que
0; # 0, autrement X'’ € in H' Nk[X]_;.,,...,X}] . Alors H' étant homogene
et 'ordre étant I'ordre diagonal, il existerait A’ € H' N k[X]_;.;,...,X}]jg tel
que in b’ = X" (cf. 1.4.1). Or H'nk[X!_,;.,,...,X}] = (0) . C’est impossible.
Donc in H' C (X1,...,X],_4) . V(in H') est donc un k-espace vectoriel de rang
d . Donc § = d (7.3).

7.5. DEFINITION. — Sous les hypothéses de 7.4.1, P(T) est appelé le
polynéme de Hilbert de k[X,,...,X,]|/H .

7.5.1. DEFINITION. — Sous les hypothéses de 7.4.1, le plus petit entier
n tel que rg kk[X1,...,Xn]s/Is = P(s) , Vs > n , est appelé 'indice de régularité
de k[X1,...,X,]/1 .

7.6. PROPOSITION. — Soit I un idéal de k[X},...,X,] # (1),# (0) .
Soit exp I I’ensemble des privilégiés de I pour ordre diagonal (I1.1.1.2).

dimV (I) = dimexp I.

Démonstration. — On sait que dimV(I) = dimV(grI) (6.5.4). Soit d
cet entier. D’aprés 7.4.1, il existe P(T) € Q[T] de degré d — 1 tel que
rg kk[X1,...,Xn]s/(grI)s = P(s) pour s assez grand. D’aprés 7.1,
rg kk[X1, ..., Xn]o/(grI)s = §F, o F; = {a € N" , |a| = s, a € expgrl} .
Or E = expgrl = expl (cf. 6.1). D’aprés 7.4, il existe Q(T) € Q[T] de degré
dim FE —1 tel que §F, = Q(s) pour s assez grand. Donc P = Q et d—1 = dimEF—1.
La dimension de V (I) se lit donc directement sur exp I I’ensemble des privilégiés
de I pour ’ordre diagonal sans avoir besoin d’effectuer de changement de variables.

7.6.1. REMARQUE. — L’énoncé précédent reste valable pour exp I I’en-
semble des privilégiés de I pour I’ordre lexicographique inverse (1.1.1.2.2).

7.7. COROLLAIRE. — 8i I est un idéal principal de k[Xq,...,X,] ,
#(1), #(0), dimV({[)=n—-1.
Démonstration. — Pour lordre diagonal (comme pour tout ordre) si

I = (f) , expI = (expf + N") . expf est donc une frontitre de expIl .
V(in f) = V(Hx(exp I)) est une réunion de sous-espaces vectoriels de k= de codim
un et dimexplI=n—-1.

7.8. COROLLAIRE. — Soit H un idéal homogéne de k[ X1,...,X,] # (1)
et f € k[X1,...,Xn] un polynéme homogéne de degré p > 1

dimV (H) > dimV (H + f) > dimV (H) — 1.
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Démonstration. — Soit d = dimV (H) ,d' = dimV (H + f) . D’apres 7.4.1,
il existe N € N et P(T) (resp Q(T)) € Q[T] tel que :
P(T) = —=—T91 4 ... (resp Q(T) = m
(d—1)!
et que :
18 £k[X1,..., Xnle/Hs = P(s) (resprg kk[X1,. .., Xnls/(H + f)s = Q(s))

si s > N . Or, on a la suite exacte :
0— Ko = k[X1,..., Xnlomp/Hoep 5 k[X1,..., Xn]s/Hs
> k[X1,...,Xn]s/(H+ f)se = 0
(ou la fleche notée f est la multiplication par f). On en déduit
rg kk( X1, .o, Xnls/(H + f)s
> rgrk[Xy,..., Xnlo/Hs —185k[ X1, ..., Xn)s—p/He—p

d'-1 !
@it tr),mmeN, 21,

etsis> N
Q(s) 2 P(s) — P(s — p).
Or
P(s) — P(s — ) = @ Tl)!sd—l _ @___"}m(s 0 Y nl - (s - )]
j<d-2
N ‘(dn_mz)!sd—2 +,;.z:_3 ris’, (rj €Q).

Ilenrésulteque: d' —1>d—2etd >d—1.

D’autre part, rgxk[X1,...,Xn]s/Hs > rgrk[X1,..., Xn]s/(H + f)s et si
s>N,P(s)>Q(s) ,doncd—1>d —1etd>d.

7.8.1. REMARQUE. — Si il existe M € N tel que K, =0 ,sis > M ,
dimV(H + f) =dimV(H) - 1.

En effet, Q(s) = %sdd + Yi<d-3 r;-sj si s assez grand. Si cette
condition est satisfaite, on dit que f est superficiel. Elle ’est en particulier si
f est non diviseur de zéro dans k[X1,...,X,]/H .

7.8.2. COROLLAIRE. — Soit H = (f1,...,fr) , fi homogéne, f; # 0
dans k[X1,...,Xp] , dimV(H) >n—r.

7.8.3. REMARQUE. — L’analogue de 7.8 est faux, si on supprime les
hypothéses d’homogénéité. Dans k[X,Y,Z] soit I = (ZX,ZY) et f = Z +1,
dimV(I) = 2 ((ZX,ZY) est une base standard de I pour ’ordre diagonal
et dimV(I) = dimexpI); I+ f = (ZX,2Y,Z+1) = (X,Y,Z +1)(X =
X(Z+1)-2ZX,)Y = Y(Z+1)—ZY) et dmV(I+ f) =0

Par contre, on peut démontrer que si I C k[Xy,...,Xa] , I = (f1,...,f+) ,
V({I)#0,dimV(I) > n—r. Ceci nécessite la notion de localisation en géométrie
algébrique. .
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7.9. PROPOSITION. — Soit H un idéal homogéne de k[X,,...,X,] ,
# (1) . Soit d = dimV (H) et 7 : k[X1,...,Xa] — k[Y1,...,Ys] un changement
de variables linéaire tel que les variables Y7,...,Y, soient commodes pour 7(I) .
Alors

dimV (H + 77 (Yp—gg1) + -+ 77 (Ypgpi)) =d -1, i=1---d.

Démonstration. — D’aprés 6.5.2, 6.5.5 et 6.5.7,
dmV (H + 17 (Yp—a1) + -+ 771 (¥n)) =0.

L’assertion est alors une conséquence immédiate de 7.8.
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ler exercice.

k étant un corps infini, soit I, I 2 idéaux de k[X;,...,X,] ’anneau des
polynémes a n indéterminés sur k tels que Iz # (1) et I, C Iy . Soit (f1,...,fs)
un systéme de générateurs de I , (fi,...,fs, fs+1,---,fs+t) un systéme de
générateurs de I .

1) Utilisant Palgorithme de construction d’une base standard pour 1’ordre
diagonal d’un idéal a partir d’un systéme de générateurs, donner un algorithme

de construction d’un changement de variables linéaire 7 : k[Xi,...,X,] —
k[Y1,...,Yy] tel que les variables Y3,...,Y, soient commodes pour (1) et 7(I5)
a partir des données fi,..., fott -

2) En déduire que dimV (I) > dimV (1) .

3) On suppose I; premier et dimV (1) = dimV (I,) . Montrer que I; = I, .
(On considérera une relation de dépendance intégrale de f € k[Y3,...,Y,]/7(;)
sur k[Yn—-d+1, v ’Yn] sid = dlmV(Il) ’ f8+glfs“1 +:+-+gs =0avecs minima‘l)'

28me exercice

k est un corps et k[X,Y, Z] est ’anneau des polynémes & 3 indéterminées
sur k .

Soit fi=XZ-Y?,fa=X3~-Y2Z, fa=X2Y -2%.
1) Déterminer une base standard pour I'ordre diagonal de I3 = (f1, f2, f3);
en déduire une base du k-espace vectoriel k[X,Y, Z]/I; .

2) Déterminer V(gr I2) , puis montrer que les variables X,Y, Z sont com-
modes pour I, . (Préciser I'entier d qui convient).

3) Soit k[T] ’anneau des polynémes & 1 indéterminée sur k . Soit ¢ :
k[X,Y,Z]/I; — k[T] ’application définie par :

B(cl Y capnXVPZT) = Y cap TS,
a,ﬁ,qua : a;ﬁrq
Vérifier que ¢ est bien définie, puis montrer que ¢ est injective (on utilisera la base

construite au 1)).
En déduire que I est un idéal premier.

4) Soit I; = (f1, f2); déterminer une base standard pour 'ordre diagonal
de Il .

5) Comparer V (gr I3) et V(gr I1) . Les variables X, Y, Z sont-elles commodes
pour I ?
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6) Soit k[T’'] 'anneau de polyndmes & 1 indéterminée sur k . Soit ¢ :
k[X,Y,Z]/I, — k[T] ® k[T'] ’application définie par :

¥ (cl P(X,Y, 2)) = ¢(c| P) + P(0,0,T").

Vérifier que 1 est bien définie, puis montrer que % est injective.
En déduire que I = I N (X, Y)k[X,Y, Z] .
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