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Chapitre 1

ALGORITHME DE CALCUL DE BASES STANDARDS






1. Algorithme de division euclidienne

Nous cherchons a généraliser simultanément la notion de terme de plus haut
degré dans 1 polynéme & 1 variable et celle de le variable figurant effectivement
dans un polyndme de degré < 1 qui nous ont permis de fabriquer ’algorithme
de calcul du PGCD de 2 polynomes a 1 variable et ’algorithme d’élimination
de Gauss pour la résolution des systémes linéaires. Autrement dit, étant donné
f € k[X4,...,X,] nous cherchons & définir la notion de “plus grand” monéme
figurant dans f . Nous sommes donc amenés & munir N™ d’un ordre total. Bien
siir, il existe de nombreuses maniéres de le faire.

1.1. HYPOTHESE . — Dans toute la suite, nous supposerons que 1’ordre
total choisi sur N™ vérifie les conditions suivantes :

i) VoeN* | VBeN" , 8#0, a<a+f
ii) Vo, e N* , 1 =1,2 , VB EN",

g <a; Sa+p<az+p.

1.1.1. NOTATIONS . — «a < f signifiera que a < § ou a = 8.

1.1.2. EXEMPLES . — Voici quelques choix possibles :
soit L = E:;l ¢:X; , ¢; € R, ¢; > 0 une forme linéaire sur R™.

1.1.2.1. a<f & oubien L(a)< L(B)

oubien L(a) =L(B) etilexistes, 1<s<n
tel que a; = fB; , 7 < s et oy < fs.

Il

On départage les a tels que L(a) = L(B) par l'ordre lexicographique.
Si L =Y, Xi, on appelle ordre en question !’ordre diagonal.

Si L = 0, c’est l’ordre lexicographique.

1.1.2.2. a<f & oubien Z?zlai<z?=1ﬂi

oubien Y a;=) 0 etilexistes, 1<s<n
tel que aj = B; , j > s, as > Ps. Nous appellerons ici cet ordre, ordre
lexicographique inverse.
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1.1.2.3. Représentons dans ces 3 cas, lorsque n = 2, les a plus petits que
’exposant (2, 3).

2y 1 25 1 2y 1
4 p L 4
p L » [ ] 4 L ]
3 4« 3 4 e 3 b
> [ p 4 ® p p L b
> * 4 [ ] p L ] p 4 L > [ ]
2 Ty 2 T 2 T
ordre diagonal ordre lexicographique  ordre lexic. inverse
1.2. DEFINITION. —  On appelle exposant privilégié de fek[X,,..., X,

f#0, f =Y caX? et on note exp f le plus grand a tel que c,, # 0.

On appelle forme initiale de f , f # 0 et on note in f le monéme ¢, X ou
a=-expf.

1.3. REMARQUE. —

exp fg =exp f +expg
in fg =in f.ing.
En effet, soit
f=) caX*, f#0

g:Zc;’Xa y 9#0.

Soit g =exp f , @) =expyg .

fg = Z Z cachs | X7 = Zd»,X".
¥

v atal=y

Soit yo = ap+ ay , dyo :cc,,oc;‘,0 # 0 . En effet, si a + &/ = ap + af et si
¢a 70 , a< ao.Donc (ii), a+ o = as+ o) < ap+ o et (ii) af < . Si
¢y #0 , o = o et & = ag . Si maintenant d, # 0, il existe @ , co # 0 et
o el #0telsque at+ o =« . Alors < ap , o <af . De (ii), on déduit :

a—!—a'gao-i—a'gao-i—af) , le. ~v<70.

1.4. EXEMPLE. — Soit
f=38XiX3+5X3X3 +7X{X,+8X3.
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Pour ’ordre diagonal, expf=(3,3) inf=5X3X:.
Pour l’ordre lexicographique, exp f = (5,0) in f = 8X3.

1.5. DEFINITION. —  On appelle E-sous-ensemble de N* |, tout sous-
ensemble E de N" tel que :

YVaeE , VBeEN", a+B€E.
On appelle frontiére de E tout sous-ensemble F de E tel que :
Va€E , dag € F et BEeN" tel que a= ag+f.

1.6. PROPOSITION. — Si E est un E-sous-ensemble # § de N" , il
existe un ensemble fini F' qui soit une frontiére de E .

Démonstration. — Par récurrence sur n . Si n = 1, c’est évident. Soit
p : N* — N"7! la projection sur les n — 1 premiers facteurs de N™ . p(E)
est un E- sous-ensemble de N™"~! £ § . En effet, si (01,...,00-1) € p(E) et
(B1,...sBn—1) € N™1 | il existe o, € N tel que (a1,...,0,) € E, (a1 + 81,
s ’an—1+ﬂn-—l’an+o) € E et (al +ﬂ1, cer3Qn1 +ﬂn-—1) € p(E) . Par hypOthése
de récurrence, il existe &',...,a% € p(E) , formant une frontiére de p(E). Il existe
donc al,...,a? € E tel que p(al),...,p(a?) soit une frontiére de p(E) .

D’autre part, pour tout entier a > o , p(E N N"~1 x a) est un
E-sous-ensemble de N™"~! . Posons o/ = (of,...,0) et @ = SUP,—1..4 o, .
Toujours par hypothése de récurrence, pour tout a € N | a < @, tel que

ENN"'xa#0,ilexiste e , 1<j<gq,,telsqueaj € ENN*!xaq
et tels que {p(a) , 1 < j < qa} soit une frontiére de p(E N N""! x q) . Soit

F=(a,...,0%0a , aeN , a<@, 1<j5<gq,). F estun ensemble fini
et c’est une frontiére de E .En effet, soit a = (a1,...,an-1,0,) € E . 1l existe 1
tel que (a1,...,00-1) € p(ef) + N1 | Ainsi o — 0L >0, k=1...n—1.8i
anZEzsupja{L ,0p > al eta€a*+N".Sia, <@ , (a1y...,0n-1) €

p(ENN""!xa,). llexistes’, 1 <1’ < gq, tel que (@1,...,an_1) € p(af;n)-l—N"‘l
et (a1,...,an) € af,:n + N™ .

1.7. LEMME. —  Un FE-sous-ensemble de N™ posséde une unique
frontiére de cardinal minimum.

Démonstration. — Supposons E # @ et soit ¢ = inf} frontiére finie de
E . Supposons qu’on ait 2 frontiéres de cardinal ¢ , F = (A4,...,4q) , G =
(Bi,...,Bq) . Par définition, on a E = U;A; + N* = U;B; + N* . A; € E ,
donc il existe n(s) tel que A; € B,(;) + N" . L’application n de (1,...,q) dans
lui-méme est certainement surjective car, sinon, £ = U;4; + N" C U; B, ;) + N"
admettrait une frontiére de cardinal < ¢ . n est donc une permutationde 1...q
et en réindexant au besoin les B; , on peut supposer que n(s) =1 .

On a donc A; € B; + N" .
Mais il existe aussi m(z) tel que B; € A5y + N™ et
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B;

Am(s)
Ai +N™ C Ay + N*

Si donc 1 # m(i) , F — A; serait encore une frontiére de E . C’est
impossible. Donc 1 = m(:) et A; = B; .

1.8. DEFINITION. — La frontiére de cardinal minimal d’un E-sous-
ensemble de N™ est appelé son escalier.

1.9. PROPOSITION. — Il n’existe pas de suite infinie {ap}pen telle que
e opr1 <o <. <oy <oag .

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que I’hypothése 1.1 n’entrai-
ne pas forcément que {a,a < ap donné } soit toujours un ensemble fini (cf. ordre
lexicographique). §’il existait une telle suite, soit £ = Upena, + N™ . E est un
E-sous- ensemble # @ de N™ . Il posséde donc une frontiére finie A;,...,A,. Il
existe donc ¢ tel que A; + N™ contienne une sous-suite infinie extraite de {a,} .
Soit @n(1)y.+-sQn(p),... une telle suite. D’aprés 1.1, i), Vp , A; < Qn(p)-
Mais A; € E = Upay + N™. 1l existe donc po tel que A; € ap, + N" et
ap, < A;. On adonc Vp , ap, < Qn(p)- Mais si p est assez grand pour que
po <n(p) , an(p) < ap,. Contradiction.

1.10. DEFINITION ET NOTATION . — Soit k un corps commutatif. Etant
donné {fi,..., fs} une suite de s polynémes tous # 0 dans k[Xy,...,Xy] , on lui
associe la partition suivante Ay,...,A,, A de N" :

Ay =expfi+N" ..., Ai=expfi+N"-Uj;A;..., i=1...5,

K =N"— Ui:l...eAi-

Notez qu’il se peut qu’il existe ¢ # j tel que exp f; = exp f; et que certains
parmiles A; 7=2...s ou A peuvent étre 0 .

1.11. THEOREME DE DIVISION . — Soitk, {f1,..., fs} €k[X1,..., Xy],
Aq,...,As, A comme en 1.10.

Pour tout f € k[Xi,...,Xy] , il existe hy,...,hs et b € k[X1,...,X,]
uniques tels que

) ' f=hifi+ - Fhofs+h
1) Vi=1l..s,sihi=) c,X* , ¢\, #0=>expfi+ac A,

o
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) sih=>) caX®, ca#0=>a€cA.
x

De plus,si f # Oet h # 0, exph < expfetsif # Oeth; #0,
exph;+expfi<expf.

hi,...,hgs, h sont obtenus par I’algorithme suivant :

1.11.1. ALGORITHME DE DIVISION . — Si f =0, on pose hy = ... =
hs =h=0.81 f #0,soit in f = cae X*°.

Si ap € A, soit B(1) = Cag X , h‘(.l) =0,1=1...set fO =
= hSl)fi —hM = f — h(1), de sorte que exp h(1) = exp f et exp f(1) < exp f ,
si f(1) £0.

Si ag € A; , soit hJ(-l) =0sij#¢, ) =0. Ecrivons que :

ao = exp fi + Bo, o € N"
infi =NX*PH N €k, A #0

et posons
(1) _ Cao yBo
h; X X
et
FO ==Y hV g - = f—nD .
J
On a

inh{"f; =inhM.in f; = %Xﬁ%\,-Xexp = ¢qo X* =inf,

1

de sorte que exp f(1) < exp f,si fI) £0.

Si f(1) = 0, on s’arréte et hgl),...,hgl),h(l) vérifient bien i), ii), iii). Si
f) # 0, on considére in f(1) = ¢,, X** et on recommence avec f(1) les mémes
opérations que ci-dessus.

Ainsi de suite, on détermine h(), hg"), e ,hgj ), ) tels que :

1) f0) = fG-D 3 h,(j)f,- YO

2) Sia) =Y _cxe | 9 Lo atexpfica

3)Sih =% _c¥x> | D st0oz>aek

et si f(j"l? et fU) £ 0 , €xp f(j).< exp f(j‘.l) . De plus, toujours si
FU=1) £ 0 ou h9) % 0 et exphl?) = exp f({_l) , ou hl) = 0 et il existe 1(j) tel
que hg) =0sik #1(J), ht(.z}) # 0 et exp hg]).) + exp fi(j) = exp f-n

Un tel processus s’arréte, sinon il existerait une suite infinie d’éléments de
N" . a, =exp f(® | strictement décroissante contrairement 3 1.9.
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Il existe donc ng tel que f("0) = 0; en regroupant les identités obtenues et

en posant :
h= Y hD b= Y AP =1,
i=1,..,m0 i=l,no

nous obtenons :

1) f=> hifi+h.

2) Chacun des hgj) est ou 0 ou un mondme et si hgj) #0, exp h,(-j) +exp f; €
A; . Si hy # 0, exph; coincide avec 'un des exp h,(-j ) et exp ht(-j ) +exp f; =
exp fU~1) <exp f.

3) De méme chacun des h{5) est 0 ou un mondme. h est donc écrit comme

somme de mondmes dont les exposants sont tous dans A. Enfin, si h # 0, il existe
7 tel que ) £ 0 et exph = exphl) =exp fU-1 < exp f.

L’existence est donc démontrée.

Il reste & prouver 'unicité. Supposons qu’on ait 2 solutions hy,...,hs,h et
1s-.-, kL, h' vérifiant i), ii) et iii). Il en résulterait que :

0= (hi— hi)fi+ (h —h').
1

Si h—h' #0, d’aprés iii) tout monéme X non trivial de k et k' vérifiant a € A,
il en est de méme pour h — k' et en particulier exp(h — h’) € A. D’aprés ii) tout
mondme non trivial X* figurant dans h; et h} est tel que a+exp f; € A; , il en
est de méme pour h; — h] et en particulier exp(h; — h!)f; € A;.

Puisque A;NA; =0sit# 7, exp);(h;i — hi) fi = max;exp(h; — h!)fi. 11
existe donc ig € 1...s tel que exp ) ;(h; — h})fi € A;, . C’est impossible puisque
A;;NA =0.On adonc h —h' = 0. Supposons maintenant que hy — k), #0.On a

donc :
—(h1 = ki) f1 =Y _(hi — i) fu.
i>2

D’une part, exp(hy — h})f1 € A; , d’autre part le méme raisonnement que ci-
dessus montre qu’il existe 10 € 2...s tel que exp ), ,(hi — h])fi € A;,. Clest
impossible, puisque A;;, N A; =@ . On a donc hy — k| = 0.

1.12. NOTATIONS ET EXEMPLE . — Le h obtenu dans 1.11 est appelé le
reste de la division de f par {f1,...,fs} et noté fR{f1,...,fs}
Il faut noter que ’ordre dans lequel on a écrit fy,...,f, est important

comme le montre ’exemple suivant :

n = 2, Pordre sur N? est I’ordre lexicographique

=X}, o=X{Xa- X5 , [ =X Xa
OnainflzXf ’ infszsz ) ianX?Xz.
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2. Base standard (ou de Grobner) d’un idéal

Soit k un corps et I C k[X4,...,X,] un idéal # (0).

2.1. DEFINITIONS ET NOTATIONS . — expl ={expf, fe€ I, f # 0},
expl est un E-ensemble # 0 . Si o € expl ,3f € I ,f # 0 ,a = exp f. Si
YyEN" ,a+v=expX"f.

On appelle escalier de I et on note E(I) l'escalier de exp I (définition 1.8).

On appelle base standard (ou de Grobner) de I tout ensemble de polyndmes

(f1,.--,fs) de I tel que (exp f1,...,exp fs) soit une frontitre de I , autrement dit
tel que :

expl = U exp f;i + N™.

i=1...8

On appelle base standard minimale une base standard de cardinal minimal,

autrement dit telle que (exp fi,...,exp fs) soit I’escalier de exp I.

2.2. REMARQUE . — Une base standard est un ensemble fini de polyné-
mes et non pas une suite.

2.3. PROPOSITION. —  Une base standard (f1,..., f,) d’unidéal I # (0)
est un systéme de générateurs de I.

Démonstration. — Ordonnons les éléments de la base standard par exem-
ple en choisissant I’ordre fourni par I’indiciation et soit Ay,...,A,, A la partition

de N™ associée a la suite {(f1,...,fs)} (1.10).

Soit f € I . Du théoréme de division (1.11), nous déduisons qu’il existe

hi,...,hs h € k[X1,...,X,] tels que :
F=) hifi+h

etsih=>Y ¢caX®, ca #0=>a€A.

Puisque f € I,h € I.Si h # 0, exph € expl = Ujexp f; + N™ = U;A;.
Or,exph € A = N" — U;A;. Il y a donc contradiction et h = 0.

2.3.1. COROLLAIRE. — Tout idéal de k[X},...,X,] peut étre engendré
par un nombre fini d’éléments.

2.3.2. DEFINITION. — On dit qu’un anneau (commutatif, unitaire) A
est noethérien si tout idéal de A peut étre engendré par un nombre fini d’éléments.
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2.3.3. COROLLAIRE. — k{X4,...,Xp,] est un anneau noethérien.

2.4. REMARQUES .— Si (f1,...,fs) est un systéme de générateurs
minimal de I, il se peut que exp I # Uexp f; + N™.

Une base standard minimale n’est pas nécessairement un systéme de
générateurs minimal.

2.4.1. EXEMPLE . — Reprenons ’exemple de 1.12 : f; = X | f, =
XiX2 - X3, I =(f1,f2)
zq 1

',
[ ]
[ ]
[ ]
o
[ ]

e o6 o o
12345 T

Pour lordre lexicographique expfi = X3 , expfs = X2X, , Xaof1 —
Xi1f2 = X1X3 . Donc X1 X3 € I et (1,3) € expI . Soit f3 = xX1x3 ,
Xifs — X2f; = X3 . Donc X5 € I et (0,5) € expl. Soit f4 = XE. On
démontrera plus tard que fi, f2, fa, f4 est une base standard minimale de I et que
E(I) = {(3,0),(2,1),(1,3),(0,5)}.exp I # U;=1.2€xp f; + N2. Une base standard
minimale comporte 4 éléments, tandis que I peut étre engendré par 2 générateurs.

2.5. REMARQUE . — Soit &k’ une extension de k , I’ I'idéal engendré par
I dans k'[X4,...,Xs]. E(I) = E(I') . Toute base standard de I est une base
standard de I' .

Démonstration. — Evidemment E(I) C E(I') . Soit f € I' # 0 . Soit
(ea)aca une base de k' sur k . Il existe fo € I tous nuls, sauf un nombre fini

d’entre eux tels que :
f, = E fata-
(o3

Soit A = maxXae4:f,z0expPfa . A € expl et A = expf' . En effet, si
A" ={a € A, fo # 0, expfo = A} le monéme en X4 dans f' est

Yacqar in fota = (X acar Aata) XA #0.

2.6. PROPOSITION. —  Soit (f1,...,fs) ,(f1,---,f%) 2 bases standard
deI.Ona:
fR{f1,...,fa} = fR{f1,.. -, for}
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(PPordre choisi est celui induit par Iindiciation).

Démonstration. — Soit A; = exp fi ,A! = exp f! . Soit Ay,...,As A,

- 2, . L4 .
1s-.-, AL, A les partitions respectives de N™ associées aux suites {f1,..., fs};

{fiy---»fu}.Ona:
expl = U;A; + N™ = U;A; = U AL + N™ = U AL

Il s’ensuit queK=—A_’.
Ecrivons la division de f par {f1,..., fs} et par {f{,...,fL}
f=> hifi+ fR{f1,..., fs}
= Y Rl + FR{fLs- s fu}
et si fR{f1,..-,fo} =D.caX®* , ca#0 =acA
et fR{fl,...,fL}=Yc X*, ', #0 =achA =A.
Il en résulte que si ¢ = fR{f1,...,fs} — fR{f],-...fu} # O

expg € A .Or,g €I, expg € expI = U;A; = N* — A . Il y a contradic-
tion. Donc ¢ = 0.

2.7. REMARQUE - DEFINITION . — Le reste de la division de f par
une suite de polynémes dont ’ensemble sous-jacent est une base standard de I
ne dépend pas de cette base standard, ni de I’ordre choisi sur ses éléments. On
Pappelle le reste de la divison de f par I et on le note fRI . Il posséde donc les
propriétés :

1)si fRI=) caX®,ca#0 =>ad¢expl

2)si fRI#0, expfRI <expf

3) (fRI)RI = fRI .

2.8. PROPOSITION . — Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) fel

ii) fRI=0

Démonstration. — Choisissant une base standard (fi1,...,fs) de I et un

ordre sur ses éléments, on a : fRI = fR{f1,...,fs} = f — > hifi (1.11).
Sidonc f €e I, fRI € I.8Si fRI # 0, on aexpfRI € expl . Mais
d’aprés 2.7. 1) exp fRI ¢ expI . Donc fRI = 0 et i) = ii). Réciproquement,
si fRI=0 , f———Zhif,'EI.

2.9. COROLLAIRE . — Les classes modulo I des X* , a € N™ —exp [
forment une k-base de k[X1,...,Xn]/I . En particulier, pour que k{X1,...,X,]/I
soit un espace vectoriel de rang fini sur k , il faut et il suffit que cardinal
N"™ —exp I < oo et on a alors

rg k[ X1,..., Xn]/I =iN™ —exp I.
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Démonstration. — Les classes modulo I des X* , a ¢ exp I engendrent
k[X1,...,Xn]/1 d’aprés 2.7.

Elles sont linéairement indépendantes. Si f = Eaﬁexp] caX®€el, f=0
sinonexpf €expletexpf ¢expl.
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3. Algorithme de calcul d’une base standard

La question se pose maintenant de savoir comment, étant donné un systéme
de générateurs d’un idéal I , construire une base standard de cet idéal. Nous
allons tout d’abord donner un critére pour reconnaitre qu’une suite de polynémes

{f1,-..,fs} de I a pour ensemble sous-jacent une base standard de I .
3.1. PROPOSITION. —  Une condition nécessaire et suffisante pour que
Pensemble sous-jacent & une suite de polynémes {fi,..., fs} de I soit une base

standard de I est que pour tout f € I, fR{f1,...,fs} =0.

Démonstration. — La condition est nécessaire. En effet, si (f1,..., fs) est
une base standard, fR{f1,...,fs} = fRI =0si f € I (2.8).

La condition est suffisante. Il s’agit de montrer que exp I = U; exp f; + N™.

Soit f € I, f # 0. D’aprés 1.11, il existe hy,...,hs € k[X1,...,X,] tels
que :

) f=2hifi+ fR{f1,...,fs} =2 hifs

ii) Vi=1...s, sih; = Eacf,X“ R cﬁ, #0 => expfi + a € A; ol
Ajy,...,As, A est la partition de N™ associée & fy,...,fs . Il en résulte que
exphif; = exph; +expf; € A; , Vi = 1...s, et puisque A; N A; = § si
it # 7, exp hifi = max;—1. sexphif; . Il existe donc iy tel que exp f € A, C
exp fi, + N™ .

Cette proposition est insuffisante en pratique, car il faut tester une infinité
de f . Nous allons voir qu’on peut se ramener & un nombre fini.

3.2. UNE CONSTRUCTION . — Soit f,g € k[X1,...,Xy,] tous deux # 0.
Soit exp f = (a1,...,an) , expg = (B1,...,8n) . On pose : v; = sup(e;, Bi) © =
1...net v=(71,...,7n) - Siinf = AX%eting=vXP , X#0, v #0, on
pose :
fSg=vX{ T L XIrTonf — AXP TP L X

de sorte que exp fSg <~ si fSg #0.
Il se peut que v = o . Ceci est le cas si « € f + N" , (de méme v = ). 1l

se peut aussi que v = o+ . C’est le cas si a; # 0 implique 3; =0 ; inf et ing
ne contiennent pas les mémes variables.

3.3. THEOREME . — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
systéme de générateurs (f1,...,fs) d’un idéal I # (0) soit une base standard
de I est que, ordonnant les f; selon leur indiciation, pour tout (i,5) , ¢ < j ,
fiSfiR{f1,...,fs} =0 (les fi,s.= 1...s sont implicitement supposés tous # 0).
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Démonstration. — La condition est tout d’abord nécessaire d’aprés 3.1,
puisque f;Sf; € 1.

Montrons qu’elle est suffisante. Il suffit, d’aprés 3.1 de voir que pour tout
fel, fR{f1,...,fs}=0.

Soit donc f € I et soit ¢ = fR{f1,...,fs};sig#0etsig =3 caX?,
on sait que ¢ # 0 = a € N™ — U;—1..sexp f; + N"; d’autre part, il existe
hi,i1€1...stelsque f =) h;fi+get g€ I.Puisque fy,...,fs est un systéme
de générateurs de I , il existe Hy,...,H, € k[X},...,Xy,] non tous nuls (sans
contrainte a priori sur la position des monémes) tels que :

g=Hif1+---+Hyfs .

Soit
N = max exp H;f; .
g, exp Hifi

S’il existait un seul ¢ tel que exp H;f; = N , on aurait expg = N . En effet, soit
1o l'indice en question. Tout exposant de monéme dans H;f; , ¢ # 1o est plus
petit ou égal & exp H; f; , lui-méme plus petit que N , tout exposant de monéme
dans H;, fi, est plus petit que N s’il en est # . Mais alors, exp g = exp H;, fi, =
exp H;, + exp fi, . Or expg & U;exp f; + N™ . C’est donc qu’il existe au moins
i1 # jtelsqueexpHif; =exp Hjf; = N . Soit 19 < ¢y <--- <1, t2>1, ceux des
indices 7 rangés dans ’ordre croissant tels que exp H; f; = N .

Posons
infi, = A X7' ... X2, Aig €k, A, #0
infi, =X, X XP , N, €k, A, #0
inH;, =vig X{* ... X8~ , vip €k, vy, #0
inH;, =vy X{'... X, vi, €k , v #0
Onaa+u=p+v=N.Soait v =sup(e;,F;),t =1...7,7 = (¥1,...,7s) - On
vérifie que u; > v —as; et v; > v — fi, i =1...n . (En effet ou a; > B;, i = a;
et u; > 0,0u fB; > i, vi = P et u; = By — o +v; > B; — o).

Posons alors p; = u; — (vi — &) = vi — (i — Bi) , pi € N . Par définition de
fioSfi, yona:
XV X fioS i = A X fig — X XU fiy
(*) = Xi, [Vio (in Hi, ) fio — Xio /v, (in Hy,) fi, -
Récrivant alors g :
g :(ln Hio)fio + (inH‘il)ffx + (Hio - inHio)fio + (H' - inHil)fil
+> Hifi,+ ), Hif:
i>2 $#10y0nn it
et tenant compte de (*), il vient :
g =Vip /iy XP fio S fiy + (14 AigVio /Ay i, ) (in H, ) fiy
+ ZHi,-fij + (Hio —in Hyy) fip, + (Hi, —in Hy, ) fiy + Z H;f;.
ji>2 i#10...4¢
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Posant
H:o = H;, —in H;,

H£1 = H;, + /\ioVio/AilVil-inHil
Hi=H; i#1o,01

on a , ] ,

expH; fi, <N, si H; #0,

exp H£1 iy, <N, si Hfl #0,

expH fi, =N, j>2,

expH{fi <N , i#io,...,45s si H[#0,
et

g= Vio/AﬁprioSfil + ZH:f‘l

Finalement

exp XP fi Sfi, =p+exp fi,Sfi, <p+y=N, si fi,Sfi, #0.

Ou bien Hf =0 , 7 =1,...,s.Ou bien N/ = max;,g1zoexp Hifi < N .
Ou bien N’ = N et dans ce cas, comme ci-dessus, il existe au moins ' # j’
tels que exp H], fyr = exp HJ’-, fj7 = N’ = N . Une suite de calculs semblables 3
celui que nous venons d’effectuer va nous fournir ¢;; € N* , A;; € bk, 1 < g,

T = 20y..0y0ty ] =10,...,08, €t H; € k[Xy1,...,Xn],1=1,...,s tels que :
g= > My XU f:Sfi + > Hifs
§<G,i=10 0l =000 i

et que
exp X f,’Sfj <N
et ou bien H; = 0, =1...s8 ou maX; j._zq €XP I~I¢f¢ < N . Or, par hypothése,
f,'Sij{fl, .., fs}=0.
De 1.11, on déduit alors 'existence de hi-j € k[X1,...,Xy] tels que f;Sf; =
> hiifi et quesi hi; #0,exphl;fi <exp fiSf; . Alors X% fiSfi = ¥, X% bl fi
et si hﬁ-]- #0 , eprq‘ihi-jf,- <expX¥if;Sf; <N .

On a donc finalement obtenu une nouvelle expression pour ¢
g=> H:f;
t

ou N; = maX,; 77, +0 €XP H;fi < N . On peut recommencer avec cette nouvelle
expression pour g toute la séquence de calculs. Finalement, on détermine ainsi, si
g # 0, une suite infinie {Np}pen telle que -+ Npy 1 < Np <+ < Ny < N . Clest
impossible, d’aprés 1.9.
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3.4. EXEMPLE .— Vérifions maintenant que dans ’exemple 2.4.1
f1, f2, 3, f4 est une base standard pour Pordre lexicographique :

HS8fe =Xofi —X1fa = fa, faR{f1, f2, f3, fa} =0
f1-5'f3=X§’f1—Xff3 =0
fiSfa=X5fi—X3fs =0

f2Sf3:X%f2—X1f3 :_f4’ f4R{f1af2,f3af4} =0

foSfa=X3f2—X{fa =-X7, X]=X3f4,(0,7) €Ay,

faSfa=X2fs—X1fs =0, Ag= {(0,0)a € N,a > 5}
XIR{f1, f2, f3, f4} =0.

Ceci va nous permettre d’obtenir un algorithme pour calculer une base standard
d’un idéal I dont on s’est donné un systéme de générateurs (f1,..., fs) .

3.5. ALGORITHME . — On ordonne les générateurs, par exemple en choi-
sissant I’ordre provenant de I’indiciation. Si pour tout (z,7) ,7 < j ,
[iSfiR{f1,....fs} = 0, (f1,...,fs) est une base standard. Sinon, il existe
au moins un couple 7,5 tel que fiSf;R{f1,...,fs} # 0 . Posons foy; =
fiSFR{f1sev s fo} -

Remarquons que si f;Sf;R{f1,...,fs} =0, alors f;Sf; R{f1,. s fer1} =
0 . En effet, la partition de N™ associée a {f1,..., fs} étant Aj,...,A,, A la parti-
tion de N™ associée & {f1,..., for1} est A1,...,Ag,Dory, A .SigR{f1,...,fs} =
Oetsig=7,, ,hifi vérifient i), ii), iii) de 1.11 relativement & {f1,...,fs} ,
9= i=1..6 Pifi +0foyy vérifient i), ii), iii) de 1.11 relativement & {f1,..., fs} et
d’aprés I'unicité gR{f1,..., fe+1} =0.

Si pour tout (¢,7) , i <j , 1=1...s+1, J =1...s+1,
[iSTiR{f1,... s fs+1} = 0, (f1,..., fsx1) est une base standard de I . Sinon,
il existe un couple (¢,7) , 1 <7 , 1=1...s41 , j=1...s+1, tel que
fiSfiR{f1,...,fox1} #0 . On pose foy2 = fiSfiR{f1,..., fex1} etc.

Ce processus de construction s’arréte certainement, sinon on construirait
une suite {fp}pen d’éléments de I tous #0 .

Soit F = Upexp f, + N® . F est un E-ensemble # @ . Il posséde donc
une frontiére finie Ay,...,A4, (1.6). Vi = 1...r , il existe p(t) € N tel que
A; € exp fp(i) + N™. Soit t = sup;_; , p(é). On a donc F C U=y, sexp f; + N"
et ’inclusion opposée étant évidente, F = Us—1 _rexp f; + N™ . Or, fi41 #0 et il
existe 1,7 , 1 <7 , t=1...t, j=1...ttel que fiy1 = fiSfiR{f1,...,ft} -
Donc, d’aprés 1.11, iii) exp fiy1 € N® —U;=1..texp fi + N® . Or, exp fe41 € F
d’ot la contradiction.

3.6. REMARQUE . — Cette construction n’apporte aucune information
sur les expf; , 1 > s+ 1. |exp fi| peut-il devenir trés grand par rapport aux
données initiales?
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3.7. LEMME . — Soit F un E-ensemble et A,,...,A; une frggtiére de
F. Sit > | escalierde F (1.8), il existej , j€1...t, tel que Ay,...,A;,...,A;
soit une frontiére de F . ( " sur A; signifie qu’il a été oté). :

Démonstration. — F posséde une frontiére By,...,By avect' <t .On a
donc :

F =Ui=1. 4A; + N" = U;=;. ¢ B; + N"
Vi=1...t" , Jo(i) €1...t tel que B; € A,(;) + N™ . Alors
F CUi=1.0 454 + N
et '
F =Ui=1.¢40(:) + N™.
1l suffit de choisir j ¢ Imo .

3.8. ALGORITHME . — (f1,...ft) étant une base standard de I , pour
obtenir une base standard minimale, on procéde comme suit :

OuVi=1...,t , expfi ¢ Ujxsexp f; + N™ et f1,..., fi est une base
standard minimale (3.7).

Ou dip = 1...t, tel que : exp fi;, € Ujxi,expf; + N™ . On a encore
E(I) = Ujzi,exp f; + N™ . On supprime f;, ... etc. Ce processus d’élimination
s’arréte nécessairement.
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4. Un énoncé d’8limination

Dans ce paragraphe, I’ordre total choisi sur N™ est l’ordre lexicographique
(1.1.2.1).

4.1. LEMME. — Soit f € k[X1,...,Xpn], f#0.S0itte N, 0<t < n.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f€k[Xig1y .., Xn]

11) lnf € k[Xt+1,. . ,Xn] .

Démonstration. — i) = ii) trivialement.

i) = i). Si X7 .. X f'_,'_‘i‘ ... X2 est un mondme figurant effectivement
dans f ,(o1,..., 0, 0t41,...,00) < exp f =(0,...,0,B¢+1,...,0s) . Ceci entraine
quea; =:---=o0; =0.

4.2. THEOREME . — Soit I un idéal de k[X1,...,X,] # (0) . Soit
(fi,...,fs) une base standard de I pour ’ordre lexicographique. Soit t € N ,
0<t<n.SoitJ = {t,0 = 1...s,f; € k[X¢41,...,Xn]} . SiJ =0,
INk[Xit1,...,Xn] = (0). SiJ #8, (..., fi,...)ics est une base standard de
INk[Xt41,...,Xn] pour Pordre lexicographique. En particulier, c’est un systéme
de générateurs de I N k[X¢41,...,Xn] (2.3).

Démonstration. — Soit f € I N k[X44q,...,Xp];si f # 0, inf €

k[Xty1,...,Xn] . Divisons f par {f1,...,fs} . fR{f1,...,fs} = fRI =0 (2.8)
et il existe hy,...,hs € k[X1,...,Xn| tels que :

f=) hifs

et vérifiant ii) de 1.11.

Il en résulte qu’il existe 1 € 1...s tel que in f = inh,.in f; . Par suite in h; ,
in f; € k[X¢11,...,Xn] et d’aprés 4.1, h; et f; € k[X¢41,...,Xy] , de sorte que
ieJetJ#0.SidoncJ =0, INk[X¢y1,...,Xn] seréduit 20 .

SiJ#0,onadonc
exp(I Nk{X¢41,-..,Xn]) CUscsexp fi + Nr—t,

L’autre inclusion étant évidente, exp I N k[Xiy1,...,Xn] = Uicsexp fi + N7t
et par définition (2.1), (fi)ics est une base standard de I N k[X;41,...,X,] pour
Pordre lexicographique. :

(Identifiant 0 x N™~* & N*~* | Pordre lexicographique de N™ induit sur
N™~t P’ordre lexicographique).
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Exercice

k est un corps et I un idéal # 0 de k[X;,...,X,] . Soit (f1,...,fs) des
éléments tous # 0 de I . On dit que (fy,...,fs) est une base standard réduite de
Isi

1) (f1,.-.,fs) est une base standard de I;
2) Vz,z= 1...8, ‘inf,_' = Xefoi;

) Vii=1...5 , fiR{f1reeesfirerfa} = fi;
(la notation f, signifie que f; a été supprimé de la suite {f1,..., fs} ).
1) Montrer qu’une base standard réduite de I est une base standard de

cardinal minimal de I . Soit t ce nombre.

2) Montrer que si (f1,...,ft),(f1,..., fi) sont 2-bases standard réduites
de I , il existe 0 une permutation de {1...t} telle que f; = t',(‘-),i =1...t.
Pour ce faire, on montrera d’abord qu’il existe o une permutation de {1,...,t}
telle que in f; = in (’,(i),i = 1...t .On considérera ensuite la division de fc’,(i) par
{fi,-.-, fe} .

3) (f1,.-.,ft) étant une base standard de I telle que in f; = Xe*Pfi |
t=1...t,so0it g; = fiR{f1,..., fi,..., ft} , ¢ =1...t. Montrer que (g1,...,9:)
est une base standard réduite de I .
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