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Chapitre 0

RAPPELS ET PRELIMINAIRES






Un systéme d’équations algébriques est la donnée d’un nombre fini de

polynémes f1,..., fs en un nombre fini de variables Xi,..., X, a coefficients dans
un corps k. Si k' est une extension de k, on dit que z = (z1,...,7,) € k'™ est
une solution ou une racine dans k' du systéme fy,...,fs si  fi(z1,...,zn) = O,
t=1...s.

I={fe€kX,...,Xn]: Fhi €k[X1,...,Xz], i=1...5, f= Y hifi}
1=1...s

est le plus petit idéal de k[X},...,X,] contenant fi,..., fs. On dit que fi,..., fs

est un systéme de générateurs de I et on note I = (f1,..., fs)-

Nous considérons comme équivalents 2 systémes f1,...,fs; ¢1,...,9: tels
que (f1,..-,fs) = (91,.-.,9t). Si z est une solution de fy,..., fs, z est une solution
de tout f € (f1,...,fs). 2 systémes équivalents ont donc le méme ensemble de
solutions.

Etant donné un systéme d’équations algébriques, nous allons décrire des
procédés pour obtenir d’autres systémes équivalents au sens précédent sur lequel
des informations par exemple sur ’ensemble des solutions (existence, dimen-
sion, etc.) mais aussi sur la structure algébrique de 1'idéal engendré seront
immédiatement lisibles.

A titre d’illustration, nous allons d’abord développer deux cas particuliers
élémentaires et bien connus, les systémes d’équations algébriques a 1 variable, les
systémes linéaires.
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l.Lecasn=1
Nous allons d’abord examiner la structure des idéaux de k[X].
1.1. PROPOSITION. —  Tout idéal de k[X] est principal.

Démonstration. — Soit I I'idéal. Si I = (0), c’est vrai. Si I # (0), soit
d=inf{deg f, f € I-{0}}. Sid = 0, il existe A € k—{0} , A € I. L’idéal engendré
par A est k[ X},..., X,]. A fortiori I = k[X},...,X,]. 1 est aussi un générateur de
I.

Si d # 0, soit g € I de degré d. Montrons que I = (g). Soit f € I, f # 0,
deg f > d. Effectuons la division euclidienne de f par g. Il existe b € k[X] et
r € k| X] tels que

f=hg+r
et ou bien r = 0 ou bien degr < d.

Par définition, r € I. Sir # 0, degr > d. Par suite, r =0 et f = hg € (g).

On a donc (g) € I C (g) et I = (g).

1.2. REMARQUE. — Tout systéme d’équations algébriques fi,...,f,, 31
variable est équivalent & un systéme contenant 1 seule équation f. f est le plus
grand commun diviseur (PGCD) de fi,..., fs.

_1.3. REMARQUE. — Pour que le systéme fy,..., f, n’ait aucune solution
dans k une cloture algébrique de k , il faut et il suffit que 1 € (fq,..., fs).

Etant donné fy,...,fs un systéme d’équations algébriques 3 1 variable,
nous allons décrire un algorithme pour déterminer le PGCD de fy,...,fs. En
réordonnant au besoin les f; on peut supposer que degf; > --- > degf,.
Cherchons d’abord le PGCD de f, et f,—1. Puisque deg fs—; > deg f, on peut
effectuer la division euclidienne de f,_; par f,. Il existe ks, fo41 € k[X] tels que

fs—l = hsfs + fs+1

et ou bien fs43 = 0 ou bien deg fs41; < deg fs. On a

(fs—l;fs) = (fs,fs+1)
Sifer1 =0, fs estle PGCD de fs_1, fs. Si fo+1 # 0, on peut effectuer la division
euclidienne de f; par fs41... etc. Si for1,..., ft, Psy...,ht—1 ont été déterminés
de sorte que
(1) fici=hifi+ figx1, 1=s,...,t -1
(2) fi#()’ i:8+1,---,t
(3) deg fix1 <degf; , t=s,...,t —1
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On a

(fo—1,fs) = (fo, fog1) =+ = (fr=1, ft)

Effectuant la division euclidienne de f;_; par f;, nous déterminons fiy1 , h; tels
que (ft—l’ft) = (ft,ft+1) et ou bien ft+1 = 0 ou bien deg ft+1 < deg ft. Un tel
processus s’arréte.

Ou bien, on détermine f, tel que f, = 0 et (fom1,fs) = - (fa-1)- fr-1
le dernier reste obtenu non nul est le PGCD cherché. Ou bien on détermine
fn # 0 tel que deg f, =0. f, se réduit & une constante non nulle et (fs—1, f5) =
(frn—1,fn) = (1). fa—1 et fs sont premiers entre eux.

Soit maintenant F,_; le PGCD de f,_1 et f,. On a (f1,...,fs) =
(fis-..sfe—2,Fs—1). Remarquons que

deg F;—1 < deg fs—1 < degfo_2 <--- < deg f.

Par le méme procédé que ci-dessus, on détermine F,_; le PGCD de f,_3 et Fy_;.
Alors (f1,..., fo—2,Fs—1) = (f1,..., fs—3, Fs—2). Ce processus s’arréte ou bien si
on trouve F; =1 , 1> 2, ou conduit 3 déterminer F; tel que (f1,..., fs) = (F1).

Cet algorithme apparait également comme un ingrédient élémentaire dans la
fabrication d’autres algorithmes. Nous allons voir par exemple comment il permet
de déterminer la décomposition sans carrés d’un polynéme & 1 variable sur un
corps k de caractéristique O.

St fek[X]etsif= aoX%+a1 X% 1 4. tay , a0 # O,E étant une cléture
algébrique de k , il existe aj,...,an €k , 1<n<d, et Mmi,...,My € N,
m;>1, t=1,...,n tels que

f=a(X—-0)™ ... (X —a,)™

m; est 'ordre de multiplicité de la racine a; . Sim; = 1, «; est une racine simple.
Sim; > 2, o est une racine multiple, et f’ désignant la dérivée de f par rapport
a X, il en est ainsi si et seulement si a; est une racine commune 3 f et f'.

1.4. LEMME. — Soit k un corps de caractéristique 0. Il existe
fis-.., fs € k| X], s > 1, tels que :

i) ou bien f; = 1 ou bien f; ne posséde que des racines simples dans k,

ii) fi et f; sont premiers entre eux, ¢ # j.
iii) f = f1f2...f2.

Démonstration. — L’existence de f; € k[X] vérifiant i), ii), iii) est évidente.
1l suffit de regrouper les différentes racines suivant leur ordre de multiplicité. 11
reste & voir que les coefficients des f; sont dans k.

En fait fo...f" ! est le PGCD de f et f'. En effet :

]

=R e 2fifife fo il S ST
+Sf£f1f22---f;’"
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on a
f=ifeer Sf)f2. - F371)
F=(fifaeefot e tifififaFioeifot o +sfififa- . o)
X (fa...f&71)
ol “ surmontantun f; signifie qu’il ne figure pas. f2 ... f2~! est donc un diviseur
commun 3 f et f’. Pour s’assurer qu’il s’agit bien du PGCD , il suffit de montrer
que f/fz...f&7 1 et f'/fa... f27! sont premiers entre eux ou encore qu’ils n’ont

aucune racine commune dans k . Or f/fz... f2~1 = f1... fs. Si z est une racine
de f/fa...f&71 , il existe un seul ¢ tel que z soit racine de f; . Si = était racine

de f'/fa...f271, il serait également racine de if!f; ... fio . fs , donc puisque k a
été supposé de caractéristique 0 , = serait racine de f] . Mais z serait alors racine
commune & f; et f] , donc racine multiple de f; contrairement 3 i).

Il en résulte que fo...f3"! € k[X] . Soit ¢ = fo...fs"' . Le cal-
cul ci-dessus montre que fs...f:"2 = PGCD(g,¢') € k[X]| . De méme
fa.o f273, . fe=1f2,fs € k[X].Finalement fi,..., f, appartiennent & k[X] .

1.5. DEFINITION. — h = f;... f, est la décomposition sans carré de f .

Pour obtenir & il suffit donc de diviser f par le PGCD de f et f' . Pour
obtenir fi1,...,fs , on procéde de la fagon suivante :

Soit go = f , et soit g; = PGCD(gi_1,9;_y) ¢+ > 1.8if = f1...f?
comme dans 1.4,onag; = fo... fS1, .., gi= fir1.. F3 0, Gee1 = fe,
gs=1,...,9n = 1,... et deggo > degg; > -+ > deggs_1 > deggs = 0. s est
donc le plus petit entier 1 tel que degg; =0 .

De plus, gi—1/¢:i = fi... fo et fi = gi_1/9i/gi[gis1 = L=+ [ i=1...s.

9;
Etant donné un systéme d’équations algébriques fi,... fs & 1 variable, nous
avons montré comment obtenir un systéme équivalent PGCD(fy,...,f,) au vu

duquel, on puisse dire immédiatement si le systéme donné au départ posséde ou
non une solution dans k . Précisément, il en est ainsi si deg PGCD(f1,...,fs) > 1.

Classiquement, la question de savoir si un systéme d’équations algébriques
fi,..., fs possédait ou non une solution dans k a été également abordée d’un autre
point de vue. Il s’agissait de trouver des conditions (algébriques) sur les coefficients

" des mondémes apparaissant dans fy,..., f, pour qu’il en soit ainsi.

Nous allons illustrer ce point de vue dans le cas particuliérement simple
d’un systéme de 2 équations & 1 variable ou la condition algébrique en question
est frappante. Dans la suite du cours, nous généraliserons le premier point de vue
- algorithme de transformation des équations - mais pas le second de nature plus
théorique et moins immédiatement adapté au calcul.

Soit

fizaoX' '+ X" i ta ,ai€k,i=0...1,1>1,
fo=b X"+ X™ '+t by ,bj€Ek,j=0...m, m>1.
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Soit S la matrice & m + [ lignes et colonnes définie comme suit :

ao ai [P [ a; 0 e .o 0 \
0 ao cee eee @l_t a; 0
' m lignes
0 0 fee  ean ao aq . aj )
bo by e eer een I
0 by -+ or oor bmy bm 0
> | lignes
0 +ov v by by T .
1.6. DEFINITION . — S est la matrice de Sylvester associée & f et f5 .
1.7. PROPOSITION . — Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le systéme f1, f; posséde au moins une racine dans une cléture algébrique
de k ou bienag = by =0.

ii) det S =0 .

Démonstration. — 1) = 11). Siap = bp = 0, det S = 0. Si le systéme f;, fo
posséde une racine z ,on a :

(%) aor' + a1zt 14+ +a;=0
(*%) boz™ 4 byz™ 1 ... + by =0
En multipliant successivement (*) par z™~1,z™~2 ... z,1
et (++) par z'~1,...,z,1 , on obtient m + I identités.
4
aoxm+l—1 +alzm+l—2 +.__ +al$m_l — O
m lignes < aoz™H-2 ... +aiz™ 2 =0
\ .
( bozm'f'l—*l +blzm+l_2 + e +bmxl—l — 0
b0$m+l_2 + .- e +bmzl_2 =0
[ lignes < .

\
Le systéme linéaire homogéne associé & la matrice S :

a0 Xm4i-1 +a1Xmy1—2 +0 +aiXp_1=0
a0Xm+l_2 +--- cee +ale_2 =0

boXmt+i—1 +b1Xmyi—2 ++ +bdbmXi—1 =0
by Xmtt—2 +--- +bm X2 =0
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posséde donc la solution Xo =1, X; =x,..., Xpmy1—y = z™HL,

Or, si det S était non nul, il s’agirait d’un systéme de Cramer dont ’unique
solution serait Xo = X1 =+ = X;n41—-1 = 0. det S est donc nul.

i) = 7). Supposons maintenant que det S = 0 et que ao, by ne sont pas
tous les deux nuls. Le probléme étant symétrique en f; et fo , on peut supposer
que by # 0, autrement dit que f2 est de degré m exactement. 1l s’agit de voir que
le systéme fi, f2 posséde une racine dans une cloture algébrique de k au moins.
(La considération du systéme linéaire homogeéne de la partie précédente ne suffit
pas ici. det S étant non nul, on en déduit seulement ’existence d’une solution
(Z0, T1s-++ s Tmti—1) € k™+! non identiquement nulle, solution qui n’est pas a
priori de la forme (1,z,z2%,...,z™+=1) ). Si f}, fo ne possédait pas de racine,

‘d’aprés 1.3, 1 € (f1, f2) - Il existerait donc hy, ko € k[X] tels que 1 = hyf1 + ko fs.
Plus précisément, on a le

1.7.1. LEMME . — Soit f, f2 € k[X] tels quedeg f; > 1,¢=1,2. Si
PGCD(f1,f2) =1, il existe hy € k[X] tel que deghy < deg f2 , ha € k[X] tel
que deghy < deg f1 et que 1 = hy f1 + hofs2 .

Si hi,hYy, € k[X] et si degh] < degf: et 1 = hif; + hifs alors
h1 =h}, hy = hj.

Démonstration. — Puisque PGCD(f1,f2) = 1, il existe Hy,H2 € k[X]
tels que 1 = Hyfy + Hofs . H; #0, 1 = 1.2 puisque deg f; > 1, ¢t = 1.2 et
deg Hy+deg f1 = deg Ha+deg f2 . Sideg Hy < deg f2 , on a donc deg Hs < deg f;.

Si maintenant deg Hy > deg f2 , on peut diviser H; par f, . Il existe
Q € k[X] et hy € k[X] tel que degh; < deg f2 et que H; = Qf; + hy . Alors
1=hif1+(H2+Qf1)f2 . Soit hg = H2 + Qf1 . Le raisonnement ci-dessus montre
que deg h, < deg f; .

Si maintenant 1 = h{ fi + hf; avec degh| < deg f2 ,on a (h; — h})f; =
(hy = ha) f -

(k1 — BY) = (k1 — RY)(R1f1 + haf2) = hi(h1 — RY) f1 + ha(h1 — h)) fo
= hy(h% — ha) fa + ha(h1 — B}) f2 = (h1hY — hah)) f2

Si donc hy — h] # 0 deghy — h] > deg f, . Mais par ailleurs deg h; et
deg h} sont inférieurs strictement & deg fz . C’est donc que hy = h) et hy = A} .

Puisque deg fo = m > 1 , 81 fi = 0, le systéme (f1,f2) posséde au

moins une racine dans k. f; # 0 , degfi = 0 est impossible car alors
fi = aj et det S = a]"b # 0. On a donc deg f; > 1, i = 1.2 . Dans Iidentité
1= hyf1 + haf2 , on peut donc supposer d’aprés 1.7.1, que degh; < deg fo = m
et deghy <deg fy <1.

Il existe donc ¢o,...,€m—1, do,...,d1—1 € k tels que

hi=coX™ 14 it emoy
hy =doX" 4o diy
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1 = hyf1 + hafs est alors équivalent aux m + [ relations :
aoco + bodg =0
aico + aoc1 + bido + body =0

Z a;c; + Z bidjr =0 0<k<m+1-2
ity=k oy =k

aiCym—1 +bmdi1 =1

Considérons maintenant le systéme linéaire (avec 2e membre) dont la
matrice est la transposée de S :

aoUo + boVo =0
a1Uo +agU; +01Vo + 0V =0

> aUj+ Y buVp=0 O0<k<m+1-2
t+5=k t'+y'=k

alU -1+ mel—l =1

Ce systéme posséde donc une solution : U; =¢; , j=0...m~—1,

Vip =dj , 5 =0...1 -1 .1l posséde méme une solution unique. En effet, si

€hs++sCm_y 3 doy...,d]_; est une autre solution, posant :

S S RLEE A

p=doXTN .+ d),
onal=h}fi+h5fs et degh} < m =deg fz . Il résulte alors de 1.7.1 que hy = h
et hg = hj ou encore ¢;j =¢;, j=0...m—-1 ; dp=dy, 5 =0...1-1.

Le systéme linéaire précédent est donc un systéme de Cramer et det’! S =
det S # O contrairement & I’hypothése. C’est que le systéme f1, f2 posséde au
moins une racine dans k .

1.8. DEFINITION . — Le déterminant de la matrice de Sylvester associée
a f1 et fo est appelé le résultant de f; et fa.
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2. Les systémes linéaires - L’algorithme de Gauss

Un systéme linéaire est la donnée d’un nombre fini de polynémes de
degré < 1, fi1,...,fs en un nombre fini de variables X;,...,X, & coefficients
dans un corps k .

Sif,’zzj:l"_na;ij-}-b,- , t=1...8 , ai,b; €k, onsaitque:

1) Sib; =0, 7=1...s,les solutions du systéme f;,..., fs dans k forment
un k-espace vectoriel Sk dont la dimension est n — p ot p est le rang de la matrice
A = (ai5) i.e. la taille maximale d’un mineur non nul extrait de A .

Si k' est une extension de k , les solutions dans k' forment un k’-espace
vectoriel Sy ayant pour k’-base toute k- base de Sj.

2) En général, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Sk (les solutions dans k) # 0 .

i) Pour toute extension k' de k,  Si (les solutions dans k') # 0 .

ifi) Si A = (ai;), A’ = (A}) rgA=rgd’.

Si Sp #0 , Sk est une sous- variété linéaire affine de k'™ de dimension
n—poup=rgd=rgd.

Comme P’algorithme du PGC D , I’algorithme de Gauss permet de détermi-
ner un systéme équivalent au systéme donné sur lequel on lit immédiatement
quelles sont ses solutions.

Soit donc f; = Zj:l...n ai; X;+b; , aij,bi €k, 1<i<s,s>2un
systéme linéaire.
Si il existe k, 1<k <n, tel que a;x # 0, soit

I; ={infj,1<j5<n a; #0}, 1< l; < n,sinon soit I; = +oo . (On
convient que +oo est strictement plus grand que tout entier).

On dit que
T(fla"-afs) =0

sioubierfll;é—l—oo et 35€2...stelquel; <y,
oubien Ilj=+ocoetIje2...stelquel; <y,
T(f1,---yfs) =k , 1<k<s—2

sily<la<...<ly , >l , j€Ek+1...5,
et sioubienlgr1 #+oo et Jjek+2...s telque Il <lpyq,
ou bien lgg1 =400 et Jjek+2...5 telque I <lgyq,
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T(f1,..,fs) =00

sill§...§lsetsil,~=l,~+1=>l,-=+oo.

Si T(f1,...,fs) = 00, le systéme est triangulaire. Si il existe p€0...5—1
telquel; <...<l,<o00,li=00, 1> p, il est de la forme

f1 = aii, X[l + Z alej + b1 a, ‘7'5 0
i>h
fa= az, X1, + Z az; X; + ba az, #0
>l
fp= ap, X1, + Zaijj-i-bp ap, #0
.7.>lp
for1= bpt1
fs = bs
Il posséde des solutions si et seulement si b,y 1 = -+ = b, = 0 et dans ce

cas il est dergp .
Sily <+ <l, < 0, le systéme posséde des solutions et est de rang s .

Si T(f1,...,fs) # 00, soit :
fi="Ffi s j<k=T(f1,...,f)
Soit A=1infl; , jEek+1...5, Il <A <netsoit
t=inf{s':k+1<s'<s, apa#0} , k+1<t<s

fI:+l=ft
f} = fia k+2<j<t
1 ajA .
1 — . 322 t<ig <
f] fJ an i Js s

Le systéme fi,..., fl est équivalent au systéme f1,...,f, .

l;-=l,-' si 7<k
I}>A si 7>k+1

Par suite, T(f,...,f}) =k > k.

Siky =00, f},..., fl est un systéme triangulaire, si k1 # oo , on applique
au systéme f7,..., f} la méme transformation. Au bout d’un nombre fini d’étapes,
le systéme obtenu aura une forme triangulaire.
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Exercice

Soit k un corps et soit R = k[X,Yo,...,Y1,20,...,2Zys] Panneau de
polynémes & | + m + 3 indéterminées sur k . On suppose l > letm > 1.

Soit _
Fl — Z lfixl—-t
1=0...0
F, = Z Z,'Xm“j .
Jj=0...m
On pose :
Yo 0 Zo 0
i Zy
: Yo .o
A(Yo,...,Y},Zo,...,Zm)=det Yl Zm ZO
Yi : A
0 Yy O Zm
m colonnes l col:),nnes
1) Montrer que A est non identiquement nul dans k[Yo,...,Y], Zo,..., Zm).
Soit

A= > Cop¥Se ... Y 2P . ZPm,
a=(ao,...,a1)€N’+l,ﬂ:(ﬁo,...,ﬁm)EN"'+1
Montrer que C,pg # O entraine :
i) ao+tar+-toy=m
i) Bo+PBr+ - +Bm=1
i) im0, 1006 + Z]’:O...m By =1lm.
(Pour ce faire, on calculera successivement
A(tYo,...,tY1,Z0,...,2m)
A(Yo, G Y,tZ,. .. ,tZ[),
A(Yo,tY1,...,t'Y, Zo,t 21, ..., t™ Z)
en multipliant colonnes et lignes du déterminant par des puisssances convenables
de t).

2) Montrer qu’il existe A; € k[Yo,...,Y1,Z0,...,Zm—1] ,i = 1...1, tels
que
A=Y Z), + [(—l)mZoYlm + Y()Al]Z,’n—1 + A ZE 4 4 AL
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En déduire que A est un polynéme irréductible de k[Yo,..., Y1, Zo,..., Zm]
(on utilisera 1), i) et ii)) ).

3) Montrer qu’il existe H; € k[Yo,...,Y1,20,...,Z,][X] , ¢=1,2 tels que
le degré de H; par rapport a la variable X soit inférieur ou égal a m—1, le degré de
H, par rapport a la variable X soit inférieur ou égal al -1 et A = H1 F, + Hy Fs.

4) Soit P € k[Yo,...,Y1,2Z0,...,2m|[X] de degré s > m par rapport 3 la
variable X . Montrer qu'’il existe Q et R € k[Yo,...,Y1,20,...,2Z,][X] tels que
R=0oudegy R<m—1et Zg_m+1P = @QF; + R . En déduire que

((F1, F2)k[X,Yo,...,Y1,20,...,2m]) Nk[Yo,..., Y1, Z0,..., Zm]

est 1’idéal principal engendré par A . On utilisera le fait que si un polynéme A
irréductible divise un produit PQ sans diviser P , il divise Q .

5) Soit maintenant f; € k[X,Y] , f2 € k[X,Y] 2 polynémes en 2 variables
de degré respectivement ! et m . On suppose que f; = fo = 0 posséde un nombre
fini s de solutions. Montrer que s < ml .
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