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Appendice Il

LE THEOREME DE BEZOUT






Nous supposons ici que k est un corps algébriquement clos . Soit I un idéal
homogeéne de k[Xo,...,Xn] tel que X = V(I) — {0}/ ~ soit un ensemble fini de
points Py,..., P, de P™. A chaque P;, nous allons associer un entier strictement
positif ep, que nous appellerons l’ordre de multiplicité de X en P; , 1 =1---s.

Nous devons pour ce faire introduire la notion de localisation.

1. DEFINITION. — On dit qu’un anneau (commutatif et unitaire) A est

local si A posséde un unique idéal maximal M . A/M est appelé le corps résiduel
de A.

2. DEFINITION. — Soit A un anneau et P un idéal premier de A.
!

Ap = {i;f,g € Ajg ¢ P modulo la relation d’équivalence ! ~ f7 si
g g g

Ig" ¢ P,g"(fg'—gf’) = 0}. Ap est un anneau local dont I'idéal maximal est
P - Ap et le corps résiduel k(P) est le corps des fractions de A/P.

3. DEFINITION. — Soit A un anneau gradué et P un idéal premier de
A engendré par des éléments homogénes ne contenant pas ®s>14s. A(p) = {i,f
B g

et ¢ homogénes de méme degré dans A, g ¢ P modulo la relation d’équivalence
f o o .o
-g—~ 5,—,51 dg ¢ P homogéne g (fg' —gf') = 0}.

4. LEMME. — Soit I un idéal homogéne de k[Xo,...,X,] . Si
r = (zo0,...,Zn) € V(I) et si o # 0 , désignant par P I’idéal homogéne
de k[Xo,...,Xn| des polynémes qui s’annulent sur la droite I, de A"™*! pas-
sant par 0 et = , on a un isomorphisme canonique entre k[Xo,...,X.]/I(p/1y €t
k[X1,...,Xnl/Top,/1, (00 Io (resp Po) comme dans I'appendice 1.déf.5 est I'idéal
de k[X1,...,Xy] formé des h(1,X1,...,Xy), h homogéne dans I (resp P)).

Démonstration. — Soit ¥g : k[Xo,...,Xn] = k[X1,...,Xy] le morphisme
de k-algébres tel que ¥o(Xo) = 1, ¥o(X;) = X;y , ¢ = 1:--n. ¥o induit
Vo : k[ Xo,...,Xn|/I = k[X1,...,X,]/Io par définition de Io.

Si g est homogéne et n’appartient pas & P , Wo(gmodI) ¢ Po/Iy. En

effet, autrement il existerait A homogéne dans P et h' € k[Xo,...,X5,] tels que
T

g=h+(Xo—1)r.0rz' = (1, 2—1—,,:—;—) € lz. Donc h(z') = 0 et g(z’) = 0.

0 0
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Mais g étant homogéne, g(y) = 0, Vy € I, et g € P. Il en résulte que ¥y induit
une application

‘I/z : k[Xo,...,Xn]/I(p/I) — k[XI,---,Xn]/IOPO/IO-

Cette application est injective. Si \Ilz(g) =0, il existe b ¢ Po/Io tel que h¥o(f)=0.
Notons encore pour simplifier A un représentant de h, ¢ Py. Soit d = degh et
soit H =" € k[Xo,...,X,] (App. 1.12). Puisque H(1,X1,...,X,) =k, H ¢ p
et si F est un polynéme homogéne de degré d’ dont la classe mod I est f, il
existe H' € k[Xo,...,Xn] et G € I tels que HF = (Xo — 1)H' + G. On a
H' =3} o.5H{,G =) ;cnGiolu Hj (resp G;) est homogene de degré ¢ , 1 € N,
ou nul. Identifiant les termes de méme degré dans cette égalité, il vient

H{ = G € I puisque I est un idéal homogéne,

H-F=XoHy gy~ Hj g+ Garar,XoH) g =Hy gy~ Gagaryr-

"'X()Hg__l = Hg — Ga,Xng = —~Gs4+1,G; =0,1 > 6 + 2.
On en déduit qu’il existe &« € N tel que X§H), , € I et X$HF € I.

0
Or Xo ¢ P, H ¢ P; par définition f— ~ 1 et —Ji = 0. Enfin, cette applica-

tion est surjective. Si f € k[Xl,...,Xi]/Io, on cgnstruit comme en App.l.12,
F € k[Xo,...,X,] un polynéme homogéne tel que F(1,Xy,...,X,)mod I, = f.
Si f ¢ Po/Ip, FmodI ¢ P/I. Enfin, on ajuste les degrés en multipliant
soit au numérateur soit au dénominateur par une puissance convenable de
cl XomodI ¢ P/I.

5. LEMME. — Soit k un corps algébriquement clos, J un idéal de
k[X1,...,Xn] tel que rgk[Xy,...,X,]/J < oco0. Soit J = QN ---N Q, une
décomposition primaire irrédondante de J . On a un isomorphisme canonique
entre k[Xl,:Xn]/J\/a/J et k[Xl,...,Xn]/Q,' ’ t=1-..s,

Démonstration. — Nous allons d’abord construire un morphisme
My o k[le""Xn]/J\/a/J ~— k[XI,""Xn]/Qi'
Puisque J C @Q;, nous avons tout d’abord un morphisme k{Xy,...,X,]/J —

k[X1,...,Xn]/Qi. Soit £*=(zi,...,z%) € k™ tel que Q; = (X1 —z8,..., X, —z%).
Il existe N tel que si a3 + -+ + ap > N, (X7 — z)* -+ (X, — z})* € Q;.
Si donc G ¢ /Q;, autrement dit si G(z') # 0, clGmodQ; = G(z) +
E|a|<N Co(X — z%)*mod Q; est inversible dans k[X1,...,X,]/Q:. Si F €
k[X1,...,Xn], on posera donc ui(g—%—ﬁ%) = clFmod Q; - (c1Gmod Q;)~*. On
vérifie que cette définition est compatible avec la relation d’équivalence.

pi est évidemment surjective. Montrons qu’elle est aussi injective. Si

p,,-(%}—g—’r—%%%—%) = 0 avec G ¢ /Q;, on a F € Q;. Pour voir que S—gﬁ—(‘%ﬂ- = 0,
il faut montrer qu’il existe G’ € k[X;,...,Xy,] tel que G'(z*) # 0 et G'F € J.
Or la décomposition primaire J = Q1 N--- N @, étant irrédondante (II1.1.9), si

VQi=(X1-z},...,Xpn—2})onaz! = (z},...,78) # z' si j # i. Il existe donc
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7(j) € 1---n tel que z’r(j) # xi(j) et a; € N tel que (X, () — x’r(j))aj € Qy si

3 # 1. Soit G =[] (X,5) — 2l(;y)™, G'(z') #0 et G'F = nQ; = J.

6. LEMME. — Sous les hypothéses du lemme 5, ’application canonique
k[ X1,..., Xal/T = €D k[X1,...,X0]/Q:
i=1--8

qui & cl Fmod J fait correspondre ) ;_,. ,clFmod Q; est un isomorphisme.

Démonstration. — Cette application est clairement injective. Nous allons
montrer qu’elle est surjective par récurrence sur s .

Si s = 1, c’est évident. Supposons l'assertion vraie pour s — 1 et soit
fiy.oy fs € k[X1,...,Xy]. 1l s’agit de déterminer f € k[Xi,...,X,] tel que
f—fi €Qi, t=1---5. Par hypothése de récurrence, il existe f' € k[X1,..., X}]
telque f/— f;€Qi,t=1---s—1.

Orz®#z',i=1---s-1.0Onadonc V(Qs+Q:) =V (Q.)NV(Q;) =z*Nz*=0.
D’apres 11.4.3, 1 € Q, + Q;. Il existe donc ¢g; € Q;, 9, € Qs , t =1---5—1,
tel que 1 = ¢; +¢g% et 1 = [[;_, ,_,(g:i + ¢%). Il existe donc h € Q, tel que
1=g1--gs—1+h.

Soit f = f'+(fa—f)g1 - Go—1, F—fi=(f'~Fi)+(fo— )91+ gs—1 € Qi
sit=1---5s—1. f_fs = (f,_fs)(]- _gl"'gs—l) = (f’_fs)he Qs-

Revenant & la situation considérée au début, nous sommes maintenant en
mesure de définir ep, , ¢ = 1---s. Soit ' = (zf,...,z},) € k"1 — {0} un
représentant de P; et soit P' I'idéal homogéne de k[Xy,...,X,| des polynémes
qui s’annulent sur la droite [, de k™*! passant par 0 et z*. Nous allons voir que
k{Xo,...,Xn]/I(pi /1) est un k-espace vectoriel de rang fini sur k .

Considérons z* . Il existe j , 1 < 7 < n (dépendant de 1) tel que x; # 0.
Supposons pour fixer les idées que j = 0 convient. En changeant au besoin la
numérotation des P;, on peut supposer que ¥ #0 , k=1---s' o1 1 < ¢’ < s.
Avec les notations de ’appendice I, on a

V(Io) =5 (V(I) - {0} ~nZo) = ] (

k=1---8

).

Puisque c’est un ensemble fini non vide, 1 < rg xk[X1,...,Xn]/To < oo (11.6.5.7)
et Iy posséde une décomposition primaire irrédondante Iy = Q1 N --- N Q4 ou

gy

on | _Ha_
OH?rl :Ha-

/ z’f xl;l:. ___Pk k= ’ 0
Qk:(Xl_z_g,...,Xn_;g)— 0 '—1"'3. T

k[Xo,... ,Xn]/I(Pk/I) o~ k[Xl,...,Xn]/Iopok/Io >~ k[Xl"”’X"‘]/IO\/a:/Io
~ k[Xl,...,Xn]/Qk
qui est un quotient de k[X1,...,Xn]/Io.

7. DEFINITION. — ep, = 18 xk(Xo,..., Xu]/I(pi/ry, i =1---s.
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8. THEOREME (BEZOUT). —  Soit f1,..., fn des polynémes homogénes
de k[Xo,...,Xy] tous # 0. Soit d; =deg f; , 1 =1---n.

Si X =V(fi,...,fn) — {0}/ ~ est un ensemble fini de points Py,..., P, de

Pr,
Y ep=diedn
t=1.--8
Démonstration. — k algébriquement clos étant infini, il existe un hyperplan

H de k™! tel que P, ¢ H— {0}/ ~ , ¢ = 1---s. Quitte & effectuer un
changement de variables linéaire, on peut supposer que H = V_(Xo) de sorte que
si gt = (z,...,7%) € k™1 — {0} est un représentant de P; , =}, # ,i=1---s.

Soit I = (f1,..., fn). Reprenant l’analyse ci-dessus, on a donc ici s’ = s et

Y en = ) rgk[Xi,...,Xal/Qi =18 k[X1,..., Xn]/Io

i=1-8 i=1--8
(d’apreés le lemme 6).

D’autre part, ceci entraine que V(f1,..., frn, Xo) = {0} ; (f1,.--,fn; Xo0)
satisfait donc dans k[Xo,...,X,] les hypothéses de II1.3.1 et d’aprés II1.3.2,
di---dp = rgkk[Xo,...,Xn]/I+Xo.

Il s’agit donc de montrer que
Ig kk[Xo, - ,Xn]/I+ Xo = rgkk[Xl, v ,Xn]/Io.

Soit 05, : k[Xo,...,Xn] — k[X1,...,Xn] , Zo € k , le morphisme tel que
0z,(Xo0) = zo , 02,(Xi) = Xi, ¢ = 1---n et soit I(zg) = 0,,(I). Il revient
au méme de démontrer que :

rg kk[X1, ..., Xn]/1(0) = rg kk[X1,..., Xn]/I(1).

Mais les variables (Xi,...,Xn,X0o) sont commodes pour I . En effet, puisque
V(fi,-- s fnyXo) = 0, V(I) n V(Xo) = 0 et (IL5.4) k[Xo,...,Xn]/I est
une k[Xol|-algébre entiére. D’autre part, nous avons remarqué (II1.2.2) que
dimV(f1,..., fn,Xo0) = O entraine dimV(I) = 1, puisque fi,...,fn,Xo sont
homogenes. Par suite (I1.6.5.0), k[Xo] — k[Xo,...,X,]/I est injective. I satis-
faisant également les hypothéses de II1.3.1, k[Xo,..., Xy]/I est un k[Xo] -module
libre (I11.3.4.1). Plus précisément, si on munit N™ de I’ordre lexicographique in-
verse les (cl X7 -+« XZ"mod I) a¢nn —exp 1(0) forment une base du k[Xo]- module
k[X1,...,Xn,Xo|/I et 1g xk[X1,...,Xn]/I(0) = fN" — exp I(0). On vérifie facile-
ment que (c] X7 --- XZ~mod I(1)) ) forment également une base de
k[ X1,...,X]/1(1).

aEN" —exp I

9. PROPOSITION. — Soit f1,...,fs , 8 > n des polynémes homogénes
de k[Xo,...,Xy,] tous # 0. Soit di = degf; , ¢t = 1---s. On suppose que
dy >dy > -+ >ds >0. 8 X =V(f1,...,fs) — {0}/ ~ est un ensemble fini
de points Py,...,Pr deP™, Y ., ,ep, <dy:--dy.
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Démonstration. — Comme en 8, on peut supposer que  si
= (z},...,z5) € k™! — {0} est un représentant de P;, z, #0, 1 =1---k. Si
I=(f1,..-,fs), on a alors

Z ep, =g kk[X1,..., Xn]/Io.
De plus, comme ci-dessus V(I + Xo) = {0}. Par suite (IL7.8), dimV (I) < 1.
Mais dimV(I) = O est impossible, car V(I) n’est pas un ensemble fini de
points dans k™*!. Donc dimV(I) = 1. Le polynéme de Hilbert P(T) de
k[Xo,...,Xyn]/I se réduit donc & une constante d . Soit N; € N tel que si
s > Ny , rggk[Xo,...,X,]/I, = d. D’autre part soit N; € N tel que si
s> N2, rgrk[Xo,...,Xn]/(I + Xo0)s =0. Si s >supN; , Ny — 1, ’application

k[Xo, ..., Xnls/Ts =% k[ Xo, ..., Xnlor1/Tots
est donc un isomorphisme.

Nous allons voir que si s > supN; , N, — 1, application canoni-
que k[Xo,...,Xn)s/Is — k[X1,...,Xp]/Io (consistant & envoyer X sur 1) est
également un isomorphisme.

Cette application est injective. Si f € k[Xo,...,Xn]s est tel que
f(1,X1,...,X,) € Ip, il existe h € I homogene tel que f(1,X,,.. Xn) =
h(1,X1,...,Xn). Il en résulte qu’il existe s’ € N tel que ou bien f = XO h et
fel, ou b1en XO f=h€ I,4q et puisque s > supNy,No -1, f €I,.

Cette application est surjective. Soit h € k[Xl,...,Xn]. Si degh < s,
il existe f € k[Xo,...,Xn| homogéne de degré s tel que h = f(1,X1,...,X,).
Si 6 = degh > s, il existe H € k[Xo,...,X,] homogéne de degré 6 tel que
H(1,X,,...,X,) = h. Mais

6 s
KXo s Xula/Ie 5 k[Xo,..., Xnls/ I

étant surjective, il existe F € k[Xo,...,Xn]s tel que H = Xg_"Fmod Is. On a
donc h = F(1,X1,...,X,)mod .

Il s’ensuit que rg xk[X1,..., Xn|/Io = d

Il existe maintenant gi,...,9n € k[Xo,...,Xyn| des polynémes homogenes
tels que degg; = d;,t =1---n, g1,...,gn est une suite réguliére de k[ Xy, ..., Xp]
et J = (91,.--,9n) C I (IIL.4.1). Puisque dimV(J) = 1, le polynéme de Hilbert
Q(T) de k[Xo,...,Xn]/J se réduit & une constante (II.7.4.1) qui vaut dy---d,

d’aprés II1.3.2. Pour s assez grand rgik[Xi,...,Xn]s/Js = di---d,. Puisque
k[ X1,...,Xn)s/Js = k|X1,...,Xn]/Is est surjectif, Vs e N, d < dy -+ dp.

10. REMARQUE. — Soit f1,...,fs € k[X1,...,X,] des polynémes non
nécessairement homogeénes et soit d; = deg f;. On suppose que dy > dy > :-- > d,
que dimV (f1,...,fs) =0 et dimV(gr f1,...,80fs) < 1.

Si (f1,...,f{) est une base standard de cardinal minimal de I = (f,..., f,)
pour un ordre total sur N® vérifiant 1.1.1, deg f] < dy -+ - dy.
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Démonstration. — Soit H = (%f1,...,*f,). L’hypothése signifie que V(I)
est un ensemble fini de points z!,...,z* de k™ et que V (gr f1,...,gr f,) est ou {0}
ou un ensemble fini de droites I1,...,1"" passant par 0 dans k™. V (H) est donc,
dans k™! | la réunion des droites passant par O et les points (1,z%) , i =1---t de
k™t! et des droites Ox 7, j =1---¢', de k™*! et V(H) — {0}/ ~ est un ensemble
fini de points de P™; P;, ¢ = 1---t, correspondant aux droites de la 1ére sorte,
P, , i =1---t, correspondant aux droites de la 2¢me sorte. On a I = Hj et

rg kk[X1,..., Xa]/I = Z ep;, < Z ep; + Z ep, < di--dn.

i=1.-t i=1.--t i'=1.¢/

Pour tout ordre total sur N™ vérifiant 1.1.1, on a alors
g kk({X1,. ., Xp|/I=fN" —expI < dy -+ - d,,.

Soit Ay,..., Ay 'escalier de exp I. Il s’agit de voir que [4;| < dy---dp , 1 =1---u.
Soit A; = (a1,...,0n). Si v = (V1,.-.,7n) est tel que v; < o; , t =1---n
et ¥ # a, v ¢ expl. En effet autrement A,,...,7,...,A, serait une autre
frontiere de cardinal minimal de expl. En particulier, si «; # 0,
(a1,... ky. .. an)-(k & la 7M€ place), 0 < k < a; — 1, n’appartient pas & exp I
et ces éléments sont deux a deux distincts. On a donc trouvé |4;| = |e| = 3, a;
éléments de N™ — exp I. Donc |A;| <fN" —expI < d;---d,.

Cette borne peut &tre atteinte. Si on munit N? de ’ordre lexicographique
et si fi =22 +22—2, fo = 2175 — 1, une base standard de cardinal minimal de
I = (f1, f2) pour cet ordre est donnée par f{ = z1 +z3 — 225, f§ = z3 — 2z, + 1.
A1 = (1,0) 3 Az = (0,4) 9 |A2| =4,
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