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Appendice |

SYSTEMES ET IDEAUX HOMOGENES ET NON HOMOGENES






Soit k un corps, k une cléture algébrique de k. Si H est un idéal homogéne
de k[Xo,...,Xy,] et si z € V(H), pour tout A € k — {0} =k, Az € V(H). On dit
que V (H) est un cone.

Sur Enﬂ on introduit la relation d’équivalence : (zo,...,,) ~ (zb,...,z})
siil existe A€k tel quez; = Az} ,1=0,...,n

1. DEFINITION. — L’espace projectif & n dimensions sur k (noté P% ou

P" quand aucune confusion n’est possible) est ensemblistement - {0}/ ~.

2. LEMME. — Soit pour 1 = 0...n , ¢; : A; =k — P; tel que
i(Toy- -y BiyerryTn) = cl(xo,...,l,...,zn). (La notation %; signifie que z; a
été omis). ¢; est injectif, + = 0...n, et si Z; = Im¢; , P; = Uj=o0..n2;. Si

1F T, ¢i_1(ZinZJ) {(zo, .. -sTn) € k" » Tj # 0}.

3. DEFINITION. — La topologie de P% dont les fermés sont les sous-
ensembles F tels que ¢:1(F N Z;) est un k — (resp.k) sous-ensemble algébrique
de Aﬁ , 1t =0...n, est appelée la k-topologie de Zariski (resp. la topologie de
Zar1sk1) de P .OnaZ;= P- , t=0.

4. DEFINITION. — Soit H un idéal homogéne de k[Xo,...,X,]. {h€
k|Xo,...,Xn] tel que Vi =0...n, 3n; (dépendant de h) tel que Xh € H} est
un idéal homogéne de k[Xo,...,X,| qu’on appelle le saturé de H et qu’on note
Hsat-

5. DEFINITION. —  Soit H un idéal homogéne de k[Xo,...,X,].
H;, = {f € k[Xo, L X, X,| tel que Eih € H homogene tel que f =
h(X vl e, X)) est un ldeaI de k| Xo,.. Xn)-

5.1. REMARQUE . — V(H;) = ¢; ' (V(H) — {0}/ ~nZ;).
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6. PROPOSITION. —  Soit H,H' 2 idéaux homogeénes de k[Xo,...,X,].
Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Hi=H!,i=0...n ;

11) H et H' ont le méme saturé.

Démonstration. —

t) = 11). Il suffit de montrer que Hgas C H/,;. Soit donc h € k[Xo,...,X,]
tel que Vi = 0...n, 3n; , X"k € H. On peut supposer A homogéne. Il existe
donc h; € H homogene tel que X"h =h;, 1 =0...n et h(Xo,...,1,...,X,) =
hi(Xo,...,1,...,X,) appartient & H; = H/. Il existe donc h} € H' homogene,
i = 0...n tel que h{Xo,...,1,...,Xn) = hi(Xo,...,1,...,Xn) , ¢ = 0...n.
Considérons P’application 6; : k[Xo, ..., Xn| = k[Xo,..., Xy| définie par 6;(X;) =
X;Xi, i #4, 0:(X:) = Xu.

0:(h) =h(XiXo, . s Xiy.., XiXy) = XT8"h(Xo,...,1,...,Xy)
0;(h)) = RU(XiXoy. ., Xire. o, XiXn) = Xi®¥MR(Xo,...,1,..., Xn).

Par suite : ,
X8R g,(h) = X8 hg,(h).

1
Soit 6; = | deg h} — deg h|. On en déduit :
ou bien 0;(h) = 8:(X%h!)
ou bien 8;(X% ) = 0;(h).
Considérons maintenant u; : k[Xo,...,Xn] — k(Xo,...,X,) application
définie par p;(X;) = % , 7 # 1, pi(Xi) = Xi:. On constate que u; o 8; est
l'injection canonique de k[Xo,...,X,] dans son corps des fractions. On a donc

ou bien h = Xf"hg ou bien Xf‘h = h!. Dans les 2 cas, il existe n; entier tel que
X"heH ,i=0...net he€ H.

t7) — ¢). De méme ici, il suffit de montrer que H; C H! , 1 =0...n.

Soit donc f € k[Xo,...,Xi,...,Xn] tel que 3h € H homogéne tel que
f=h(Xo,...,1,...,Xp). Or h € H.,,. En particulier, il existe n; € N et b’ € H'
homogene tel que X*h =h'. h(Xo,...,1,...,Xy) = h'(Xo,...,1,...,Xy). Par
définition de H! , f € H].

7. UN EXEMPLE . — H = (X2,XY,XZ) n’est pas saturé. En effet, nous
allons montrer que Hsy = (X). Soit H' = (X). Montrons d’abord que Hg,y =
H!,,. Ona Ho = (1,Y,2)k[Y,Z] = k[Y, Z) = H}, , H, = (X?,X,XZ)k|X,Z] =
(COKIX, 2] = Hy , Hy = (X, XY, X)k[X,Y] = (X)R{X, Y] = H}.

Montrons que H' = H. ;. Soit P(X,Y,Z) € H],,. En particulier, il existe
n1 € N tel que Y™ P € H'. Y™ P étant divisible par X, P I’est aussi et P € H'.

Plus généralement, soit H un idéal homogeéne de k[Xo,...,X,] et d un
entier > 0. ¢H = ®s>4H, est encore un idéal homogéne. H et ¢H ont méme saturé.
Puisque °H C H, ®Haay C Hgap - Soith € Hopp . Vi=0...n, X*h€ H. Hgy
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étant homogene, on peut supposer h homogene de degré a. Donc X" h € Hgy 4,
et Xiﬂ+n‘h € Hyypyn;- Sidonca+p+n;>d, X;.B"'n"h € Hethe H,y.

8. PROPOSITION. —  Soit H un idéal homogéne # (1) de k[Xo,. .., Xy].
Pour que H = Hg,y , il faut et il suffit que (Xo,...,X,) ne soit pas un idéal
premier associé & H.

Démonstration. — Supposons d’abord que H = Hg,y et soit H = N;e1Q;
une décomposition primaire irrédondante de H. Supposons aussi qu’il existe 1o € T
tel que \/Qi, = (Xo,...,Xy). Alors, In; e N, XM € Q;, , 1 = 0...n et si
fe njej_iij , Xln'f € Nier@; = H. Donc f € Hgay = H. Ainsi H = njej._iij.
Mais c’est impossible puisque H = N;c1Q; était une décomposition primaire
irrédondante de H. C’est que v/Q; # (Xo,...,Xn), Vi€ I .

Réciproquement, supposons que H = N;c1Q; est une décomposition pri-
maire irrédondante de H telle que Vi € I, \/Q; # (Xo,...,Xy). Soit f € Hgas.
Alors, Vy =0...n, 3n; , X;"f € H. En particulier, Vi € I , X;jf € @;. Or

Qi est primaire. Si f ¢ Q; , In] , X;Lj € Q; et ceci pour tout 5 = 0...n. Donc

(Xo,.-.,Xn) C/Qi. Or /Qi # (1) (sinon Q; = (1) et la décomposition primaire
étant irrédondante I = {i} et H = (1)). Donc (Xo, ..., X,) = +/Q; contrairement
3 ’hypothése. C’est que f € N;e1Q; = H.

8.1. REMARQUE . — En particulier, si H = VH et si H # (Xo,...,Xy)
H est saturé.

)

Démonstration. — En effet, H posséde alors une décomposition primaire
irrédondante H = N;c1P; ol P; est premier et homogeéne. Si il existe ¢ € I tel que
P; = (Xo,...,Xy) ,montrons que I = {i} et H = P; = (Xo,..., Xn) contrairement
a Phypothése. Sinon, soit j € I — {1} , 1 ¢ P; car alors P; D P; contrairement &
’hypothése. Donc P; C (Xo,...,Xn). Mais c’est alors P; qui serait superflu.

9. PROPOSITION. —  Soit H un idéal homogéne de k[Xo,...,X,]. II
existe N € N tel que si s > N, (Hsat)s = Hs.

Démonstration. — Si H est saturé, c’est évident. Si H n’est pas saturé,
alors H # (1). Soit H = Njec1Q; une décomposition primaire irrédondante de H.
D’aprés 8, il existe ¢ € I tel que v/Q: = (Xo,-..,Xn).

SiIl={}, H=Q; et V/Qi = (Xo,...,X5). Or il existe N tel que si g
est homogéne de degré s > N , g € Q;. Ainsi H; = k[Xo,...,Xn]s sis > N. Or
1€ Hgay , puisque Vi =0...n, XM € Q; = H. Donc Hgay = (1).

Si I # {4} , montrons que N convient encore. Soit f € (Hgat)s , s > N.
Puisque f est de degré s > N, f € Q;. D’autre part, Vk = 0...n , dm € N
tel que X;**f € H. En particulier,sij €1, 5 # 1, X% f € Qj. Mais Q; est
primaire. Si f ¢ Q; , alors (Xo,...,Xs) C \/Q_; V@ = k[Xo,...,Xn] est
impossible, car Q; = k[Xo,...,Xn] ne peut contenir @; C (Xo,...,Xy) puisque
la décomposition est irrédondante. /Q; = (Xo, ..., Xy) est également impossible,

car \/Q ; # +/Qi pour la méme raison. C’est que f € N;jer-iQ@;. Ainsi f € H.
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9.1. COROLLAIRE. — Soit H, H' 2 idéaux homogénes de k[Xo,..., X,].
Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) AINeEN,H,;,=H,,s>N;

ii) H et H' ont le méme saturé.

Démonstration. —
i) = ). Sid> N, ¢H = °H’' (¢f. exemple 7). Or H et *H d’une part, H'
et ¢H' d’autre part, ont le méme saturé.

11) = 1) est une conséquence immédiate de 9.

10. DEFINITIONS . — Y C PZ. est appelé k-sous-ensemble algébrique de

P_Z. si et seulement si c’est un fermé pour la k-topologie de Zariski de Po. 1l
revient au méme de dire qu'’il existe H un idéal homogéne de k[X,..., X,] tel
que Y = V(H) - {0}/ ~. Y C P; est appelé k-variété algébrique projective
(resp. variété algébrique projective) si c’est un fermé irréductible de P; pour la
k-topologie de Zariski (resp. pour la topologie de Zariski).

Si Y est un sous-ensemble de P.;:- , Ie(Y) est I'idéal homogeéne de
k[Xo,...,X,] engendré par les f homogénes de k[Xy,...,X,] tels que f(z) =
0, Vre - {0} tel que n(z) € Y, = : A {0} — P% étant I’application

canonique.
On écrit parfois I(Y) au lieu de It(Y).

Remarquons que Ix(Y) = \/Ix(Y) et que I(Y) # (Xo,...,Xn) donc que
I(Y) est saturé.

Si Y est un k-sous-ensemble algébrique de P; , le polyndme de Hilbert de

k[ Xo,.--,Xn])/I(Y) est par définition le polynéme de Hilbert de Y. Si d est le
degré de ce polyndéme et —’%7!‘—& est son terme dominant, m est appelé le degré de
Y. P.(Y) = (=1)4(P(0) — 1) (ot P(T) est le polynome de Hilbert de Y) est

traditionnellement appelé le genre arithmétique de Y.

11. REMARQUE . — Soit H un idéal homogéne de k[Xo,...,X,] et soit
hi,...,hs des éléments homogeénes de H qui sont une base standard de H a la fois
pour l'ordre diagonal et pour ’ordre lexicographique (cf. 11.6.1).

hi(Xoy--+sXn-1,1),...,hs(Xo,...,Xn_1,1) est une base standard de H,
pour Pordre lexicographique.

Démonstration. — Soit h un élément homogéne quelconque de H. Mon-
trons d’abord que inkh(Xo,...,Xn-1,1) = (inh)(Xo,...,Xn—1,1). (Les mondmes
de k[Xo,...,Xn-1] et k[Xo,...,X,] sont ordonnés au moyen de l'ordre lexi-
cographique).

Soit h = EaeN”“"l,la[:d caX®. Dire que inh = ¢, X" signifie que ¢y # O et
que si ¢cq #0, a# v, v > o pour Pordre lexicographique.

Or h(Xo,...,Xn-1,1) = ZaeNn+l,|a|=dcano ...X 7', On a toujours
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ey #0.8ia#d, |of=|d|=d, (ao,...,0n-1) # (0g,...,a}_;). Donc si a #
v et cq 75 0, (ao""aan——l) 7[: (70,--"'771.'—1) et ('YOV'"’Yn—l) > (C(o,... ,an—-l)
pour l'ordre lexicographique. Ainsi ink(Xo,...,Xn-1,1) = ¢, X3°...X]"' =
(inkh)(Xo,...,Xn-1,1). Maintenant, puisque A,...,k, est une base standard de
H pour l'ordre lexicographique, pour tout h € H homogéne, il existe M; , ¢ €
(1...s) , un mondme tel que inh = M;inh;. Soit enfin f € H,. Par définition, il
existe h € H homogene tel que f = h(Xo,...,Xn-1,1).

iIlf = inh(Xo,. .o ,Xn_l,l) = (lIlh)(Xo, .o ,Xn_l,l)
= M,‘(Xo, e ,Xn—l, 1)(inh,‘)(Xo, e ,Xn—la 1)
= Mi(Xo, e ,Xn_l, l)inh,‘(Xo, e ,Xn—la 1).

11.1. EXEMPLE . — H = (X{,X8X, — X3), H2 = (X}, X3X, - 1). On
vérifie que (X3, X3X1 — X3, X3 X3, X?X5, X1X22,X}®) est une base standard de
H A la fois pour 'ordre diagonal et pour ’ordre lexicographique.

in] = (X3, X3X,,X3X5, X2 X8 X, X1, X1°).
V(inl) = {(zo,21,72) €k, T1 = £ = 0} , dimV (I) = 1.

Une base standard pour l’ordre lexicographique de I est donc (X{,X3X;, X3,
X2 Xi,1) et également (1). Donc I, = (1) et V(I3) = 0. L’algorithme pour trouver
une base standard pour ’ordre lexicographique de I, passe par les intermédiaires
X3, X3X;, —1,X3,X2,X,,1. Trouver une base standard pour I renseigne donc
sur les étapes intermédiaires dans la construction d’une base standard pour ’ordre
lexicographique de I3. (Cet exemple est dii & Mora).

Etant donné un idéal homogéne dans un anneau de polyndémes a n + 1
variables, nous venons de voir comment lui associer des idéaux quelconques
dans un anneau de polynémes a n variables. Ce procédé est souvent appelé
déshomogénéisation.

Nous cherchons maintenant étant donné un idéal quelconque d’un anneau
de polynémes & n variables a lui associer un idéal homogéne d’un anneau de
polynémes & n + 1 variables. C’est I’opération inverse d’homogénéisation.

12. DEFINITIONS. — Soit f € k[X1,...,Xn] # 0. Si d = degf et
sif = fag+ fa_1 + -+ + fo ot f; est homogéne de degré ¢ , ¢ = 0,...,d ,
on pose *f = fo+ Xofi—1+ -+ X¢fo. M est homogéne en Xo,...,X, de

degré d et *f(0,X1,...,Xn) = grf , *f(1,Xy,...,Xn) = f. Si I est un idéal
de k[X1,...,Xn], on pose "I = @.en(*I)s ot (*I), = {XE P,k e N,f e I
de degré s — k}.

On vérifie que *I est un idéal homogéne de k[Xo,...,Xn|, que I = ", (au
sens de 5.) et par suite que V(*I) NV (Xo —1) = V(I) .

13. LEMME. — X est non diviseur de zéro dans k[Xo, ..., Xn|/".
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Démonstration. — En effet, soit g € k[Xo,...,X,] tel que Xog € "I.
kI étant homogéne, on peut supposer ¢ homogene # 0. Il existe alors k € N et
fer, f;éOtelqueXong(’fhf. Sik>1, g€ P par définition. k =0 est
impossible, car *f n’est pas divisible par Xjo.

13.1. REMARQUE . — "I est saturé. (8, 13, I11.1.14.1).

14. PROPOSITION. —  Soit I = (f1,..., fs) un idéal de k[X,,...,X,].
On suppose f; #0, 1 = 1...s. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) hI = (hflv-",hfs)
i) grl = (grf1,...,81fs)
iii) Xo est non diviseur de zéro dans k|Xo,..., Xn]/(*f1,...,*fs).

Démonstration. —

t) = ¢1). Soit f € I, f # 0. Par hypothése, il existe g; € k[Xo,...,X,]
homogenes, 1 = 1...s tels que *f = Yoic1..s9i hf; . Substituant 0 & X, , nous
obtenons grf = Y. ¢i(0, X1,..., Xn)egrfi.

1) = 111) & cause de 13.

1) = ¢). Soit ¢ € I , g # 0 de degré d. Par hypothése, il existe
gi € k[X1,...,X,] homogeénes, 1 =1...stelsquegrg =) ., _gigrfi.

Il en résulte que "¢ —>"g; *f; € M (X,) . Etant homogeéne de degré d , ce
polyndme est de la forme X;* "g; avec ky > let g; € I de degré dy =d—ky < d ,
s’il n’est pas nul. Ainsi de suite, on détermine g;; € k[X,...,X,] homogénes,
k>1,gJ€Idedegred~Jl—kj,z—l s,]>1telsque:

k.;
grg; = >, 9ij8rfi , "gi — > ; 9ii "fi = X't *g;41. Ce processus s’arréte puisque
la suite (d;);en est strictement décroissante.

11¢) = 1). De facon générale, si g1,¢92 € k[X1,..., Xn],
Xgeggl+deggz hgr + g2 = Xgeg(gl+92) [Xgeggz gt + Xgeggx hgz] .

et

hgl h92 = hglgz-

Il en résulte que si g € I, dk € N tel que X(’)‘ hg € (hfl,.. ,hfs). Mais si X
est non diviseur de zéro dans k[Xo,...,Xn|/(*f1,..., fs) , Pa € (*fu,. .. P fs) et
hI C (hfl" .. ,hfs)'

14.1. REMARQUE . — Soit 8, : k[Xo,...,Xp] — k[Xl, .. n] , To € k,
le morphisme tel que 8,,(Xo) = zo , 0,-(X) = X5, 7 = 1 .n. Notons
hI(zo) = 02,(I). Nous avons : *I(0) = grl , I(l) = I Nous avons construit
une famille d’idéaux *I(zo) paramétrée par X, “continue” en fonction de X,
dont la valeur en 0 est grl et la valeur en 1 , I. Pour illustrer cette idée
de continuité, nous avons déja remarqué (I1.6.5.4) que dimV(grl) = dimV (I).
Elle s’exprime algébriquement par le fait que Xy étant non diviseur de zéro
dans k[Xo,...,Xn]/* , Kk[Xo,...,Xs]/*I est un k[X;]-module libre. Cest la
déformation au coéne des directions asymptotiques.
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Remarquons également que a cause de 11.7.8.1, la dimension de I’ensemble
algébrique V (*1) de A;:-'H est dimV (grI) + 1 donc aussi dimV (I) + 1.

En particulier, si dimV (I) = 0 (i.e. si le systéme n’a qu’un nombre fini de

solutions), V (grI) = 0. La variété projective Y = V (*I) — {0}/ ~ est toute entiére
contenue dans Zo.

14.2. REMARQUE . — Etant donné f;,...,fs des polyndmes # 0 de
k[X1,...,X,] , on considére aussi dans la littérature le systéme hfi,...,hf, appelé
systéme homogéne associé au systéme fy,..., fs.

Comme nous avons vu, cette opération dépend en général du choix de
fi,..., fs et non de ’idéal I qu’ils engendrent.

Si H = (*f1,...,"fs) et si H(zo) = 0,,(H) comme en 14.1, on a bien
H(1) = I, mais il se peut que dim V(H(0)) > dimV (H(1)). La famille d’idéaux
H(zo) n’est plus continue en fonction de Xj.

Supposons par exemple que dimV (I) = 0 . Dire que Y = V(H) — {0}/ ~
n’est pas tout entier contenu dans ZO(P% — Zo étant appelé ’hyperplan & 'infini
de P; , cela revient au méme de dire que le systéme homogéne * f;,... . f, a des
solutions & ’00) est équivalent & dire qu’il existe (z1,...,z,) € [ {0} tel que
h{z1,...,2,) =0, Yh € H(0) ou bien encore tel que : grfi(zy,...,z2,) =0, ¢ =
1...s.Silestladroite de k joignant 0 & (z1,...,Z,) , grfi(zy,...,z}) =0, 1=
l...s , Vz' = (z},...,2z}) € I. V(H(0)) n’est donc pas un ensemble fini et
dim V (H(0)) > 0. C’est ce qui se produit dans ’exemple I1.1.5 avecn =2, s = 2.
On vérifie que : Xo "fs = (X2 — X1 — 3Xo) hf + (X1 + 2Xo) hf, alors que
hfy & (" f1,* f2). Néanmoins, toujours si dimV (I) =0 et si s = n , si le systéme
homogene *f1,...,* f, n’a pas de solutions & l'infini, alors *I = (% f1,...," f,,).

En effet, dans k[Xo,..., Xy] le systéme *f1,...,* f,, Xo ne posséde que la
solution (0,...,0). On a donc dimV (* f1,...,* fn, Xo) = 0. D’aprés 111.2.2, I11.2.4,

hfi,...,® fn,y Xo est donc une suite réguliére de k[Xo,..., X,|. En particulier, X,
est non diviseur de zéro dans k[Xo,...,Xn|/*f1,...," fn et d’aprés 14, I =
(*f1,...," fr). Cette propriété ne reste pas vraie si s > n , comme le montre

’exemple suivant : n = 2. f; = X1(Xhi + X2) , fo = Xo(Xh + X2), fz3 =
X24X2-1, fa=(—1+X1+X2)(X1+X2). Ona V (I) fini. Le systéme " f1,... , f4
n’a pas de solutions a I’oo. Néanmoins, hI # (hfl,...,hf4) car X1+ Xo €1 et
grl # (grfi,...,81f4) C ®a>2k[X1,...,Xr]s , puisqu’il contient X; + Xs.
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