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EXERCICES

k
1. Soit U ={min{|z,|, lz,|} <1Jcc®. calculer HS(U,0).

2. Soit T = C/Z+i&. T est une variété analytique complexe de dimension
1. Soit @ 1le faisceau de fonctions holomorphes sur ¥. Calculer Hk(T,d)
en deux maniéres, a) par le recouvrement de Stein, ©b) par la résolution de
Dolbeault.

3. Considérons l'application j: R-—>m2

définie par t +> (t,0). Calculer
RijAR resp. RijBR' Les réaliser de fagon canonique comme sous faisceaux

zZ
de Bgp. [Indication: Utiliser la suite 04~ j & 0,¢2~ 0j¢—0.]

4. Considérons l'application analytique réelle ?: E!—<>R2 définie par
tr—> (ta,t3). Désignons par S§ 1l'image de 9’, qul est une courbe cubique.
a) Calculer Rh?kBR et les réaliser comme sous faisceaux de BRZ.
b) Chercher la condition pour que u¢B[{0}] soit dans ?&BR(RZ) par

l'inclusion ci-dessus.

5. Soit S 1la courbe donnée dans 4. Soient P, Tresp. D, la projec-
tion naturelle (xt,xa)k—é X, resp. (x1,x2)p—9vx2. Désignons par gp-1

1
resp. SP -1 1l'intégrale par rapport a la variable X, Tesp. X,. Déterminer
2

1'image de gp1-1: [é(Bmz)_a BRx1 resp. ‘SP2-1 :-fb(BRa)_, %sz. Y-a-t-il
parmi eux un homomorphisme réciproque & gauche de 7; dans 4?
6. Calculons Hlo}(c,ﬁ) par les deux maniéres, soit par le recouvrement

de Stein relatif U=¢, U, = €~{0}, soit par la résolution flasque 0 —> ¢
> 52> %150, |

a) Soit ueiH}os(C,OO. Supposons qu'il est représenté soit par F(z)UAU1
(oi F(z) € #(€~0})), soit par u(x,y)dz (on u(x,y)er’mmz,ax’y)). Donner
la correspondence entre eux.

b) Considérons maintenant ue{Hlo}(C,G) comme un élément u(x) de'Th»(R,Bx).
Exprimer cet élément en terme de F(z)UA}I1 resp. u(x,y)dz.

¢) Considérons les trois formes linéaires H}O}(C;Oﬁ-9 € induitespar



i)  F(z)UpU, +—> RésoF(z),

1
ii) u(x,y)r———?gﬁgu(x,y)dxdy,
iii) u(x) —>» gmu(x)dx.

Chercher la relation entre eux.

7. Soit s - {]zl = 1} le cercle unité dans €. Considérons € comme
un voisinage de Stein de la variété analytique réelle s’. On a alors B(S1)
= G’(@\S‘)/O’(C). Soit FO('z) €d(|zl <1) et Fco(Z) € dlz) >1) un couple de
représentant d'un élément f£(0)¢ B(S‘).

a) Chercher un représentant pour l'hyperfonction einO sur S’.

b) Exprimer le coefficient de Fourier

a, = —E%ESf(O)e'inedO
déf

en terme de celui de Fo(z) ou de Fa)(Z)'

¢) Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que la somme
formelle :Z:aheing représente une hyperfonction (une distribution, une
fonction g&f resp. une fonction analytique réelle)?

d) Donner le développement en série de Fourler de 8(9).

e) Mettre la topologie dans B(S’) resp. A(S’) de fagon plausible et

étudier la dualité. Exprimer le aussi en terme de coefficients de Fourier.

£) Calculer 1'indice de 1'opérateur ‘-3—9: B(s")—>B(s!) (et -g%: pr(shH—
oA, ] 1 e F a-
D'(8'), 3¢ A(S)—A(s))). IN.B. 1'indice de 56 = dim Kergg - dim Eokergg..

g) Chercher la condition nécessaire et suffisante pour que l'opérateur
différentiel ordinaire pGﬁ%) a coefficients constants admette une solution

élémentaire 2T~ périodique.

. a
8. Congidérons l'équation des ondes d'une variable spaciale Cg%;- g%;)

u(t’x) - Oo
a) Trouver la forme générale de la solution hyperfonction de cette équation
b) Vérifier le théoréme fondamental de Sato (Théoréme 3.5.5) pour cette

équation en utilisant la forme explicite de solution.



¢c) Trouver la solution élémentaire du probléme de Cauchy, 1i.e. la solution

Eo(t,x) de
¥
AE
Ey(0,x) = O, ETQ(O’X) = 8(x).
d) Posons E(t,x) = Y(t)Eo(t,x). Déterminer supp E, supp sing E, S.S.E.
¥ 3P

Calculer 3E ,ax,_)E(t,x).

v
e) Montrer que -%%g-'%;-: B(Ra)-—>B(R2) est surjectif. [Indication: Utiliser

aussi Y(-t)Eo(t,X);]

(Méthode des ondes planes) a) Soit Cuésn-1. Soit f(t,r) wune hyper-

fonction de deux variables. Montrer

2.
(- npet,w = Sa- L] .

b) Calculer la solution du probléme de Cauchy
2.
(ﬁz_"Ax)Eo(t,x,w) = 0,
(n-1)! 1

9E '
EO(O,x,w) = 0, -ﬁfﬂ(o,x,u) = T3 g i)
c) Calculer Eo(t,x) = gsn_1Eo(t,x4»)dw, E(t,x) = Y(t)EO(t,x).

d) Montrer
supp E(t,x) (:{j >1x|}, supp sing E(t,x) {t = |x(

S.S.E(t,x) = {o}x-;—s;n Uw%m k/o{(t , i dt-6dx) o).

10. Soit p(x,3) un opérateur & partie principale réelle po(x,B). Soit

n-1 un point caractéristique de p, i.e. un point vérifiant

po(xo,§o) = 0. La courbe intégrale du systéme d'équations différentielles

(2,89 ¢rx s

ordinaires sur Rnx'sn-1:

dax.
dt t
vérifiant x(0) = x° %(0) = § est dite la bande bicaractéristique de p

9

H

pg(X.E), 'a—'= - (%, §)

passant a (xo,go).

-
a) Calculer la bande bicaractéristique de %h;"Ax‘
b) Montrer pour la solution u de ( [5 Ju(t,x) = 0 1l'assertion suivante:

Propagation des singularités le long de la bande bicaractéristique: Si S.S.u




2
contient un point caractéristique de %ﬁ;-qu, il contient alors toute la

bande bicaractéristique passant a ce point. (Indication: Démonvirer la contra-
posée ¢ . Supposons que S.SJAf(tO,xo, 0,3 ). Soit u = v + w une décomposi
tion telle que v soit analytique réel au voisinage de (to,xo), et que
S.5.W R x {(GO,EO)} = 4. Alors

2.

(Tz-a)v(t,0) = - Ga- - AW (t,x)

ot ot

est micro-analytique en direction (e° ,§ ), et on a
2

2 - AT (6=t v(t, 0} K E(t,x)
2
v(0,308" (6) ¥ E(t,x) -{T(4-t0)Sm-A Iwt, 0} % E(t,x).

i}

Y(t-to)v(t,x)

Estimer le S.S. du second membre.]

11. Considérons dans R3 = CXR 1l'opérateur de H.Lewy

+ 9 + 9
P_=-75 iz =3,
ou z =x+1iy et (x,y,t) est les coordonnées standard de RB. Posons
-4 1 1 1
E(z,w,t,8) = - 2.7;21 Z-w t-sti(]z)2+|w2 -2z%)+10 ° ¢
sur R

a) Vérifier que E(z,w t,s) sont bien définies comme des hyperfonctiog% et
déterminer supp, supp sing, et S.S.

b) Montrer

-

+ ' déf
(Ezmt,0) = Sz 5k flr),  (on B2 %E808).

En déduire l'assertion suivante: Soit f(z,t) un germe d'hyperfonction véri-
fiant S.S.f C'Int('D:), ou
* 3 (1
D = ROx{7(§dx+]dy+edt)m ;+020}.
b3
Alors Pu = f est localement résoluble. dans B.

¢) Montrer

+ + :
gElzawatrS)Pw’BS(W’;)S(S-r)dldeS = S(Z §)( 2%1 ——?IIU)
(od w = u+iv). En déduire l'assertion suivante. Soit P u=0, On a alors

S.S.u(:ﬁdt. Préciser 1l'estimation & 1'aide du théoréme fondamental de Sato.

d) Montrer
+

Pz t

E (Z,W tys) = G(Z‘W')(" 1 ! )"' K+(Z,W,t,8)

21l t-s+i0



ou

| { Z
Ke(z,%,t,8) = T z=w (t-s+1i(1z12 +|\wl2 —2z%)+10)**
En déduire pour u(z,t) quelconque 1'égalité
SK+(z,w,t,s)P$ su(w,s)dudvds =0
- b}
en tant qu'une microfonction sur Dt

’ :t ya : ’
e) Démontrer que P u = f n'est pas nécessairement localement résoluble.

dans B,

12. Considérons le laplacien A dans R". on suppose connue la solution
élémentaire E(x) (= = ngT%T pour n = 3). Elle est analytique réelle en
dehors de O.

a) Soit Q. < R® un ouvert borné. Montrer que A : B(2)—>B(l) est surjec-
tif. Montrer aussi que A: A(QD—>A(D, A: D'(S) —>D'(RR) sont surjectifs.
[Utiliser un prolongement ’f‘lg BERL] de f €B(S2) donnée pour convoler avec E.J

b) Démontrer la m@me assertion pour ). non nécessairement borné en remar-

quant que E est une hyperfonction de Fourier. [Utiliser un prolongement en

hyperfonction de Fourier rapidement décroissante de f € B(Sl) donnée.]

Remarque 1. Un élément non trivial de d({|z1|<1,|z2|<1v/0(ﬂz1r<1}) +

GQ|z2|<1}) s'obtiendra par un changement de coordonnées 4 partir de 1/z1z2

| I
X1+10 x,+10 #

2. La fonction méromorphe

F(z,a)=—1—Z(1- l.+a>

g 2= gea~-o W
weZ+iZ

vu que S.S.—— &o, idx @), (0,~ idx aﬁ}.

sera une hyperfonction sur T & paramétre analytique réel a¢ € vérifiant

BF(z,a) = 5(z)-5(z-a).

7. Un représentant de f(§) sur g! sera calculé par la formule de

' f
Cauchy: ZJj-Sgl 5(22 Y.




