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VII-1i

CHAPITRE VII. RESOLUTIONS DE DE RHAM ET DE DOLBEAULT

1. Cohomologie & supports compacts

Pour 1'étude algébrique d'hyperfonctions, 1l est commode d'exprimer
la définition d'intégrale en terme de cohomologie. Il faut aussi savoir
quelques terminologies pour lire la littérature courante. C'est pourquoi
on met ici un paragraphe qui n'est pas indispensable pour la suite. Cependant

pour éviter d'étre pédant, on se limitera au cas générique. commengons par

Définition 7.1.1 Soit X un espace topologique, soit UCX un ouvert.
Un ensemble § de parties fermées de U sera dit une famille de supports
de U sl
a) toute partie fermée d'un élément de § est encore dans §,
b) § est clos par la réunion finie.

Définition 7.1.2 Soit & un faisceau sur X. Soit U C X un ouvert

et soit § wune famille de supports de U. On posera
(7.1) (U, F) = {re FW); supp fegl.
Soit de plus 0 —> "f —> C"(F) 1la résolution flasque canonique de F. On
posera
(7.2)  Hy(U,F) = HS(gu,c @),

Avec 1'inclusion naturelle FK(UQ})C—9 rL(Uj}) pour K Cc L, 1la donnée
Q,)Kt—a»Fk(U;}) constitue un systéme inductif d'espaces vectoriels. Il est
clair que

(7.3) r’i(UJ)

Ked
En vertu du Lemme 4.2.5 on a donc
ko - K,
(7 .4) Hg(U,F) = }%HK(UJ).
Grice a l'exactitude de la limite inductive, tous les résultats donnés dans
k

le Chapitre IV concernant H peut donc se transporter sur H;. En parti-

K
culier on a toujours H%(U;}) = Fi(U;}) et s1 F est flasque H;(Uﬂ}) =0

pour k2 1.
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Soit K<U wun fermé. Si on prend comme un cas particulier § = {tous
les fermés de U contenus dans K}, on a Hg(U;}) = HE(U;}O. Un exemple non

52
banal de § est celui constitué par tous les compacts contenus dans U.) L

e
groupe de cohomologie correspondant sera alors noté Hi(U,?ﬁ et appelé la
cohomologie a supports compacts.

Exercice Soit K<CU un compact. Démontrer la suite exacte

0— [ (UsK,3) —> (U, F) — (K, F)

—> H] (1NK,F) —> B (1,5) — B (K, P)—> ...

(Remarquons que pour un compact K on a toujours Hk(K,?ﬂK) = lim Hk(V3?).
Voir la démonstration de la Proposition 4.6.6. Donc la notatioX)KHk(K;}) ne
produit pas d'ambiguité.)

Exercice Soit E 1le faisceau des germes de fonctions c® sur une
variété différentiable M. Montrer Hi(M,E) =0 pour k > 1. (Remarquons
que pour un fermé fixe K # g, M on a H%(M,E) £ 0.)

Voici une application a 1'image directe.

Définition 7.1.3 Soient X, Y des espaces topologiques, f: X—Y une

application continue et soit % wun faisceau sur X. Nous désignons par
ka!(}) le faisceau associé a préfaisceau

Y>U —> H}Fiu(f‘1 ), P,
ou 'QU est la famille de suppors de f_1(U) formée des fermés sur lesquelles

f est propre, i.e. l'ensemble des fermés Ac;f-1(U) tels que Ar\f-1(K)

soit compact pour tout compact KcU, ka' est appelé la k-iéme image directe

a supports propres..

0

Exercice f, = R f

' est un foncteur exact a gauche, et ka' est le

!
k-iéme dérivé de f, a droité. Ainsi pour 0—F'— F —>F"—>0 une
suite exacte de faisceaux sur X, on a la suite exacte sur 1Y:

(7.5)  0-—> £, 3" —> £, —>f 3" —> R £,3 —> R' tF — R'£ 30— ...

Ei)Bien entendu, nous pouvons vnoser une fois pour toutsl'hypothése que l'espace
solt séparé, ce qui n'est vas du tout chére pour nous. Cela assurera qu'un
compact est toujours fermé. D'ailleurs, on supposera ci-dessous essentielle-

ment que l'espace est paracompact et localement compact.
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On a aussi ka,fF = Hk(f',f}) si 0-—=>F —>L" est une résolution flasque.

Bien entendu, tous ceux se raménent a kax si f est lui-mé&me propre.

Notons aussi que dans le cas ot Y se réduit & un point, on a ka'§P=

Hi(X;})‘ ‘Calculons un exemple.

Proposition 7.1.4 Soit Gpn+q 1le faisceau constant 4 fibre G sur rR1* 4,

Soit f: Rn+¢——e»Rd la projection. On a alors
(7.6) R'f, (Gpnaq) = % Ggn  pour k = d,
0 pour k £ d.

Démonstration Soit D une boule ouverte centrée a l'origine de R . On

a alors
Rf, (Gpnsa) (D) = Lig HE(Dxr%,0),

ou KC:DXRd sont tels que flK ‘zoit propre. Parmi eux constituent un systeme
cofinal les K's qui s'écrivent & la forme

{(x,y)erRd; Iyl £ ¢(x)}, |
ol ng) est une fonction continue & valeurs positives. Pour un tel K 1l'inc-
lusion naturelle i: DXRd\ K ~—>Dx(Rd\{OS) admet une réciproque d'homotopie,
i.e. une application continue j: Dx(Rd\{Oﬁ)—4>Dde~‘K' telle que joi o id,
isj o~ id. (En effet il suffit de poser j(x,y) = (x,(1+@(x))y).) Donc d'apreés
le Théoréme 4.7.5 et le diagramme

.. —>HE T (DxRANK,8) —> HE(DXRd,G)-—é 1 (pxr%, @) —> ...

zt } f
o =BT (DX (RAjOD), @) —Hy ¢ (DxRY, ) 5E (DR, B) = ...,
k

DxKH(DXRd’G)' En vertu du calcul de la Proposition

4.7.7, on obtient donc (7.6). C.Q.F.D.

on obtient HF(DxR%,@) = H

Remargue Rappelons que le calcul ci-dessus est basé sur 1'isomorphisme
Hn(Sn,G)’g G donné dans la Proposition 4.7.6, ce qui dépend de l'orientation
de S". Donc (7.6) aussi dépend de l'orientation de la fibre rd.

Contre le cas fx’ pour un faisceau flasque Fr, fﬁ} n'en

R*
est plus un. (Voir la figure qui clarifie la raison.) Tout de m&me

PR TN S

il devient un faisceau cohomologiquement assez trivial. Pour le

» <

préciser, introduisons la o
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Définition 7.1.5 On dit que le faisceau <} sur X est mou si toute

section s ¢ F(S) sur un fermé SCX se prolonge & X.

Ici par définition
(7.7)  F(S) =[5, F|).
Si les ouverts de X sont tous paracompacts (séparés), ceci est aussi égal
a %%%\}(U) d'aprés la Proposition 4.6.6. Sur un tel espace X, un faisceau
flasque est donc manifestement mou. Le faisceau E des germes de fonctions
c® sur une variété M est un exemple important de faisceaux mous. En géné-
ralisant les Exercices sur ce faisceau E (voir celui & la fin du §5, Chapitre

IV et celui ci-dessus), on constate facilement le

Théoréme 7.1.6 Soit ¢ un faisceau mou sur un espace paracompact et

localement compact (séparé) X. On a alors Hk(X,}) = Hﬁ(x;}) = 0 pour k21,
Avec cette notion on a le

Lemme 7.1.7 Soit F un faisceau mou sur un espace paracompact et locale-

ment compact (séparé) X. Alors pour tout fermé ScCX, EFLS est encore mou.
a un autre espace du méme typ
Soit en plus f: X—Y wune application continugw Alors f S est un faisceau
mou sur Y.
La démonstration est évidente Remarquons que grice a ces propriétés on
peut calculer pour un tel espace X Ht(x,3¥) ou f,} par une résolution
0— F—L* avec les termes mous.

Donnons maintenant 1'analogue du Théoréme 4.6.7.

Théoréme 7.1.8 Soient X, Y, Y' paracompacts et localement compacts.

Solient f: X—>»Y, g: Y'—Y des applications continues. Posons

(7.8) X' = Xx¥' = {(x,y")exXx¥'; £(x) = g(y")}

i
(produit fibré). Soient f': X'—Y', g': X'—X X’ P v
les projections naturelles. On a alors lg' L%
“Toke gy~ Rk -1 |
(7.9) & R£,(H = R, (g F). T X ¢ Y

En particulier, en prenant Y' = {y''< Y on a

k. /¢ ~y e
(7.10) R (F) S HIET (), F e )
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Démonstration Montrons d'abord

‘ ~ -1
(7.11) £,(®, S 7@, Fle-1(4) -

Le fait que c'est injectif s'ensuit de la Proposition 4.6.6. Soit réciproque-
ment sé-fé(f“(y),qﬂf_1(y)) et posons K = supp(s). Par la méme proposition
il existe un prolongement S de s & un voisinage U de f-’(y). Soit S
C U un voisinage compact de K dont l'existence est assurée par la compacité
locale de X. Alors l'application f\s est évidemment propre, donc fermée.
Puisque supp ® N £ (y) = K, 1l existe ainsi un voisinage V de y tel
que Y0 au voisinage de ’BSr\f'1(V). Prenons donc le prolongement par
zéro & de glsnf'1(V) a £ (V). 11 est clair que ge I"(f-‘(V),‘}v) est
un prolongement de s tel que f‘supp y soit propre.
Soit donc 0 —> S —I° une résolution flasque. Alors O—?EF“_1(y)
,__>;i;)f_1(y) est encore une résolution flasque, et on a l'isomorphisme
R, (P, = B, L)) = BT 0, L 1y = BT 00, Fle-15)
d'ou (7.10).

1}

Pour établir (7.9) remarquons d'abord qu'il existe un homomorphisme de
faisceaux canonique
(7.12) g-lf!l}——»f'!g'-lg'.
Soit U €Y' un ouvert. Soit @ resp. §' 1la famille de supports figurant
dans la définition 7.1.3 par rapport a f: f—1(g(U))—_,g(U) resp. f': £~ )
—> U. Remarquons que £ (g(u)) = g'(f'—1(U)) et que g'-1§ < §'. On a
alors un homomorphisme bien évident

(e (6(0),F) —> ('™ (), 6079

qui est compatible avec la restriction de U, Notons que les deux bouts de
cette fléche sont des préfaisceuax auxquels associent les faisceaux g-If!EF
resp. f'!g"tg?. D'ou on obtient 1'homomorphisme (7.12) cherché.

Soit maintenant 0 —> J —> Z,° une résolution flasque. Notons que la
définition de 1'homomorphisme (7.12) est fonctorielle, i.e. il induit un

morphisme de complexes
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0—g ' t,h—g £ 10—t — ...
Yl . Y150 -1,1
0—>flg" " F—>1lg' " L —flg' L —> .oy

-1 &tant

d'ou l'homomorphisme canonique Hk(g-1f!I;)——e-Hk(f'!g'-11}). Or, g
exact on a Hk(g_1f!1;) = g—lHk(f!If) = g“TRkEF. Aussi 0 —> g'-t£ ——4>g'-L(:
étant une résolution de g'“t}, il existe un homomorphisme canonique
Hk(f'!g'-tt')——>ka'!(g'-E}). (Voir la remarque aprés le Théoréme 4.3.3.)
Ainsi on obtient un homomorphisme de faisceaux bien mnonique (7.9).

Pour montrer qu'il est un isomorphisme, il suffit de comparer leur fibres
Prenons y'¢€¢Y' et posons y = g(y'). Dtaprés la définition du produit fibré
on a 1'homéomorphisme

£y Ze e ey = fxex; £1(x) = g(yY.

D'ou d'aprés (7.10) on obtient

-1k K. e
g 'R f!(a")y, = R 1*!(3~)y

ko= ,
le(f"I(y'),g'_}fi‘f.q(y,)) = ka'!(g"})y,.

COQ.F.D.

Voici le résultat principal de ce paragraphe:

Théoréme 7.1.9 Soit f: X—>Y wune application continue entre les espaces

paracompacts et localement compacts. Soit JF un faisceam sur Y. Il existe
alors un isomorphisme canonique

=1lc k
(7.13) ka!f }q&@yR £,Cye

Démonstration Soit 0— Cy — C® 1la résolution flasque canonique de

C Alors O-—e-f-131—~—> f“E}@bXC‘ est une résolution de f-155. (En effet,

X.
g(&Cx% est le faisceau associé au préfaisceau Ur—> g(U)G)C 153(151). On a

. t A ;
(h @CXO})X = }'X(X)C Q)x’ d'ou ®CX est éxact.) Montrons d'abord que
f-h}@CXCJ sont mous. Il suffit de montrer que pour les faisceaux 3P, (g ,
E}@CXCO(Q) est mou, ou CO(O}) est le premier terme de la résolution cano-
nique de 0}, i.e. le faisceau des germes de sections discontinues de ‘g .

Soit s une section sur un fermé SCX. Elle se prolonge a une section s

sur un voisinage UDS. Dans un voisinage UxﬁiU de chaque point x €35,
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n’ - < PR
s vpeut se représenter a la forme de somme finie:

f . .
7;__: J®E, s i
ol x 3 € 3(U ) et By, €C (%)(Ux)’ i.e. une fonction discontinue By, 3
v L1 O, soit {Usl un raffinement localement fini de {U } qui recou-
y€Ux

vre un voisinage de S. Soit {?a(x)} une partition de l'unité subordonnée
a {Ua}. (On n'a pas besoin de la continuité de ¢,(x)!) Soit

(7.14) 7?", 3,39 84, 3

l'expression de 8 sur U, induite de celle ci-dessus. Solt enfin Y (x)
une fonction qui vaut 1 au voisinage de S recouvert par {Uq}, et O
ailleurs. Posons

= Z Zf 4@ %(x>%<x)g2 5

On a manifestement § € yhzc (0})(X). Gr8ce a la compatibilité de (7.14),

Y,
on peut réécrire au voisinage de chaque point de S 1les termes dans s a

%
s

\ ~
un seul A. D'ou sl = s.

S . s
le Théoréme 7.1.8
Ainsi d'aprés le Théoreme 7.1.§< le Lemme 7.1.7 et la remarque la, on

peut calculer ka'f-tg; fibre a fibre utilisant cette résolution molle:
0—> t7'F—st 'S ®C’. On a

k -1 k, -1 -1 -1 -1 .
(7.15) (R £, F) g = H (£ (3),f }|f_1(y)) =Hk(r;(f (y),f 'F®C |f_1(y)))
HEF @ T (57 (1,07 | 41(yy)) = Fy®@H (£ (3),0)
g QR" £,Cye

I1 reste donc & donner la définition de l'homomorphisme canonique qui induit

1]

cet isomorphisme sur chaque fibre, Soit U<Y un ouvert. Soit § 1la famille

de supports pour U figurant dans la définition de f On a une suite

.-
d'homomorphismes canoniques:
FHO@ (g (671 (1), ¢7) H(F (e (™ (),c7))
—> B (P (e (1), £7'F ®C*))
s w67 (), 273,
qui donne pour limite un homomorphisme de falsceaux gaka!cha}‘f!f"?.

I1 est clair qu'il induit l'isomorphisme (7.15) sur la fibre. Donc il est
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inversible et la réciproque est 1l'isomorphisme voulu (7.13). C.Q.F.D.
Remarque Le produit tensoriel de deux faisceaux flasques n'est plus

flasque en général, car une section du produit tensoriel doit avoir localement

une expression en termes finis. La propriété qu'on a utilisé pour C°(%)

n'est donc pas la flascité de Cj(EF). €'est ce qu'on appelle un faisceau

fin. Nous n'entrons pas dans le détail de la généralité, mais simplement

remarquons que lorsque X -est une variété différentiable, on peut utiliser

au lieu de la résolution canonique O —> C,—>C°, 1la résolution de de Rham

X
O——é(%(~—>Eé’) (Voir Exemple 4.1.10). On pourra alors utiliser une partition
de 1'unité de classe C® de la m2me maniédre pour constater que Eﬁ@>E§j) est

mou. En considérant comme toujours la résolution flasque canonique de la

. (.)
suite O—-—)CX——éEX

qu'on obtient ainsi le méme isomorphisme.

, et appliquant le lemme de Well, on peut vérifier

Pour terminer ce paragraphe, introduisons la notion de faisceau d'anneaux
rk et de faisceau de »4-modules. On dit qu'un faisceau 7L est un faisceau
d'anneaux si chaque -4(U) est muni d'une structure d'anneau de fagon que la
restriction Pyut A(U)—> A(V) soit un homomorphisme d'anneaux. (Dans la
suite nous ne considérons que le cas ol -4(U) sont des C-algébres, donc
-4 est déja un faisceau de C-espaces vectoriels.) Ensuite, on dit qu'un fais-
ceau M est un faisceau de 4§ -modules (& gauche) si chaque JM(U) est un
A (U)-module (4 gauche) et que Pyy: MU= M(V) commute & 1'opération de
A(U)- resp. A(V)-module. Il est alors clair que la fibre f  de A est
un anneau, et la fibre ~/{{x de 4 est un ;Ak-module (4 gauche). Toutes ces
terminologies seront transférées au cas de préfaisceaux de fagon évidente.

Etant donnés deux ;F;modules)uii a droite, A a gauche, on définit le
faisceau Jff@ﬁ_/‘/ comme celui associé au préfaisceau UI—-—)J‘((U)ﬁ(U)/V(U). On
a évidemment- (M&)A/V)x = _A/{x ®Ax4/x. Différemment du cas @Cx, le foncteur
G%L n'est pas nécessairement exact.

La notion de sous A-module et de quotient sont pareilles au cas A= CX
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i.e. au cas de faisceaux de C-espaces vectoriels. Un homomorphisme de faisceaux
M—> N entre les deux 74-modu1es sera dit un homomorphisme de »#-modules (ou
un -4 -homomorphisme) s'il commute aux opérations de A-modules. D'ol la
notion de l'image, 1le noyau, le conoyau etc.

Pour un -4-module A, 1la résolution canonique Co(Jf) de M sera
encore un 74-modu1e de fagon évidente, et l'injection JK-*COCA1) sera un
A -homomorphisme. D'ol on constate que pour un sf-module 4, H%(X,)O
devient un 4{X)-module de fagon canonique, et g’s‘(.M) un 74—|S—module.
Nous laissons aux lecteurs le soin de vérifier que la structure de A(f)-modiale
B()) est juste celle qui est ainei obtenue & partir du @-module ¢. (On
pourra en plus parler de la structure de 79-module pour B, ol 79 est le
faisceau d'anneaux (non commutatifs) des germes d'opérateurs aux dérivées

partielles linéaires & coefficients holomorphes.)
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2. Résolutions de de Rham et de Dolbeault

Nous fabriquons maintenant les résolutions de C et de & en termes
dthyperfonctions. Considérons tout de sulte le cas relatif pour la généralité.
Soient M, N des variétés analytiques réelles de dimension reépectivement
m, n et soit f: M—>N une application lisse (i.e. une application c®
telle que la dérivée df(x): TxM‘a'Tf(x)N gsoit surjective en chaque x¢€ M).

On désignera en général par AM resp. B le faisceau des germes de fonctions

M
analytiques réelles resp. d'hyperfonctions sur M. Soit p 2> O un entier.
On désignera alors par Aép) resp. B&p) le faisceau des germes de p-formes
différentielles a coefficients dans AM resp. dans BM: Une section de Bép)

s'écrit en coordonnées locales

d o e o dx
Z(fj,...jp(") g Ay
ol 931 ] (x) sont des hyperfonctions. Puisque la régle de changement de
‘..p
(p)
AM

coordonnées pour les coefficients d'une section de s'écrit par une

matrice a4 coefficients analytiques réelsy elle a un sens bien déterminé pour

les coefficients de Bép), d'ol la définition globale du faisceau B(p)
Ainsi Aép) (p) sont des AM-modules. Par la méme raison, la dérivation

(p)

p+1)s'étend a un homomorphisme de faisceaux d: BM

extérieure 4d: AMp)~—9—AM
(p+1)
BM

, Ce qui n'est bien entendu pas un AM-homomorphisme.

Définition 7.2.1 On pose (1) = (1)/f A(1)Q9 -1, AM’ et A(p)

(p) = AKkaM Agp) (resp.

/\pA§1) pour p > O général. On pose aussi
(p)
Bf

) est un AM-module et appelé le faisceau des germes de p~-formes & coeffi-
cients dans Ay (resp. dans BM) relatives par rapport a l'application f.
La dérivation extérieure d sur M induit canoniquement un homomorphisme

de faisceaux d: A§p)_—> A§P+') resp. dg: ng)__> B§P+‘)( de 1™ 'Ag-modules).

Notons que pour p 21! on a
A(p) (p) jo=1,01) 5 ,(p-1)
f = A /£ A /\AM ’

-1

ou le produit extérieur dans le dénominateur se fait sur l'anneau f AN.

Si N se réduit & un point, tous ces objets se raménent au cas absolu:
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Agp) = Aép), ng) = Bép) et df = d. Dans le cas général, d'aprés l'hypo-

thése que f soit lisse, on peut prendre les coordonnées locales de M resp.
R"

. n .
avec les coordonnées (x,t), N = R avec les coordonnées x et que f soit

]

N au voisinage de chaque point x€&€M resp. f(x)€ N de fagon que M

la projection (x,t)+—> x. Dans ce cas la section de Agp) (resp. ng)) est

représentée de fagon unique par une p-forme absolue du type

DM 93, ...jp(x,,t)dtj1/\ .. .Adtjp,

ou ‘?j1...jp(x’t) sont des fonctions analytiques réelles (resp. hyperfonctions).

La dérivation extérieure df est alors représentée par celle pour les variables

t (avec les x considérés comme paramétres).

Théoréme 7.2.2 (Résolution de de Rham relative) On a la suite exacte de
1

faisceaux (de f~ AN—modules) sur M:

1N——»BM—d‘E>B§.1) d4, ... dﬁ,Bgm‘n)—ﬁOa

Démonstration Il suffit de démontrer l'exactitude localement. Posons

(7.16) 0O—>f 'B

donc M = Rm, N = R® comme ci-dessus et soit f: M—>N 1la projection naturdle

d
(Xyt)> x. Posons d = m-n. ng) s'identifie avec BéP). Soient encore X

m

= C et Y =2¢" 1e complexifié de M resp. N. Distinguons la projection

naturelle X-—>Y par F. On partira par la suite exacte suivante qu'on suppose

connue:
(7.17) 0—F oy 0,96 081 e, . _dr old)__ o
Y X q F 7 F
ol dép) s'identifie avec d;p). Le probléme est donc de passer de (7.17) a

(7.16) par le foncteur _}_I_g(.)?iJ

1°1€ étape Notons que M est pur de codimension m par rapport a Gép)
d
= Gk(P); on a (au facteur d'orientation prés)
mea(p)y _ o(p) kog(p)y _
(7.18) ﬂM(dF ) = B/, _}gM(dF ) = 0 pour k £ m.
En prenant la résolution canonique de la suite (7.17) et en appligquant le

foncteur I&, on obtient donc un diagramme commutatif comme suit

5t) Les analystes qui ne veulent pas lire la démonstration ci-dessous pourront
tout de suite passer a la remarque ci-aprés.
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0 0 0
7 J«
0 —> [, (c°(F e )) —> [, (c%(8)) — ... — 1, (Oe{ V) —s 0
Sl y )
(7.19) : :
5| | !

0 —5 [, (c"(F g, ) —> T, (c™(6,)) —> ... —>T,(c™(g{P)) — 0
M Y -M X F

5] l L
Ici les lignes sont exactes; les colonnes autre que la premiére sont exactes
sauf en m-iéme terme d'aprés (7.18). En vertu du lemme de Weil (Lemme 4.2.4),
on obtient donc
(7.20) ES(FT'ey) = 0 pour 0< k< m-l.
Coupons maintenant le diagramme (7.19) en m-iéme ligne. On obtient de la
moitié en haut, encore par un argument du type "lemme de Weil'", que

m=-1,,-1 m-1 m-1,.(d)

(7.21) 0— S[h(c (F70y)) —> S[&(C (0))— ... ——96I%(C (Op ))— 0
est exact. Regardons alors l'autre moitié en bas de (7.19). En modifiaat les

premiéres lignes de fagon évidente on obtient

0 0
J
0o —> () —> sev—> H'“(cr“”) — 0
J{ .
L, (c"(r e, )) L, (c™(d,)) T, (c’"(d“”))
0%, (17 0,09 SR (EFT(03) — *** (o oL@y > ©
v | )

m+1, ~1 m+1 m+1, (d)
00— EM(C W(F O’Y))-——>_T_"M(Cl/ (Ux))——> ...—->_T:M(C (O’F )) — 0

Ici la deuxiéme ligne est aussi exacte grfce & l'exactitude de (7.21). Les
colonnes sauf la premiére sont exactes par (7.18) et par la fagon de construc-
tion. D'ol, encore d'aprés le lemme de Weil, on obtient

k=1 _ pkemom, ()
(7.22) EM(F 6&) = H (_IiM(GF )).
Notons aussi que le complexe gm(eé')) obtenu ici est juste égal & (7.16)

(sauf le premier terme f"BN). Ceci découle via le cas absolu de la remarque
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générale qui prétend la m@me chose pour l'opération d'un opérateur aux dérivées
partielles linéaires. (Voir la fin du Chapitre V.)

2° étape Montrons maintenant
(7.23) FUES(E,) = HY a(FT ).
On pourra le démontrer directement en imitant la démonstration du Théoréme
7.1.8. Ici utilisons plutdt le résultat. Préparons pour cela un lemme qui
relie les deux foncteurs kax et gg.

Lemme 7.2.3 Soit Sc¢X un fermé. Soit j: X\S—>X 1'inclusion naturelle.

Pour un faisceau J sur X, on a alors

(7.24) BS(F) = B3 57'F pour k2 2.

On a aussi la suite exacte suivante

(7.25) 00— ES(P) — F —3,37'F — BlP —o.

Démonstration Soit x €8S et soit U x un voisinage dans X. On a la

suite exacte longue

oo — B0, ) — B (oS, F) — Hgnu(x,g)-—e BT, ) —> ...
Il est évident que HS(UNS,3) = HS(37'(U),35”'$), d'on Llip HE(USS,3) =
(Rijj'1}0x- Notons aussi que %%% Hgnu(x,}) - §§(33X .gixque %%2 Hk(ngp)
= 0 pour k 2 1, Ainsi en passant a2 la limite la suite se coupe en morceaux
(7.24), (7.25). C.Q.F.D.

Regardons donc le diagramme

wNxed 3 o x

Lo
UL S O\ G RN &
I1 est clair que X\Nxcd = XxY(Y\N). Puisque Jj est propre, ona j, = Jx'

I1 en est de m&me de Jj'. En appliquant donc le Théoréme 7.1.8, on obtient
1.k, .- IR S B,

(7.26) F™'R Jx(a e&) = R J'F (3 e&).

En remarquant que F'”'j7'0[ = j''F7'0}, et en appliquant (7.24), on obtient

ainsi (7.23) pour k 2 2. D'autre part, d'aprés (7.25) on a la suite exacte

5= 140 o g Sl 41 =11
0 —>F Hy(68,)—> F 0 —>F j_J~ 0 —>F H (&) —0.
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En vertu de (7.26) pour k = O, on a ici F-1jxj_16& = j'xF'-1j-16' =

Y
j'xj'—1F-1O§. Donc en la comparant avec l'autre suite provenant de (7.25):
.0 -1 = R (i = -1
0-— Hy oq(F 0y) —>F & —j' J'" F G’Y—angCd(F oy) —> 0,

on conclut (7.23) aussi pour k = 0, 1.

(7.23) montre que NxCd<: X est pur de codimension n par rapport &

rle !B (au facteur d'orientation prés).

Y’ N
je étape Considérons ensuite l'inclusion L : M = Ndec_? NxCd, et montr-

ons que M est pur de codimension d par rapport & F-1BN, et QueSE)

n -1 -
et que ENXCd(F 6Y) = F B

d, -1 -1
(7.27) gM(F By) = f 'By.
Ceci découle du lemme suivant:

Lemme 7.2.4 Soit F un faisceau sur RP. soit F: RPTIT5RP 1, proj-

ection naturelle. Alors Rp+qx{O}C:Rp+q+r est pur de codimension r par
rapport a F"gq. Soit en plus f = FlRP*Qx{O}' On a alors’®)
r -1 -1¢
_I:I_anthfo} (F 3 = ¢ ‘F.

Démonstration Profitons la préparation de $§1. Soit j:Rp+qx(Rr\{O§)

<> RP*9*T jrinclusion naturelle. D'aprés le Théoréme 7.1.9 on a un isomor-
phisme canonique

k., .=1,.,=1 A k -1

RY, 3T FTF) S 7R @R, I Cpprger
En vertu du Lemme 7.2.3, on obtient donc

k -1 ~ . gl k

Hpotaxgop (F ) == F 3@ Hppeq, oy (Cgoratr)s pour kz 2.
D'aprés la Proposition 4.7.7 le dernier membre s'annule sauf k = r, et il
r . s s .

reste ﬂRp+qx{O}(CRp+q+r) = CRP+Qx{OS (un isomorphisme qui dépend de l'orienta-
tion de R"). Vu que F_1§400Rp+qx{0} ﬁdf-1iﬁ, on a constaté l'assertion pour
k 2 2. On laissera aux lecteurs la modification pour le cas k = 0, 1 a titre
d'exercice. C.Q.F.D.

48 étape Rangeons la situation. On a le diagramme suivant:

Y
&///E///)7jj codim n
L ~d 1

[ — > -
M codin 4 NxC™ F BN

t

N : . . . R ~ .
ou 1l'inclusion J est pure de codimension n vpar rapport a F G&, laissant

%) Cet .isomorphisme dépend de l'orientation,
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1

- n -1
un seul terme F By = ENXCd(F e&); l'inclusion U est pure de codimension

1 d d
BN = EN(N*C

Donc on peut appliquer le Théoréme 4.4.4 et on conclut que la composée K =

d par rapport a F_1BN, laissant un seul terme f ,F-1BN).

JoL est pure de codimension m = n+d, et que
m, -1 d, -1 41 _ e
EM(F 6&) = EM(ENxCd(F ‘G&)) = EM(F BN) = f BN‘

En combinant avec le résultat de la 1er

ére |
étape, on conclut donc

im0l ))) = 0 pour k >m,
-1 - m -1 - O m o)
£ By = _I_{_M(F oy) = H (EN(oé, )).
D'ou l'exactitude de la suite (7.16). C.Q.F.D.
Remarque Précisément dit, ce qu'on a obtenu, c'est la suite exacte
m, -1 m m,.Ld)
(7.28)  0—s EN(F o) —> EU (@) —> ... —s EN(0LD) —so0.
La vraie suite (7.16) s'obtiendra en y tensorisant gﬁ(cx). En effet,
, . , _ogm _yn
désignons le faisceau d'orientation par w,, = EM(CX), resp. Wy = EN(CY).

Posons encore

-1
M/ = Un®c,t

pour la fibre de f. (Remarquons que l'on a en général w

(7.29) w (ON. ‘On l'appelle le faisceau d'orientation

M‘X’("‘)M = CM' Donc
1 1

cette définition se réécrira de fagon plus plausible 0)M<80Mf" CﬂN- .) Ce

faisceau apparalt aussi de 1la maniére suivante: En utilisant la Proposition

4.7.7, on constate que j est pur de codimension n par rapport a CX’

1

laigsant F @ et que U est pur de codimension d par rapport a F-'wN,

N’
laissant F_]wNG’ES(CF_1(N)). (Voir la démonstration du Lemme 7.2.4.) D'aprés

le Théorémel.4.4, on obtient donc

-1 d

ou équivalemment, (”M/N = gg(CF_1(N)). Tensorisons maintenant OOM & (7.28).

On a ES(GR)G“nM = BM’ et, en veillant a la canonicité d'isomorphismes, on

a aussi

H

-] d,~1 n -1
_I_{_E(F By )@ wy = By (F (M), He_q ) (F8))BW,

d, -1 -1.n -
= EM(F (N),F EN(G&))auﬂM

d 1"1 "1 -1. \
= LI_M(P (N),F BNQOF ULN)QOLLM
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- -1 “'11‘ d "'
= F BN®F \AJN®_I-_I_M(CF-1(N))®U-M

-1 1
= f BN‘

Ainsi on a démontré en particulier de fagon vachement pédante que la

BN® NM®L0M = f

solution du systéme d'équations (de de Rham partiel) ’bu/6x1 = 0,...,’6u/6xn

= 0 est juste l'hyperfonction indépendante de XygeoeyX o

Remarque (pour les analystes) Soit UCC™ un ouvert convexe. Moyennant
l'analyse harmonique complexe, on peut démontrer la suite exacte
(7.31) 0 —>F ey (1) — o (1) E>al) L, G oD (y) 0,
ce qui est une version globale de la suite (7.17). Soit done 2C¢ R"™ un
ouvert convexe et soit UD (L un voisinage convexe. Soit (Ul,Ul') 1le resou
vrement de Stein relatif de (U,UN&§2,) donné dans 1'Exemple 5.4.7 b). Consi-

dérons le diagramme

0 0 0

| b

0> cO@moan, F' 0,) — O (amodur', &) —s +.. —> O @Unod i ,eé,d))-»o

v V v

0—¢' Gimoatr,F o) —c¢ Wmodrt,0,) —> ... ¢! @modn ,erl,(,d))-ao

| v b

» [
- Rl ’
¥ . ¢

m,. Y m,.. &, m L, (d)
0-->C (pimody',F O&)-—»C (Mmodbl,ex)——>...——>c Qﬂmodvl,GF )—0

l

0 ——>H™(Jimod 1" ,F~ e’Y)-—>Hm(UImodvl' 2 Oy)—> . —B" (Uimod1t* ,eéd) )—0,

% | (L)

0 0
Les colonnes sauf la premiére sont évidemment exactes. Les lignes sauf la
premiére sont exactes d'aprés la suite (7.31) appliquée & chaque composante
connexe. Donc en vertu du lemme de Weil on constate d'abord que la premiére
colonne est exacte (jusqu'au terme Cm; mais son exactitude en terme H" est
banale). Appliquons ensuite le lemme de Weil avec les fléches renversées. On
constate ainsi l'exactitude de la derniére ligne, i.e. celle de lé suite
(7.32)  0—> B () — B () 23 L. sy o,
ce qui est une version globale de (7.16). La méme remarque aura lieu pour

le Théoréme 7.2.6 ci-dessous.
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Considérons maintenant la résolution de Dolbeault. Pour simplifier,

utilisons tout de suite les coordonnées locales. Considérons cette fois-ci

n+2d

M= Rnxcd comme une variété analytique réelle. Posons X = C sy N = Rn,

Y = ¢". Soient f: M—>N et F: X—>Y 1la projection naturelle. Soit x 1le

systéme de coordonnées de N, et soit w 1le systéme de coordonnées complexes

de Cd. Désignons par Ago’p) resp. Bgo’p) le faisceau de (O,p)-formes sur

M relatives par rapport &+ f et a coefficients dans AM resp. B Une

M.
section s'écrit donc

. . (x,w)dw, ... dw,
9’31---Jp( W) 1 ip’
(x,w) sont dans Ay resp. BM'
holomorphe 9 sera définie comme d'habitude.(Voir Exemple 4.1.10 c)).

La dérivation extérieure anti-

Rappelons que M = Rnﬁcd était pur de codimension n par rapport au

faisceau Gbnxcd (Théoréme 5.3.7bis).

Définition 7.2.5 On désignera par BU’(:BnOh) le faisceau §§(06nxcd)

(plus précisément, celui tensorisé par (UM), et l'appellera le faisceau
d'hyperfonctions sur M contenant w comme paramétres holomorphes.

I1 est juste la solution du systéme de Cauchy-Riemann partiel

’bu/fﬁ:1 = Oyeee, ’éu/aﬁd = 0.

On a en effet le

Théoréme 7.2.6 (Résolution de Dolbeault relative) On a la suite exacte
(7.33) 0—> BG’~——>B§.O’O)-§—’E98§.O’1)E£-> ...ELBg.O’d)-—;-o.

Démonstration Dans cette démonstration désignons les coordonnées réelles

de Cd = Rad par u, § et pour le complexifié Cad utilisons les coordonnées

wy, T, ou W = utiv et T =¢+1]. Alors la dérivation anti-holomorphe

/B/B(uj-i§j) aura la complexifiée ’B/a(wj-igj). Désignons par G 1l'applica-

tion cP*ted__ n*d

définie par G(z,w,y) = (z,w+il). Par un changement de
coordonnées complexe on obtient & partir de la résolution de de Rham complexe
la résolution de Dolbeault complexe:

(7.34) 0—> G"e—»aéo’o)—» @réo")..__é 0D

F
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ou Géo’p) est 1l'espace de p-formes holomorphes du type
d -i e e d -1 .
Z(yjl .. (Z’ ’g) (wj1 ;j /\ (wjp lgap)’
avec ?}1 j (z,w,g)é;o et st la dérivation extérieure holomorphe
L A ] p

par rapport aux variables w - ig.

re

Imitons la démonstration du Théoréme 7.2.2. La 1°°° étape marche sans

modification, de sorte qu'on obtient un complexe

(0,0) (o M __
By

0—> —> B} ...-———>B(° d) _, o,

avec les groupes de cohomologie

k-(0+2d) ;n(0,.)y _ yk a~1

H (Bf ) = ﬂM(G Gbn+d).

I1 reste donc & démontrer que M est pur de codimension n+2d par rapport a
G_Tabn+d et a calculer ce qui reste. Notons que G cnxp2d est l'identité.

Posons donc

d - $w=-i%} = ju =71, v = -%}.

I1 est clair que C2d = Rad @>§2d comme R-espaces vectoriels et que G est
constant le long de ﬁad. On a donc un diagramme comme suit:
n+2d - C xRadxﬁad

G L k/// projection sur les
n+d premiers deux facteurs

Donc d'aprés la 3° étape (Lemme 7.2.4) on constate que c"xr%4 est pur de

codimension 2d par rapport a G_Ie/n+d et que

2d -1
ﬂcanZd(G 6Cl’l'*'d) = G/Cn+d,

d'ou le cas n = O. Dans le cas n > O, on sait que M est pur de codimension

n par rapport a Gbn+d' Donc en appliquant le Théoréme 4.4.4 au triplet

M C:Canad CZCn+2d comme dans la he étape, on constate que M est pur de

codimension n+2d par rapport a G_1e'n+d et que

+ -
Recapitulons le cas absolu n = 0. Le théoréme alors prétend la chose

Rad = Cd qui vérifie le systéme de

suivante: Une hyperfonction u(x,y) sur
Cauchy-Riemann ’Bu/821 = O,,..,’Bu/aﬁd = 0, est en effet une fonction holomorphe

au gsens ordinaire. Quel progrés par rapport a4 la définition en Chapitre II!
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3. Théoréme de Malgrange

Dans le paragraphe précedent, nous avons donné une résolution concréte
du faisceau C resp. @ en termes d'hyperfonctions. Profitons donc de cette
occasion pour démontrer la flascité de B, et l'appliquons & quelques problémes
globaux. Notons que jusqu'ici nous n'avons pas utilisé la "flascité" de B.
C'est dans 1'étude globale que la flascité de B pleinement joue son réle.
La démonstration est basée plus ou moins sur l'analyse fonctionnelle. Profitons
donc aussir;ette occasion & introduire la topologie pour les espaces B[K],
A(K) et la dualité qu'il y a lieu entre eux.

Rappelons d'abord que pour un ouvert IICCn, @(U) devient un espace de
Fréchet avec les semi-normes habituelles:

IFC2)lly = sup [F(2)],

z¢K
ou K parcourt les compacts dans U. Soit ensuite K = K x...XKn un compact

1
réel du type produit et soit V = V1x...an un voisinage. Rappelons la repré-
sentation (6.1) pour B[KI]:
BLK]1 = S(V#K)/Z. g(V #J.K),
J

avec l'abréviation évidente pour le dénominateur.

Lemme 7.3.1 Le dénominateur est un sous espace fermé du numérateur. D'ou

BI{K] est muni d'une structure d'espace de Fréchet.

Démonstration Considérons 1l'application donnant le représentant standard

st: J(VHK) —> eb((p‘\x,)x...x(p'\xn))
v/ .
F(2) G(z) =—<:an5§3§ E(Z) dg, ...d5. .
(27i) 17 ‘yn(‘g\] 1 n

—z1)...(§n-zn)

Elle est évidemment continue et elle a comme noyau juste le dénominateur de

(6.1). D'ou la premiere assertion.
Ainsi on peut munir B[{K] de la topologie quotient et le rendre un espace

de Fréchet. Cette topologie ne dépend pas de voisinage V. En effet, si
continues:

VODW sont ées deux voisinages, on a un diagramme commutatif d'applicationsA

SVHK)/ L0 # k) —F2EEes (W # K)/ TO(W # k)
restFT\\ k/%t

O’O((P1\K1 )X .. .x(P1\Kn)). CR.FD
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Lemme 7.3.2 Le dual de B[K], i.e. l'espace B[K]' des formes linéaires

continues BLK]1—>C, est égal & A(K), lespace des fonctions analytiques
réelles définies au voisinage de K. Le produit scalaire est donné par 1'inté-
grale: pour uce¢ B[K], 9‘€A(K),
(7.35) <u,g> = {Enutogtoax.

Démonstration Le produit scalaire (7.35) fournit une application A(K)

—>B[K]'. Vu que <'S(x-a),ng)> = {(a), cette application est injective.

En réciproque, soit @ € BLK]'. Par la définition de la topologie de B[K],

—

§ se prolonge 4 une forme continue ’i: O(V# K)—>C. Cette forme ~§t est en
effet continue pour la norme maximum (i.e. la convergence uniforme) sur un

compact dans V# K. Posons alors

- ] 1
f(2) = §¢[(arni)n (=30 (2-8 )

Y(z) devient holomorphe en =z dans un voisinage U = U,X...xU ~de K.

Calculons <u,¢>. Soit F(z)€ O(U4#K) un représentant de u. Choisissons

35 contournant K, dans Uj' Par la continuité de @, on a alors

]

‘ n{
<u,3z> (-1) §f1 LF(Z)Y(Z)dZ ee.dz

{.(Z'ﬁ'l)nga’1 &j(z?(;:d?l:zédf? )-] = 5\“3,

n
car '?é?ﬁfﬁi§ S,(ZF(Z)d?iiiédf? 5 ¢ 9(V#K) est un représentant de u.

Ainsi on a démontré l'isomorphisme algébrique A(K)J3Q>B[K]'. c.Q.F.D.

H

Soit K € L. deux compacts du type produit. Alors l'inclusion canonique
B{K]l¢s BLL] est évidemment continue, et l'application duale s'accorde avec
la restriction A(L) —>A(K).

Passons maintenant & la réunion finie de compacts du type produit. Soient
d'abord K, L deux compacts du type produit. Alors KnL 1l'est aussi, et
on a la suite exacte (voir Corollaire 5.4.2)

0 —>B[K,L1 —B[K] @ BLL]—> BIKYL]—> 0.
f ——>(f , f)
(£t , 8)t—> f-g
Notons que BLEKnL] est un sous espace fermé de BLKI@® BIL]. Soit en effet
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f,—>f dans BLK] et f,—> g dans B[L]. Choisissons un compact du type

produit M contenant KVYL. On a alors f,—>f et f -—>g dans ‘BIMJ. D'ou
f = g et son support est dans KpL. Ainsi on peut munir B[KYL] de la topolo-
gie quotient pour le rendre un espace de Fréchet. En appliquant cette argument
pour chaque étape de la récurrence pour le nombre de composantes de la réunion,

on a constaté la premiére partie du

Théoréme 7.3.3 Soit K 1la réunion finie de compacts du type produit.

Alors B[K] est un espace de Fréchet et son dual est égal & A(K) avec le
produit scalaire (7.35). Pour deux compacts KCL de ce type, 1l'inclusion
BLKJ <3 B[L] est continue avec 1'image dense, et sa duale est égale a la
restriction A(L) —>A(K).

Démonstration Utilisons la récurrence. Soit K une réunion a N éléments

de compacts du type produit et soit L un compact du type produit. Alors
KnL est aussi une réunion a N éléments. La suite exacte d'applications
continues

0 —> BLKaL) —>BIK] ® B[L]1—>B[KYL] —>0
donne le diagramme suivant:

0<¢— B[KnLJ' «— B[K] '® B[L]' «<— BIKVL]'«— O
I I t

0 «— A(KnL) «— A(K) & A(L) <—A(RVL) — 0

0

Ici on a utilisé 1l'hypothése de la récurrence pour les deux premiers termes.

La deuxiéme ligne est exacte grice au Théoréme 6.2.1. L'injectivité de A(KVL)
—-)B[KUL]' se démontre juste comme dans le Lemme 7.3.2. Ainsi on obtient 1l'iso-
morphisme algébrique A(KYL) X3 B[KVL1'. Soit enfin K < L. De la méme fagon
on peut constater par récurrence que B{KJ«3B[L] est continue et sa duale est
égale a4 la restriction A(K)<—A(L). Donc la densité de 1'image découle de
1l'injectivité de cette restriction et du théoréme de Hahn-Banach. C.Q.F.D.

Remarque Pour un compact K < R" général, on peut le munir de la
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topologie par

BIK1 = %%% B[L?,
ou L parcourt les compacts réunions finies de cubes. Puisqu'on peut réduire
ce systéme & une suite dénombrable, BI[K1 devient encore un espace de Fréchet.
Rappelons que d'autre part A(K) = Llip @(U) est muni de la topologie naturelle
par cette limite inductive. Avec ungeu de connaissance pour la théorie des
espaces vectoriels topologiques, on pourra facilement établir le fait que
BLK] et A(K) sont en bonne dualité avec le produit scalaire (7.35). Ils
sont comme on dit un espace (FS) resp. (DFS) et acceptent beaucoup de théorémes
abstraits de la théorie des espaces vectoirels topologiques, entre autres le
théoréme de l'applications ouvertes, 1le théoréme du grapheg fermég et le
théoréme des images fermées.

De toute fagon notre préparation ci-dessus suffit pour démontrer 1le

Théoréme 7.3.4 B est flasque.

Démonstration Comme on l'a remarqué dans la démonstration du Lemme 3.3.2,

il suffit de démontrer la flascité de B|£2) pour un recouvrement {Slq} de
R". 11 suffit donc de démontrer la surjectivité de B[L1-> B(2), oid Q.
est un ouvert borné quelconque et L est un cube fermé contenant a.
Choisissons llkCZ.fL, k = 1,2,... une suite d'ouverts réunions finies de
cunes ouverts telle que £, < Q .., \JQ, = Q.. Soit feB(()). D'aprés
le Corollaire 5.4.3, chaque fI\Elk admet un prolongement 8, € B[Eikj, a
fortiori gké B[Ll. Considérons la suite

0 —BlL\Q, 1—>B[L] — B({}, ) —> 0.
Notons que g ,, - &, € B[L\{%él. Choisissons le systém%ﬁe semi-normes || - "k,L
£ =1,2,... de B[L\Qk] de fagon que |'|f||k,2sIIf||k,t+1 pour f¢€ B[L\Slk]
et que “f“k,ﬂ < “f"k+1,ﬂ pour fé.B[L\52k+1]. Choisissons un point Pc L Q..
L'inclusion BEPJ<ﬁ,B[L\51E] étant dense, 1l existe alors un élément hke

B{P) tel que

" gk+1 -gk-hk“ k, k
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Posons
~ @
(7.36) f=g + %;;(gk+l'gk'hk)'
La déformation habituelle
~ @ N_1
(7.37) T =gy+ ;l—::N(ng-gk-hk) * z-_:; By

montre que la somme (7.36) converge dans B[L] et méme que le deuxiéme terme
de (7.37) converge dans B[L\CZN]. On conclut donc que TeBIL] et que
nJs
f€gy + BLL\S%Q + BIlP1.
N
D'ou f =T . k étant arbitraire f est un prolongement voulu
la, = tla, ’ prolong
de f¢€B(S)). C.Q.F.D.

Corollaire 7.3.5 Le faisceau constant C sur Rn resp. le faisceau de

fonctions holomorphes & sur c" sont de dimension flasque juste égale &4 n.
Une résolution flasque de longueur minimum est donnée resp. par
0o—sc —pl@d gd_ AR 8(") _,0 (résolution de de Rham),
O—,O’—;B(O’O)Q‘—é—»B(O’1)é> ...iB(O’n)—&O (résolution de Dolbeault).
Exercice Pourquoi la minoration par n?
Donnons maintenant une application.

Théoréme 7.3.6 (Malgrange) Soit Ucc® un ouvert quelconque. On a

HE(U,¥) = 0 pour k > n.

Démonstration On a Hk(U,ﬁ) = Hk(P(U,B(O")), ce qui s'annule manifeste-

ment pour k> n. On a en plus

1v,e = (O™ (y)a8 %0y o B(U)/3,B(U)+. . .+3_B(U),
ol I%j = 3/653. Or, B étant flasque un élément u€B(U) se prolonge a4 un
élément W sur C" ou l'on a

B(cn)/51B(cn)+...¥5nB(c“) = H%c™, ) = o.
Dol u = €1V1+"‘;5nvn avec vjeiB(Cn), donc a fortiori u =t§1(v1‘U)+...
D (v |y). C.Q.F.D.

Cette démonstration est manifestement valable pour un ouvert d'une variété

analytique complexe X vérifiant H'(X,®) = O.



VII-24

Exercice Montrer en réciproque que le théoréme de Malgrange implique la
flascité de B.

Exercice Soit (L(:Rn un ouvert quelconque. Démontrer Hk(fZ,C) =0
pour k > n.

Exercice Soit Q< R" un ouvert homéomorphe a R". Démontrer que
Fk(Q,B(n))/dr;(Q,B(n°1)) = HE(Q,C) = C. Le dernier isomorphisme dépend de
l'orientation et est induit par u{x)dx,p...pdx +—> tSRnu(x)dx, oi le signe
est celui de dx1A...Adxn par rapport & l'orientation de (2. [ Proposition
7.1.4. Pour la deuxiéme assertion, comparer l'image de 8(x)dx1A...Adxn.]

Exercice Soit M une variété analytique réelle de dimension n, .onnexe
(et dénombrable & 1l'infini). Soit (DM le faisceau d'orientation de M. Démon-
trer l'isomorphisme canonique H?(M;&M) = C, [ Recouvrir M par des cartes de
coordonnées homéomorphes a R" et réduire & 1'Exercice précédent en décompo-

B(n)

sant le support par la flascité de @(QM. La valeur d'intégrale avec signe

ne dépend pas de carte choisie grice au facteur LQM;]
Remarque Soient M, N des variétés analytiques réelles de dimension
resp. m = n+d et n., Soit f: M—>N une application lisse. Considérons la

résolution de de Rham relative tensorisée par CUM/N:

1 dg (d)

Soit UCN un ouvert et soit §; la famille de supports de o) figurant

N . -1
dans la Définition 7.1.3. En vertu du Théoréme 4.3.3, on a Hd(r' (f..(u),
momorphisme de fa¥sceaux,

ho
(l) d "1 —] . Y N
B @(,JM/N)) = HfU(f (u), BNOZ‘wM/N), d'ou \RW canonique

(7.38) %an: fg(Bgd%QCUM/N) S Rdf!(f—1BN®C°M/N)'

Dautre part, la démonstration du Théoréme 7.1.9 montre qu'il existe un isomor-
. . d -1 d 33) d, |

phisme canonique R f,(f BN®(A}M/N)—>BN®R £y 9@y /N Or on a8’ R f!wM/N = Cye

D'ou on obtient un homomorphisme canonique

alg, od -1 .

(7.39)  (#8 &, (1B @w ) —> By

En composant (7.38), (7.39) on obtient un homomorphisme de faisceaux galg‘,gan:
(d) tout-a-fait pédante

f,(Bf.<®<»M/N)~—9BN, une définition,de 1l'intégrale le long de la fibre de f.

d

SHla démonstration se réduit via un recouvrement approprié au cas ou f: M=NxR
— N est la projection. Voir 1'Exercice précédent. Au fond, c'est le méme truc
que celui utilisé dans Chapitre III, §3 pour définir l'intégrale sur une vari&é



