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CHAPITRE VI. DEMONSTRATION DES THEOREMES FONDAMENTAUX

1. Integration d'hyperfonctions a4 support compact.

Soit K un compact de R". On désignera par B[K] 1l'espace des hyper-

fonctions a support dans K. En vertu du Corollaire 5.4.2 on a

B[K] = Ty (R",B) = Hp(V,0),
ou V est un voisinage complexe quelconque de K. Dans le cas oi K est de
la forme de produit K1x...xKn, Kj étant compact de C, on peut donner un

bon recouvrement pour exprimer ce groupe de cohomologie. Soit VjD K un

J

voisinage complexe et posons V = ij...an.' Alors
- v = -
W= {viVap, ' = {V1x...ij_1x(Vj\Kj)xVJ+1x...an, J=15..0,n}
constituent un recouvrement de Stein relatif de (V,V\K). On a évidemment

F(VAK, )X ove x (VNK_))
(6.1) B(K] = i "'n'n

x(Vv )x...x(Vﬂ~Kn))

A TR

V et Uj = Vna{In zj£<)}. Rappelons 1'expression de

en n
Soif =RV, U

B(L) donnée dans 1'Exemple 5.4.7 b). L'inclusion B[KJ<,B(L) est alors

n
j};ef( (VNE XX (Vs (NKy )0V

évidemment représentée par la restriction

G((VNK )Xo« A(VNK ) ——> O(VIFRT).
Comme 1a, désignons pour simplifier (V1\K1)X...X(Vn\Kn) par VHK. Soit
f(x) ¢ BIK] représentée par F(z) ¢ 9(V#K). En cohérence avec Exemple 5.4.7. b)
on a alors f(x) = ji:oa...th(x+irko) et le fait que supp f<K se rend
intuitivement visible. Si LCK est encore un compact du type produit,
1'inclusion canonique BLLl<¢» BIKJ est exprimée par la restriction S(vH L)

— (VR K): Cela découle du diagramme commutatif

B{L]—> B[K J(V# L) —> F(VHK)
h ; ~N P
\‘B(Qf',/ J(V#RY).

Supposons toujours K = le"'XKn‘ Soit f(x)¢ BLK]1 représentée par

F(z)¢ d(V# K). Définissons l'intégrale définie par
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(6.2) SRn f(x)dx = (-1 g} ...§X F(z)dz,...dz ,
M n

ou Xj est un chemin fermé simple dans Vj\Kj qui tourne

autour de Kj au sens positif. En vertu du théoreme de
Cauchy, 1le résultat ne dépend pas de représentant, ni de )3, donc ni de
Vj non plus.

Remarque Nous pourrons démontrer finamement que l'intégrale (6.2)
s'accorde avec l'ancienne définition donnée dans le Chapitre III, §2, 5°.
Comme nous somme en chemin de démontrer le Corollaire 3.2.2 sur lequel celle-ci
étail fondée, nous oublierons,pour le moment notre ancienne définition.

Considérons comme un exemple l'intégrale

‘ ! £(x)
(6:3)  6(2) = tzapym) e Ty
ECIDLS F(%)

- s §3’1.“§Jn SRR IR I IRTILY

ou dans le dernier membre zj est supposé en dehors de fj. En déformant
Xj on constate que G(z)é d(CnﬁfK), ou plus précisément, G(z) ¢ d((Pl\K1)X
...x(P‘\Kn)) et que G(z) s'annule aux points a 1l'infini. Montrons qu'elle

définit la mé&me hyperfonction f(x). Pour cela il suffit de montrer que

G(z) - F(z) est dans le dénominateur de (6.1). Etendons X1 a %'

V#K

qui enclét 3z dedans. En vertu du théoréme de Cauchy on a alors

1

epn F(Y)
G(Z) - (Zﬂi)nga’."%XZ...gin(.S]-Z‘)oao(gnfzn)d§1...d{n 4"' J’/
—1)n-1 % F(z1,3") Y
*'%E?EET“ gxa"' 1, Gamz,) e (g2 )52+ %n !

ol le premier terme entre dans le dénominateur de (6.1). Continuant ce procédé
on obtiendra F(z) modulo le dénominateur de (6.1). Comme dans le cas d'une
variable, cette fonction G(z), déterminée de fagon unique par les propriétés
énumérées ci-dessus, sera appelée le représentant standard de f(x).
Considérons maintenant un compact K de type général. Choisissons un
compact LDK du type produit, et un voisinage VDL du type produit. Pour

f(x)€ BIK], on le considére comme un élément de BC{LJ], prend son représentant
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F(z)¢ O(VH L) et définit son intégrale définie par la formule (6.2). Bien
entendu, 1le résultat ne dépend pas du choix de L. Mais pour distinguer,

désignons-la par SLf(x)dx pour le moment., Si L.CL, j=1,...,N sont des

N J
compacts du type produit et f(x) = f:: fj(x) avec supp fjc:Lj’ on a alors

(6.1) § 2C0ax = jz;ngL.fj(x)dx. =

En effet, si Fj(ZSGU%V‘#L‘_j) est un représentant de fj(x), FJ\V#L sera
uﬁ représentant de fj(x) considéré comme un élément de BI(L]. Ainsi
z:Fﬁ(Z)IV#-L sera un représentant de f(x)€ BLL]. Alors (6.4) se réduit a
izlformule d'additivité pour 1l'intégrale ordinaire. Ainsi on a montré la

derniére moitié du

Lemme 6.1.1 Soient Lj’ J=1,...,n des compacts du type produit recou-

N
vrant K. Soit f(x) ¢ BLK1. Il existe alors une décomposition f£(x) = 2., fj(x)
j=1
telle que supp fjc;Lj. Pour une telle décomposition on a toujours
N .
Fx)dx = S Sfj(x)dx.
J=1

Démonstration Il suffit de donner la décomposition pour la réunion de

deux fermés FVUF' dont chacun est la réunion d'un nombre fini de fermés du
type produit. On a la suite exacte
n h 1 n
[}(R ’B)'ﬁrF\F'(R ) F',B)_>HFI\F'(R ’B)o
Puisque FnNnF' est encore une réunion de fermés du type produit, on a
H;AF,(RH,B) =0 d'aprés le Corollaire 5.4.2. Etant donné feri;.UF,(Rn,B),
soit donc ge.r%(Rn,B) un prolongement de fan\F,. Alors f =g + (f-g)
sera une décomposition voulue. C.Q.F.D.
Bien entendu, aprés avoir démontré la flascité de B, on aura la décom-

position pour n'importe quels fermés.

Lemme 6.1.2 Soit f(x) une hyperfonction & support dans K. Soit ¢(T,z)

une fonction holomorphe au voisinage d'un compact TXK. Alors Scj’(f,x)f(x)dx

est holomorphe en T au voisinage de T. De plus on a

gdexcf(fr,x)f(xmx - S{ST cy(rc,x)dr}f(x)dx.
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Démonstration D'aprés le lemme précédent, on peut décomposer supp f

aux petits morceaux du type produit sur lesquels @(T,z) est toujours définie.
I1 suffit donc de vérifier 1l'assertion pour le cas ou K est lui-mé&me du type
produit. Rappelons que pour un représentant F(z) de f(x)é€ B{K], ?Ct,z)F(z)
est un représentant de ‘f(T;x)f(x)é BLK]. Cela se voit donc facilement par
la formule (6.2). C.Q.F.D.

Nous examinons maintenant la relation entre les hyperfonctions et les
fonctions ordinaires.

Lemme 6.1.3 Soit f(x) une fonction sommable (ou une distribution) a

support dans K = K1X...xKn. L'intégrale

! f(x)
(6.5)  F(z) = iy an (x1-z1)...(xn-£;3ax1"'dxn
définit un élément de (CR#K), donc un élément L(f) de BI[KJ. On a
supp L(f) C supp f.

Démonstration La premiére partie est claire. Soit maintenant f(x) =

g(x) + h{x) avec supp g8cl = L1x...an, supp h< M = M x...xM_ et soient

1
G(z) e d(c™ L), H(z)¢ J(c™# M) 1les fonctions qui leur correspondent par (6.5).

!

On a alors F(z) = G(z) + H(z), d'ou C((f) = ((g) + L(h) et
supp L(f) < supp ¢(g)Vsupp L(h) c LUM,
En raffinant le partage on aura finalement supp L(f)c supp f. C.Q.F.D.

Théoréme 6.1.4 La correspondence donnée dans le lemme précédent peut se

prolonger a4 une inclusion de faisceau L1 locce’B (ou D'¢, B). Elle est
’
compatible avec 1'habituelle A.L7Iw 1oc et 1'une Ac<.,B donnée avant.
’

En effet, étant donné f(x)é¢L (L), on le décompose comme d'habitude

1,10c
en une somme localement finie de fonctions sommables & support compact: f(x) =
Y f5(x). On définit alors
A
L(E) = Ly,
A

ol L(f\) est celui défini en Lemme 6.1.3. D'aprés ce lemme la somme est
/

encore localement finie, donc définit une section ((f)¢ B(£2). Le fait que
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le résultat ne dépend pas de la décomposition, ainsi définissant un homomor-
phisme de faisceaux, que L est injectif et qu'on a la compatibilité A <.
L!,locc"JB peuvent se vérifier juste 4 la méme maniére que le Théoréme 1.3.9.
Exercice Soient f(x)€D'(QQ), P(x)€A(£2). Montrer §L(f) = ((§f),
L(E) = L(A*E) et, si f est & support compact, SRnf(x)dx = an L(f)ax.

Le lemme suivant joue un rdéle important dans les prochains paragraphes:

Lemme 6.1.5 Soit ?p = ijlegja, j=1,...,n} ung n-cube contenue dans
un ouvert £),. Soit Qﬁ(x) la fonction caractéristique de Pp. Supposons
que l'hyperfonction f(x) = F(x+il"0) € B(fL) est analytique réelle au voisinage
de @D . On a alors < (x)f(x)€¢ BID 1 et

pr % P
6.6)  (on X, () £(x)dx = SDP F(x+1€(x))d(x+1€(x)),
ou €(x) = (81(x),...,£n(x)) est une application continue et réguliére par
morceaux vérifiant

Z(X) = O Si XGGDP,
(6.7) ’
x+i£(x)€'qp+ij’0 si xé4Int(DP).
En particulier, 1le représentant standard de xp(x)f(x) est donné par

F(x+i®(x))
QP (x1+i£1(x)-z1)...(xn+i£n(x)-zn)

(6.8) G(Z) = Eﬁlﬂﬁ-g d(X+i€(X)).

Démonstration Notons d'abord que QP(x)f(x) est bien défini: A 1'intéri-
eur de QP, qp(x)f(x) = f(x), et au voisinage de “ODp, xp(x)f(x) est égal
4 une fonction localement sommable ayant le saut le long de 3D , qui est
encore considéré comme une hyperfonction & l'aide du Théoréme 6.1.4. Gréce &
la compatibilité du plongement A C9lﬁ,loc(;’B’ la définition se recolle au
domaine commun. Rappelons ensuite, que, d'aprés le Lemme 3.1.3 qu'on a déja
démontré dans le paragraphe précédent, F(z) se prolonge au voisinage de 79D,.

P

Ainsi, tout 1l'énoncé de notre lemme a le sens. Maintenant la démonstration.
Par la déformation de chemin on voit facilement que G(z) ¢ O(C#¥ Dj).

Commengons plutdt par (6.8).,\Montrons que G(z) est un représentant de

1'hyperfonction Xp(x)f(x). Sans perdre la généralité on peut supposer que
contient

7 esi—eontenn—dans le premier orthant. On peut alors choisir un chemin
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d'intégrale du type produit:
Q(X) = (£1(X1), ...,Eh(xn))’ ij(iP) = O, £j('€) > o pour "P<t<ﬁ,

de sorte que, en posant .b/j+ = {t+i€j(t);-P§ t_{e}, on aura

: . F(Z)
(6.9) G(Z) = _——.—-Tlg CIQSH P dg .n.d; .
Remarquons que ce nouveau chemin ne satisfait pas tout & fait a la condition
(6.7), car il ne touche r" qu'a la frontiére distinguée {xj=:tp, j=1,...,n}.
Cependant cette déformation.est légitime en vertu du théoréme de Poincaré?ﬂ
Gr8ce & cette expression, chaque composante de G(z)¢€ d(Cnﬁ=QP) se
via Int(Dyp)
prolonge,au premier orthant d'aprés la méthode quotidienne de Cousin. Désignons

par GG(Z) ce prolongement 3 partir du ¢6-iéme orthant. DPar l'usage répété du

théoréme de Cauchy, on a alors F(z)

1]

§61...0nG6(z) la. En effet, on a,

par exemple,

b '
GveoO (G (z)-G (z)) = EQ:_;_G"_'_S ...S F(Z]’ 4 )dgzc.-dgn
2 n +0'2...G'n -62.. .Gn (27ri)h‘i xag’z f:;' (ga-za)-..(zn-zn) H4
ou Jﬁi est un chemin qui relie 0 dans le demi-plan supérieur et qui passe
au-dessous (resp. au-dessus) de z.. Ainsi par définition on a ///ehtgi
J >z
. . —>3
F(x+il0) = z;ci...an(x+1r;““+O) = é;d}...th(x+irgo) - K p

dans Int(pp). I1 reste donc & comparer celle-ci et ‘XP(x)f(x) au voisinage
de FBQP. Soit ‘XP-(x) la fonction caractéristique de ?P" ou p'<p est
choisi de la maniére que f(x) soit analytique réel au voisinage de PP N

Int(?po). Choisissons maintenant le chemin d'intégrale de fagon que  §(x)

= 0 sur Qp \Int(gpo). On a alors
a(z) = ——‘———S F(x) dx
(27ti)n Pp\lnt(Dp') (x1-z1)...(xn—zn)
1 | F(x+if(x)) .
" EnhT), | (x1+is1(x)-z1)...(xn+izn(x>-zn7d(x+li(x))-

P

En vertu du Théoréme 6.1.4, le premier terme redonne la fonction sommable

‘Xp(x)(1-2b'(x))f(x) comme hyperfonction. Le second terme définit une

5F) En effet, si F(z) est holomorphe jusqu'au voisinage de qp, les deux sortes
d'intégrales se déforment chacune a celle sur D,, d'aprés le théoréme de
Poincaré resp. le théoréme de Cauchy. Dans le cas général, il suffit de les
comparer pour les chemins translatés de i€(1,...,1) et puis de prendre la limite

€ ¥ 0. (Remarquons que les deux sortes de chemins ne sont pas directement
homologues.
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hyperfonction a support dans QP" Ainsi au voisinage de ’qu on a encore
‘Xp(x)f(x) = Z;d]"'GnG(X+ir80)°

Maintenant, par la définition d'intégrale définie (6.2), on a

Sﬁp(x)f(x)dx = (-1 é;}""glh' G(z)dzx...dzn,
ou 53' est un chemin fermé simple autour de [-P,p]. Utilisons ici (6.9)
pour l'expression de G(z). En remarquant que le chemin 53' contourne 33+,
on obtient d'apres le théoréme de Cauchy

1y §X1,...§%,G(z)dz1...dzn - S%h..gz,;p(’g)dg]...agn.

Le retour & l'expression (6.6) est encore dl au théoréme de Poincaré. C.Q.F.D.

Pour terminer ce paragraphe, généralisons un peu la situation, et consi-
dérons une hyperfonction f(x,t) définie sur (2 x R®. Soit KcR"™ un compact
du type produit K, X ...xK_ et supposons que supp f < S2xK. Nous définirons
lt'intégrale Sf(x,t)dt. Soit U DL un voisinage de Stein et soient Uj’ j=
1,0..,N un recouvrement de Stein de U~S2 (par exemple celui donné en Exemple

5.4.7). Soit Vj:>Kj un voisinage complexe et posons V = V x...me. Alors

1

Xj=ijv’ j-—- 1,-.-,N’

Yk = UXV1X...ka_1X(Vk:\Kk)ka+1

est un recouvrement de Stein de UxVs £2xK. Donc f(x,t) peut se représenter

Xoooxvm, k= 1’no¢’m

par un (m+m-cocycle
(6.10) > Fi e 3y (B DUV AKS A eee AXS ATPA cee AT+ s
J1---Jn n
ol Fj1..,jn(z,t)EEd(Uj1n...ntnx VH#K) et les points représentent les termes

contenant au plus wm-1 facteurs parmi Y1”"’Ym' Posons donc

(6.11) SRmf(x,t)dt = [31;.Jn(-1)m§h...§{ml‘j1”.jn(z,ﬂ:)dq..dTmU,\UjM...Aan],
ou Js désigne un chemin fermé simple dans Vj~Kj contournant Kj au sens
positif et le crochet signifie 1l'hyperfonction définie par le cocycle. Notons
en effet que les termes abrégés dans (6.10) s'annulent aprés cette intégration
en vertu du théoréme de Cauchy. Puisque l'intégrale commute par linéarité a

1'opérateur de cobord, il est donc évident que le résultat d'intégrale est
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encore un (n+m)-cocycle, d'ol, aprés avoir enlevé le facteur commun Y1A'"AYm
il devient un n-cocycle pour {U,U1,...,UN}.

Lemme 6.1.6 L'hyperfonction anf(x,t)dtQIMSL) donnée par (6.11) ne

dépend pas du choix de représentants F;

j j (z,T) ni de recouvrement de
1°**Yn
UNSL.

Démonstration Deux recouvrements peuvent se réduire a un raffinement

commun. Donc il suffit de vérifier que le second membre de (6.11) s'annule

pour un cobord:

8(3 2. j Fipee e dnd 2ODVAZG A oo p Xy gAY A een Y >’
1e+-Jdn-

ou on a encore abrégé les termes qui s'annulent par l'intégration. L'intégrale
commutant toujours au cobord, 1le résultat est aussi un cobord qui est, au
facteur Y1A---AYm prés, égal a

" NP TSRS JT)AT, oo odT UpUs AssopUs I) C.0.F.D
g(j]¥.jn-1( ‘) §X1 %XmFJ.l..'jn_‘(z T) T.l tm A J]A A Jn_ Q

Corollaire 6.1.7 On a

Comf (x,t)at = § at_ SRdtm_1 e Y pflx, that,

et 1'ordre dintégrale n'importe pas au résultat.

En effet, si on emploie le recouvrement de UXVN QxK comme ci-dessus,
les différentes fagons d'intégrale aboutissent toujours au méme résultat?})

Si supp f(x,t) est contenu dans (LxK avec un compact K de type
général, on peut préciser l'argument & l'aide de recouvrements de K par

petites cubes. Ainsi on aura des énoncés pareils au cas d'intégrale définie.

Le détail sera laissé a titre d'exercice.

2. Décomposition spectrale

Examinons maintenant le support singulier et le spectre singulier des

hyperfonctions. Fabriquons pour ce but un ouvert de Stein remarquable.

>%) Rappelons qu'on utilise pour simplifier Hga(®) au lieu de B = Hgn(0)®Hgn (C
Quand on fait un tel calcul, il faut se rappeler ce facteur accessoire pour ne
pas produire le faux signe. C'est la méme sorte de remarque que lorsqu'on
utilise la forme différentielle dtya...adt, au lieu de 1'élément de volume
dtq...dtg.
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Considérons le changement de coordonnées global ¢ - c¢™ défini par

. 2 2
w, = zg o+ 1ﬂ(zz+...+zn),

(6.12) !
W2 = Za,tco, wn = Zn,
oF—9>—0—pst—une—constante. Partons par l'ouvert dans l'espace des W

défini par Im w, > - H#(Re w1)2. I1 est de Stein puisqu'il est du type produit.
L'image de cet ouvert par (6.12) s'écrit, avec la notation habituelle z = x+iy,
2 2 2 2 2
eraKy2+...+yn)ﬂN(x2f...+xn)td{x1-ad(x2y2+...+xnyn)} > 0.
I1 est donc un ouvert de Stein contenant Rn\{o} et le coin infinitésimal

2)

2 n, . £ '
.‘>’1 >/(y2+...+yn du type R +1{y1> 0}0. Désignons par Oa’w% l'ouvert

ainsi obtenu mais avec la co-direction (1,0,...,0) remplacée par w ¢ g1
et l'origine translatée & a ¢c", En utilisant ceci donnons d'abord une démon-

stration directe et simple du

Théoréme de Grauert Tout ouvert SLC R" admet un systéme de voisinages

complexes fondamentaux formé d'ouverts de Stein. dessin dans
tay+iR"

3%
Démonstration / Soit U D2 un voisinage quelconque. Posons

La composante connexe contenant (2 de

V =
me[ /) Oprbt, by N N\

O ) -
a+bi€(dUNRD) acdUAR? wes¥*n-! =
D'aprés la Proposition 2.3.7 a), V est bien un ouvert de Stein. On a VCU.

En effet, 1l est d'abord clair que VC Q2+iR", car VA(3Q +iR™)= g. Soit
donc 2z = x+iy €U avec x¢ (). Il existe alors O <t <1 tel que a+bi =

x+tyi €dU, d'od 2z ne sera pas contenu dans O Montrons enfin

a+bi,-b F°
V>0 . Pour cela il suffit de voir, en remplaggant QU par l'extérieur de

i|X|<€ , Iyl<€}, que
0 . N 0 . N o,
AFE Ibize B+P1=Dgf " a1se peo DL, -beF T jalne, AR wegrnt st
contient un voisinage de l'origine. Cecl découle du calcul suivant: Pour

|y'l < /4 ona

: 2 2

y,-y'Z 2+x"2-4|x1l P! 1yl =4 xSy
2. 1.2

>/ y1"}" +EX

+X'2+{X1"2X'Y'}2 2 ¥,y

ce qui est positif pour IxI> e, |y'\<¢&/4, yy > -3€/16, ou pour y;>¢,
1) Une démonstration, peu élémentaire,a été déja achevée & 1l'aide des Théorémes

2.4.7 et 5.2.3.
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ly'} <J€. C.Q.F.D.

Jusqu'au paragraphe précédent, nous n'avons utilisé que l'existence d'un
voisinage de Stein pour £2<¢R®. Maintenant nous utilisons le théoréme de
Grauert de fagon essentielle.

Théoréme 6.2.1 (Malgrange) Soit SL¢ R® un ouvert quelconque. On a

,A) = 0 pour k 2> 1.

Démonstration Notonsque A = dIRn. D'aprés la Proposition 4.6.6 on a donc
HY(Q ,4) = lig H(U,0).
Uon
Grlce au théoréme de Grauert, on peut limiter U D>{l aux voisinages de Stein.

Aingi d'aprés le théoréme d'Oka-Cartan on obtient la conclusion. C.Q.F.D.

Lemme 6.2.2 Soient (2cR™ un ouvert et [T un cOne convexe ouvert. Soit

U >fl un voisinage et soit F(z) une fonction holomorphe dans le coin infini-
tésimal (R™+iT")AU. Il existe alors une fonction G(z) holomorphe dans un
coin infinitésimal Rn+iFO ainsi qu'au voisinage de Rn\ji s et une fonction

H(x) € A(S2), telles que 1l'on ait F(z) = G(z) +H(z) sur le domaine commun.
Sans perdre la généralité on peut supposer que -f° c [".
Démonétration’\Soit U1 l'intérieur de l'ensemble des points a+bié¢ U

tels que, si b £ 0 et befe,

(0, 4p1, b nial +1R") \{a} +iT" €€ Un {a}+iR".

I1 est clair que U1 est encore un voisinage de (1l contenu dans UL +R").

Prenons un autre voisinage U de () tel que ﬁé\'BQ<ZU

> et posons

1

_ , n7Y M
W= Int[a+bi€’6U2\ RO, ber® Oasbi,-b = aed were Oa,—w]' \

(!

Par la méme raison que la page précédente W devient un '
voisinage de Stein de R°\fl. Posons encore
Vo= [wniR™N Q)+1irM IV WA +im)] — Uniop il
V est un ouvert (non nécessairement de Stein) contenant un coin infinitésimal
R™iP 0 et aussi R°\ 5 . Notons que WNVCU. En effet, d'aprés la défini-
tion de U1 on peut vérifier cette inclusion sur chaque section avec {a}+iRn

pour ac€ ().

5} Rappelons qu'on a défini ° par {§eR"; <y,§>< O pour Yy e},
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Soit donc UBCIU un ouvert tel que W = V\IUB' (On peut en fabriquer

en ajoutant & WN\V un petit voisinage de WA QV.) Puisque W = VUU3 est
de Stein, on obtient de la suite exacte de Mayer-Vietoris (Théoréme 4.3.8)

ce e —>0(V) @ F(U5)—> I(VnU,) — B (WU, = o.

3’
En appliquant ceci a F(Z)lV"UB’ on obtient une décomposition voulue avec

G(z) € O(V) et H(z)€ d(UB). C.Q.F.D.

section avec Y=Ch Section avec X =Cte
Théoréme 6.2.3 B/A est un faisceau flasque. Pour un ouvert .flC?Rn,

on a B/A(L)) = BED/AE).

Démonstration Regardonsg la suite exacte d'espaces de sections associée

a celle de faisceaux O-—>A —B —>B/A—>0. D'aprés le Théoréme 6.2.1 on a
0 — A(2) —> B(£2) —» B/A(Q) —> H' (£2,4) = O,

d'ou la deuxiéme assertion. Pour démontrer la premiére assertion, il suffit
donc de montrer ceci: Etant donné f¢ B(Q), il existe g€B(R"), he A(Q)
tels que f = gIQ_+ h., Soit UD() un voisinage de Stein. On a alors une
expression f(x) = z; Fr(x+110) avec Fglz)€ GK(Rn+ir})nU). Donc 1l'assertion
découle du Lemme 6.2.2. C.qQ.F.D.

Dans la littérature courante on démontre la flascité de B/A en utilisant
la flascité de B (Exercice!). Ici le rdle de celle-ci a été remplacé par le
Lemme 6.2.2. Nous laissons la démonstration de la flascité de B encore a

l'ultérieur, car elle n'est pas nécessaire pour 1'étude de spectre singulier.

Par contre, la flascité de B/A y jouera un rdle important.


http://U3.fi
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Notons que la flascité de B/A implique la possibilité de décomposition
libre de supp sing f. Ainsi 1'énoncé du Théoréme 3.2.1 concernant le support
singulier est établi.

Remarquons que le Lemme 6.2.2 suggére une assertion plus forte que cela,
a savoir le prolongement conservant le S.S. Pour étudier ce phénoméne en

détail, dintroduisons la fonction suivante
(=)™ (n-1)1 Q=125 L y- e 82" (22 - ('zg)l/c’-)
(27ri)m {zz+i(z22 /2 - (25T )

ol on a abrégé comme toujours

(6.13)  W(z,5) =

2 2 2
Zc = 21§1+..-+Zn<n, Z = Z,teeetZ

1 o, Y= gfe..+Cl
Exercice Posons §(z;0) = z§ + 1(23/ T2.(26)°40c2) = <z,¥(z,3)>. Alors
gans le numérateur de (6.13) stécrit

'?;}I_’j(z,()
det( 23, )

Lemme 6.2.4 Soit 2z = x+iy, {= §+i7. Soit |7 un cdne convexe ouvert.

Lorsque § est limité dans IntEl), W(z,t) est holomorphe dans un coin infini-
tésimal R™ XIntCP9+ iA0 tel que A N = O}D . E‘;{.%e 53 prolonge aussi sur
(R™~{0}) x Inﬂj’a Ainsi elle définit une hyperfonctionX W(é;igo ¢) sur R™ X
(R" \{O}) analytique sur (R \{O})X(R ~{0}) et contenant ¥ partout comme
paramétres analytiques réels. Pour chaque § fixé, on a

5.5. W(x+1§0,%) = {(0,~-7Edxm)].

Démonstration Posons
lyer"; yi-(y%-(yD°) > o}

I1 est un ensemble approchant le demi-espace Eg.
Pour 4 = 0, 1la partie imaginaire du facteur dans le dénominateur de (6.13)

est égale a |§|{y§-(y -(y§) )}. W(z,8) est donc holomorphe au voisinage de

[R-n.f\ E ] {7_ O}

§¢- O
Donc d'aprés le théoréme de Kashiwara (voir les Corollaires 2.2.5 et 2.2.7),

2n

il existe un céne convexe ouvert A ¢ R tel que An{q =0} > et que

W(z,{) soit holomorphe dans R Ny Intf"%)+ 120, (Bemarquons qu'on peut choisir
En effet, cec1 est vra1 pour P'cc[" si on

A uniformément sur R-X Intk _
applique le Corollaire 2.2.5 & hxl<.l}x1nt( l")ni1 <|§Y<2}<2R xInt(-p'o). Soit
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A' le cbne ainsi obtenu. D'aprés le Corollaire 2.2.7 W(z,%) se prolonge au coir

. ] . z -~ / ’
infinitésimal avec le cdne 1l'enveloppe convexe de rc:r'A- La restriction pour

I3l resp. |x| peuvent s'omettre grice & la homogénéité resp. l'analyticité.)

Vérifions enfin 1'analyticité de W(z,§) sur (R™N{0})x (R" \{0}). sans
perdre la généralité on peut choisir & = (|%},0,...,0). Alors le facteur
$(x,%) dans le dénominateur de (6.13) s'écrit

510, +3 (x54. . o4x2)),
d'ou aussitét la conclusion. C.Q.F.D.

Puisque §€:Rn\{0} sont des paramétres analytiques réels de W(x+i%¥0,%),

leur spécialisation peut se faire sans limitation. Nous allons souvent en

utiliser la spécialisation sur 1la sphére unité Sn‘1<TRn\{Of. Les paramétres

seront alors notés par u)ESn—I. (6.13) se réduit & la forme suivante:

D% (n=1)1 (J-ixw)?1o(1-120) "2 (x° (x0)? ).
(2xwi)M $xu+1 (x2-(xw) ) +10¥"

(6-14) W(X,LD) =

Soit KCR" un compact. Etant donné f(x)€ B[K], posons maintenant
(6.15) (Wx£)(2z,0) = S%nw(z—t,§)f(t)dt,
ou 1l'intégrale est faite au sens du paragraphe précédent. En vertu du Lemme
6.1.2, 1le résultat est une fonction holomorphe en (z,[) dans le méme coin

infinitésimal que le Lemme 6.2.4, et aussi au voisinage de (Rn\ K) x Sn-1.

Donc elle définit une hyperfonction (W f)(x+iw0,®) sur Rn7kSn-1 contenant
W comme des paramétres analytiques réels.

Lemme 6.2.5 La correspondence f(x)+—> (Wxf)(x+iw0,®) s'étend a un homo-

morphisme de faisceaux

sp: BRn-'>r"§(B/A)Rnxsn’1

ol 7T est la projection naturelle de R%s® ' sur R".

Démonstration Prenons f(x)¢€B(S)). Soit f =}, f, une décomposition
A

a la somme localement finie d'éléments & support compact (ce qui existe d'aprés
le Corollaire 5.4.3 et la remarque qui suit). On définit

sp(f) = z;l(W*fﬁ)(x+in,w).
Puisque supp singX#§W*fa)(x+in,w)<: supp fxxsn—1, la somme est encore locale-

ment finie dans B/A(Slxs""), ainsi définit un élément dedans. Par la méme
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raison, le résultat ne dépend pas de la décomposition. C.Q.F.D.

Lemme 6.2.6 L'homomorphisme sp induit un homomorphisme de faisceaux

[sp] : (B/A)Rn—é"/tx(B/A)RnXan .

Démonstration Il suffit de démontrer 1'énoncé suivant: Soit f(x) une

fonction analytique réelle au voisinage de n-cube QP. Alors W*(pr) est
1

analytique dans Int(DP))<Sn- , Ol 7P(x) désigne la fonction caractéristique
de QP' D'aprés ie—démensteation le Lemme 6.1.5, on a la formule suivante:

Wx(xp£)) (2,8) = (o w(z-t,8)8(t)at :S W(z-t-1E(E) £ (E+LERD d(EHERY).
P tr> DP Dp
(voir (6.6)), ofx/\‘t+i£(t)est un chemin sedsent 3 bord ‘QDy dans le domaine d'analy-
ticité de f. Notre assertion s'ensuit immédiatement de cela. C.Q.F.D.

Théoréme 6.2.7 sp induit un homomorphisme de faisceaux [Cspj]: C —>

(B/M)2, on-1, o0 a: R%S" '—5R%xs""! est 1'application antipodale et
Rn,(sn 1s

(B/A);nxsn-1 désigne 1l'image réciproque (directe) de (B/A)Rnxsn_1 par cet
homéomorphisme a.

Démonstration Soit QCRn et AC Sn-1 des ouverts connexes. On a

alors par définition W_‘B(QX%Adxw) = B(R), et A¥(QxTAdxw) = le sous
espace de B(C)) des éléments f vérifiant S.S.fn Qx—%Adxcn: g. on va
montrer que sp envole un élément féAx(Q)‘-;—Adxm) a un élément de
(B/A)Rnxsn_1(§zxsn-l) qui est analytique réel sur ()x(-A). Ainsi on obtiendra
un homomorphisme bien défini

’TC"B(Qx%Adxoo)/A"(Qx%Adxoo)—» (B/A) 181X (-A)),

ROxSn=
d'ou un homomorphisme de faisceaux C‘“9(B/A);nxsn-1-

Considérons un point quelconque de )X (-A). Sans perdre la généraliteé,
on peut le supposer (0,%). Soit DP le n-cube de centre O et de coté 2p,
et soit [7 un cdne convexe ouvert tel que £¢Intél™) et que (-Mh s - A,
L'hypothése (O,-?%deaa)é S.85.f signifie qu'il existe une expression de f
au voisinage de l'origine

£(x) = ZFj(x+ino),

telle que r;ff -% pour tout j. En choisissant RP et I suffisamment
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petits, on peut supposer que cette expression est valable au voisinage de DP
et que [Gﬂqrﬁ\sn"z g pour tout j. Il suffit de montrer que l'image d'un
terme Fj(x+if30) par sp est analytique réelle dans Int(Dpx&Fokﬁn-1))
Appliquons le Lemme 6.2.2 a Fj(z). On obtient une fonction G(z) holomorphe

dans un coin infinitésimal Rn+ir3'0 et au voisinage de R~ D une fonction

P’
H(z) holomorphe au voisinage de Int(pp), telles que Fj(z) = G(z) + H(z).

Ici Fj' est un clne éventuellement un peu plus petit que pourtant toujour:

l—-v
j’
sk

d-)

Soit ﬁép(x) la fonction caractéristique de DZP'

1

vérifiant r’j Cal S er
D'aprés les Lemmes 6.2.5 et 6.2.6, on a alors

sp Fy(x+1l70) = sp( X 5p(x)G(x+11]'0)) sur  Int(Dp)x st

D'autre part, d'aprés le Lemme 6.1.5 et la définition (6.15) on a

sp(’XZP(x)G(X+iF3'O)) =[SD W(z-t -1E(t),§)G(t+is(t))d(t+18(t)5]

od thr»t+ig(t) est un chemin d'integrale a bord 'BD P déformé dans le coin

z»xﬂpo

D2?+ir3'o. Notons que IB n(-1) # 4. En effet, si r3 n(-T) = ¢4 11 existemit
un vecteur unité %4 tel que EL7)[3, E-qj -, car Fj et 7 sont des cdnes

n-1

convexes. Alors -4 serait dans T?n Mns qui était vide.

Prenons donc le chemin dans le coin D, +iTl 'n(-")0. On a alors Im(z-t

2p g
—i€(t)) =y - €(t)€y+". Donc d'aprés le Lemme 6.2.4 pour (x,§)€ Int(qpx(-r°»
y pourra atteindre O 1le long de I°” conservant l'analyticité de W(z-t-it(t),
¢). C.Q.F.D.

Maintenant nous explicitons le rbéle de l'hyperfonction W(x,w).

Théoréme 6.2.8 On a

) = W(x,wW)dw = [ W(z,w)dw
) gsn”1 (o) ng Ssn-kéf; (2t -]zr>x+irjo

ou [3 sont des c8nes convexes ouverts tels que{fﬂrg} s0it une décomposition
de Sn_1 disjointe a mesure O prés. dw est 1'élément de volume standard de

s™ 1 (voir Exemple 3.3.3).
Par cette diminution
33) ipe; \0n peut supposer que Fj(z) est holomorphe

dans le coin (D +ir3 )aU, ol U est un voisinage de p..xanazqaab&e=gsae=£e

-] | I
H ORI Uﬁ; T .
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Remarque L'intégrale au terme milieu est au sens de celle par rapport
aux paramétres w (Chapitre III, §2, 7°). Cependant, on peut considérer
pour le moment que le dernier terme est la définition de cette intégrale.

Démonstration Notons d'abord que le résultat ne dépend pas de la décom-

position de la sphére. Cela se voit facilement au moyen de la décomposition

Rappelons (-1 °= M)

5(x) = m Z:‘ Ty»+ ’o—n[mn]ZHx’rif’ 0

Z: [x 1z§d§ zn—>x+il' 0°

Soit z,éRn+ir30. Plus précisément, fixons =z = x+iy tel que

In §(z,0) 2 yo - (y2-(y)2) >0 pour tout G € [ s,
ou $(z,§) est le facteur dans le dénominateur de W(z,5). Remplagons le
chemin dt'intégrale T} par

=% +1z|§| -15(2)/13) ; R € T) \
iz 5 5023 ’ Gi donnée dans 1l'Exercice devans le
Notons que cette fonction n'est que v*f(z,gbv Notons aussi l'homogénéité

e 6.2.4.

$(2,§) = r§(z,%), ot §=rw, r =ig| . En se rappelant 1'Exercice on obtient

donc

1 .- i ( , ) q/, :
<a'“vc)n§ Lo m>n§ 22 ge t( ?k )"5

o P irf(z,w)
irp(z,w) _n-1
= (2n) S 1det 9§k )5 cﬁ go e r dr
_ _(n-1)! )4 4o
SN SN R T >xz w/Q(Z’“’) w

W(z,w)dw,

) S(+'\:;6)nsn'1

Le résultat ainsi obtenu différe de 1l'intégrale originale par une certaine
= = -2z
intégrale sur le bord Q)Dr, car les deux chemins '("6 et 4[% ne bordent

pas une (n+1)-chaing%) Cette différence s'écrit

sPHLa différence & 1'infini disparait gréce a la convergence absolue.
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n 1 . Wy(tz,$)
S d i<z, ¥ (tz,E 0>, | (__1___1__) |
2:JH)‘0£§0 dt g(ﬂ_”(})n{EfO}G iz |5l det 3T, Lkel 341 dg,.

(Calculer le bord de la (n+1)-chaine {§+t(izlgl-i’é(z§)/|§|);§€-.rz,, 0<t<}.)
z: §j2’ de sorte que le signe de Im zl ne concerne pas la convergefince de

%L
cette intégrale. Ainsi il devient holomorphe entier en Zy . I1 stannule

méme avec le terme correspondant provenant du (61,...,6'_1,—dk,o}+1,...,ﬁh)-

L
iéme orthant a c6té. Donc au total ils ne changent pas la classe de cohomologie,
i.e. 1'hyperfonction définie comme la somme des valeurs au bord. C.Q.F.D.

-

Corollaire 6.2.9 Soit f(x) une hyperfonction & support compact. On a

(6.16) g {W*f)(x»fimo,w)dw: f(x).

2 8-
En particulier, les homomorphismes de faisceaux dans le Lemme 6.2.6 et le
Théoréme 6.2.7 sont injectifs.

Démonstration On a par définition

Ssn_1(W*f)(x+in,w)dw 1(W)(-f)(x-riuo,w)dw

;‘ S('I'—":Zj')r\sn_

‘ dSW( —t,0) £(t)dt .
7;“(”:6),‘311-1“’ mhe ]z»xuf’do

Pour zé-Rn+iF30, l'intégrale en W est celle de fonction holomorphe. Donc

d'aprés le Lemme 6.1.2 ceci est égal a
617 T\(§
5

La démonstration dans le théoréme précédent du fait que la famille de fonctions

1W(z-t,m)dm) f(t)dt] .
zr9x+iF&0

(ff;)nsn-
hz}omzfphes 1{§(+T;)nsn_1W(z,w)dw}d définit la méme hyperfonction que

,.,n R ’ a
{?%§ﬁ§37r277775g}0' montre aussitdt que (6.17) définit la méme hyperfonction

que

I S £(t) o
—~ L (-2n)™ J(z -t)) .. o(z -t )77) 2 x+117,0°

Or ce n'est que 1l'expression de f(x) par le représentant standard. D'ou
(6.16).

vérifiant la condition du Corollaire 5.4.3 -
Soit maintenant f(x)¢ B({.), ou £) est un ouvert born%w Soit T¢BLQ]
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un prolongement de f. On a la formule (6.16) pour ¥. Donc en restreignant

sur !, on obtient

(6.18) f(x) = Ssn_1('»vxf)(x+iwo,w)dw o
Puisque 1'intégrale d'une fonction analytique est analytique par rapport aux
variables qui restent, on voit immédiatement de 14 1'injectivité de [sp7]:
(B/A)Rn“'5TNQ(B/A)RnXSn-1' Notons en plus que pour un cdne convexe ouvert 1[I,
le S5.S. de l'intégrale g(_‘q3nsn-1(W*¥)(x+in,w)dw est contenu dans R"X

f%ffdxcn}. Cela découle du fait que l'intégrale pour la fonction holomorphe

&(-Tw)nsn-1(W*?)(z,w)du1 converge localement uniformément dans R"+if"0. D'on

a

on obtient 1'injectivité de ([[sp1]: C —>(B/A)Rnxsn_1.

C.Q.F.D.

La formule du Théoréme 6.2.8 est une belle amélioration de (3.14) dans
Exemple 3.3.3. Elle nous donne la décomposition compléte du spectre singulier
e S, simultanément en coordonnées et en directions. C'est pourquoi on peut
le localiser pour obtenir la décomposition (6.18) libérée de 1l'influence de la
frontiére. Puisque la formule (6.18) contient tout renseignement de S.S.f,
elle sera légitimement appelée la décomposition spectrale de f(x).

En somme, on a une suite d'homomorphismes de faisceaux

B/A -—> T, C ~——>’7tx(B/A)Rnxsn-1 —>B/A

décomvosition intégration
spectrale en w

tels que leur composition est 1'identité sur B/A. D'ou on conclut que B/A
équivalemment n
> Kxc est injectif, i.e. le Théoréme 3.1.8 ouAle cas "= R* du Théoreéme 3.1.7.
Mais comme on ne connait pas bien 1l'image de C dans (B/A);nxsn_|, on n'est
nas encore bien équippé a 1'étude du faisceau C méme. Terminons cependant

dans le varagraphe suivant les démonstrations de quelques théoremes fondamentaux

qui sont déja dans notre main.

3. Démonstration de quelgques théorémes fondamentaux.

béemonstration du Théoréme 3.1.7 Prenons f(x)¢ B(L)) tel que S§.S5.f(x)C
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(On exclut le cas "= R qui est déja démontré

- 4 la fin du paragraphe précédent.)
§1X-I[7dxcn, ou [’ est un c8ne convexe ouvert. 5 Nous allons chercher une
fonction holomorphe F(z) dans le coin infinitésimal £2+i0 telle que f£(x)
= F(x+if0). D'aprés le Lemme 3.1.3, on a l'unicité locale pour telle fonction
F(z). On peut donc supposer que L1 est borné et vérifie la condition du
Corollaire 5.4.3. Soit 'Fe BLS)1 un prolongement de f. Le Théoréme 6.2.7
implique que (W*?)(x+iw0,w) est analytique en (x,6) en dehors de (S.S.f)a,
i.e. dans le(Sn—I\F°)a = glx(sn"\(-r”)). D'autre part, d'aprés le Lemme
6.2.4 pour §eIat(-I°) (W*?)(Z,C) est holomorphe en z, { dans un coin infini-

n-1  ontient un coin infi-

tésimal dont l'intersection avec ¥ =w €Int(-T")nS
nitésimal R"+il0 indépendant de w . Prenons donc (L'« 5 et M .

Alors W(z,w) pour (x,w)e Q'x (Sn-I\(—FM)) se prolonge au voisinage de

AT x(SP7N(=1")), donc a fortiori & (Q'+ir'0)X(S%TIN(-1"®). Ainsi 1'intégred

g g (D) (z2,0)dw =S (W) (z,w)dw + §~n—1———~— (W2 F) (z,w) dw
S

n(-1) STON(-1")

converge absolument et localement uniformément dans le coin Q'+i["'0. Or

Sn--1

d'aprés la définition et le Corollaire 6.2.9 la fonction holomorphe ainsi
obtenue définit 1'hyperfonction

(W*f)(x+ﬁoo,W)du)+ S-__T_____.(W*?)(x+iw0,w)dw

gsn'1n(_r*ﬁ stTIN (-9

n/, ~
g o (D) G 0,0) dw = F(x).
§n-

Cela signifie que f(x) est la limite d'une fonction holomorphe dans un coin
compte tenue encore de l'unicité

SL'4i7'0. Puisque £)' et "' sont séparément arbitraire, acela démontre

notre assertion. C.Q.F.D.

~:

¥
Démonstration du Corollaire 3.2.2) Considérons d'abord le cas ou £ est

~ —
borné et vérifie la condition du Corollaire 5.4.3. Soit fé€B[{2] un prolonge-
ment de f. En vertu du Théoréme 6.2.7, 1l suffit de poser
~,
Fj(z) = Ssn-'n(-r'j’)(W*f)(z’“‘)d“’ pour z€ﬂ+1|”jo.

Pour () général, prenons une suite croissante d'ouverts flk 7 {)l telle que

33)11 s'agit de la décomposition de ffx)é B() a la forme ZZFj(x+ir30) avec la
condition S.S.Fj(x+if}0)(’S.S.fngzxiirgdxah
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” (3 I3 3 ,\/ ~
chaque 52k vérifie les conditions ci-dessus. Soit fké BLQk] un prolongement
de ﬂfzke B(Qk). Posons

~
F. = S - 3] 3 H w,
J,k(z) gn 10(_Pj)(w*fk)(z,(»)d
~
D'apres le Lemme 6.2.5 la différence W*fk+] - WK?k devient analytique en
n-1

(x,4) sur £,x8" . Donc il en est de méme de F Ainsi la suite

Je41 T Ty

Fj k(x+i\"jO), k=1,2,... définit un élément bien déterminé de B/A(Q).
b

Prenons un représentant fjf;B(CD de cet élément selon le Théoréme 6.2.3.

Pour chaque k 1la différence F,  (x+i(7.0) - ¢ (xﬂfl est analytique réelle.
Jsk J J k

On a donec

$.5.£, < \U 5.8.F,  (x#iT,0) € S.S.f(\QX-;—F;dxCD.
K

J Jrk J
Le Théoréme 3.1.7 alors fournit une fonction holomorphe Gj(z)€'01£2+ir30)

telle que f,(x) = G,(x+i{",0). Puisque la différence f - 3,f, est analytique
réelle J J J J

lpartout dans ), on peut finalement la supprimer en modifiant 1l'un des Gj(z).
Le fait que Gj(z) se prolonge au point x tel que S.S.fp {x}k%ﬂgdx<n = g

découle du Théoréme 3.1.8 et du Lemme 3.1.3. cC.Q.F.D.
Examinons maintenant la relation entre deux définitions d'intégrale.

Proposition 6.3.1 L'intégrale (6.2) s'accorde avec celle par l'ancienne

définition donnée dans le Chapitre III, §2, 5°. De plus, soit f(x)€ B(SQ)
analytique réel au voisinage de la frontiére DK d'un compact K< Sl. On a
alors

S%}K(x)f(x)dx = gkf(x)dx,
ou WK est la fonction caractéristique de K. En particulier, 1l1l'ancienne
définition de 1l'intégrale définie ne dépend pas du choix de l'expression
valeur au bord.

Démonstration Distinguons pour le moment les deux définitions d'intégrale,

ancienne et nouvelle, par SA et YN respectivement. Généralisons d'abord
que
le Lemme 6.1.5 pour un compact K quelconque. Supposons donc,\f(x) = F(x+il'0)

dans f)l, et qu'il est analytique réel au voisinage de K. Alors f mod A
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définit au voisinage de K une section de B/A & support contenu dans 1l'inté-
rieur de K. Prolongeons-la sur R" et prenons son représentant g(x)€ B(R™)
selon Théoréme 6.2.3. Alors g(x) est analytique réel au voisinage de rR"
\ Int K, et h(x) = f(x) - g(x) est analytique réel au voisinage de K.
Puisque S5.S5.8< S.S5.f, d'aprés le Théoréme 3.1.7 g(x) a une expression du
type G(x+il"0) dans R®. Choisissons une n-cube D. contenant K. En vertu
ghéoréme , P
Y ¢ - —_ - J
du Hemme 6.1.4 on a alors XKf = fXKg + ’)(Kh, /)(Kg = f)(D g /XDP\Kg’ d'ou
N N N
(6.19) g 'XKf(x)dx = g ‘XKg(x)dx + g th(x)dx
= gN’xD g(x)dx - gNﬁDp\Kg(x)dx + SN Ygh(x)dx.
P
En vertu de 1'Exercice aprés le Théoréme 6.1.4, les deux derniers termes sont
des intégrales au sens ordinaire. D'aprés le Lemme 6.1.5 on a
SN Yp, E(x)dx = gD G(x+1€(x))dx+1€ (x))
P o
avec un choix du chemin indiqué la. Choisissons-le en particulier de fagon a
ce que ¢(x) = O pour x au voisinage de Pp\ Int K. Alors l'intégrale sur
QP\ K se tue avec le deuxiéme terme de (6.19) et on obtient

ngfo(x)dx - SKG(x+ii(x))d(x+iE(x)) + gKh(x)dx

((GOHE(x))d(xriE(x)) + gKh(x+1z(x))d(x+1g(x))

= %KF(x+i€(x))d(x+i£(X))-
Ici, bien entendu on a utilisé la relation F(z) = G(z) +h(z) sur K+il0

qui découle du Lemme 3.1.3.
Soit DDK un voisinage borné
Soit maintenant f(E)GEB[K].Aet soit f(x) = ZjFﬁ(x+iF30) une expression
au voisinage de D .
valeur au bord,telle que Fj(z) solent holomorphes au voisinage de 70D,

Notons 1'égalité f(x) :E:XD(X)F (x+iI",0) qui se vérifie facilement de fagon

J J

locale. On a alors

SNf(x)dx

S, SN’XD(X)Fj(x+i]’7jO)dx
70 F (xrig o) ateet £, (0) = (Freoaxe (Freoax,

Ceci montre en méme temps que l'ancienne définition de l'intégrale ne dépend

pas de l'expression utilisée.
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Soit enfin f(x) € B(L)), analytique réel au voisinage de 7DK. Soit
f(x) = 20, Fj(x+iT30) une expression telle que Fj(z) se prolongent au voisi-
nage de OK. On a encore Qkf = Zjﬁkj&(x+ir30), d'ou

(rreoax =28 P (xe My (x))alxeig (x)) = ZSN/XKFJ.(Hir’jO)dx

(A rax = (Aarpreoax,

ou dans la derniére étape on a utilisé 1l'énoncé déja démontré pour 'ny(x)
€ B{(K). C.Q.F.D.

Pour examiner le cas d'intégrale par rapport aux paramétres, préparons

nous un lemme qui correspond au Lemme 6.1.5.

Lemme 6.3.2 Soit F(z,r) une fonction holomorphe dans un coin infinité-

simal OQxT + 1A0 CCn+m. Soit QPC;T ung m-cube et soit r'=«pX(ZS) 1a
projection de /A sur R, Supposons que F se prolonge a. un-ensemble du type
(Q+i0)X tvoisinage réel de qu). On a alors
gg F((x,t)+1A0)dt =SN %, (£)F((x, ) +180)at
P =[SDPF(z,t+i£(t))d(t+i£(t))]z‘_’x+iro.

Ici ﬁk est la fonction caractéristique de qp. Le produit Qﬁ(t)F((x,t)+iAO)
est celui défini dans le Chapitre III, §2, 4° (dont on peut déja disposer!).
Le chemin t+i€(t) est choisi de fagon qu'il est dans le domaine ol F(z,T)

est holomorphe, et que §&(t) = O pour t GGDP.

Démonstration Notons d'abord que d'aprés 1'hypothése,pour z € (L+il0

fixé suffisamment prés du tranchant, F(z,t) devient holomorphe en ‘T au
voisinage de BDP. Ainsi on peut choisir un chemin comme ci-~dessus. Posons

e(t) = (81(t),...,£n(t)). Pour ze¢ L1+il0 fixé, posons

1 F(z,t+1%(t))
(6.20) 8(zT) = aqiym SDP (8, +1g, (0)-1,) ... (¢ +1E (£)-T ) d(t+ig(t)).

Par la déformation du chemin on constate que G(z,Tt) est holomorphe en (z,T)
dans un domaine du type produit ($1+il'0) X (Cm¢fDP). Donc elle définit une
hyperfonction g(x,t)¢€ B(S1xR™) telle que supp gc¢ SlxDP. Montrons d'abord

g(x,t) = ’)(jo(t)F((x,t)*riAO).
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Notons que 1'on peut modifier le chemin & un du type produit g(t) =
(21(t1),...,€m(tm)). Cela se fait juste comme dans la démonstration du Lemme
6.1.5. Ainsi de la méme maniére que 1li on peut démontrer que dans () xInt qp
G(z,Tt) et F(z,7) définissent la méme hyperfonction. Pour les comparer au
voisinage de $)x ©OD,, prenons ung autre cube Dp'c:qp ebt—terer  telp
que F(z,T) soit holomorphe au voisinage de (514-1F0)x(qp\9p-) En partage-
ant -§;:§;T en un nombre fini de n-cubes, on peut donc déduire le probléme
4 ceci: Soit F(z,tv) holomorphe dans un coin infinitésimal 2 x T +1A0

contenant (LL+if0)*D,, ou ['= An{ImT;éo}f . On a alors

7i - o, F(z,%)
(6.21)  Y(£)F((x,£)+140) {Z @A™ )0, Toy=m,)e. (b =7) ]z»x-ril"o .
- i ' Tt 0

@r on a par la définition du produit

9 0m Ti-p . T~
(6.22)  Qt)F((x,t)+iA0) = Z (o7l )t 1087 203 -+ 1og$ﬂ F(zD)| (, 7y .
1 P
(%, t)+3AnRX)0
ou le premier facteur est le représentant standard de O%(t) calculé d'aprés
du contenu de

(6.5). La différencepde (6.21) etp(6.22) s'écrit

T4~ 0m S F(z,t)-F(z,T)
P

(2mi)™ )D (t—q).“(%lag

dat

ou
F(z,t) - F(z,T) = F(z,t1,...,tm) - F(z,TH,tZ,...,tm)
+F(Z,T1 ,tz’ o o,tm) - F(Z,T1,T2,t3, ) o,tm)
+ LR A J

+F(Z,T .’Tm—1,tm) hand F(Z,T1,...’Tm).

19
Ainsi le premier terme, par exemple, aprés l'intégrale en t devient holomorphe
dans (£2+il0) x Cx(C\]-P,p[)x...x(C\J-p,p[) etc. Aprés la sommation en &,
elle s'annule donc comme hyperfonction (i.e. elle devient un cobord pour un
recouvrement convenable).

(6.20) établi, par la nouvelle définition de 1l'intégrale par rapport aux

paramétres on a donc

N m
g ’)(f(t)F((X,t)+iAO)dt = [(-1) §X gr G(ZvT)dT]'z»x+irO

1 m
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- [gPp Pz, t+1€(8))a(erie(e))] | o

A
= SD F((x,t)+1A0)dt. C.Q.F.D.

Lemme 6€.3.3 Le lemme précédent a lieu avec ?P remplacé par un compact

K quelconque.

Démonstration Par la méme raison que le lemme précédent, 1l'intégrale

(kF(z, t+18(1))a(t+1€(t))
définit un élément de &()+il0). Donc il suffit de montrer 1'égalité en tant
que l'hyperfonction de x pour tout ' et tout '« 2. Nous allons
donc faire ci-dessous un tel rétrécissement chaque fois au besoin.

Par hypothése il existe un compact L C Int K, un ouvert D2K, et un
céne ouvert convexe [:< R™™ contenant ['x{0} tels que F(z,T) se prolonge
dans £)x(D\L) + i?iTZ&o. Essayons d'abord de décomposer F(z,T) & une somme
avec des termes favorables. Quitte a rétrécir {2x T on peut prendre un
prolongement ?(x,t) € B(S:XR™) de F((x,t)+1A0). On a

5.5.FT ¢ Q‘x(_D:fJx-l— M A° (dx,dt)o Y me—)x—;-Aﬂdx,dt)m

V Qx(R™m)x g mt,

Décomposons donc A° = (T4°n A°)U(&’_;—-r§"), ou P lg. D'aprés le Corollaire
3.2.2 i1 existe une fonction G(z,T) holomorphe dans .§ZXRm+iFZRZ§(L une
fonction H(z,T) holomorphe dans QxR™+iA0 qui se prolonge a x(D-L), telles
que la différence f(x,t) - G((x,t)+ifiq§0) - H((x,t)+1A0) soit analytique
réelle dans (2xT. D'autre part, en vertu du Théoréme 6.2.3 appliqué comme
dans la démonstration de la Proposition 6.3.1, on peut trouver une fonction
H'(z,T) holomorphe dans QxR™ + 1A 0 qui se prolonge & x(R™L) telle
que la différence H((x,t)+iA0) - H'((x,t)+iA0) soit analytique réelle dans

Ecrivons [} au lieu de . (Cela correspond au rétrécissement de TI.)
SZxD./\Ainsi on a obtenu la décomposition voulue

F((x,t)+iA0) = G((x,t)+iﬁpio)+H'((x,t)+iA0)+ k(x,t) dans SxD,
ou k(x,t) ¢ A(QLxD).

Soit donc ?P)Kun m-cube. On a alors
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SN’XK(’J)F((x,tHiAO)dt

1}

SNQ(K(t)G((x,t)uﬁv\Ao)dt + SN')"K(t)H'((x,tHiAO)dt + quK(t)k(x,t)dt

(Mt (£)6((x, ) +3FUR0)at + (M, (£)0 ((x,8)+180)at

+SN-9(DP\K(t)G((x,t)+i@O)dt + quDp\K(t)Hv((x,t)+iAo)dt + (Vr 6k, £)dt
Pour la premiére ligne du dernier membre, on peut remplacer SNXP(t) par
S%p d'aprés le lemme précédent. Pour faire la méme chose pour la deuxiéme
ligne, il suffit donc de vérifier 1l'assertion suivante: Soit F(z,T7) holo-
morphe dans un coin infinitésimal QxT + iA 0 contenant (+if0) xD,, ou
T=An{InT £ o} # 4. On a alors pour K¢ Dp compact

%N“K(t)F((x,tHiAO)dt - SﬁF((x,t)ﬁAO)dt =[SKF(z,t)dt]sz+iro.

Soit §(T) 1le représentant standard de 2k(t) calculé par (6.5). Pour z¢€
L2 +i[0 fixé, choisissons les chemins )3 contenant [-p,P] dans le j-iéme
exemplaire de C de fagon que F(z,T) soit holomorphe en T dans le poly-
¢ylindre bordé par )GX"'XJQ‘ On a alors, en changeant l'ordre d'intégrale

d'aprés le Lemme 6.1.2,

(VX (O)F((x,t)+140)at [(-1)’" §Y1"'§Xn SOF(z,T)aT]_ o

[\KF(Z’t)dtsz>x+irO. C.Q.F.D.

Proposition 6.3.4 Soit f(x,t) € B({LxT) tel que supp f<C QQxK, ol

KCT est un compact. Alors les deux définitions de l'intégrale par rapport
aux paramétres gf(x,t)dt s'accordent. De plus soit f(x,t)¢ B{(NxT) tel

qu'il contienne t comme paramétres analytiques réels au voisinage de [Lx73K.

On a alors

(fx, 020t = S’XK(t)f(x,t)dt.
En particulier, 1l'ancienne définition d'intégrale ne dépend pas de 1l'expression

valeurs au bord utilisée pour le calcul.

Démonstration est la méme que la Proposition 6.3.1 grlce au Lemme 6.3.3,.

Ainsi en méme temps toutes les régles de calculs introduites dans le

Chapitre III ont été justifiées.
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4. Flascité du faisceau de microfonctions

Nous avons déja vu qu'il existe un homomorphisme C ¢_9(B/A)§nxsn-1
induit par la décomposition spectrale qui nous admettait beaucoup de calculs
concernant le S.S. Mais notons que cet homomorphisme n'est jamals surjectif
puisque 1l'image est micro-analytique en w. Donc on ne peut pas dire de
cela que C soit flasque méme si B/A 1l'est. Introduisons donc un autre

truc. Posons

1
Ko« (20%) = T (22— (e D))

ot X >0 et A €C. Cette fonction est holomorphe dans un coin infinitésimal

pareil & celui pour W(z,w).
Lemme 6.4.1 Pour Re(A+MH) > n, ona

6-23)  (znysp0 Ko (2-0,@0K, 4 (5,08

(n+1)/2 . -(n+1)/2 [(A+k-(n+1)/2) —(n-1)/2
27 ' FOOT () (+f) K;+P-4¥w§%52#&

ot R"+i®0 désigne un chemin déformé de R" dans le coin infinitésimal

R"+i{yw> o}o.

Démonstration Notons d'abord que l'intégrale ne dépend pas du cholix de

Y

chemin grice a4 la convergence absolue &4 l'infini. Ensuite, par la rotation

des axes on peut supposer que ()= (140,...,0). (6.23) alors s'écrit

1 1 '
(6-2’-{») S(R"'lO)an—‘ (z1—‘§1+10((z'-§')2)“ (§1+1P§'2)F d§1d§ ’
od on a choisi le chemin de fagon que T' = ¥'c¢ Rn'1 et que ;1 parcoure un
chemin du type §1 = §1+ii(§1).

Considérons dt'abord le cas n = 1. Calculons pour Im z > O,

SM 1 1t _
W(Z-t=10)2 (t+i0)* >

*Z
N
0 t
Supposons d'abord que Im z > O, Re z > 0, Re A > 1, ® <Repu< 1. On a

® 1 1
g__ocgz-t-io)“1(t+io):‘dt \ f\\ﬂ&\\,a\tﬂz
= N\ =% 0 ™~
B Z/'\*M-'i(1-s)’ S,Ads \;\

ou on a transformé l'intégrale par t = zs (voir la figure ci-dessus). En

Y

déformant le chemin J encore de fagon & ce qu'il contourne le demi-axe négatif,
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on obtient

I I
Sj(I—s)" gk 48

"t mpmd -0 i 1-p T -uie
11 5 T nds + g T ds - - S —— g }
itg{£:§1-ii;lsl” 8 ¢ (1-8)2 | gf OF € L (1-ge19)A °
0 o~ MT_ |

de - 2t einam (T8E

it

{ -2 -
= =2i sinﬂﬂzgo(1~P))+H Zp #dP ( p = rfl )
PA+E-DT-4) _ oy TAp-1)

met sinpm oy - POV T(R) 2

o 1'on a utilisé les formules §(1-p)F 'p17dp = B(P,9) - re)r@)

r(p+9)
PO -pr(p) = 7/sinpT. Ainsi on obtient

> 1 ani  FQA+p-1)
(6.25) &¢§z-t—io)1 (t+io)udt T TR T T(R)

Notons que les deux membres de (6.25) sont holomorphes en 1z, A, p pour Imz

>0, Re(d+p)> 1. Par le principe du prolongement analytique (6.25) donc y
reste valable.

De (6.25) par la déformation du chemin t+i0 > t+if+i0on obtient immédi-

atement
® 2mi FA+ft=1) ,
(6:26) ) R origoP © - Toele P TGy o £2 0.
Appliquons-le 4 1l'intégrale en §1 dans (6.24). On a
T@Ap-1) dg’
PTATOOMR) Jgn-1 (z +id(z'-§ )2+1pg 2)A K]
- —aqy LOE-1) g ds
F(IrH) Jgo- (z1+§%%z'2+i(d+5)(§"j%52')2))+H-‘
oy LQp-1) S a3’
- rrp) Jrn-1

(Z1+i&'¥gz'2+i(a+ﬁ)§'2)q p=1?

ou 1l'on a translaté le chemin dans le domaine complexe pourvu que 2z soit
dans le coin infinitésimal du type Rn+i{y1> O}O correspondant au domaine

d'holomorphie de ntt o (231,0,...,0). Notons que l'intégrale toujours

K
A= e
converge absolument au sens ordinaire. Posons donc §' = rw'. On a en général

pour Re? >0,
48’
SRn-l (T +512)A+H-1
27t(n_1)/2 ®  pn-24p
T T m=72) o (Tr2)Aekel

n—Z)

(l'aire de S
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q(n-1)/2 (n-3)/2 )
- r«n1)ﬂﬂ T*W (nm)/a §07§:7yq;74$ (p=r"/T) ?T

_ on-1)/2 P +§- (n+1)/2)F((n-1)/2) O\S*i“\\*\fﬁ

B F«n 1)/2) 12+H (n+1)/2 FTO+p=1) 2

00

ou on a executé la déformation du chemin LO,T_1/2aﬂI—~> [0,+ ®] et aprés

utilisé le calcul précédent. Ainsi (6.24) est égal a

212 \-2-p+(n+1)/2
(n+1)/2, FQ+H-(n+1)/2) ~A-p1 (21t A-pt
2m Fon g @™ ( Jf(ii?’m )

_ (n+1)/2 -(n+1)/2 T(A+p-(n+1)/2) -(n-1)/2 o 2\-)-p+(n+1)/2
=20 (I T(R) (+f) (z1+i§f%z' ) * ?

ioea le SeCOHd membre de (6.23) pour‘ w = (1,0, coo,O)c C.Q.FQD.
-1

Désignons par K (x,w) 1l'hyperfonction sur Rxs" définie par

Ay
K“ x(z,w) comme W(x,w) dans (6.14). Il jouit donc de mémes propriétés que
’
b3 3
W(x,w&) données dans le Lemme 6.2.4.) Nous avons besoin de la formule (6.23)
pour les exposants 2, ) un peu plus petits. Précisons-le:

Corollaire 6.4.2 Soit D un voisinage borné de l'origine de Rn. Pour

Re(M+u) > n+1, on a, en tant que l'hyperfonction de x, w, o, §,

(6.27) Squ#‘(x—i,w)Ky ﬁ(§,w)d§ DxSB=Ix{a>0fx{p>0}

- (n+1)/2,-(n+1)/2 PT(A+p~(n+1)/2) ~(n-1)/2;
= 277 HEVI (D R CA

mod A(DxS™ 'x{«>0}x1g>0})

Kaopi- 1t 22, 000)

Démonstration Il suffit de comparer les germes de deux membres aux points

de {O}Xsn-1. Remarquons que le résultat de 1'intégrale au sens du germe

modulo A ne dépend pas de D. De plus il est évident que pour Re(A+p) > n
on peut méme prendre D = R". Ainsl dans ce cas (6.27) découle du lemme

précédent.

1"2 ', on peut prendre dans

Soit donc 221 < Re(d+p) < n. Puisque

ce cas sans modifier le résultat mod A le domaine d'intégrale du type RXD',

ou D' est un voisinage borné quelconque de O0¢€ Rn-1. Le calcul de l'intégrale

en §1 dans la démonstration du lemme est alors valable. Pour continuer le

calcul fait la-bas, 1l reste donc & vérifier que la différence

dg! (n-1)/2 1 F(A+h-(n+1)/2
gD' (m+pa)2+u-1 7 U A +r-(n+1)/2 ( F¢A52i1)/ )

3¥)En plus Kj«(x,w) peut &tre considéré comme une hyperfonction de x, w, X
contenant o> O aussi comme un paramétre analytique réel. (Voir le raisonne-

ment pour @ dans le Lemme 6.2.4.)
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donne un germe de fonction holomorphe en T = O. Prenons donc D! ={|gq < 1}

et considérons la fonction holomorphe de deux variables T, Y comme suit:

I(tT,p) = g|'§'|>l (-T+§§é)y"‘ pour |T|{<1, Re)l > n.

On a pour ReT> O

(n-1)/2____ | r(V=(n+1)/2) _S df .
T wr-(m+1)/2  TWw=1) IE1< 1V (T agr2y -

n

I("C,V) =

21} mais de fagon

multiforme en T . Considérons donc J(T,Y) = I(éf,u). C'est une fonction

Cela signifie que 1I(T,Y) se prolonge a {0<:Fﬂ<1}x fRe»)

n+1
2 L]
uniforme dans Rey>»n, J(T,VY) y satisfait & 1'équation fonctionnelle

holomorphe et uniforme dans {ReTR:O}X{ReV>‘ Puisque I(T,p) est
Jt+2mi,V) = J(T,V).

Donc par le principe du prolongement analytique J(T,V) y satisfait partout.

Cela signifie que I(T,P) est en effet uniforme dans {b'<TT1<1}xiRe)L>£§l}.

En vertu du théoréme de Hartogs (voir Théoréme 2.2.1), 1la singularité < = O,

n+1

2
n+1 P . .
. Comme on a remarqué ci-~dessus cecli termine la démonstration.
2 q H

<Rev< n est otable et I(T,p) devient holomorphe dans |[7T|{<1, Rep

Lemme 6.4.3 Soit f(x)€ B(R") une hyperfonction a support compact.

Posons

(6.28) §%u: fE> f(x,w) = f(x)gec K;\,D((x,u})é B(R% s ).

Cette application induit un homomorphisme de faisceau C —4>(B/A);nxsn_1.

La démonstration est la m&me que Théoréme 6.2.7.

Posons ensuite

Ly o (60) = (x2-(a)®)"

A,
Lemme 6.4.4 Soit f(x,w) ¢ B(R™xS

Kﬂ,d(x’w)'

n=1y  une hyperfonction & support

compact. Posons

(6.29) G 4 & £l £(x) :S £(x,0) % Lo - (x,0)de.

cn-| x AN,k
Cette application induit un homomorphisme de faisceau (B/A)gnxsn_1-——>c.

Démonstration Supposons d'abord que supp f(x,w) C KX(-P°). Alors

f(x,w)ijL (x,0) est & support dans R"X(-°) et méme analytique réel
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en dehors de Kx(-M ). On a donc comme dans la démonstration du Corollaire
6.2.9,
S.S.f(x) € K X [°.
Ainsi par l'argument standard utilisant la décomposition localement finie,
on peut généraliser la correspondence (6.29) 4 un homomorphisme de faisceau
B;nxsn_1~—9-c. Pour passer au quotient (B/A)%nxsn_1, il suffit de vérifier
ceci: Soit f(x,W) analytique réel au voisinage de Kx(-P°). Alors
S(—r° )nsn_1du)gKf(t,w)Lz’q,k(x-t,w)dt
devient micro-analytique dans Int(Kxu%[7°dxaﬂ. Ceci découle du méme calcul
que le Corollaire 6.2.9, car l'intégrale en t devient analytique dans
Int(KX(-T°)) comme on le voit facilement par déformation du chemin.
pour établir ceci si on le préfére
(Bien entendu, pon peut calculer le S.S.pcomme dans la démonstration du
Théoréme 3.4.2 en utilisant les régles déja justifiées.) C.Q.F.D.

Lemme 6.4.5 Il existe des constantes

CP,k,}l:1,...,n,k=O,...,

p-1 telles que 1l'homomorphisme composé

(pi 2 poEp,z sz 0 >0

devient 1l'identité.

Démonstration Remarquons d'abord que la phase W(x,w) de la décomposi-

tion courbilinéaire de S se réécrit
n p-i
W(x,w) = > . b L (x,W).
’ ;g k=0 PoE 1ok
(Voir (6.14).) En effet i1 suffit de développer le numérateur en remarquant
que X = {xw+i(x2—(xw)aﬂ' - i(xa-(xw)z). Notons ensuite que les valeurs
ﬁ::~2%1, p > 0 satisfont a 1l'hypothése du Corollaire 6.4.2. Notons aussil

la formule évidente

Kk _T(H) (D \k , )
(6:30) Ly (W) =i P(}x-k)(aﬁ) Ky, p(1r4)y  oT k< p
Ainsi (6.27) se réécrit
g_ﬁ Kﬂ,d(x-t’w)L}l,ﬂ,k(t’w)dt‘DXSn-“X{O(‘)O}X{ﬁ)L‘g
k _T(w) (3 \k
= 1 l"(}l%k) (’a‘p‘) SﬁKa,a(x't’u’)Kp-k,fz(t’w)dt DxSh=1x{or > ¢ jxip >0}
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_ ok T(r) o oprl -REL TA+p-k-T) 4y, -o-l B
e U F(A)F(pk) (a_f) (g K"*P-k-%,%ﬁg(x’w)
mod A(stn'1x{u>0&xiﬁ>0})

Si on execute la dérivation, utilise encore (6.30) et puis pose &= p =2

(d'ou T 1), ce résultat s'écrit 4 la forme d'une combinaison linéaire

X+F T
de L . (x,0), Jj = Oy...,k. Donc en résolvant une équation linéaire
p-k+3y 1,3
simultanée du type triangle, on peut trouver des constantes ¢ Kk telles
n -1 ’
ue L(x,W) = c. L (x,w) satisfait a
: ’ )?;1 o Pk P2,k

SB Kpe, p(x-t,@)L(t,@)dt = W(x,@)  mod A(Dxs™ 1y,
. 7
Soit donc f(x) wune hyperfonction & support compact. Posons § = EB;J 2
b
b= z: cy,kﬁ?y,z,k' On a alors, en identifiant f(x) mod A avec la section

globale de C 1lui correspondant,
'@'o@(f(]() mod A)' {O}xsn-1 = Q(SRnf(t)Kg%,Z(x-t,W)dt mod A)\{O}xsn_1

gsn_1dw SEL(s,u))ds anf(t)Kn%l’Z(X-S-t,M))dt mod A\{O)Xsn-1

H

gsn_1dunanf(t)dt SbKQ%l,Z(x—t-s,w)L(s,w)ds mod A\{O}xS“"

1]

SRnf(t)dt Ssn_1W(x-t,w)dU)mod A\{O}XS“"

i}

SRnf(t)B(x—t)dt mod &|s53,gn-1 = £(x) mod A\io}xsn_,,
d'od Y °H : C—>C est 1l'identité. C.Q.F.D.

Fin de la Démonstration du Théoréme 3.5.2 La flascité de C découle

immédiatement de celle de (B/A)Rnxsn“ et du Lemme 6.4.5. Démontrons la
derniére assertion (3.26):
C(QX%Adxoo) = B(Q2)/A¥(Qx -Jl_—L\dxm) .
. n-1 F ] HN=1
Considérons d'abord le cas A= S . On a manifestement A (SIXISGJ ) =

A(€L). D'autre part, § resp. ¢ induit de fagon évidente 1'homomorphisme

de faisceaux B/A—-»?tk(B/A)Rnxsn_1 resp. qtk(B/A)Rnxsn_1——? B/A de sorte
que 1l'on obtient le diagramme commutatif
3
B/A ——> 7, (B/A)pn, on-1 -—gi——>B/A
y ) ] ] i}

WXC T "R’X(B/A)Rnxan ——\—P———‘?WXC ¢
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Ainsi B/A(Sl)—~a7rx0(fl) devient surjectif.

Soit maintenant A;c:sn"

un ouvert connexe quelconque. En vertu de la
flascité de C et de ce qui est déja démontré, on a le diagramme commutatif
et exact comme suit:

0

Y
00— AM(2) —— B(Q)——‘»c(m-‘fs;n")—>o
¥ I ¥
O—eAx(QxJi-Adxm)——) B(QL) -—-’?C(QK%L\dXCD),
¥
0

d'ou la derniére fléche horizontale devient surjective, C.Q.F.D.
Exercice Vérifier que la suite exacte (3.27): O0O—> A —>B ——>'7th —>0

est 1'image directe de celle: O-——>Ax-571-1B —> C —>0 par la projection

e Rnx%s:)n“——» R®. Calculer aussi
A k =0
er,rxA" = B k = n-i

0 ailleurs.

Exercice Soitv F(z) une fonction holomorphe dans un coin infinitésimal
n+ir0. Supposons que pour tout compact K ¢c £l et pour tout p'¢c 7, i1
existe © > 0, M >0 tels que
(6.31) iF(Z”SGC:W pour =z € K+iMna{|yl<el.

Alors F(x+il"0) est une distribution. [ En intégrant certaines fois, on peut
supposer que F(z) se prolonge continfiment a £2. Calculer alors le représen-
tant standard de X(x)F(x+il"0) pour la fonction caractéristique X(x) d'un
cube dans £2. C.f. (6.8).]

Exercice Soit f(x) une distribution dans £). Supposons que S.S.f
C;QX%T°dxa) en tant qu'une hyperfonction. Alors f(x) = F(x+ir0) avec F(z)
vérifiant 1la condition de 1'Exercice précédent. En déduire l'assertion sui-
vante: Si f(x) est une distribution contenant x, comme paramétre analytique

réel en tant qu'une hyperfonction, alors la restriction f(0,x') est encore

une distribution. [ Noter que W(x,d) est une distribution de x, W, et que
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l'intégrale est compatible avec le plongement D' <, B.]]

. . n -1 PN
Remarque Soit C le faisceau sur Rxﬁf; associé a

Dl
Qx $Adx®D —> D'(D)/DN (DA (x{Adx) .
Par le méme raisonnement que 1'Exercice ci-dessus, on peut constater que 1la

décomposition spectrale induit le diagramme commutatif

3 -
Cpr —— (D'/A);n gn=1 x5 Co
c % (B/A}"En sn-1 _¥ ..

Ainsi on obtient la théorie du spectre singulier pour les distributions compa-
tible avec celle pour les hyperfonctions. CD' n'est pas flasque, mais mou

puisque D'/A 1l'est. (Pour la définition de faisceau mou, voir Définition

7.1.5)



