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V I - 1 

CHAPITRE V I . DEMONSTRATION DES THEOREMES FONDAMENTAUX 

1 » Intégration d fhyperfonctions à support compact. 

Soit K un compact de R n . On désignera par B [ K ] l'espace des hyper-

fonctions à support dans K . En vertu du Corollaire 5«*f.2 on a 

B[K3 = T K ( R N , B ) = H£(V,CO, 

où V est un voisinage complexe quelconque de K• Dans le cas où K est de 

la forme de produit K^y ...yK^, étant compact de C, on peut donner un 

bon recouvrement pour exprimer ce groupe de cohomologie. Soit V O K , un 
vl J 

voisinage complexe et posons V = V.jX.. .xV n . Alors 

constituent un recouvrement de Stein re la t i f de ( V , V \ K ) . On a évidemment 

^ ( ( V A K J X • . . X ( V \ K ) ) 
(6-D BÙG = L _ ! 5 _ 5 

n 
5 3 ( Ï ( ( V 1 N K 1 ) X . . . X ( V , .JNK, ,,)XV X ( V . N K . + 1 )x . . .y (V n v K ) ) 

en j = 1 J 

Soî t XI = R n v> U =: V et Uj = Vn{lm z ^ 0 \ . Rappelons l'expression de 

B(£L) donnée dans l 1 Exemple 5*4.7 b ) . L finclusion B[K3c>B(iI) est alors 

évidemment représentée par la restriction 

d ( ( v l \ K 1 ) x . . - * ( v n s K n ) ) > oXvtf R n ) . 

Comme là, désignons pour simplifier (V^ ) X.. . x ( V n ^ K n ) par V#K. Soit 

f(x)éBCK3 représentée par F ( z ) £ d ( V # K ) . En cohérence avec Exemple 5*4*7. b) 

on a alors f ( x ) = 0^ . . .<J"nF(x+ if^O) et le fait que supp f c K se rend 

intuitivement v is ib le . Si LCK est encore un compact du type produit, 

l finclusion canonique BLL3C> BtKD est exprimée par la restriction c/(V#L) 

—>Cf(VftK); Cela découle du diagramme commutatif 

BLL1 *B[Kl tf(V#L)- * d(V#K) 

B(Ci), Cf(V# R n ) . 

Supposons toujours K = K^x...xKn. Soit f (x )é BLK1 représentée par 

F(z )é O^(V-frK). Définissons l ' intégrale définie par 
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(6.2) C D n f(x)dx = ( - 1 ) n i . . .S . F ( z ) d z 1 . . . d z n , / f, \ 

où y. est un chemin fermé simple dans V ,\K . qui tourne l V. Kj 

autour de K. au sens posi t i f . En vertu du théorème de ^ ^ 

Cauchy, le résultat ne dépend pas de représentant, ni de , donc ni de 

V. non plus* 
J 

Remarque Nous pourrons démontrer finamement que l ' intégrale (6 .2) 

s'accorde avec l'ancienne définition donnée dans le Chapitre I I I , ¿ 2 , 5 ° • 

Comme nous somme en chemin de démontrer le Corollaire 3 - 2 . 2 sur lequel cel le-c i 

était fondée, nous oublierons*pour le moment notre ancienne définition. 

Considérons comme un exemple l ' intégrale 
(6 .3) G(z) « ( I^brT ^ n ( X 1 - Z i ) ! ! ) . ( x n - Z n ) d x r . . d x n 

( - 1 ) n £ i F(Ç) 
= ( 2 * i P V " ^ „ (Ç r Z l)...(Ç n - z n )

 d ^ 1 " - d V 

où dans le dernier membre z^ est supposé en dehors de ]fy E n déformant 

y, on constate que G(z) £ d(C n # K ) , ou plus précisément, Q(z) ( ( ( ( ( P ^ K j ^ 
j 

. . . X C P ' N K ) ) et que G(z) s'annule aux points à l ' i n f i n i . Montrons qu'elle 

définit la même hyperfonction f ( x ) . Pour cela i l suffit de montrer que 

G ( z ) J V £ K - F(z) est dans le dénominateur de ( 6 . 1 ) . Etendons ^ à ^ f 

qui enclôt ẑ  dedans. En vertu du théorème de Cauchy on a alors 

, ( - D n - 1 ( L Hzi,v) — 

où le premier terme entre dans le dénominateur de ( 6 . 1 ) . Continuant ce procédé 

on obtiendra F(z) modulo le dénominateur de ( 6 . 1 ) . Comme dans le cas d'une 

variable, cette fonction G(z) , déterminée de façon unique par les propriétés 

énumérées ci-dessus, sera appelée le représentant standard de f ( x ) . 

Considérons maintenant un compact K de type général. Choisissons un 

compact LOK du type produit, et un voisinage Vi>L du type produit. Pour 

f ( x ) ( : B[K], on le considère comme un élément de BCU, prend son représentant 
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F(z)£ d (V#L) et définit son intégrale définie par la formule ( 6 . 2 ) . Bien 

entendu, le résultat ne dépend pas du choix de L. Mais pour distinguer, 

désignons-la par \ T f ( x ) d x pour l e moment. Si L . C L , j = 1 , . . . , N sont des 
X 

compacts du type produit et f ( x ) = I Z f H ( x ) avec supp f . C L . , on a alors 

(6.If) ^ L f ( x ) d x = J^\L f^CxJdx. 
En effet , si F.. ( z) £ (?(V# L ̂  ) est un représentant de f j ( x ) > F j lv1fL s e r a 

un représentant de f . (x ) considéré comme un élément de BQJ. Ainsi 
N J 

^ F ^ ( z ) | v ^ L sera un représentant de f ( x ) £ B L L ] . Alors (6.k) se réduit à 

la formule d'additivité pour l f in tégrale ordinaire. Ainsi on a montré la 

dernière moitié du 

Lemme 6 .1 . 1 Soient L . , j = 1 , . . . , n des compacts du type produit recou-
J N 

vrant K. Soit f(x)£BLK1. I l existe alors une décomposition f ( x ) = 
te l le que supp f . C L . . Pour une te l le décomposition on a toujours 

J N r 
f(x)dx = \ f . (x )dx . 

j=1 J J 

Démonstration I I suffit de donner la décomposition pour la réunion de 

deux fermés FU F' dont chacun est la réunion d'un nombre fini de fermés du 

type produit. On a la suite exacte 

r F ( R n , B ) - * r F N F , ( R h N F » , B ) — > H F n F , ( R n , B ) . 

Puisque FnF' est encore une réunion de fermés du type produit, on a 

H ^ F I ( R n , B ) =0 d'après le Corollaire 5 . ^ . 2 . Etant donné f é r^ U F , ( R n , B ) , 

soit donc g i r^(R n ,B) un prolongement de f | R n \ F i # Alors f = g + ( f - g ) 

sera une décomposition voulue. C.Q.F.D. 

Bien entendu, après avoir démontré la flascité de B, on aura la décom­

position pour n'importe quels fermés. 

Lemme 6 . 1 . 2 Soit f ( x ) une hyperfonction à support dans K. Soit <f(f, z) 

une fonction holomorphe au voisinage d'un compact TXK. Alors ^ ( T , x ) f ( x ) d x 

est holomorphe en T au voisinage de T. De plus on a 

^ d T ^ ( T , x ) f ( x ) d x = ^ T ty( T ,x)drJf(x)dx. 
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Démonstration D'après le lemme précédent, on peut décomposer supp f 

aux petits morceaux du type produit sur lesquels ^ ( T , z) est toujours définie. 

I l suffit donc de vér i f ier l 'assertion pour le cas où K est lui-même du type 

produit. Rappelons que pour un représentant F(z) de f ( x )6 B[K], ^>('t,z)F(z) 

est un représentant de ^ ( r , x ) f (x) é BLKJ. Cela se voit donc facilement par 

la formule ( 6 . 2 ) . C.Q.F.D. 

Nous examinons maintenant la relation entre les hyperfonctions et les 

fonctions ordinaires. 

Lemme 6 . 1 . 3 Soit f ( x ) une fonction sommable (ou une distribution) à 

support dans K = K , X . . . x K n . L'intégrale 

(6.5) Fu> = ^ $ R n ( , ) . . ) ) f i ! l v s ^ , - * s l 

définit un élément de tf(Cn1fK), donc un élément L ( f ) de BUO. On a 

supp l ( f ) c supp f • 

Démonstration La première partie est c la i re . Soit maintenant f ( x ) = 

g(x) + h<x) avec supp g c L = L^X .. .xl>n$ supp hc M = M < (x...xM n et soient 

G(z) 6 C/(Cn# L ) , H(z)é <^(Cn-*fM) les fonctions qui leur correspondent par ( 6 . 5 ) . 

On a alors F(z) = G(z) + H(z ) , d'où C(f) = t (g ) + L(h) et 

supp u(f) C supp c(g)^supp C(h) <z LU M. 

En raffinant le partage on aura finalement supp L ( f ) c supp f. C.Q.F.D. 

Théorème 6 . 1 . 4 La correspondence donnée dans le lemme précédent peut se 

prolonger à une inclusion de faisceau L- n B (ou D 'O^B) . Elle est 
1 , loc ^ 

compatible avec l 'àabituelle AC^L^ 1 q c et l'une Ac^B donftée avant. 

En effet , étant donné f ( x ) é L 1 i o c ^ ) > o n l e décompose comme d'habitude 

en une somme localement finie de fonctions sommables à support compact: f ( x ) = 

Y ^ f > ( x ) . On définit alors 

où L(f-v) est celui défini en Lemme 6 . 1 . 3 - D'après ce lemme la somme est A 

encore localement f inie, donc définit une section L ( f ) é B ( i 7 ) . Le fait que 
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le résultat ne dépend pas de la décomposition, ainsi définissant un homomor-

phisme de faisceaux, que U est inject i f et qu'on a la compatibilité A 

L 1 loc B P e u v e n t s e vér i f ier juste à la même manière que le Théorème 1 . 3 . 9 . 

Exercice Soient f ( x ) é D ' ( ^ ) , ^ ( x ) É A ( . d ) . Montrer <^L(f) = 6-(yf), 

?>*Ut) = C(3*f) et, si f est à support compact, Jf R nf(x)dx = Ç n U f ) d x . 

Le lemme suivant joue un rôle important dans les prochains paragraphes: 

Lemme 6 .1 .5 Soit D = j j x j | < p , j = 1 , . . . , n j - un* n-cube contenue dans 

un ouvert Çi. Soit ^ ( x ) l a fonction caractéristique de . Supposons 

que l'hyperfonction f ( x ) = F(x+iro) É B(£L) est analytique réel le au voisinage 

de 3D • On a alors % ( x ) f ( x ) e b C d 3 e t 

P r P 

(6.6) J R n ^ ( x ) f ( x ) d x = $ F(x+iE(x))d(x+i£(x)) , 

où £(x) = ( € j ( x ) , . . . , £ n ( x ) ) est une application continue et régulière par 

morceaux vérifiant 

( £(x) = 0 si xé'ÔDo, 
(6.7) | " 

( x+i£(x) < Dp+iTO si x f l n t ( D p ) . 
En particulier, le représentant standard de % ( x ) f ( x ) est donné par 

P 
(6.8) „ ( , ) . T S g j n a - ^ ( . ^ s ^ f f i ? ^ ! ^ , ) . ^ ) -

Démonstration Notons d'abord que y|fp(x)f(x) est bien défini: A l ' i n t é r i ­

eur de Dp, $p(x) f (x ) = f ( x ) , et au voisinage de 'àDp, ^ ( x ) f ( x ) est égal 

à une fonction localement sommable ayant le saut le long de "àDp, qui est 

encore considérée comme une hyperfonction à l 'a ide du Théorème 6 . 1 . 4 * Grâce à 

la compatibilité du plongement A ^ L f l o c C ~ > B > l a d®finition s e recolle au 

domaine commun. Rappelons ensuite, que, d'après le Lemme 3 * 1 - 3 qu'on a déjà 

démontré dans le paragraphe précédent, F(z) se prolonge au voisinage de ^Dp. 

Ainsi, tout l'énoncé de notre lemme a le sens. Maintenant la démonstration. 
Par la déformation de chemin on voit facilement que G(z) é Ç((Cn^r Dp). 

Commençons plutôt par ( 6 . 8 ) . ^ Montrons que G(z) est un représentant de 

1'hyperfonction y>p(x)f(x). Sans perdre la généralité on peut supposer que 
contient ' 

p rrpi-. nnnt.nnn rin-mw l e premier orthant. On peut alors choisir un chemin 
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d'intégrale du type produit: 

£(x) = (£ 1 (x 1 ) , . . . , ^ n ( x n ) ) , €-j(±p) = 0, £ j ( t ) > 0 pour -p< t < JD , 

de sorte que, en posant = | t+i£ . ( t ) ; -P< t <o } , on aura 

(6.9) o ( . ) . ( l é j a ^ . . . . ^ . ( { | . , t 

Remarquons que ce nouveau chemin ne satisfait pas tout à fait à la condition 

(6 .7 ) , car i l ne touche R n qu'à la frontière distinguée { x . = ±p , j=1 , . . •, nj-. 

Cependant cette déformation est légitime en vertu du théorème de Poincarér' 

Grâce à cette expression, chaque composante de G(z) é 0 ,(C n# Dp) se 
via In t (D f ) 

prolonge^au premier orthant d'après la méthode quotidienne de Cousin. Désignons 

par GjCz) ce prolongement à partir du (J-ième orthant. Par l'usage répété du 

théorème de Cauchy, on a alors F(z) = £ <T« . • .c^G^Cz) là . En effet , on a, 

par exemple, 
/ \ cr rr Ç f F ( z . , Ç ' )d$ 2 . . .d$ n 

l . , . ( T G ( Z ) - G ̂  ^ ( z ) = 2 k ^ l 5 i \ . . . \ - \ 7 3 — — y 
2 nV +(T 2 . . . (r n - c r 2 # # , C 5 n 7 te**)""4.)^ ^ N V V . , , V V ; 

où / j * est un chemin qui re l ie ± p dans le demi-plan supérieur et qui passe 

au-dessous (resp. au-dessus) de z . . Ainsi par définition on a / ^ T ^ X ^ 
J / *j \ 

F(x+iro) = ̂ cr. . . . a n G ( x + i P + - - - + 0 ) = £0*. ...cr nG(x+ir^0) -JT 

dans Int(Dp). I l reste donc à comparer cel le-ci et ^ ( x ) f ( x ) au voisinage 

de ^bDp. Soit 9(p»(x) la fonction caractéristique de Dp i, où p% < p est 

choisi de la manière que f ( x ) soit analytique réel au voisinage de Dp \ 

Int(Dpi) . Choisissons maintenant le chemin d'intégrale de façon que £(x) 

= 0 sur Dp \ In t (Dp f ) . On a alors 
G ( z ) = ( 27 t i ) n \ n . . , n , ( x . - z J ^ . U -z ) d x 

^Dp^Int(Dpi; 1 1 n n 

1 f F(x+i£(x) ) A ( . ç , \ \ 
+ (27t i ) n J N ' ( x 1 + i ? 1 ( x ) . z 1 ) . . 7 ( x * i £ T | ( x ) - z n ) C l U + : L t U ; ; -

^ Dp f 1 I 1 n n n 

En vertu du Théorème 6.1 .*f, le premier terme redonne la fonction sommable 

9(p(x)( 1-#pf ( x ) ) f (x) comme hyperfonction. Le second terme définit une 
>£)En effet , si F(z) est holomorphe jusqu'au voisinage de Dp, les deux sortes 
d'intégrales se déforment chacune à celle sur Dp, d'après le théorème de 
Poincaré resp. le théorème de Cauchy. Dans le cas général, i l suffit de les 
comparer pour les chemins translatés de i £ ( l , . . . , l ) et puis de prendre la limite 
£ \ 0. (Remarquons que les deux sortes de chemins ne sont pas directement 
homologues. 
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hyperfonction à support dans Dpi. Ainsi au voisinage de 'bDp on a encore 

Otp(x)f(x) = ÇCJ^ . . . f f n a(x+i ry>) . 

Maintenant, par la définition d'intégrale définie ( 6 . 2 ) , on a 

^ p ( x ) f ( x ) d x = ^ r • 3(z)dz 1 . . . d z n , 

où ^ 1 est un chemin fermé simple autour de l-p9p~}* Utilisons i c i (6.9) 

pour l'expression de G ( z ) . En remarquant que le chemin 1 contourne 

on obtient d'après le théorème de Cauchy 

( - 1 t • • - ,3(z)dz 1 • • - dz n = ^ + . • +F(Ç)dÇ1 . . .d£ n . 

Le retour à l'expression (6.6) est encore dû au théorème de Poincaré. C.Q.F.D. 

Pour terminer ce paragraphe, généralisons un peu la situation, et consi­

dérons une hyperfonction f ( x , t ) définie sur X l x R m , Soit KC Rm un compact 

du type produit K«X • • •XK et supposons que supp f C ClxK* Nous définirons 

l ' intégrale ^ f ( x , t ) d t . Soit U D£l un voisinage de Stein et soient Uj, j= 

1 , . . . , N un recouvrement de Stein de UNS2. (par exemple celui donné en Exemple 

5 • ^ • 7 ) . Soit V.? K. un voisinage complexe et posons V = V X...XV . Alors j J i m 

Y k = U ^ V l x . . . x V k ^ 1 x ( V k \ K k ) x V k ^ 1 x . . . x V m , k = 1 , . . . , m 

est un recouvrement de Stein de Ux\^ f2xK. Donc f ( x , t ) peut se représenter 

par un (ji+m)-cocycle 

(6 .10) Fj . j (z,T)UXV A Xj A . . . A X j A Y A . . . A Y m + 
J1 . . .Jn 1 n 1 n 

où Fi i ( z . f ) 6 O'dJi /^•••nui x V # K ) et les points représentent les termes 
J 1 # # # J n J 1 Jn 

contenant au plus rn-1 facteurs parmi ï ^ . . . , ï f f l . Posons donc 

( 6 . 1 D Ç R m f ( x , t ) d t = [ £ ^ ( - i ) r a ^ i . . . ^ J i . . . J n ( z ^ ) d r 1 . . d r m u A u J i A . . . A u J , 

où ^ désigne un chemin fermé simple dans V J N K J contournant au sens 

posit if et le crochet signifie 1'hyperfonction définie par le cocycle. Notons 

en effet que les termes abrégés dans (6 .10) s'annulent après cette intégration 

en vertu du théorème de Cauchy. Puisque l ' intégrale commute par linéarité à 

l'opérateur de cobord, i l est donc évident que le résultat d'intégrale est 
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encore un (n+m)-cocycle, d foù, après avoir enlevé le facteur commun Y ^ . ^ Y ^ 

i l devient un n-cocycle pour { U , U ^ , . . . , U N j . 

Lemme 6 .1.6 L f hyper fonction ^ R r n f (x, t)dt £ B ( ^ ) donnée par (6.11) ne 

dépend pas du choix de représentants F* i ( z , T ) ni de recouvrement de 
J ^ • • • d -q 

Démonstration Deux recouvrements peuvent se réduire à un raffinement 

commun. Donc i l suffit de vér i f ier que le second membre de (6.11) s'annule 

pour un cobord: 

£ ( E . I , j 1 . . . j n j ( ^ ) U x v A X j A - . - A X j n - l A Ï i A -~*Ym + •••)> 
x J l • • -Jn-1 

où on a encore abrégé les termes qui sfannulent par l ' intégration. L'intégrale 

commutant toujours au cobord, le résultat est aussi un cobord qui est, au 

facteur Y i A - « * A Y

m P r ^s, égal à 

Corollaire 6 . 1 . 7 On a 

f R r a f ( x , t ) d t = S a d t ^ d t ^ . . . $ R f ( x , t ) d t 1 f 

et l 'ordre dlntégrale n'importe pas au résultat. 

En effet , si on emploie le recouvrement de UxV^^-xK comme ci-dessus, 

les différentes façons d'intégrale aboutissent toujours au même résultat. 

Si supp f ( x , t ) est contenu dans XLxK avec un compact K de type 

général, on peut préciser l'argument à l 'a ide de recouvrements de K par 

petites cubes. Ainsi on aura des énoncés pareils au cas d'intégrale définie. 

Le détail sera laissé à t i t re d'exercice. 

2. Décomposition spectrale 

Examinons maintenant le support singulier et le spectre singulier des 

hyperfonctions. Fabriquons pour ce but un ouvert de Stein remarquable. 

>£) Rappelons qu'on ut i l ise pour simplifier Ĥ n (00 au lieu de B = (#)#H£n (C, 
Quand on fait un tel calcul, i l faut se rappeler ce facteur accessoire pour ne 
pas produire le faux signe. C'est la même sorte de remarque que lorsqu'on 
ut i l ise la forme différentiel le dt4A.../\dtm au lieu de l'élément de volume 
dt ̂  . • .d t m . 
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Considérons le changement de coordonnées global C n C n défini par 

Î
W- = z- + i / ^ ( z^+ . . . + z ) , 

1 1 2 n 

w2 = z 2 , . . . , wn = z n , 

où û( > o o c t uns constafttt. Partons par l 'ouvert dans l'espace des w 

défini par Im w1 > - ^ ( R e w1 ) • I l est de Stein puisqu'il est du type produit. 

L'image de cet ouvert par (6.12) s 'écri t , avec la notation habituelle z = x+iy, 
y ^ ^ y ^ - * * * ^ ) ^ * ^ ^ > 0. 

I l est donc un ouvert de Stein contenant R n ^ 0 i et le coin infinitésimal 

V) > ^ ( y 2

+ « • « + y n ) du type R + i { y i > o} 0. Désignons par 0 a w ^ l'ouvert 

ainsi obtenu mais avec la co-direction ( 1 , 0 , . . . , 0 ) remplacée par u) £ S 

et l 'or ig ine translatée à a é C n . En utilisant ceci donnons d'abord une démon­

stration directe et simple du 

Théorème de Grauert Tout ouvert SI C R n admet un système de voisinages 

complexes fondamentaux formé d'ouverts de Stein. Jeysf* Jwtf 

Démonstration Soit U D\l un voisinage quelconque. Posons / n 

La composante connexe contenant i l de / T r ^ ^ 
Int f \ 0_.^ ^ «H 

L a+bi€CoUvRn) a + b i , - b ^ a m „ R n w é S « n - 1 a,u**J ft*?«£--*U 

D'après la Proposition 2.3.7 a ) , V est bien un ouvert de Stein. On a VC U. 

En effet , i l est d'abord clair que V C r i + i R n , car Vn(^Û.+iR n)= fi. Soit 

donc z = x+iy 6 U avec x é f l . I l existe alors 0 < t < 1 tel que a+bi = 

x+tyié'dU, d'où z ne sera pas contenu dans ° a + b i _ b ^ ' M o n t r o n s enfin 

VO.Q.. Pour cela i l suffit de voir, en remplaçant /dU par l 'extérieur de 

{ |x |<£ , | y l < £ } , que 

Q O , . . - a 0 . . . - o / ^ " ^ / ^ \ 0 o , 

*£ a+bi,-b«j* |ai>£, b*0 a +bi,-b^P ial»Ç,acR h t o t ^ 

contient un voisinage de l ' o r ig ine . Ceci découle du calcul suivant: Pour 

| y ' | ^ l A on a 
y r y ' 2 + x ' 2 + { x 1 - 2 x ' y ' > 2 > y 1 - y ' 2 + x ' 2 - i f | x 1 | | x ' | | y ' | - i f |x ' | 2 | y ' | 2 

2 1 2 

ce qui est posit if pour |x l ^ £, | y ' \ < &A, > -3Ê /16, ou pour y ^ S , 
>ij Une démonstration, peu élémentaire, a été déjà achevée à l 'a ide des Théorèmes 
2.^.7 et 5.2.3. 
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| y f \ <JÏ. C.Q.F.D. 

Jusqu'au paragraphe précédent, nous n'avons ut i l isé que l 'existence d'un 

voisinage de Stein pour £2cR n . Maintenant nous utilisons le théorème de 

Grauert de façon essentielle. 

Théorème 6.2.1 (Malgrange) Soit ÇLC R n un ouvert quelconque. On a 

H k ( n , A ) = 0 pour k £ 1 . 

Démonstration Notons que A = $ | R n . D'après la Proposition Jf.6.6 on a donc 

H k (& ,A) = 11m H k(U,00. 

Grâce au théorème de Grauert, on peut limiter U >£l aux voisinages de Stein. 

Ainsi d'après le théorème d'Oka-Cartan on obtient la conclusion. C.Q.F.D. 

Lemme 6.2.2 Soient XI c R n un ouvert et P un cône convexe ouvert. Soit 

U r>il un voisinage et soit F(z) une fonction holomorphe dans le coin inf ini­

tésimal ( R n + i D n U . I l existe alors une fonction G(z) holomorphe dans un 

coin infinitésimal Rn+ipO ainsi qu'au voisinage de R n \ f L , et une fonction 

H(x) t A ( Q ) , te l les que l 'on ait F(z) = G(z )+H(z) sur l e domaine commun. 
Sans perdre la généralité on peut supposer que -p° c p . 

Démonstration ^ Soit l ' intérieur de l'ensemble des points a+bi£ U 

tels que, si b / 0 et b£ P ° , 

( ^ b i , - b f i * a î + 1 R l l ) ^ a M ^ C C Un { a } + i R n . 

I l est c lair que U« est encore un voisinage de £L contenu dans Un(.Q.+iR n ) . 

Prenons un autre voisinage XJ^ de CL tel que l^N'ôftCU^ et posons 

W = I n t [ a+bié'ôU^Rn, loér° ° a + b i , - b ° Ctà& tu7r° °a,-u>^ # / 

Par la même raison que la page précédente W devient ùn ^ / A 

voisinage de Stein de Rn\'àÇl. Posons encore I ) 

v = [ w o { ( R n ^ a ) + i R n } ] u [ w n ( x i + i r ) D . 

V est un ouvert (non nécessairement de Stein) contenant un coin infinitésimal 

R n +iTO et aussi R n \ i l • Notons que W W C U . En effet , d'après la défini­

tion de U1 on peut vérif ier cette inclusion sur chaque section avec [a}+iR n 

pour a £ Cl. 

Rappelons qu'on a défini p° par { f € R M ; < y , £ > < 0 pour Vy c P } . 
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Soit donc U^CU un ouvert tel que W = V U U ^ (On peut en fabriquer 

en ajoutant à W\V un petit voisinage de W/^3V.) Puisque W = V U U- est 

de Stein, on obtient de la suite exacte de Mayer-Vietoris (Théorème *f 3*8) 

. . . — ^ ( v ) e cf(u 3)<—>cf(v 0u 3) —^H1-(vuu3>er) = o. 

En appliquant ceci à ^^IvnU-j* o n o b t i e n t u n e décomposition voulue avec 

G(z)é"0(V) et H(z)€f l f (U 3 ) . C.Q.F.D. 

w 

Secttcm atee y * Ck Setieon atrec X-Cte 

Théorème 6.2.3 B/A est un faisceau flasque. Pour un ouvert X2XR n , 

on a B /À( f l ) = BCQ)/A(*2). 

Démonstration Regardons la suite exacte d1espaces de sections associée 

à celle de faisceaux 0—*A —>B —>B/A—>0. D'après le Théorème 6.2.1 on a 

0 —* A ( a ) — » B(fï)—+B/A(a)—> H 1(X2,A) s 0, 

d'où la deuxième assertion. Pour démontrer la première assertion, i l suffit 

donc de montrer ceci: Etant donné f é B(û), i l existe g £ B ( R n ) , he A(£l) 

tels que f = g | ^ + h. Soit U3.fi. un voisinage de Stein. On a alors une 

expression f ( x ) = F^Cx+ifJ-O) avec F ^ z ) € &((R^ i l^J^U) . Donc l'assertion 

découle du Lemme 6.2.2. C.Q.F.D. 

Dans la littérature courante on démontre la flascité de B/A en utilisant 

la flascité de B (Exercice!). I c i le rôle de ce l le-c i a été remplacé par le 

Lemme 6.2.2. Nous laissons la démonstration de la flascité de B encore à 

l 'ul térieur, car e l le n'est pas nécessaire pour l'étude de spectre singulier. 

Par contre, la flascité de B/A y jouera un rôle important. 

http://U3.fi
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Notons que la flascité de B/A implique la possibilité de décomposition 

libre de supp sing f. Ainsi l fénoncé du Théorème 3 . 2 . 1 concernant le support 

singulier est é tabl i . 

Remarquons que le Lemme 6 . 2 . 2 suggère une assertion plus forte que cela, 

à savoir le prolongement conservant le S.S. Pour étudier ce phénomène en 

détail, introduisons la fonction suivante: 

( 6 . 1 3 ) ПгЛ) = ( 2 * i ) n ' {4+iU±J$.-Ul*/&)fk 1 

où on a abrégé comme toujours 

Exercice Posons f ( z ^ ) = zÇ + i (z 2/T2_( z Ç)
2//ç2) = < z > ^ ( Z j ç ) > . Alors 

iian«i l e numérateur de ( 6 . 1 3 ) s 'écri t 

Lemme 6 .2 .4 Soit z = x+iy, £ = | + i^ . Soit f7 un cône convexe ouvert. 

Lorsque £ est limité dans Int(-P$, W(z,Ç) est holomorphe dans un coin inf ini ­

tésimal R nXInt(-Pl+ i A o tel que Д М > 7 = 0}^>Г* Elle se prolonge aussi sur 
' W(x,ç)= 

( R n \ { o } ) x Int(-P^. Ainsi e l le définit une hyperfonction д W(x+i§0,£) sur RnX 

( R n \ | 0 | ) analytique sur (R n s {0 [ )x (R NNJO^ ) et contenant ^ partout comme 

paramètres analytiques réels . Pour chaque % fixé, on a 

S.S. x W(x+i|0,5) = | (0 , - ^§ахсо)} . 

Démonstration Posons 

EÇ = { y é R
n ; y ? - ( y 2 - ( y f ) 2 ) > o } . 

I l est un ensemble approchant l e demi-espace Ejr. 

Pour /7 - 0, la partie imaginaire du facteur dans le dénominateur de (6 .13 ) 

est égale à \ \ | { y f - ( y 2 - ( y î)Z)}. W(z,£) est donc holomorphe au voisinage de 

Donc d'après le théorème de Kashiwara (voir les Corollaires 2 . 2 . 5 et 2 . 2 . 7 ) , 

i l existe un cône convexe ouvert Д С R tel que Д ^ Н = 0} D Г et que 

W(z,Ç) soit holomorphe dans RnX Iiït£p°) + i Д 0 . (Remarquons qu'on peut choisir 
En effet , ceci est vrai pour Pf ce Г si on 

Л uniformément sur RnX Iftt^P*). Ей effet , quand 6n applique le Co*Qllairo 
applique le Corollaire 2 . 2 . 5 à \ i x |< l } x I n t ( - P l > ) n ^ l < | | | < 2 } ^ R ^ x I n t ( - p t ô ) . Soit 
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A1 le cône ainsi obtenu. D'après le Corollaire 2.2.7 W(z,Ç) se prolonge au coii 

infinitésimal avec le cône l'enveloppe convexe de ^rzcr^* L a restriction pour 

\\\ resp. )x| peuvent s'omettre grâce à la homogénéité resp. l ' ana ly t ic i té . ) 

Vérifions enfin l 'analyt ici té de W(z,Ç) sur ( R n x [ o ) ) x (R n \{o} ) . Sans 

perdre la généralité on peut choisir £ = ( | Ç | , 0 , . . . , 0 ) . Alors le facteur 

$(x ,^ ) dans le dénominateur de ( 6 .13 ) s 'écrit 

| ? | (x 1 +i(x2+. . • + X n ) ) ' 

d'où aussitôt la conclusion. C.Q.F.D. 

Puisque | t R n \ {0] sont des paramètres analytiques réels de W(x+i^0,Ç), 

leur spécialisation peut se faire sans limitation. Nous allons souvent en 

uti l iser la spécialisation sur la sphère unité S n ~ 1 C R N N | o } . Les paramètres 

seront alors notés par U ) é S n " ' . ( 6 . 13 ) se réduit à la forme suivante: 

(6 14) W(~ io) ( ' 1 ) " ( t 1 - 1 } ! ( 1 - i ^ ) n " 1 - ( , 1 - i ^ ) " " 2 C x 2

; ( x A J ) 2 ) 

Soit KCR n un compact. Etant donné f ( x ) € B [ K ] , posons maintenant 

( 6 .15 ) (W*f)(z,Ç) = ^ R n W ( z - t , Ç ) f ( t ) d t , 

où l ' intégrale est faite au sens du paragraphe précédent. En vertu du Lemme 

6 . 1 . 2 , le résultat est une fonction holomorphe en (z,Ç) dans le même coin 

n n 1 

infinitésimal que le Lemme 6 . 2 . ^ , et aussi au voisinage de (R v K) X S " • 

Donc e l le définit une hyperfonction (W* f ) (x+iu}0,u)) sur R n * S n ~ 1 contenant 

tC comme des paramètres analytiques réels . 

Lemme 6 . 2 . 5 La correspondence f(x) l—^ (W*f ) (x+iaiO,c<>) s'étend à un homo-

rnorphisme de faisceaux 

sp: B R n — ^ r n r x (
B / A ) R n x s n - 1 

où yc est la projection naturelle de R n*S n~ 1 sur R n . 

Démonstration Prenons f(x)éB(CL). Soit f = f ^ u n e décomposition 

à la somme localement finie d'éléments à support compact (ce qui existe d'après 

le Corollaire 5«*f«3 et la remarque qui su i t ) . On définit 

sp(f) = Ç (W*f^)(x+ittO,u>). 

Puisque supp sing x JW*f^ ) (x+i<A>0,<,e) c: supp f^*S n ~ 1 , la somme est encore locale-

ment finie dans B/AC£lXS ) , ainsi définit un élément dedans. Par la même 
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raison, le résultat ne dépend pas de la décomposition. C.Q.F.D. 

Lemme 6 .2 .6 L1homomorphisme sp induit un homomorphisme de faisceaux 

Lspl : ( B / A ) R n — ^ T C ^ C B / A ) ^ ^ . ! . 

Démonstration I I suffit de démontrer l'énoncé suivant: Soit f ( x ) une 

fonction analytique réelle au voisinage de n-cube D c . Alors W*(%.f) est 
r r 

n 1 

analytique dans Int(Dp)XS " , où *Xp(x) désigne la fonction caractéristique 

de Dp. D'après In dfimonstynt.1.(m le Lemme 6 . 1 . 5 , on a la formule suivante: 

(W*(%3f))(z,Ç) = L W ( z - t , O f ( t ) d t =C w ( z - t - i « t » f lt+iE(t))d(t^iE(fc)). 

(voir ( 6 . 6 ) ) , où^i+i£(t)est un chemin ^r«linnt à bord ^Dj? dans le domaine d'analy-

t i c i t é de f. Notre assertion s'ensuit immédiatement de cela. C.Q.F.D. 

Théorème 6 . 2 . 7 sp induit un homomorphisme de faisceaux flCspj]: C > 

( B / A )pn x sn -19 °ù a: R nXS n~ 1—>R nxs n~ 1 est l 'application antipodale et 

( B / A ) R n x s n - 1 désigne l'image réciproque (directe) de ( B / A ) R n x s n _ i par cet 

homéomorphisme a. 

Démonstration Soit ^ C R n et A C S n ~ 1 des ouverts connexes. On a 

alors par définition B(Qx ~A dxoo) = B(5Z), et A K ( ^ l ^ d x o D ) = le sous 

espace de B ( Q ) des éléments f vérifiant S.S.fp Qx^A dxoo = fi. On va 

montrer que sp envoie un élément f € A (i2>*-R Adxao) à un élément de 

( B / A ) R n / s n _ « | (0.x S n~ 1 ) qui est analytique réel sur I2.X(-A). Ainsi on obtiendra 

un homomorphisme bien défini 

1B ( Qx 1 Adxœ ) / A* {Oxj-A dxoo ) > ( B/A ) R n x S n -1 ( £ 2 . * ( - A ) ) , 

d'où un homomorphisme de faisceaux C—>(B/A) R l l ; ( S n-l • 

Considérons un point quelconque de ,Çtx (-A). Sans perdre la généralité, 

on peut le supposer ( 0 , ^ ) . Soit Dp le n-cube de centre 0 et de côté 2p , 
c n 1 

et soit P un cône convexe ouvert tel que ££Int(-PC) et que (-P°JH S £T-A. 

L'hypothèse (0,-jÇdxoo) <̂  S.S.f signifie qu ' i l existe une expression de f 

au voisinage de l 'or ig ine 

f ( x ) = H F j f x + i r j O ) , 

t e l l e que pour tout j . En choisissant Dp et Vù suffisamment 

V. 
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petits, on peut supposer que cette expression est valable au voisinage de Dp 

et que P/nT^nS n~* = d pour tout j . I l suffit de montrer que l fimage d'un 
j 

c n 1 
terme F. (x+ip .O) par sp est analytique réelle dans Int (DpX((-P%S " ) ) . 
Appliquons le Lemme 6 . 2 . 2 à F . ( z ) . On obtient une fonction G(z) holomorphe 

3 
dans un coin infinitésimal R n +iP. '0 et au voisinage de R n ^ D , une fonction 

J r 
H(z) holomorphe au voisinage de Int(Dp), te l les que F j ( z ) = Q ( z ) + H ( z ) . 

I c i T. 1 est un cône éventuellement un peu plus petit que p., pourtant toujouri 

vérifiant rj f°nr ,°^$ h H = Soit 9C2p(x) la fonction caractéristique de D 2p
# 

D'après les Lemmes 6 . 2 . 5 et 6 . 2 . 6 , on a alors 

sp F j U + i r j O ) = sp( tf2p(x)G(x+iP\f0)) sur Int(Dp)X S n ~ 1 . 

D'autre part, d'après le Lemme 6 . 1 . 5 et la définition ( 6 . 15 ) on a 

8p(0f' 2 p(x)Q(x+ir ; j

l O)) =fl} D W ( z - t - i E ( t ) r f Ç ) Q ( t + i t ( t ) ) d ( t + i £ ( t ) ) ] z ^ x + i û 5 ( ) 

où t h * t + i £ ( t ) est un chemin d'intégrale à bord ^D2p déformé dans le coin 

D^+iPj 'O. Notons que ^ E n e f f e t > s i Pj n C - T ) = irf i l existerai 
un vecteur unité ^ tel que E ^ p j , E _ > ^ > c a r Tj et V sont des cônes 

n 1 
convexes. Alors serait dans pjn P°n s ~ Q u i était vide. 

Prenons donc le chemin dans le coin Dp +i P , ' n ( - P ) 0 . On a alors Im(z-t 
*-P J 

- i £ ( t ) ) = y - £ ( t ) € y + P . Donc d'après le Lemme 6.2.4 pour ( x , $ K Int (Dp/(- r 0 ) ) 

y pourra atteindre 0 le long de V conservant 1'analyticité de W ( z - t - i £ ( t ) , 

Ç) . C.Q.F.D. 

Maintenant nous explicitons le rôle de l'hyperfonction W(x,<*>). 

Théorème 6 .2 .8 On a 

V " 1 T U S n " J^fTj J z ^ x + i P j O 

où p. sont des cônes convexes ouverts tels quejS^r!!} soit une décomposition 
J J 

de S1 1"1 disjointe à mesure 0 près, dix) est l'élément de volume standard de 

S1 1"1 (voir Exemple 3 . 3 * 3 ) • 
_ Par cette diminution 

>t)En diminuant /3 ci nrorooni rcij^dn peut supposer que F j ( z ) est holomorphe 
dans le coin (Dp+iPj ') n U, où U est un voisinage de D^# remnpqunhlo pour le 
cftnrr Pjf au buiiu du Luimiu 6éP.G. 
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Remarque L'intégrale au terme milieu est au sens de cel le par rapport 

aux paramètres eu (Chapitre I I I , §2, 7 e"). Cependant, on peut considérer 

pour le moment que le dernier terme est la définition de cette intégrale. 

Démonstration Notons d'abord que le résultat ne dépend pas de la décom­

position de la sphère. Cela se voit facilement au moyen de la décomposition 

commune. Nutuau, un uni in», qur» l ' intégrale ronvergn nomme une fonction analy-

i l suffit donc de vérJLflur 1M fournil* nu vaicinago de l'origine. 

Rappelons ( - f ^ T > ) 

^ ( x ) = (-2<!h)* Ç Œ 1 - - ^ n ( i 7 ^ J z h » x + i r ^ 0 

= " T l i p Ç [ \ ^ e l Z ^ d ^ ] z h » x ^ i r c T o -

Soit z èR n+ir^O. Plus précisément, fixons z = x+iy tel que 

Im | ( z ,0 ) ) ^ yÇ) - (y 2 - (y6 ) ) 2 ) > 0 pour tout 0) € n S n~ 1 , 

où $(z ,Ç) est le facteur dans le dénominateur de W(z,£) . Remplaçons le 

chemin d'intégrale • l^. par 

H % +iz|Ç| - i$ (zÇ) / l ï l ; * € f%] . ^ ! * e 6 ' ^ -
0 1 donnée dans l'Exercice devans le^ 

Notons que cette fonction n'est que ^ ( z , ^ ) ^ . Notons aussi l'homogénéité 

$_(z,^) = rj(z,<*0, où J = rO), r = | l | . En se rappelant l 'Exercice on obtient 

donc 

i _ Ç i z ' 5^ _ j C i S t z ^ K ,f W 
(r*** ) z e

 TZÎT^ i ^ e ^ d e t v w v d 5 

= \ „ .WU.oOdo-'. 

Le résultat ainsi obtenu diffère de l ' intégrale originale par une certaine 

intégrale sur le bord 'Bf^ , car les deux chemins ftf et ne bordent 

pas une (n+1)-chaîne. Cette différence s 'écri t 

^ L a différence à l ' i n f i n i disparaît grâce a la convergence absolue. 
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fcï -^ lo \+f6hl\=o) 1 V h№l tel S J 

(Calculer le bord de la (n+1)-chaîne { £ + t ( i z \ l \ -±%( z | ) / | f I ) ; l € -f^, 0 < t < l } . ) 

Notons que dans le i-ième terme on a |"= , . . . , ,0, , . . . , / n ) , |£| = 

YL îj^i de sorte que le signe de Im z. ne concerne pas la convergence de 

cette intégrale. Ainsi i l devient holomorphe entier en z^ . I l s'annule 

même avec le terme correspondant provenant du (o\ , . . . ,d\ .,-<5"»»<r0 o" ) -

ième orthant à côté. Donc au total i l s ne changent pas la classe de cohomologie, 

i . e . 1'hyperfonction définie comme la somme des valeurs au bord. C.Q.F.D. 

Corollaire 6.2.9 Soit f ( x ) une hyperfonction à support compact. On a 

(6.16) [ „ XW*f)(x+iA>0,ûi)dco = f ( x ) . 

En particulier, les homomorphismes de faisceaux dans le Lemme 6.2.6 et l e 

Théorème 6.2.7 sont in jec t i f s . 

Démonstration On a par définition 

\ _ ! (W*f)(x+itoO,w)du> = y { „ . (W#f)(x+iu0,c*0do> 
J s ^ 3 ( + ro-)nS n _ 1 

S T \ { „ >U ( z - t , ( ù ) f ( t ) d t | 

V L 3 ( + ̂ ) n S n " 1 J JzH.x+iry) 

Pour z t R^ i f^O, l ' intégrale en W est cel le de fonction holomorphe. Donc 

d'après le Lemme 6.1.2 ceci est égal à 

(6.17) J7\\([ n 1 W(z-t ,«û)d«)f( t )dt ] 

La démonstration dans le théorème précédent du fait que la famille de fonctions 

holomorphes | ) 0 s n ~ l W ^ Z , C 0 ^ d U } c r d ® f i n l t l a m ® m e hyperfonction que 

| Ts

 0rJ\n \ ~ montre aussitôt que (6.17) définit la même hyperfonction 
v —¿711 / Z ̂  • • • Ẑ J CT 

que 

r [ r " { f ( t ) d t | 

( -27t i ) n J ( z 1 - t 1 ) . . . ( z n - t n )
d t J z H - x + i r 6 0 * 

Or ce n'est que l'expression de f ( x ) par le représentant standard. D'où 

(6.16) . 
vérifiant la condition du Corollaire 5.4.3 _ 

Soit maintenant f (x)ÇB( i7J , où XI est un ouvert borné^ Soit BtQj 
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un prolongement de f. On a l a formule (6.16) pour f. Donc en restreignant 

sur Ci , on obtient 

(6.18) f ( x ) = { n - 1 (WxT ) ( x + i u ) 0 , ^ ) d ^ | r L # 

Puisque l ' intégrale d'une fonction analytique est analytique par rapport aux 

variables qui restent, on voit immédiatement de là 1' injectivité de L s p } • 

( B / A ) R n — ^ T t x ( B / A ) R n A S n - i • Notons en plus que pour un cône convexe ouvert F, 

le S.S. de l ' intégrale p ^ s n - i (W*f) (x+iwO,U;)dttJ est contenu dans RnX 

t^rdxaoy. Cela découle du fait que l ' intégrale pour la fonction holomorphe 

\ ( . p°)ngn-1 ( W ^ f ) ( z,Cc)dtt' converge localement uniformément dans R + in ) . D'où 

on obtient 1 ' injectivité de [CspU : C -* (B/A)gn x S n -1 . C.Q.F.D. 

La formule du Théorème 6.2.8 est une belle amélioration de ( 3 . 1 4 ) dans 

Exemple 3*3^3» Elle nous donne l a décomposition complète du spectre singulier 

le S, simultanément en coordonnées et en directions. C'est pourquoi on peut 

Le localiser pour obtenir la décomposition (6.18) libérée de l'influence de la 

frontière. Puisque l a formule (6.18) contient tout renseignement de S.S.f, 

e l l e sera légitimement appelée l a décomposition spectrale de f ( x ) . 

En somme, on a une suite d1homomorphismes de faisceaux 

B/A > /^C — > ^ l ( B / A ) H n x S n - l ^B/A 
décomposition intégration 

spectrale en tu 

tels que leur composition est l ' ident i té sur B/A. D'où on conclut que B/A 
équivalemment 

-> tf^C est inject if , i . e . le Théorème 3*1.8 ouAle cas V = Rn cfti Théorème 3 .1 .7 . 
a 

Mais comme on ne connaît pas bien l'image de C dans ( B / A ) R n ^ g n _ i , on n'est 

nas encore bien équippé à l'étude du faisceau C même. Terminons cependant 

dans le paragraphe suivant l e s démonstrations de quelques théorèmes fondamentaux 

qui sont déjà dans notre main. 

3 , Démonstration de quelques théorèmes fondamentaux. 

Démonstration du Théorème 3«1«7 Prenons f ( x ) é B(£l) tel que S.S.f(x)C 
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(On exclut le cas P = Rn qui est déjà démontré 
1 à la fin du paragraphe précédent.) 

^ I x Y ^ d x 0 D ^ °à F e s t u n c ° n e convexe ouvert.^ Nous allons chercher une 

fonction holomorphe F(z) dans le coin infinitésimal £ l+i rO t e l l e que f ( x ) 

= F(x+IRB). D'après le Lemme 3*1*3* on a l 'unicité locale pour t e l l e fonction 

F ( z ) . On peut donc supposer que >fl est borné et vér i f ie la condition du 

Corollaire 5 *4*3* Soit fé BLCU un prolongement de f. Le Théorème 6 . 2 . 7 

implique que (W*f ) (x+iO>0,u)) est analytique en (x,w) en dehors de (S .S . f ) , 

i . e . dans (S n~ 1x p c ) a = i l x ( S n ~ 1 v (-F*) ) . D'autre part, d'après le Lemme 

6.2 . /f pour §eL>t(-pc) (W*f)(z,Ç) est holomorphe en z, Ç dans un coin inf in i -

tésimal dont l ' intersection avec £ = U) £ Int(-r°)nS ~ contient un coin i n f i ­

nitésimal R n+iro indépendant de u) . Prenons donc CL' Ce Q. et rfC£ H * 

Alors W(z,w) pour (x,oi) é Q.'x (S " ^(-R'')) se prolonge au voisinage de 

Qjx (S n~ 1^(-r*)), donc a fort iori à ( A '+ i r 'OjxCs 1 1 " 1 v(-r'°)). Ainsi l 'intégrât 

Ç n 1 ( W K ) ( z , w ) d a ' = ( (W^fJ)(2,0!)dw + f _ , (W*f)(z,w)dtO 

converge absolument et localement uniformément dans le coin .Qj+iPO. Or 

d'après la définition et le Corollaire 6 .2 .9 la fonction holomorphe ainsi 

obtenue définit 1'hyperfonction 

C - (W*f)(x+iioO,o))du> + \ , (W*f)(x+iw0.w)dui 

= { » 1(WÎ/)(x+JAJOfw)du) = f ( x ) . 

Cela signifie que f ( x ) est la limite d'une fonction holomorphe dans un coin 
compte tenue encore de l 'unicité 

X i ' + i p o . Puisque SV et f f sont séparément arbitraire, ^cela démontre 

notre assertion. C.Q.F.D. 

Démonstration du Corollaire 3 * 2 * 2 Considérons d'abord le cas où £2. est 
A/ _ 

borne et vér i f ie la condition du Corollaire 5 *4*3* Soit féBLfZJ un prolonge­

ment de f. En vertu du Théorème 6 . 2 . 7 * i l suffit de poser 

F j ( z ) = ^s n~W-n/)^W*^)(z,tO)da}, pour z€ £1+1^0. 

Pour CT général, prenons une suite croissante d'ouverts £1^ f Ci t e l l e que 
yfyll s 'agit de la décomposition de f (x) é B(Q) à la forme ^ F j (x+i QO) avec la 
condition S.S.FjU+ifjO) C S.S.f n Qx^pjdxc». 
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chaque iT^ vér i f ie les conditions ci-dessus. Soit î? € BtH .̂] un prolongement 

de f|^k^ B ( ^ ) . Posons 

D'après le Lemme 6 . 2 . 5 la différence w * f

k + 1 - W X f

k devient analytique en 
n 1 

(x,tc) sur S2^xS " . Donc i l en est de même de ~ k* Ainsi la suite 

Fj k ( x + i r j O ) , k = 1 , 2 , . . . définit un élément bien déterminé de B/A(Q) • 

Prenons un représentant f.£B(C2) de cet élément selon le Théorème 6 . 2 . 3 . 
j 

Pour chaque k la différence F. , (x+iP.O) - f , ( x ) | n est analytique rée l l e . 

On a donc 
S.S.f , C \J S.S.F , , (x+iT.O) C S.S.f A ^ T r T d x OD. 

J ^ J > K J 1 J 
Le Théorème 3 . 1 .7 alors fournit une fonction holomorphe Gj(z) £ e'CQ+iP.jO) 
t e l l e que f . ( x ) = Q,(x+iP,0) . Puisque la différence f - XI f a e e t analytique 

iréelley J 

ipartout dans ,£1, on peut finalement la supprimer en modifiant l'un des G j ( z ) . 

Le fait que G j ( z ) se prolonge au poièt x tel que S.S.f n ixj-X^Tjdx QD S *f 

découle du Théorème 3 . 1 . 8 et du Lemme 3 . 1 . 3 . C.Q.F.D. 

Examinons maintenant la relation entre deux définitions d'intégrale. 

Proposition 6.3*V L'intégrale (6 .2) s'accorde avec celle par l'ancienne 

définition donnée dans le Chapitre I I I , $ 2 , 5° • De plus, soit t(x)ÇB(£l) 

analytique réel au voisinage de la frontière 'dK d'un compact KC Cl. On a 

alors 

^0T K (x)f(x)dx = Ç K f (x)dx , 

où 0(xr e s t l a fonction caractéristique de K. En particulier, l'ancienne 

définition de l ' intégrale définie ne dépend pas du choix de l'expression 

valeur au bord. 

Démonstration Distinguons pour le moment les deux définitions d'intégrale, 

TA PN 
ancienne et nouvelle, par V et \ respectivement. Généralisons d'abord 

^ que 
le Lemme 6 . 1 . 5 pour un compact K quelconque. Supposons donc^f(x) = F(x+irO) 
dans SI f et qu ' i l est analytique réel au voisinage de "èlC. Alors f mod A 
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définit au voisinage de K une section de B/A à support contenu dans l ' i n t é ­

rieur de K. Prolongeons-la sur R n et prenons son représentant g(x)£ B(R n ) 

selon Théorème 6 .2 .3» Alors g(x) est analytique réel au voisinage de Rn 

v Int K, et h(x) = f ( x ) - g(x) est analytique réel au voisinage de K. 

Puisque S.S.gC S.S.f, d'après le Théorème 3 * 1 *7 g(x) a une expression du 

type G(x+ifO) dans R n . Choisièsons une n-cube contenant K. En vertu 
Théorème / 

du Ltmmi 6 .1 .4 on a alors # K f = OC^g + 9<Rh, ^ f K « = 7D S - %p\K
e' d t ° ù 

(6-19) J N 9f K f(x)dx = Ç N / X K g ( x ) d x + f N r R h ( x ) d x 

= ^ ¡ N / X D S(x)dx - Ç N ? D p V K

g ( x ) d x + 5 N ^ K h ( x ) d X -

En vertu de l'Exercice après le Théorème 6 . 1 .4» les deux derniers termes sont 

des intégrales au sens ordinaire. D'après le Lemme 6 . 1 . 5 on a 

( j N 0TD g(x)dx = ^G(x+i£(x) )c<x+i£(x) ) 

avec un choix du chemin indiqué là . Choisissons-le en particulier de façon à 

ce que £(x) = 0 pour x au voisinage de DnN int K. Alors l ' intégrale sur 
r 

Dp\ K se tue avec le deuxième terme de (6 .19) et on obtient 

^ N 0 ( K f ( x ) d x = Ç K G(x+i£(x))d(x+if(x)) + ^ R h(x)dx 

= ^ K G(x+i£(x))d(x+i£(x)) + ( j K h(x+i t (x) )d(x+i£(x) ) 

= ^ K F ( x + i £ ( x ) ) d ( x + i t ( x ) ) . 

I c i , bien entendu on a ut i l isé la relation F(z) = G(z) +h(z) sur K+irO 
qui découle du Lemme 3 « 1 * 3 » 

Soit D3>K un voisinage borné 
Soit maintenant f (x) € B [ K ] # A et soit f ( x ) = F A (x+ip.O) une expression 

au voisinage de D 
valeur au bord^telle que F j ^ z ^ soient holomorphes au voisinage de /dï) # 

Notons l ' éga l i t é f ( x ) =^^ D (x)F j (x+iT^O) qui se vér i f ie facilement de façon 

locale. On a alors 

^ N f (x )dx = £ Ç N 9 ( D ( x ) F j ( x + i r j 0 ) d x 

= 2 ^ F j ( x ^ . £ j ( x ) ) d ( x + i £ J ( x ) ) = ^ f ( x ) d x * ^ A f ( x ) d x . 

Ceci montre en même temps que l'ancienne définition de l ' intégrale ne dépend 

pas de l'expression u t i l i sée . 
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Soit enfin f ( x ) £ B ( ^ 2 ) , analytique réel au voisinage de ^K. Soit 

f ( x ) = J^F^ix+lVjO) une expression te l le que F j ( z ) se prolongent au vois i ­

nage de 'BK. On a encore flrRf = £^ K F. .(x+ir . jO), d'où 

^ f ( X ) d x = Z S K

F j ( x + i r j ( x ) ) d ( x + i £ j ( x ) ) = E ^ N / 3 r K

F j ( x + i r j 0 ) d x 

= ̂ N7CKf(x)dx = ^ A ^ K f ( x ) d x , 

où dans la dernière étape on a ut i l isé l'énoncé déjà démontré pour ty(vî(.x) 

£ B p n . C.Q.F.D. 

Pour examiner le cas d'intégrale par rapport aux paramètres, préparons 

nous un lemme qui correspond au Lemme 6.1.5» 

Lemme 6.3.2 Soit F(z,ir) une fonction holomorphe dans un coin inf ini té­

simal Çl* T + i A O C C n + m . Soit DCCT un* m-cube et soit T = P V ( A ) la 
r A 

projection de A sur R n . Supposons que F se prolonge à. ufi ensemble du type 

(ÇL + iTO)X ^voisinage réel de'ôD^). On a alors 

^ F((x,t)+iÀO)dt 0^( t )F((x, t )+iAO)dt 

P ^ D ^ F ( z , t . i £ ( t ) ) d ( t , i £ ( t ) ) ] 2 ^ x + i r o . 

I c i e s t l a fonction caractéristique de 1^. Le produit ^ ( t ) F ( (x, t )+iA0) 

est celui défini dans le Chapitre I I I , £2, lf (dont on peut déjà disposer!). 

Le chemin t+i£( t ) est choisi de façon qu ' i l est dans le domaine où F ( z , t ) 

est holomorphe, et que £(t) = 0 pour tÉ^Dp. 

Démonstration Notons d'abord que d'après 1 'hypothèse.pour ztQ+lfO 

fixé suffisamment près du tranchant, F(z ,T) devient holomorphe en T au 

voisinage de 3Dp. Ainsi on peut choisir un chemin comme ci-dessus. Posons 

fc(t) = ( e i ( t ) , . . . , £ n ( t ) ) . Pour z é i l + i r o fixé, posons 

(6-20) 0 < „ T ) - J ^ L ( t | < l t | ( t & ' : " i y » ( t ) . r ) « t * l t < t ) > . 
J r \ \ 1 m m m 

Par la déformation du chemin on constate que G(z , t ) est holomorphe en ( z , T ) 

dans un domaine du type produit (£l+iro)X (C m #Dp) . Donc e l le définit une 

hyperfonction g ( x , t ) d B(n.*Rm) t e l l e que supp g c S7.xDp. Montrons d'abord 

g ( x , t ) = / ) (^ 0 ( t )F( (x , t )+ iAO) . 
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Notons que l 'on peut modifier le chemin à un du type produit £ ( t ) = 

( £ 1 ( t . ) , . . . , £ ( t ) ) • Cela se fait juste comme dans la démonstration du Lemme i l m m 

6.1.5. Ainsi de la même manière que là on peut démontrer que dans I L X Int 

G(z,T) et F(z.T-) définissent la même hyperfonction. Pour les comparer au 

voisinage de Çlx ^Dp, prenons un# autre cube Dp'cDp et Çj% Ci:ÇL tel/1 

que F ( z , t ) soit holomorphe au voisinage de (51+ irO)x(Dp\Dpi ) • En partage­

ant DQ\D ni en un nombre fini de n-cubes, on peut donc déduire le problème 

r r 

à ceci: Soit F (z / r ) holomorphe dans un coin infinitésimal T +1A0 

contenant (£ï-+iro)xDp, où T= À o l I m ' T ^ 0 } ^ 0 n a alors 

(6.21) a f ( t ) F ( ( x , t ) + i A O ) = f Z T f e l ^ - k ( t r % ) f f ( t -T) d t ] z ^ x , i r o • 

dr on a par la définition du produit 

(6.22) tyt)F«*,t).iAO) 4 ^ U ^ l 0 g | ^ - ; - - l 0 g l ^ - F ( z ' T ) l ( Z , T ) ^ 
L o " ( x , t ) + j^ n #xr < y ) 0 

où le premier facteur est le représentant standard de 9L( t ) calculé d'après 
du contenu de ' 

( 6 . 5 ) . La différenceAde (6.21) et A (6.22) s 'écrit 
<n-<K [ F ( z , t ) -F (z t - t ) 

OÙ 

F ( z , t ) - F(z ,T) = F ( z , t 1 , . . . , t m ) - F ( z , T 1 , t 2 , . . . , t m ) 

+ F ( z , T 1 , t 2 , . . . , t m ) - ?(z,XvT2$ty.9.9tm) 

+ . . . 

+ F ( z , T 1 , . . . , T m ^ 1 , t m ) - F t z , ^ , . . . , T m ) . 

Ainsi le premier terme, par exemple, après l ' intégrale en t devient holomorphe 

dans (£2+iro) x Cx(C\>p,pL)x. . .y(CvJ-p,pC) etc. Après la sommation en (T, 

e l le s'annule donc comme hyperfonction ( i . e . e l le devient un cobord pour un 

recouvrement convenable). 

(6.20) établi, par la nouvelle définition de l ' intégrale par rapport aux 

paramètres on a donc 

^ N ^ , ( t ) F ( ( x , t ) + i A O ) d t = [ ( - D m ̂  . . . ^ G ( z » T ) d t ] 2 | ^ x + i r o 
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= [ L F (z , t+i£( t ) )d ( t+i£( t ) ) ] z h > x + i p o 

ÇA P 

= \ D F ( ( x , t ) + i A O ) d t . C.Q.F.D. 
f 

Lemme 6 .5*3 Le lemme précédent a lieu avec Dp remplacé par un compact 

K quelconque. 

Démonstration Par la même raison que le lemme précédent, l ' intégrale 

$ K F(z , t+ i£ ( t ) )d ( t+i£( t ) ) 

définit un élément de d(CL+iro)• Donc i l suffit de montrer l ' éga l i t é en tant 

que l'hyperfonction de x pour tout p'CCT et tout SU CC ÇL. Nous allons 

donc faire ci-dessous un tel rétrécissement chaque fois au besoin. 

Par hypothèse i l existe un compact L C Int K, un ouvert D ? K , et un 

cône ouvert convexe Y^C R n + m contenant Pxfo) tels que F(z ,T) se prolonge 

dans £2*(D\L) + ir"çuAO. Essayons d'abord de décomposer FCz.T) à une somme 

avec des termes favorables. Quitte à rétrécir Qx T on peut prendre un 

prolongement f (x, t ) £ B(£*x R m ) de F( (x, t )+i A o ) . On a 

S.S.f C û x f M Î x j r ^ A 0 (dx,dt)oo ^ XIxTV(DNL)* j A ° (dx,dt)œ 

V ^ x ( R M . T ) x 4 s * № 1 . 
1 OD 

Décomposons donc A° = ( T^0 n A° ) ̂ ^ T T ^ ) , où CC 1 .̂ D'après le Corollaire 

3 . 2 . 2 i l existe une fonction G(z,T) holomorphe dans X2.XRm+if\'^A 0, une 

fonction H(z,T) holomorphe dans jQ/RTViAO qui se prolonge à Xl^(D^L) , te l les 

que la différence f ( x , t ) - G( (x, t )+i ffftO) - H( (x, t )+iÀ0) soit analytique 

réel le dans T. D'autre part, en vertu du Théorème 6 . 2 . 3 appliqué comme 

dans la démonstration de la Proposition 6.3*1* on peut trouver une fonction 

H ' (z ,T) holomorphe dans £lxRm + i A O qui se prolonge à ^ ( ^ L ) te l le 
que la différence H((x, t)+iA0) - H 1 ( ( x , t ) + i A 0 ) soit analytique réelle dans 

Ecrivons Pç au lieu de P € '. (Cela correspond au rétrécissement de P • ) 
Q x D . ^ Ainsi on a obtenu la décomposition voulue 

F((x , t )+iA0) = G((x,t)+if?ÛO>^H ,((x ft)-i-lAO)+ k ( x , t ) dans XlxD, 

où k ( x , t ) é A ( a x D ) . 

Soit donc Dp̂ Kuw m-cube. On a alors 
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^ \ K ( t ) F ( ( x , t ) + U O ) d t 

= ^ K ( t ) G ( ( x , t ) + i I > î A O ) d t + ( >

N ^ K ( t )H , ( (x , t )+ iAO)d t + ^ N ^V K ( t )k(x, t )dt 

= y % ( t ) G ( ( x , t ) + i f p À O ) d t + ^ N 9 ( p ( t ) H » ( ( x , t )+ iA0 ) d t 

+

 v K ( t ) G ( ( x , t ) + i r ï ^ O ) d t + \ \ x K ( t ) H ' ( ( x , t ) + i A O ) d t + [\{t)k(x,t)ét 

Pour la première ligne du dernier membre, on peut remplacer ^ ' ^ p ^ ) P a r 

D d'après le lemme précédent. Pour faire la même chose pour la deuxième 

ligne, i l suffit donc de vér if ier l 'assertion suivante: Soit F(z ,T) holo­

morphe dans un coin infinitésimal Çl* T + 1&0 contenant (£2+iro) X Dp, où 

r = A o j l m t / 0} / jrf. On a alors pour KC compact 

^ N 9 ( K ( t )F ( (x , t )+ iA0 )d t = ^F((x, t )+dAO)dt = [ 5 K

F ( z , t ) d t ] z ^ x + i r o . 

Soit $(T) le représentant standard de 3f K(*) calculé par (6.5) • Pour z € 

Si +ifO fixé, choisissons les chemins contenant t-p,jrî dans le j-ième 

exemplaire de C de façon que F(z ,T) soit holomorphe en t dans le poly-

cylindre bordé par / ^ • • # ^ ^ m

# ® n a alors, en changeant l 'ordre d'intégrale 

d'après le Lemme 6 . 1 . 2 , 

$ \ < t ) F ( ( x , t ) . i A O ) d t = [ ( - l ) m ^ r i - " k î ( T ) F ( z ' T ) d T 3 z ^ X + i r O 

= [ \ K F ( z , t ) d t ] z ^ x + i r o . C.Q.F.D. 

Proposition 6.3*4 Soit f ( x , t ) £ B(ClxT) tel que supp fC(X*K, où 

K C T est un compact. Alors les deux définitions de l ' intégrale par rapport 

aux paramètres ^ f (x , t )d t s'accordent. De plus soit f ( x , t ) £ B(Sl* T) tel 

qu ' i l contienne t comme paramètres analytiques réels au voisinage de IXx'âK. 

On a alors 

Ç K f (x , t )d t = ^ R ( t ) f ( x , t ) d t . 

En particulier, l'ancienne définition d'intégrale ne dépend pas de l'expression 

valeurs au bord uti l isée pour le calcul. 

Démonstration est la même que la Proposition 6.3«1 grâce au Lemme 6 . 3 - 3 * 

Ainsi en même temps toutes les règles de calculs introduites dans le 

Chapitre I I I ont été just if iées. 



VI -25 

Flascité du faisceau de micro fonctions 

Nous avons déjà vu qu' i l existe un hornomorphisme C ^B/A^Rn x Sn-1 

induit par la décomposition spectrale qui nous admettait beaucoup de calculs 

concernant le S.S. Mais notons que cet hornomorphisme n'est jamais surjectif 

puisque l'image est micro-analytique en u). Donc on ne peut pas dire de 

cela que C soit flasque même si B/A l ' e s t . Introduisons donc un autre 

truc. Posons 

K V ( Z , U ° = ( z a j + i o 6 ( z M z * ) * ) ) ' A > 
où o( > 0 et A £ C. Cette fonction est holomorphe dans un coin infinitésimal 

pareil à celui pour W(Z,(jû). 

Lemme 6*^.1 Pour Re(^\ + /O > n, on a 

(6 .23) $ R n + i a ! 0 K ^ ( z - < , « î ) K v(Ç,«)dÇ 

'(n+1 ) / 2 . -(n+1)/2 rC\+M-(n+1 ) /2 ) , , n - ( n - 1 ) /2 . f , ^ 
= 27C i — ? w _ u+p) ^ - « ï ^ * ™ 

où Rn+io)0 désigne un chemin déformé de R n dans le coin infinitésimal 

Rn+i{ycu> 0 }0 . 

Démonstration Notons d'abord que l ' intégrale de dépend pas du choix de 

chemin grâce à la convergence absolue à l ' i n f i n i . Ensuite, par la rotation 

des axes on peut supposer que U)= ( 1 $ 0 , . . . , 0 ) . (6.23) alors s 'écrit 

( 6* 2 i f ) W i O ) x R n - 1 (^Ifll^T d $ 1 d * ' ' 

où on a choisi le chemin de façon que Ç' = R n " 1 et que parcoure un 

chemin du type ^ = | 1 + i t ( f 1 ) . 

Considérons d'abord le cas n = 1. Calculons pour Im z > 0, 

Yjz - t - iO) -* ( t + i O ) " d t — » o V ~ 

Supposons d'abord que Im z > 0, Re z > 0, Re ̂  > 1, 0 < Re fA. < 1. On a 
("» 1 1 . 
) ( z - t - iO)* ( t + i O ) M d t ^ ^ v ^ -

où on a transformé l ' intégrale par t = zs (voir la figure ci-dessus). En 

déformant le chemin t encore de façon à ce qu' i l contourne le demi-axe négatif, 
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on obtient 

( 1 1 

= 1

E Ï 5 U « ( 1 - 8 ) * | 8 | H d 8 + V ( 1 - s P | s | H d s ' ^ U ( 1 - £ e i 9 ) ^ 
(0 e ' ^ - e** 7 1 1 f"0 dr 

= ( i - s ) ^ | S | ^ d s = " 2 i s i n / ^ \ 0 ( r + 1 ) * r* 

= -2i s in^7r^(1^) > + g - 2 p-^dp ( p = ) 

- - 2 1 sin/i* p ^ y = -2711 , 

où l 'on a ut i l isé les formules 1 -JD ) P ' 1 p q " 1 dp = B ( f , <i ) = ^f fpT^p e t 

r (1 - | 0 r ( ^ ) = 7t/sin/<7l. Ainsi on obtient 

Î . Jz- t - iO)* ( t + i O ) » 1 " = ' ZA+M-1 r (» r (_H) * 

Notons que les deux membres de (6.25) sont holomorphes en z, ^ , pour Im z 

> 0, ReO + fO> 1. Par le principe du prolongement analytique (6 .25) donc y 

reste valable. 

De (6 .25) par la déformation du chemin t+iO t+if+ïOon obtient immédi­

atement 

( 6 * 2 6 ) V j T ^ U + t t t i O / * * = - ( z + i * ) ' ^ " 1 f l ^ p Î T ) ' p o u r £ > 0 . 

Appliquons-le à l ' intégrale en ^ dans (6 .2*f) . On a 

* X 1 r a ) r ( / 0 JRn-1 ( z 1 + i o ( ( z ' - ^ ) 2 + i / ? | ' 2 ) ' < + ^ - 1 

_ 2 7 r i r ( ^ + f i - D Ç d£ 
r O ) W ) R n - 1 ( Z i + ^ z , 2 + 1 ( ( ) ( ^ ) ( ç f . ^ 8 f ) 2 ) a ^ . 1 

_ _ 2 7 f i . r < * + M > C d5' 

- 2 7 f l r < » w > R n- i ( Z i + i < ^ . z , ^ i ( , ^ ) v ^ ^ / ' - i ' 

où l 'on a translaté le chemin dans le domaine complexe pourvu que z soit 

dans le coin infinitésimal du type R n + i { y ^ > 0 } 0 correspondant au domaine 

d'holomorphie de K a-h ops (z ; 1,0,., » , 0 ) , Notons que l ' intégrale toujours 

converge absolument au sens ordinaire. Posons donc £' = rco1 . On a en général 
pour Ret > 0, 

T djg' 
JRn-1 (T + *t2)*+/.-1 

2 . 9 t ( n - 1 ) / 2 f œ r n~ 2dr n « 2 N 

= p ( ( n - l ) / 2 ) J 0 ( < C + r 2 ) - ^ - 1 ( l ' a i r e de S ) 
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^ ( n - D / 2 1 rao ( n -3 ) /2 
= r((n-l)/2) ^ - ( n + l ) / 2 j p ( , *P ( p = r /-X ) f 

7 r ( n ~ ° / 2 1 r g + M - ( n + D / 2 ) r ( ( n - l ) / 2 ) 0 " • ^ j ^ . -f**0 

= T((n -1 ) /2) T * + H - U + 1 ) / 2 rtt ) ; f ~ 

où on a exécuté la déformation du chemin LO,t~ 1/ /2ocT) •—* L0,+œj et après 

ut i l isé le calcul précédent. Ainsi (6.24) est égal à 

- 2 / v ( n + 1 ) / 2 i - ( n + 1 > / 2 r f t + j i-(n+1) /2 ) ( r ( n - D / 2 / + i ^ , 2 V V , t + ( n + 1 ) / 2 

i . e . l e second membre de (6 .23) pour a) = ( 1 , 0 , . . . , 0 ) . C.Q.F.D. 

Désignons par K v(x,C0) 1'hyperfonction sur R XS définie par 

K^^(z,cJ) comme W(x,u)) dans (6 • 1 ) • I l jouit donc de mêmes propriétés que 

W(x,rt) données dans le Lemme 6.2 .^1 Nous avons besoin de la formule (6.23) 

pour les exposants 0(, fX un peu plus peti ts . Précisons-le: 

Corollaire 6 . ^ . 2 Soit D un voisinage borné de l 'or igine de R n . Pour 

n̂* 1 
Re(^ + fi) > on a, en tant que l'hyperfonction de x, ù)9 o(9 f}f 

(6 .27) S ^ V ^ ^ ^ ^ M ^ ' ^ ^ l D x S n - I x i c O O ^ f ^ O } 

_ (n+l ) /2 - ( n+O /2 m+f-(n+ 1 ) / 2 ) f r f , , r ( n - l ) / 2 T r , . 

mod A(DXS n""1)({w>0}>'^>0}) 

Démonstration I I suffit de comparer les germes de deux membres aux points 

n 1 

de | o } x s " . Remarquons que le résultat de l ' intégrale au sens du germe 

modulo A ne dépend pas de D. De plus i l est évident que pour Re(A+^0 > n 

on peut même prendre D = R n . Ainsi dans ce cas ( 6 . 2 ? ) découle du lemme 

précédent. 

Soit donc < ReQ+jn) < n. Puisque ^ 1, on peut prendre dans 

ce cas sans modifier le résultat mod A le domaine d'intégrale du type RXD', 

où Df est un voisinage borné quelconque de O é R n ~ \ Le calcul de l ' intégrale 

en Ç dans la démonstration du lemme est alors valable. Pour continuer le 

calcul fait là-bas, i l reste donc à vér i f ier que la différence 

f <U' ^ ( n - Q / 2 4 r(A+/u(n+1)/2) 
3Dt ( A + J I2 )>+M-I - 7t r c ^+f*-(n+i ; /2 r u + / i - i ) — ~ 

JÏ)En plus K;\>0< (x,u>) peut être considéré comme une hyperfonction de x, u3, oc 
contenant > 0 aussi comme un paramètre analytique réel . (Voir le raisonne­
ment pour CO dans le Lemme 6.2./f.) 



V I - 2 8 

donne un germe de fonction holomorphe en ^ = 0 . Prenons donc D1 = { | £ ' | < 1 j-

et considérons la fonction holomorphe de deux variables T , V comme suit: 

K T , y ) = ^ . | > - " ( T 4 ^ 2 ) ^ - 1 P ° U r , r c l < 1 » U e ï J > n * 

On a pour Re T > 0 

Tf<r ^ ( n ~ 1 ) /2 ,< H>/- (n f1) /2) Ç DF 
= r t ^ - ( n + l ) / 2 PTÏCTJ J | r i < 1

 (T: + 5 « 2 ) ^ # 

Cela signifie que I ( T , P ) se prolonge à {0<|T |<1J X { R e i i > - ~ - } mais de façon 

multiforme en ~ . Considérons donc J(T,iJ) = I(eC

9'p). C'est une fonction 

holomorphe et uniforme dans {ReT<0J x{ReV> Puisque I ( T , P ) est 

uniforme dans Re-y>n, J (T,^) y satisfait à l'équation fonctionnelle 

Donc par le principe du prolongement analytique J(T,^) y satisfait partout. 

Cela signifie que I ( T , P ) est en effet uniforme dans (o < "farte l) xfRe» > . 

En vertu du théorème de Hartogs (voir Théorème 2 . 2 . 1 ) , la singularité >T = 0, 

^ - < R e l > £ n est otable et I ( T , P ) devient holomorphe dans K | < 1 , Re \ ) 

>-^p-. Comme on a remarqué ci-dessus, ceci termine la démonstration. 

Lemme 6 . ^ . 3 Soit f ( x ) é B(R n ) une hyperfonction à support compact. 

Posons 

(6.28) f(x»i-» f(x,a>) = f ( x ) H ^ ( x ^ ) e B ( R n « n " ' ) . 
a 

Cette application induit un homomorphisme de faisceau C —> (B /A^n^n- I • 
La démonstration est la même que Théorème 6 . 2 . 7 . 

Posons ensuite 

L.̂  k ( x f a ) = ( x 2 - ( x i o ) 2 ) ^ ^(x,u>). 

Lemme Soit f (x,u>) £ B(RnxSn""1 ) une hyperfonction à support 

compact. Posons 

(6.29) $a;0(fk'* f(-x^)>~» f ( x ) = y / / x ^ ) 5 L A ^ ) k ( x , u ) ) d a ) . 

Cette application induit un homomorphisme de faisceau (^/A)gn xgn-1 —>C. 

Démonstration Supposons d'abord que supp f(x,u>) C KX(-p°). Alors 

f(x,a))#L^ (x,cO) est à support dans RnX(-p°) et même analytique réel 
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en dehors de Kx(~p°) . On a donc comme dans la démonstration du Corollaire 

6 . 2 . 9 , 

S.S. f (x) C K x r ° . 

Ainsi par l'argument standard utilisant la décomposition localement f inie, 

on peut généraliser la correspondence (6.29) à un hornomorphisme de faisceau 

B R n x S n ~ 1 — > C # P o u r Passer au quotient ( B / A ) * n x s n _ j , i l suffit de vérif ier 

ceci: Soit f(x,tO) analytique réel au voisinage de Ktf(-P°). Alors 

5 ( - r ° ) n S n - 1 d a , U f ( t ' U ) ) S , o ( , k ( x - t ^ ) d t 

devient micro-analytique dans Int (K V -~ P° dxoo). Ceci découle du même calcul 

que le Corollaire 6 . 2 . 9 , car l ' intégrale en t devient analytique dans 

I n t ( K * ( - r ° ) ) comme on le voit facilement par déformation du chemin. 
pour établir ceci si on le préfère 

(Bien entendu, yyon peut calculer le S.S.ŷ comme dans la démonstration du 

Théorème 3 . 4 . 2 en utilisant les règles déjà jus t i f iées . ) C.Q.F.D. 

Lemme 6.4*5 I I existe des constantes c^ k , jx = 1 , . . . , n , k = 0 , . . . , 

te l les que 1 • hornomorphisme composé 

devient l ' i den t i t é . 

Démonstration Remarquons d'abord que la phase W(x,to) de la décomposi­

tion courbilinéaire de S se réécrit 

W(x,W) = E £ b L . ( x f W ) . 
fi=S k=o J 1' 1'* 

(Voir ( 6 . 1 4 ) . ) En effet i l suffit de développer l e numérateur en remarquant 
2 2 2 2 que xiO= |xo>+i(x -(xu)) )} - i ( x -(xa>) ) . Notons ensuite que les valeurs 

^ = Jljl , y > 0 satisfont à l'hypothèse du Corollaire 6 . 4 . 2 . Notons aussi 

la formule évidente 

W . k ' ^ = i k 7 T ^ j ( f ) k K

r k , A ( x ^ ) ' " 0 U r k < P -

Ainsi (6 .27) se réécrit 

\l K a , « - U " t » W ) L p . P » k ( t , " > d t l D K S n ' 1 , , t « > ^ x { l î > ^ 
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mod A(DxS n~ 1*-U>0Hi/>*}) * 

Si on exécute la dérivation, ut i l ise encore (6*30) et puis pose ' = ¿> = 2 

(d foù -~rê~F = 1 ) > c e résultat s 'écrit à la forme d'une combinaison linéaire ex + p 

de L , . 1 .(x,C0), j = 0 , . . . ,k . Donc en résolvant une équation linéaire 

simultanée du type triangle, on peut trouver des constantes c , te l les 
n 

que L(x,tO) = J\ c ,L p ,(x,u>) satisfait à 
p 1 k=0 r ' K P> ¿ > K 

( _ Knvi 2 ( x - t > w ) ) L ( t > C 0 ) d t = w (x,w) mod A(DxS n ~ 1 ) . 

Soit donc f ( x ) une hyperfonction à support compact. Posons $ = ÎIHJ ¿ $ 

íf = ZI ci, vlf,i s> v 0 n a a l o r s , en identifiant f ( x ) mod A avec la section 

globale de C lui correspondant, 

# o £ ( f ( x ) mod A ) | { Q } j c S n - l = ^ ( ^ n f í t j K ^ ^ í x - t ^ J d t mod A | 0 j x s n . , 

= 5 S N - L D ( J W U ) D T 5 D K n ^ , 2 ( x ^ s ^ ) L ( 8 ^ ) d s M 0 D A L { o } x s n - i 

= ^ R n f ( t ) d t ^ sn_lW(x-t,U))du) mod A W o } x s n _ 1 

= ^ R n f ( t ) S ( x - t ) d t mod A | | 0 - } x S n - 1 = f ( x ) mod A \ £ 0 } x sn-1 > 

d»où : C *C est l ' i den t i t é . C.Q.F.D. 

Fin de la Démonstration du Théorème 3»5«2 La flascité de C découle 

immédiatement de cel le de ^ B/ A^Rn X5n-1 et d u Lemme 6.if»5« Démontrons la 

dernière assertion ( 3 . 2 6 ) : 

CíftxjAdxoo) = B(.Q)/A*(Í2>—Adxoo) . 

Considérons d'abord le cas A = Sn~1 . On a manifestement A X ( £ l x4 s ! L n ~ 1 ) = 
i œ 

A(C1). D'autre part, ^ resp. induit de façon évidente l'homomorphisme 

de faisceaux B/A —^ '^^ /^Rn^gn- I resp. • ' 7fî {^
B/ A^Rn xs

n- 1—* B / A d e aorte 

que l 'on obtient l e diagramme commutatif 

B/A > Tt- (B/Aipn^n-I - ^B/A 
\ 1 u Q J, 
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Ainsi B/A ( i l ) — » 7 r x C ( n . ) devient surjectif. 
n 1 

Soit maintenant A C S " un ouvert connexe quelconque. En vertu de la 

flascité de C et de ce qui est déjà démontré, on a le diagramme commutatif 

et exact comme suit: 

0 
O > A ( t t ) > B(£l) • C ( f l 4 s i i n - 1 ) *0 

I II i 0 0 

0—»A i l(tt«7Adxoo)-»B(ri) —>C(&»4ddxa>), 

0 

dfoù la dernière flèche horizontale devient surjective. C.Q.F.D. 

Exercice Vérifier que la suite exacte ( 3 * 2 ? ) : 0—>A —>B—^^ K

c — * 0 

est l'image directe de cel le : 0—>k —*>li B —> C — > 0 par la projection 

qti R n X- jS* n ~ 1 —>R n . Calculer aussi 

Î A k = 0 

B k = n-1 

0 a i l leurs . 

Exercice Soit F(z) une fonction holomorphe dans un coin infinitésimal 

Xl+ipO. Supposons que pour tout compact K Ce £1 et pour tout Pfc'C P , i l 

existe t > 0, M > 0 tels que 

( 6 . 3 D i F ( z ) | < T̂ TT pour z€ K-Hir fn{|yl<•£>• 

Alors F(x+ino) est une distribution. C En intégrant certaines fois , on peut 

supposer que F(z) se prolonge continûment à Q~ . Calculer alors le représen­

tant standard de (x)F(x+ilT0) pour la fonction caractéristique 9((x) d'un 

cube dans Ch. C f . ( 6 . 8 ) . ] 

Exercice Soit f ( x ) une distribution dans £L. Supposons que S.S.f 

Cft*4r°dxaD en tant qu'une hyperfonction. Alors f ( x ) = F(x+irO) avec F(z) 

vérifiant la condition de l'Exercice précédent. En déduire l'assertion sui­

vante: Si f ( x ) est une distribution contenant x̂  comme paramètre analytique 

réel en tant qu'une hyperfonction, alors la restriction fCOjX1) est encore 

une distribution. [Noter que W(x,(J) est une distribution de x, u), et que 
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l ' intégrale est compatible avec le plongement D'C^B.3 

Remarque Soit C^, le faisceau sur Rnx4fD^71 associé à 

SlXjAdxœ I > D»(r^/D'(X2)nA
H(àxJ-Adxao) . 

Par le même raisonnement que l'Exercice ci-dessus, on peut constater que la 

décomposition spectrale induit le diagramme commutatif 

C D, (DVA)» n s„-, -^-> C D, 

C —^—> ( B / A ) * n sn-1 -^->C. 

Ainsi on obtient la théorie du spectre singulier pour les distributions compa­

tible avec celle pour les hyperfonctions. C^, n rest pas flasque, mais mou 

puisque D'/A l ' e s t , (Pour la définition de faisceau mou, voir Définition 

7.1 .5.) 


