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CHAPITRE V. PROPRIETES COHOMOLOGIQUES DES FAISCFAUX & ET B.

1. Théoreme d'Oka-~Cartan.

Dans ce naragranhe nous démontrons la nullité des groumes de cohomologie
d'un ouvert de Stein i valeurs dans &. C'est le théoréme clef nour résoudre
deg problémes du tyne Cousin, i.e. pour le probléme de recollement d'une const-

ruction locale a une globale qui n'est nas nécessairement unique.

Lemme 5.1.1 (Cousin) Soient UO, U1c:C des domaines bornés. Soit weC”
commnact

un emxert., Soit F(z,w) une fonction holomorphe définie sur (ﬁbr\51)Xfﬁ. I1

existe alors des fonctions Fi(z,w), j=0, 1, holomornhes respectivement sur
J

.ij W telles que F(7,w) = F,(z,w) (z,w) sur (ﬁor\ﬁ])>(w_

FO
Déronstration sera faite comme dans celle du Lemme 1.5.1. En effet, choisis
sons des ouverts Vj:Jﬁj bornés et 4 frontiére réguliére nar morceaux tels que
Fj(z,w) soient holcmornhes dans (VO(\VpﬁW,Soient 33 la vartie de 'ij con~
tenve dans V. .
1-3 1-j
. -1 F w ,
Fo(zaw) = ( ? S <, )d§, j=0,1,
J yj

j:D, 1. Alors

2T

est une solution voulue.

Lemme 5.1.2. S8oit A= Agx ...x,ﬁn un nolydiscue fermé. Alors on a

V(A LE) = 0 nour k Z 1.

Démonstration Avangons nar la récurrence sur la dimension n. Pour cela

démontrons une vronosition un neu nius générale: "Soit wec™ un nolydisque
fermé et f:A,xT?-a-Ak la nrojection. Soit & 1le faisceau de fonctions
tolomornhes sur Ax ¥. On a alors HR(CX,fXH) =0 pour k zZ1."

Considérons d'abord le cas n = 1, ou l'on sunpose nlus généralement que

3 frontisre réguliére nar morceaux
A  est un domaine borné fermé. Il suffit de calculer la cohomologie de Cech.

N
Te cas % = 1 ent donc une simnle modification du Lerme 1.5.2 en tenant compte
Au Temme 5.9.1. ESoit donc k > 1., Soit U = {U1 s ...,UNS' un recouvrement de

4L formé de domaines fermés 3 frontiére régulidre par morceaux. Jous allons



Ve

N

1
dénontrer H&(iﬂ,fxd) = 0 par récurrence sur k et N. (Cn a employé ici un
recouvrement fermé vnour échanver de 1l'ennui de nrendre un raffinement. La
cignification sera claire. Notcons aussi qu'il suffit de faire la récurrence
sur  k  nour une seule étave k = 2. En effet on neut toujours nrendre un
1

raffinement 0" tel que Ck(qf,fxﬁ) =0 pour k Z 3.) Soit ﬁ9eCK(QR,fxd) et

-— N X —
écrivons § = UNAQ”I+ g' ou (fN et @' ne contiennent pas le facteur Ug.
Plus précigément, si on pose Y' = {51”"’ﬁN—1&’ un recouvrement de A' =
S S N k=1
_J U., ona <féC(-’U(,f@’) et ¥ €C
j=1 J *
désignant var S l'opérateur de cobord pour 1', on a alors

SL‘;): ﬁNA(_Squ) + EN/\{T" + Sv(fl = 0,

d'ou 5'W' = 0. D'aonrés l'hynothése de la récurrence 11 existe 1}@(&’1(1n',fxﬁ

(1ﬂ'\BN,fxﬁ) au seng évident. En

tel que 5'¢J = ¥'. On a donc
- N . N .
U n B (-Pay)) =0, d.e. 81(F *#g) = o
Anvliguant encore l'hyvothése de la récurrence au recouvrement QL'yﬁ de ﬁﬁ,
N
On obtient ¥Ne Ck°2(1ﬂ'\ﬁ-,fx6) tel que S'yN = -?N + ¥'|ﬁ'. Considérons
N

P

UN/\B"N comme un élément de Ck_1(Qﬂ,fo) de fagon évidente et posons mainte-
nant Y = ﬁNAlPN + Y'. On a alors
= Ny = TGN
81/':: UNA(—S'V')*‘UNA%' +8'lf' :UN/\gf +(f' = 9?.
Sunposons maintenant que notre provosition récurrente est vraie nour la
dimension n-1. Soit -'T[n:lik1x cee XA An la projection. Fixons 1z € An.
-1 i

Ona T = '(z )= OyxeeexA 4y x{z }. Soit V3z un voisinage comvact.

3 — P P br3 . . L. - . 1 a
SOit WGt AyXx ceexA X V—=>8,% coo x A X {zn'; la projection. L'hyvothése
de la récurrence imowlique que

k
H (A x eeex A _yx {2z}, DF,T ® =0, pour k1.

¥*

Hotons que vpour =z = (z',zn) on a

= _ . . Py kv -
T%S “vaxmz = \1};;} '__l_Ul'gz'fxd(U X V) ~(fxcar)z,
n n

i.e:s que %&gfﬁxfﬂcy = fxd\lsix...x‘Ah_,X{in}. Donc d'aprés le Lemme 4.2.5

en nassant 4 la limite inductive on obtient
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I1 est clair »ar la démonstration que le Lemme 5.1.2 ainsi que son corollairel
sont valable pour un domaine compact cylindrique K1x o xKn au lieu d'un poly-
disque.

k
E A, x ...xA x$z Y}, f O
1 théoremB™! tghs £y ‘AM'--XA.MX{Z»":

In vertu du Eeoreddeiwxe 4.6.7 cela signifie que T, est pur de dimension O

) =0 vour k= 1.

nar rannort & fxOﬂ On obtient donc d'aprés le Théoréme 4.6.3
.k k
H (A,fx(’J) = H (An,qtnxfxcr).
Ce dernier s'annule vour k 2 1 d'aorés la »nremiére nartie de la récurrence.
C.Q.F.D.
En combinaison avec le Corollaire 4.3.7 et le Théoréme 4.3.3 on obtient le

Corollaire 5.1.3 Soit f un faisceau sur un polydiscue fermé A\ ayant

une résolution réciproque du type suivant:

Alors on a Hk(ﬁs,?q =0 pour k Z 1. De »lus, on a la suite exacte suivante:

0e— FA) e e ... ) o.

\ (Bien entendu, ol est le raisceau défini par Uhe-G!(U) = d(U)l.)

Considérons ensuite un vpolyédre analytique fermé D dans un ouvert vcch.

Suvposons que

D = une composante connexe de {z¢€U;|F.(z)]< 1, j:l,...,d},
D est contenu dans J
avec Fj(z)é o(U). Suvposons que p Dy :ﬂzj|5-R, j=14...,n}. Considérons l'appli-

cation suivante:

(5.1)  F: D—> A = {(z,w)e ™9 lz;1< Ry 1< 3 n, \wil< 1, 1< 354}
W W
7 b—> (z,F1(z),...,Fd(z))

Wi =Fl2) w51 4

' est évidemment injectif et son image est une sous

variété lisse, donc un nlongement. Distinguons par L%!SR

O% resp. O le faisceau de fonctions holomorphes sur D resp. A.

Théoréme 5.1.4 Il existe une résolution récioroque vour le faisceau Fxﬁb

du tyve suivant:

On peut méme en choisir une telle gue =1 et p est la restriction naturellel.

Démonstration Suvposons d'abord que Fj(z) soient définis sur Dy

Alors wj-Fj(z)F—? Wj’ 1< j< d, est un changement de coordonnées global



sur le domaine DRx Cd qui contient A . L'image de D nar ces nouvelles
coordonnées est égale a {wj =0, 1% d}. FXOb s'identifie avec le faisceau
de fonctions holomorphes sur DR en variables 2z qui sera noté O;. Désignons
donc par G; . le faisceau de fonctions holomorohes sur DpX Cd. Il suffit

9
alors de fabriguer une résolution de la forme

d d
. % Pl (4), A .y (a)
(503) O<_ 0’2‘ dz’\v‘ UZ’\N‘ s e 0 e’Z’wé——O,

(résolnition de Koszul) dont les homomorphismes Bk seront orécisés ci-dessous.
On nose d'abord pour f(z,w)é€ O; w(U) ﬁof(z,w) = f(z,0) ¢ 0;(Ur\DRx{O}) (et

]
'bof(z,w) =0 sl U n'intersecte pas Dpx {0}). Par la suite pour simplifier

1técriture nous introduisons la notation d'algébre extérieure. On désigne un

(x)

élément de (U) a la forme suivante:

f: Z J J (Z’W)eJ Aoo-/\e
(Jgseeesdg) 1777 77% 1 k

ou S ERREELP| sont une base formelle et les coefficients sont des fonctions
holomorphes dans U dépendant alternativement des indices j?""’jk qui
narcourent les arrangements de k nombres varmi {1,...,d}. Bk est alors

défini »ar
d
'Bk( > £y (z,w)e ...'\eJ}: Z: (Z £ N (z,w)wj)e‘j PRERILE
(33,3 17 Yk 1 k (32 jf)J1-1 1775 1 2
Le coefficients du résultat étant encore alternatifs en 32""’jk’ il est

Iy

clair que vour k Z 2,

f 3 (z W)€, peeopn€. 2: (2{; £, . (z,Ww, w, e, o= €.

k-1 k( zz; ’ A*°°A ) ’ AA

(i) Ji593 3y Jye Gy 236 135 I3 33 Iz Jie
= 0

D'autre nart 90o81 = 0 se vérifie directement. Montrons maintenant Xer Bk—!

CIn Bk. Le cas k = 1 se vérifie aussitdt en vertu du développement de
Taylor. Démontrons le cas k 2 2 npar la récurrence sur d. Le cas d =1

est clair, car ’31 est alors injectif. Supposons que l'assertion est vraie

jusqu'a d-1. Prenons F¢& ; telaue B f =0, i.e. aque
d iy i)
Z; f.. . (zyW)w, = 0 vour tout (Joyeeesd)e
i AR PR ) J : 2? YR



Posons w = (w',wd) avec w' = (W1""’Wd—1)' De 13 en nosant w

H
o

on

obtient alors la relation
d=1
>t .
j:] J’UZ). . .)Jk
ce qui impligue ’Bif' =0, ou f'= E: fj1

(z,W',O)wj =0

I3 ; '0 13 LN BN ] (3 '
_Jk(z,w , )eJ1A SN et ’Bk est

5

l'ovnérateur de bord nour d-1 variables. Donc var 1l'hyvothése de récurrence

il existe L gt . . ' . Y- ! v = f? i
d§1 <E:meJhmek(z,w )eJerJ4A AC3, tel que 8k+1g = f', i.e.
E: g'.. . (z,w")w, = f. (z,w',0).
18 53,0 P Ty g 2
Posons
g. . . (z,w) = gt . . (z,w?) vour 1 < j d-1
Jodty ik Eiodnr ik = Jo s 7
. . (zyw) = —1F, . (z,w)=T, . w',0)%Y.
ng4,~-“Jk ’ Wd{ 34'~..)Jk ’) JA’_,.ij(Z’ ’ )}
A]_OI‘ = . * 4 . » o0 . b 5vi H =
s g E: ng“3Jk(7’W)eJoA AeJk est évidemment une solution de ’ak+‘g f.

Considérons maintenant le cas général. Prenons un recouvrement de DR par
des domaines mekycylindriques fermés K,x ... xK  tels que, soit qffe Fj(z)
sont holomorrhes sur K,X ...xK , soit que XK,x ...xK D = g. Si c'est le

oremier cas on prend la résolution construite ci-dessus. 81 c'est le second,

on prend la résolution banale: O¢— Oe— .... 4&—0, car FXO§ =0 1la. 11
reste donc & recoller ces résolutions par les lemmes suivants:
: | I, 1] 3 " _ "
Lemme 5.1.5 (Cartan) Soient K' = K1xK2x cee XK et K" = K1xK2x ...)(Kn

deux domaines compacts cylindriques tels que K{(\K?. et Kj soient contractiles.
Soit TF(7) une matrice non-singuliére a coefficients holomorphes définis sur

K'nA K", Il existe alors des matrices non-singuliéres F'(z), F"(z) & coeffi-
cients holomorphes définis sur K' resp. K" telles que F(z) = F'(z)F"(z)

sur K'n K",

L'idée de la démonstration de ce lemme est claire: On décompose 1log F(z)
comme dans le Lemme 5.1.1. Puisque 1l'avvlication F(z)r>log F(z) n'est pas
globalement définie et qu'elle n'est un homomorphisme entre le groupe multionli-
catif GL(¢,J(K'nK")) et le groupe additif ozl(C,O’(K'nK")) qu'au sens infini-
tésimal, 11 faut faire uhe construction anproximative dont le détail est assez

long. Nous 1l'omettons donc.
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Lemme 5.1.6 5oit

0e— T olecle e cf'2 el € efa"é——o
(5.4) szj/ AL ﬁ‘l R"l
0— qu—-G Me Be @™ M ymde .

un mornhisme de comvlexes entre Yes résolutions récinroques des faisceaux
\_If‘\(")

et 03 sur un domaine comvact cylindrique K1x oo X Kn. Supososons que ¢

est un isomorphisme de faisceaux et que }j’ Pj’ hj gont des homomorphismes

définis par une matrice & coefficients holomorphes sur Kjx oo X Kn' Alors

en exercant un nombre fini de modifications par la somme directe avec ...—>
p_id D . . \

0¢— @e— @ e—0e—..., on peut obtenir de nouvelles résolutions

A
0e— 3‘»<—cf oyl M oMo

(505) ?ZL %' ‘f;' 9’!
Oc— 0} «— ofocMe gn Mo <——-O’“<———O

qui admettent entre eux un morohisme de complexes {?jS formé de matrices
holomorphes non singuliéres sur K,

Démonstration sera faite vpar la récurrence sur la longueur d. Le cas

d = O est banal: Dans ce cas hO sera lui-méme un isomorvhisme, Donc on

aura nécessairement QO =m, = et 9b = hO' Supposons que l'assertion est

0o~ Po

vraie vour d-1. Regardons la vremiére nartie du diagramme (5.4). On const-

ruira un nouveau diagramme commutatif

O(--Tfl{-— guedmo F("Ae,j-d-) e/ueoﬂhoéll,O)
er' He L qu
()4_..0;<___ GMGQOJL) ‘(u" ld) e{mi d?o ( ‘I,O) L

(“— . e e
tel que H, soit un isomorphisme (défini vnar un élément de GL(Q°+mO,GTK))).
S'il en est ainsi, on aura Im(}o,id)uy im(yo,id) d'anrés le lemme des cing,

donc on pourrra aopliquer 1l'hyvothése de la récurrence au diagramme

Ol—Im(’)\o,ld)f——C‘! oo™ e— ol R @'0"<——o
ST wlb l

0 ¢— Im(py,id)e—¢ MY Pe— O ¥2e— ... e— M 0,
d'ol la conclusion.

Considérons donc le diagramme pour les esnaces des sections globales:



V-7

0e— F(K)— P2 g e— ...
(5.6) (sz hol hfL
04—0) () +— ()2 o) e .o,
ce aul est aussi exact d'anrés le Corollaire 5.1.3 (et la remarque avrés cela).
Puisque hy induit un @(K)-isomorvhisme entre d(K)l°/Im'AO et O(K)M/In Fo?
il existe des éléments g,,...,§, € J(K)™  tels que Im hg et Plg)sees,
yo(g%) engendrent ¢(X)™ sur O(K). (En effet soient € = (0,..,0,1,0,..,0)
les éléments de la base de &(K)™. Il suffit de prendre £, tel que €€
po(gj)+lm ho.) Soit g: J(K)" — &d(K)™ 1'homomorphisme défini par e 8
Puisque la matrice ahO+FOog: 61K)¢°06(K)”b—9-6(K)m° est surjective, il
existe des matrices o: O(K)™ — ﬁ(K)h et G(K)%«—> OYK)L’ telles que
h, ,Joeg). d(K)Q°_>d(g)m°
o ) oemm o)l

soit surjectif donc inversiblg?) Ainsi on obtient le diagramme voulu:

0+— F(K) < 9(1) oo (k) e P01 gl gy
P2, Che®pe§, o), ~ (hy@9,vap0d
0— O(k) ——ox)" eo)® LD gixy™anx) '

Le passage au diagramme de faisceaux est évident. C.Q.F.D.

Remarquons que dans le lemme ci-dessus la donnée de {hj} est superflue.
En effet dans le diagramme (5.6) on peut construire les matrices hj une &
une & partir de Jj = 0 en regardant l'image de la base de dﬁK)q . DBien
entendu le choix n'est vas unique.

Terminons la démonstration du Théoréme 5.1.4. On modifie deux résolutions
locales définies respectivement sur K', K" suivant le Lemme 5.1.6 de sorte
quelles se rientpar des isomorphismes par matrices holomorphes non singuliéres
?j sur K'n K" (voir (5.5)). Puis on factorise les matrices suivant le Lemme
5.1.5: }H = ?g;?g, ou ?3 resp. ?H sont une matrice holomorphe non singuli-
ére sur K' vresp. K". Dans le diagramme (5.5) on remnlace Aj resp. Mj
nar %!/\j (y;_:: resp. C?;'thfii‘:‘ et ij par id. Ainsi on obtient de

nouvelles résolutions sur K' resp. K" qul se recollent bien sur K'nK".

F)Plus précisément, on vpeut utiliser la forme explicite de la matrice Pee & pour
fabriquer par ex. e Herd\/ % E\ = E % \.
( E % )( E 0) ( 0 E



NWotons finalement ocu'on veut faire cet argument nour le faisceau v-8

\g:'Ker{p:@g—?Fkﬁbj au lieu de FTx%. Puisqu'on peut lier la résolution nour J
ainsi obtenue avec la suite Q€ FyUps— Ua < Y<— 0 globalement définie, on
neut toujours sunroser dans (5.2) que =1 et p est la restriction naturelle.

Fn choisissant un recouvrement du type produit de A, on peut répéter ce

procéder avec un ordre bien choisi pour obtenir finalement une résolution

Lﬁ:iif?nie globalement sur Zlif C.Q.F.D.

Le théoréme suivant est une généralisation Ju théoréme d'approximation

de Runge:

A
Théoréme 5.1.7 (Weil-Oka) Soit KCU un compact tel que XK = K dans U,

Alors toute fonction G(z)  holomorrvhe au voisinage de K nveut &tre approchée
par une suite d'éléments de O(U) uniformément sur K.

Démonstration Par la définition de l'enveloppe holomorphe (2.8), on

voit que K nveut &tre anproché de 1l'extérieur par des polyeédres analytiques.
Sans perdre la généralité on peut donc supposer qgue K = D est un polyédre
analytique fermé. Reprenons le plongement (5.1). D'avrés le Théoréme 5.1.4
et le Corollaire 5.1.3 O&— FXOE(A&)éll-d(AA) est exact, i.e. il existe
une fonction holomorvhe H(z,w)e @(A) telle que H(z,w)\F(D) = G(z). Grice
au développement de Taylor, H(z,w) peut 8tre avproché uniformément sur A
par une suite de polyndmes en =z, w. Donc G(z) vpeut &tre approché par une
suite de nolyndmes en =z, F1(z),...,Fd(z). C.R.F.D.

Maintenant nous nouvons démontrer le théoréme principal de ce varagraphe:

Théoréme 5.1.8 (Oka-Cartan) Soit Ucc? un ouvert de Stein. On a alors

(5.7) HP(U,d) = 0 pour p = 1.

Démonstration Sans perdre la généralité on neut suvposer que U est

connexe. Considérons d'abord un volyedre analytique fermé D dans U. Par
le plongement (5.1) on obtient un faisceau FXGB sur A dont les groupes de
cohomologie s'annulent en vertu du Corollaire 5.1.4 et du Théoréme 5.1.4.
D'autre part 1l'application F est pure de dimension O en vertu du Corollaire
4.6.7. Donc d'aprés le Théoréme 4.6.3 on obtient

Hp(D,O’D) = HP(A,FXGD) -0 opour p = 1.

Soit donc mlz {ﬁd} un recouvrement localement fini de U par des poly-



disques fermés. Nous démontrerons UP(Pl,¥) = O pour »p > ' ci-dessous.
Puisque les recouvrements comme cela constituent un systéme cofinal, on en
tirera la conclusion (5.7). Soit «¢€ (U, tel que 89’: 0. Prenons
une suite croissante de polyédres analytiques Dk de U aporochant celui-ci
de 1'intérieur. Sans perdre la généralité on neut sunvoser gue 'ﬁa,{BDk £ 8
implique ﬁ}!\%Dkt1 = 4. Pour k fixé, Vln]qk est un recouvrement de Dk
nar des volyédres analytiques fermés. Il est évident que le théoréme de Leray
est vral pour un tel recouvrement. Donc en vertu de la premiére partie on
obtient

Hp(’lﬂle,O') = iP(D,0) = 0 pour pz1.
I1 existe donc lfkecp"(’vzlak,e) tel que 84k = SP]DK. Soit 2}; un élément

de Cp_l(ﬂl,d) dont les coefficients pour 'ﬁao,...,UQPCZDk sont égaux & ceux

de yk correspondants et pour les autres UAO,...,UHP sont égaux a zéro. On

~N
a Syk'Dk 1 = ?'D . de sorte que

(5.8) 5<¢k+1“"k)lnk_1

Sunvosons d'abord que v

0.

n ~/
1. (5.8) alors signifie que @,  ,-¥%,  définit une

~
fonction holomornhe sur D Donc d'aprés le Théoréme 5.1.7 il existe fkk(z)

k-1°
€ (U) tel que

~ ~ ~NS 1
V¥pur-Fm Xl € 5% sur D,
Posons
a ~
Y A/ ) N
(5.9) Y= + g_:l (Fpr-¥-0K )
La somme converge uniformément pour chaque 55 et définit donc un élément de
CO(1X,6). La modification usuelle montre que
~ @D ~ ~
S Y BRI MO N RN ()
DN-— 1 N k=N k+1 'k k Dy-14 DN—1
pour chaque N, Donc Y% est une solution cherchée.
Soit maintenant p > 1. D'aorés (5.8) on obtient ¥, €cP™(U|p,__,,0
o~ ~ ,
tel que B’Xk =<’5Lk+1— Vk)le_1’ d'olu, en modifiant par zéro, un élément

A p=2
X €CT T(U,0). tel que

3 %k‘nk > =('¢k+1 _yk)le_Z’


http://analytiqu.es

Posons encore (5.9). Cette fois-ci, 1a somme devient finie sur chaque DN'

I1 est clair que ¥ est une solution de S¥= @ . C.0.F,D.

0

3%)

2. Solution du probléme de Levi

Dénontrons d'abord la réciproque du Théoréme d'Oka-Cartan.

Théoreme 5.2.1 Soit vcc” un ouvert. Sunnosons que Hp(U,07 sont

de dimension finie pour 1 & p < n-1. Alors U est un ouvert de Stein.

Démonstration Avangons par la récurrence sur n. C'est vrai pour n = 1

sans aucune hypothése. Sunposons gque ceci est vrai jusqu'a n-1, Soit a¢€
DU. On va chercer un élément F(z)€ J(U) oqui ne se nrolonge pas au voisinage
de a. Soit H un hyperplan tel gque U' = UNH soit un ouvert non vide de

doncle point

n-1 AN ‘s sy
ayant pa sur sa frontiére. Sans perdre la généralité on peut supposer

C
que H = {znzO}. Soit ¢! 1le faisceau de fonctions holomorphes sur U'C,Cn-1
et soit C: U'=> U 1'inclusion canonique. On a alors la suite exacte:
0« Lxe/'e—f— 0 g e—o,

ou P désigne la réstriction sur zZ, = 0. Donc en vertu de la suite exacte
(5.10) oo —>EPTHE) —> HP(U,e’)—+HP(U,Lxd')——>HP*‘ (U,8) —> ...,
on conclut que Hp(U,L*d') sont de dimension finie pour 1< p< n-2. Notons
que Hp(U,Lxd') - #°(U',@'). Donc par l'hypothése de la récurrence U' est
un ouvert de Stein de ¢! et 11 existe une fonction G(z') €d'(U') qui ne
se arolonge nulle part au dela de "dU'.,. Reprenons maintenant le début de la
suite exacte (5.10):

oo —> 3L @ (1) — B (1,0 —>. ...
Par hyvnothése H’(U,H), donc Coker p sont de dimension finie. Pulsque
z?G(z'), k = 0,1,... sont linéairement indépendants dans O'(U'), il existe
donc une combinaison linéaire g(z1)G(z') narmi eux qui est dans 1l'image de

p- 11 est clair que cette fonction g(z1)G(z') ne se nrolonge toujours nas

au dela de 7JU'. Donc la fonction F(z)€ &(U) telle que P(F(z)) = g(z1)G(z')

3)Ce paragraphe n'est pas nécessaire pour la suite, car on donnera ultérieurement:une
démonstration du théoréme de Grauert n'utilisant pas lanotion de pseudoconvexité.
Néanmoins il vaut étudier.
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est une fonction cherchée. C.3.F.D.

Remarque On démontrera ultérieurement qu'en effet on a uP(u,®) = 0 pour
p 2 n voour n'imvorte quel ouvert vceh

Ajoutons une propriété sur la stabilité des ouverts de Stein.

Proposition 5.2.2 Soit U une suite croicsante d'ouverts de Stein.

k

Alors U/ U, , est aussi un ouvert de Stein.

Démonstration Sans verdre la généralité on peut suvposer que Uk’ donc
U sont connexes. Soit KkCUk un compact qui est holomorphiquement convexe
A
dans Uk+1’ i.e. KkUk+1 = Kk' On peut le choisir vour chaque k de fagon
que ch;Int(Kk+1) et \v/ K = U. Prenons un voint a€ dU. et choisissons

. k . .
une suite a ‘e K O K telle que a ~» a. On va construire par récurrence

+1

f, € d(Uk) ayant les prooriétés suivantes:

: k
lfk(ak)\ﬁz 2", |£ k+1(Z) -f, (z)] € '%? pour z¢€ Ky
Choisissons f1(z) ainsi. Suvoposons qu'on a déja choisi fl"“’fk' D'aprés

le Théoréme 5.1.7 il existe g, € g(U, ..) tel que

k+1
' L
\gkﬂ(z)—fk(z)lﬁ Sk pour z€K,

Soit d'autre part h
k+1

_ (z) € O’(EI)H) tel que

In N > sup{|hk+1(z)|; zéKk'§.

k+1

En ajustant par un facteur et en prenant une puissance appropriée,on peut

supposer que

k+1 ) k+1
‘hk+1(a ) 2 2" +lg,,a DI,
‘hk+1(Z)\2 ’é‘];...‘,' pour zéKk

Alors fk+1(Z) = gk+1(z) + hk+1(z) sera un élément voulu.

Posons maintenant
®

£(z) = £,(2) + Z (£,,q(2)-£,(2)).
La déformation habltuelle montre que f(z) est holomorphe dans U et que
\f(ak)\°2 2 -1. Donc f(z) ne se prolonge vpas au voisinage de a. C.Q.F.D.

Démontrons maintenant le
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De nlus on neut supposer en méme temps que toute boule de rayon < r
U en un ouvert de Stein.

intersecte
\\\.~—~

Théoréme 5.2.3. Un ouvert nseudoconvexe est un ouvert de Stein.

Démonstration Sans verdre la généralité on neut suoposer que l'ouvert U

est connexe. De nlus, en vertu de la Pronosition 5.2.2 on veut sunnoser que

U est fortement pseudoconvexe. Soit donc ng) une fonction s-psh telle que

U = {9(z)<0}. Nous allons montrer la finitude de dimCHD(U,U) pour p =1.

L

D'anrd3s le Théoréme 2.4.5 i1 existe un nombre fini de boules El""’BN de

soit un ouvert de Stein

nour tout k.ﬁ Construisons d'abord des ouverts fortement pseudoconvexes UO =0

U1""’UN = V tels que

rayon r telles qu'elles recouvrent U et cue B.nU
E4N

(5011) Ukok+1CU]{u Bk""‘, nour k = O,.ao,N’““,
et que VD2U. Choisissons 4k(Z)G:CSD(Bk) a4 valeurs non négatives tels que
N <

j=1
suffisamment petites vis-a-vis de la constante M
P (z)=
Théoréme 2.4.5, alors~ T
U8 _ -
nagepde U, Posons U, =i‘fk(2)<o}’ Alors (5.11) est évidemment satisfait.

Sizyﬁ(z)”> 0 au voisinage de U. Si les dérivées secondes de yj(z) sont

dans la démonstration du

k
7) - 27/3(2), k=1,...,0 sont aussi s-psh au volsi-
i=1

De nlus, wvar la m@me raison on peut suvposer cuc toute boule de rayon < r

intersecte aussi chaque U -~ en un ouvert de Stein.
que la restriction est surjective

Montrons A Hp(Uk+1,G)-4>Hp(Uk,09A pour p 2 1 (k=0,...,N-1), Fixons k et

goit VO une boule telle que suppyk+1<.VO<.VO<lBk+‘. Choisissons les boules
v

. v
3 j=1,...,V de rayon < r de fagon que Vj,‘supn %k+1 =4 et que {Vj}jzl

recouvre Uk\ VO' Posons

.f)()k = {VjﬂUka j=0,1,...,))}, O()k_” = ivjﬂUk+1’ j:O,1,...,V} .

Ils sont un recouvremeht de Stein de Uk resp. U

En vertu du théoréme de Leray on a donc

p _ ub :
H (a(’k,d) = 1°(u,,0),

k+1°

p p
BOL 1@ = B (U0,

- s " by o ' - ‘
Or on a erqu = anUk+1 pour j 2 1 par hynothése, d'ou Uk

Cp(ﬂpk,ﬁ) = Cpeﬂ;+1,d) pour p 21,
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car le domaine de définition des coefficients de cochatnes est commun. Ainsi
o

81

n @Q

nant pour tout k, on conclut oue la restriction H?(V,®) > HP(U,d) est

{H,d)—%Hp(’l(i{,d) est surjectif (et mdme bijectif mour p = 2). Fn combi-
surjective nour p ZzZ 1.

Soient maintenant ¥ = {Xjﬂ resp. Y= {Yj} un recouvrement de Stein
fini de U resp. V tels que XJ.@:Yj pour chaque j. Puisque VU, on
peut en fabriquer utilisant.des boules de rayon < r comme ci-dessus. On a
alors H°(U,0) = H’(¥,0), HP(V,0) = H°(Y,®). L'application de la restriction
HP(v,d) > H°(U,0) est renrésentée par celle H (Y ,®) — HP(X,0) induite par
la restriction d(Yj)—e-d(Xj). Munissons chaque d(Yj) resp. oxxj) de 1la
topologie de convergegince localement uniforme. Alors c® Y ,0) resn. CP(¥,0)
sont des esvaces de Fréchet. En vnlus, d'aprés le théoréme de Montel la

une application
restriction d(Yj)-e-d(Xj), donc C°(Y,@) > cP(F ,0) estcompacte, 1i.e.
elle envoie un voisinage de zéro du vpremier espace & un sous ensemble relative-
ment compact dans le second. Donc la finitude de dimCHp(1 ,0) s'ensuit du

lemme suivant:

Lemme 5.2.4 (Schwartz) Soit
/ A
pr A g A ge
14 1 »
hl , h Wy

F "_L> F —"‘—4—>F"

un diagramme commutatif d'espaces de Fréchet localement convexes (i.e. la topo-

logie est définie var une suite de semi-normes). Sunposons que
a) KerA /Im A'—>Ker )J/Im p' est surjectif.
b) h est une application compacte.

Alors Ker P/Im p' est de dimension finie.

Démonstration La restriction de h: Ker%-—)Ker'F étant évidemment encore

compacte, on peut suovposer gue E = Ker), F = Ker‘y. L'application h @ F':
E® F'—F est alors surjective par hypothése. Donc d'aprés le théoréme en

granhe fermé h @ P': E® F'/Ker heP'—1>F‘ est un isomorphisme topologique.



L'application h®0: E® F'/Ker h+P'-ﬁ>F étant compacte, on obtient ainsi
une application compacte f = F«aboE)T": F—>F telle que Coker (1-f) =
F/Im p'. Mais la finitude de dimg,Coker (1-f) est bien connue. (En effet,
il existe une semi-norme J.)} de F telle que 1'image de sa boule unitée
par f so0it relativement comvacte. La démonstration alors se fera paralléle-
ment au cas d'espaces de Banach.) C.Q.F.D.
Remarque 1 La démonstration ci-dessus montre en mé&me temps que la propri-
été de Stein est une propriété locale au vbisinage de la frontiére.
Remarque 2 DOn peut démontrer par le méme ralisonnement que les groupes
complexe

de cohomologie d'une variété analytiqueAcompacte 4 valeurs dans le faisceau

structural O sont de dimension finie.

3.Pureté de codimension de R” dans C" par rapport a .

Dans le chapitre IV, §7, nous avons montré que R"  est pur de codimen-
sion n dans C" par rapport au faisceau constant C. Notre but est de
démontrer le méme résultat pour le faisceau . Compte tenu d'applications,
nous considérons une situation un peu plus générale.

Proposition 5.3.1 Soit UCC" un ouvert et soit S sa partie fermée.

Supposons que quel que soit un ouvert V d'un esvace euclidien complexe, on a

k

(5.12) HVxS(VXU,dWU) =0 pour k< r.

Alors quels que soient un ouvert V et un compact K<C, on a
k
HVxsz(VKCKU,O%xCxU) =0 pour k < r+il.

(Ici on désigne var deU le faisceau des germes de fonctions holomorphes
sur VXU etc.)

Démonstration Notons que pour V fixé le couple (VxU,VxS) considéré

au lieu de (U,S) satisfait aussi a la condition (5.12). Donc il suffit de
. k
démontrer HKxS(CXU’OExU) = 0 pour k ¢ r+! sous la condition (5.12).

Considérons la suite exacte



! (cxv, @) —s HE?]

s ‘ﬁt¥

((C\K)xU,0)

“st (Cx K)xS
—>Hy o (CxU, d)——afx G (CXU, ) — ...,
ou on a abrégé Obxs par d. Donc pour k < r on a aussitét Hﬁxs(CxU,d)

= 0. (Notons que le "paramétre" V est utilisé pour avancer la récurrence.)
Le cas k = r est plus délicat. Soit P1 = CU{w} 1la sphére de Riemann.

< 1z 1 .
Considérons sur P x U 1le faisceau 2{ des germes de fonctions holomorphes

F(t,z) satisfaisant a F(w,z) = 0. On a ZanU = O@xU Notons aussi que

27\(P CK)XU est isomorphe a dl(p‘xx)xU par le morphisme F(T,z)r> TF(T,z).
(A 1'aide de 1'inversion T +> 1/, on peut condidérer P‘\ K comme un
ouvert de C.) On a donc d'aprés le théoréme d'excision

HY o) (P'xu,g) = &

(P'NK)xS PNK)xU,0

)-‘—'O,

(P'\K)XS(( (P K)xU

r r r .
5(CrU, 00 p) = Hy, (XU, ) = Hsz(P"U’j)'

Donc en tenant compte de la suite exacte

r-1
(PINK)x S

11 suffit maintenant de démontrer

e —>H (P'xU,J)—> L (PxUj)-—->H (P'xu j)-—>...,

Pixs
P4XS(P xU,J) = 0. Soit qr: P'Xx U—>TU
la nrojection. On montrera dans le lemme ci-dessous que ka)z:xg = O pour
tout k. En appliquant donc le Théoréme 4.6.3, on obtiendra

1
5P xU,9) = HE(U,’)L}J) = 0. C.Q.F.D.

Lemme 5.3%.2 RKVEXg = 0 pour tout k.

Démonstration Il suffit de démontrer

k
(R thj) = %_3_% HX (P xV 5) = 0 oour tout =z eU.
Donc on veut supvoser que U 1lui-méme est un voisinage de Stein de z. Posons

P\ fo})x U, U, = (P'~{o}) xU.

Uo = 1
Qﬂ = {UO’U1} est alors un recouvrement par les ouverts de Stein. (On l'appelle
simplement un'recouvrement de Stein'".) Donc d'aprés le théoréme d'Oka-Cartan

¢théoréme 5.1.8) et le théoréme de Leray (Théoréme 4.5.6) (et le fait que

), on peut calculer Hk(Ple,j) par ce recouvre-

i/t v ﬁ‘ | ‘
J|cet o} (P~ {o})xu

ment. Or on a



(UL, ) = T, DU, + T4,
C’(’lﬂ,j) = MU n U DUGAT ck(m,g{) -0 pour k2 2.

D'od aussitst H°(P'xU,{) = 0 pour k 2 2. Montrons ensuite HO(P'xU,9)

= T(P'x0,{) = 0. Prenons F(T,2)€ T(P'xU,{). Pour chaque z €U fixs,
F(T,7) est une fonction holomorvhe globale sur P‘, s'annulant 4 1' @, d'ou
F(t,z) = 0. Considérons enfin un cocycle F(T,z)UO/\Ul. Pour =z fixé,
P(T,z) est holomorphe en .1 dans la couronne O < |Tl< o, donc admet le
développement de Laurent:
F(t,z) = Fm(T,z) - FOOT,Z),

ou FO resp. ED désignent la vartie holomorphe en O resp. en w®. On
peut choisir cette décomposition de fagon unique en se posant la condition
FGDUD,Z) = 0. Puisqu'elles peuvent alors se calculer par la formule de Cauchy,
on constate qu'elles sont holomorvhes en «, z. On a donec

F(T,2)U AU, = S(FO(T,Z)UO + F_(T,2)0,),
d'ot H'(P'xU,{) = 0. C.Q.F.D.

Corollaire 5.3.3 Soit U un domaine de C et soit S sa partie fermée.

Solient chIC, j=1y...,n=1 des compacts. Alors guel que soit un ouvert V,

k n-1
VxK1x.‘.xKn_1xs(ch XU,deCn) = 0 pour k < n,.

Démonstration Puisque U est connexe l'unicité du prolongement a lieu,

on a H

i.e. la restriction HO(U,d)——> HO(U\S,OO est injective. En appliquant ce
fait & une fonction holomorphe F(w,z) dans VXU pour w fixé, on conclut
que HO(VxU,d)-—9 HO(VX(U\S),G) est aussi injective. On obtient donc

0 - s

HVxS(V’U’G%xU) = 0. En vertu de la Proposition 5.3.1 on obtient donc

k ‘ _ . . .
HVkleS(VXCXU’O%XCYU) = 0 vpour k < 2. En répétant ainsi 1'emploi de la

nronosition, on aboutit & la conclusion. C.Q.F.D.

Théoréme 5.3.4 Soient Kl’ K2 des polyédres analytiques fermés dans

c". Ona alors, quel que soit un ouvert V,

k
HVx(K1\K n) = 0 pour k < n.

n
2)(ch *TVXC



Démonstration Omettons pour simplifier le facteur V. Sans perdre la

généralité on peut supposer que K1:>K2, donc

Ky

K,

Si on pose

{zecn; \Fj(z)lg 1 pour j = 1,...,N1},

{zec™; le(z)\51 pour § = 1yeee,N )N 41,000, N 4N 4

0]
tl

19

n .
Ky = {zec™; \Fj(z)l <1 pour j = 1,...,N1,N1+1,...,N1+k}, 1< k<N,

avec la convention Kﬁ = Ka, on a la suite exacte
k % k n k n
...QH ' 1 (C ,G)"‘—"H ' (C ,0)_'>H '(C ,e)é eoes e
KJ\KJ+1 K1\Kj+1 K"\Kj
Donc si on démontre notre assertion pour le cas special N2 = 1, on pourra la
démontrer par récurrence. Posons donc N1 = N-1 et Na = N. Puisque K1 est
compact, on peut supposef sans perdre la généralité que Fj(z) = 24 pour
1< j<n et que n < N-1, Considérons le plongement F: Cn—-)-cN défini par
1Zn
F(Z) = (z1,...,zn,Fn+1(Z),...,FN(Z)). R
Choisissons RZmax(Sup\FN(z)l,l) et posons { ~
T ZeK, ﬁ k1
~ ’ N . '
K1 = {(219---9ZN)€C ’ \Zj\fh 1< jS N-1, lZN\SR}: ImF :
~ N » |Zl'p-"ﬁ‘2~4“
Ky, = {(zy500052y)€C; ENESP 1< J< N} ]
N -1 -1 v
Ils sont des compacts de C et ona F (K1) = K1, F (KZ) = Ka. Or on a

d'aprés le Théoréme 4.6.7

Hk(F-I(z1,...,zN),d)

k
(R Fxd)(z1,...,zN)

OJ(Z.‘,OOQ,Zn) Si k:o et (21""’ZN)6 Im F,
Y sinon.

Donc d‘'aprés le Théoréme 4.6.3 on obtient

(5.13) HE o (P,8) = HY ¥ (cN,de).
s N2
Posons

U = izNéC; \zN\>1}, S = {zNéC; 1'<|ZN‘S R},

Ly = {zjeC; |zj\51}, 1< j< N-1,

~/

N .
On a K,NK, = Lox...xbLy

couple (U,S), on obtient

xS. Donc en appliquant le Corollaire 5.3.3 au



HE « (¢ 7'xU,000) = 0 pour k<M.
)
Or on a dfaprés le Théoréme 5.1.4 une suite exacte de la forme

Qo QN"n
0<— F @.n<— O.N< cee € d.N <0,
% C c C

(Puisque on peut fabriquer maintenant la résolution globalement comme la réso-
lution de Koszul, 1le facteur implicite V ne produit aucune difficulté.)

Donc d'aprés le Corollaire 4.3.7 on conclut que

k N-1
Hﬁ1\k2(c xU,FxObn) =0 pour k < n.
Puisque ¢ T'x Uy est un voisinage de K ,N%, dans CN, compte tenu de (5.13)

1 2
on achéve la démonstration.

Corollaire 5.3.5 Hin(Op) = 0 pour k < n.

Démonstration Notons que R = {z€C; |eiz|§1, Ie-izlsﬂ’. Donc

K,

Ko

sont des polyédres analytiques fermés. Posons

RN {z¢€c”; lzl < 1,000,502, <1},

i

’ A Y 2
an{Re £(z) < O}, ou f(z) =1~ (z?+...+zn),

U= {zec"; lz,0< 15.c o5 lz, 1 <1, Re £(z) > o}.
C'est un voisinage de l'origine et on a

n
K1\ Ka = R nNnVU.

En effet, 1l'inclusion 2 est clair. D'autre part, si z€ R et Re f(z)

>0, ona 1 - (z$+...+zi) > 0, donc \zjl < 1, d'ou l'inclusion réciproque.

k

KK

Puisque {rU; x'>0} sont des voisinages fondamentaux de l'origine, on conclut

Donc d'aprés le Théoréme 5.3.4 on a HgnnU(U,G) = H (Cn,05 = 0 pour k < n.
que ggn(d)o =0 pour k <n. C.Q.F.D.

Remarque D'aprés le Lemme 4.3.5 on obtient donc ngcn,d) = 0 pour k
< n pour tout ouvert SlCan. Donc en vertu de la suite exacte de Théoréme
4.3.6 ¢), 1l en est ainsi pour tout SCR" 1localement fermé.

Corollaire 5.3.6 Soit S = {zeCn; Im z,»0, j=1,...,0}. On a gg(o%“) R"

J
= 0 pour k <n,

Démonstration Posons cette fois-ci

.0 .
K, = SN1{zECT; |zj\s1, j=1,...,n},



n
K, = K, n{zeC™; Re £(z)< 0},

U = {zec™; lz;1€1, § = 1,...,n, Re f(2)> o},
ou

. 2 2
f(z) = 21(Z1+"'+Zn) + 1 - (z1+...+zn)

On a K1\ K2 = 8SnU. En effet, 1'inclusion D étant claire, soit =z = x+iy

€ K1\ Ka. Pour montrer zé¢SnU, il suffit de vérifier |zj\ < 1 pour Jj =

1y...y,0. Or on a
0 < yj < 1, J = 1y¢00yn,
_ _ 2 2 2 2
0 < Re f(z) =1 (x7*+...4x ) - 2(yy+eety ) + (y1+...+yn).
Donc en substituant yj'z y? on obtient

2
1

d'ou 1l'assertion. D'aprés le Théoréme 5.3.4 on conclut donc que HgnU(U,d)

- HS (U,d) = 0 pour k <n, d'ou Hk(d) =0 pour k< n. C.Q.F.D.
KI\KB =S 0

Démontrons maintenant le

2 2 2
(X34 ex0) + (e 4y2) < 1,

Théoréme 5.3.7 Rcc est pur de codimension n par rapport & .

Démonstration Il reste a considérer ﬂgn(d) pour k > n. Soit Qcr?

un ouvert et soit U un voisinage complexe de Stein de £L. Posons Uj =
Un{Im zy # 0}, 3= 1,...,n. Alors U= {U,U,...,0}, W = {U1,...,Uﬁ}
sont un recouvrement relatif de Stein de (U,U~Q2). On a donc
HE(U,0) = HS(Umod 1',0).

Pour k > n, il n'y a pas de cochaine relative non banale. D'ou Hk(U,G) = 0,
donc ggn(d) - 0. C.Q.F.D.

Si on se rappelle du facteur V dans le Théoréme 5.3.4, on peut démontrer
par la méme maniére une variante comme suit:

Théoréme 5.3.7bis RnX'CdCZ Cn+d est pur de codimension n par rapport

< 1z . k,.n o n ,
Considérons enfin les groupes HS(C ,0) pour SCR localement fermé.
On sait déja qu'ils s'annulent pour k < n. De plus, si S =£0L est un ouvert,

on sait Hgﬂch,d) = 0 aussi pour k > n. Donc dans le cas général ou S =



unF avec (1 ouvert et F fermé, en vertu de la suite exacte
__>H(N,(c d)—>h (c” d)-—eH (c” 6)——>HQ\F(C ) —> .
on conclut que HS(C ,@) = O pour k > n+2. Examinons donc Hg+1(Cn,d).

Lemme 5.3.8 Soit S = QnF ou QLC:RH est un ouvert et FCR" est un

fermé. Supposons que F est une réunion finie de fermés de R" dont chacun
est du type produit: F1x ...ijn avec des ch;R fermés. On a alors

n+1, n
Hy  (C ,d) =

Démonstration Grice & la suite exacte

coo—>HRT (0, 0) >R L(CT, @) —HTEE ) L(ch,e) —> ...,

i1 suffit de démontrer H;*1(c ,8) = 0. Supposons d'abord que F est lui-méme
du type produit F1x ...th. Alors les n+1 ouverts
n

UO = C [ U.| = (C\Fl)XCX...XC,..-, Un = CX...XCX(C\Fn)

se constitueront un recouvrement relatif de Stein de (Cn,Cn\F). D'ou
BT (ch,8) =

Démontrons le cas général par la récurrence sur le nombre de composantes
de la réunion. Supposons qu'on a H;+I(Cn,d) = 0 pour tout F qui est une
réunion de N fermés du type produit. Considérons FUF', ou F' est du

type produit. D'aprés le théoréme de Mayer-Vietoris, on a la suite exacte

oo —ERT e, o) @ HRY (0" d)——-,\ngl,,(cn,e)-»H’}i;f,,(c“,e’)——>...,
d'ou on obtient Hp.,(C%,0) = 0. C.Q.F.D.

Exercice Démontrer la variante ci-dessus de la suite de Mayer-Vietoris
en imitant celle du Théoréme 4.3.8.

n+1(c @) = 0 quel

Remarque En effet, on démontrera ultérieurement H
gue soit ScR" localement fermé. Pour le moment, on se contentera du

résultat ci-dessus, partiel mais suffisant pour la plupart d'applications.

4., Définition cohomologique de l'hyperfonction

Maintenant on est prét 4 donner la définition rigoureuse de l'hyperfonction
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Définition 5.4.1 On définit le faisceau d'hyperfonctions B sur Rn

par B = ggn(d).
En vertu des Théoréme 5.3.7, Lemme 4.3.5, Lemme 5.3.8 et Théoréme L.4.4,
on obtient 1le

Corollaire 5.4.2 Pour un ouvert ShCRn on a

(5.14) B(Q) = Hy(c™,8) = Hy(U,d),
ou U est un voisinage complexe quelconque de L. De plus, pour scRr"

localement fermé, on a

1}

(5.15) F’s(Rn,B)
et

Hg(cn,d),

HE(RH,B) - Hg+k(0n,6) - 0,
pour k2 2, ou pour k =1 et pour S vérifiant la conclusion du Lemme 5.3.8.

Corollaire 5.4.3 Soit S CR™ un ouvert. Supposons que 0S)L satisfait

4 la concluSion du Lemme 5.3.8. Alors la restriction réﬂRn,B)—# B(CL) est
surjective.
Ceci découle du corollaire précédent et de la suite exacte

) —?rﬁ(Rn’B)-%F(Q,B)_>H1QS]_(RH,B)——_>oono ;

la réunion d'un nombre

Cette hypothése sera vérifiée si par exemple () est s=frontitre—nalytigue
fini de cubes a cOtés paralléles aux hyperplans de coordonnées.

’

Comme on l'a remarqué a la fin du paragraonhe pré-
cédent, on aura en effet toujours Héngn,B) = 0, d'ou la flascité de B.
Pour le moment pour ¢ général on peut prolonger f¢B({l) a R® 3 une
modification au voisinage de (1l prés, car on peut approcher 2 de 1l'intéri-
eur par des ouverts comme ci-dessus.

Nous interprétons ensuite la signification de F(x+il"0) du point de vue

cohomologique. Prenons 70,71,...,7ne]¥1 tels que, en posant

(5.16) Ey‘ = {y; <y,7{)>0}, 53)
E’ﬂ EEE nE;?n soit un sous cdne pmamme de [’ et que E)IOUE'NU UE,,n = R™\{0}.

On suppose en plus que l'ordre de 71,...,7n est compatible avec l'orientation

2¥)Sous cette condition n éléments parmi ﬁo,...,ﬂn sont toujours linéairement

indépendants. En effet, si par ex. }'y...,” " sont lLinéairement dépendants, ;iaqu
contiendrait une droite, mais ce qui ne serait jamais contenue dans E7c. /2



(Singn on change de la signe.) rC_Rf
de R ‘A Prenons un petit voisinage complexe U de Q

tel que F(z) soit défini dans (Q+iE n...nE nnU.
(Par la définition de coin infinitésimgl, ceci est possible
si Epyia ---NnEyn est un sous cdne propre de ['.) Posons

Uj = (Q+iE))j)nU, j = O,1,o-.,n'

Alors U = {U,UO,...,Un} et QU = {UO,...,Un}
forment un recouvrement relatif de (U,U~x5) et
(5.17) F(z)UAU A= oAU, € ¢ (Ulmod ', ). E}°
De plus c'est un cocycle puisque par hypothése Uo,1U1{\... nUn = ﬁ:) Donc
d'aprés le Théoréme 4.5.6 i1l définit de fagon canonique un élément de Hgfcn,d).
Lemme 5.4.4 Cet élément de HéﬂCn,d) ne dépend pas du choix de 70,?],
n
OII’)? .

Démonstration Soit (1C,%') un autre recouvrement avec la mé&me propriété.

~

On vpourra passer de (P{,0') & (' ,X') par de petits changements successifs
(V1) — @, ") de trois sortes suivantes:

a) Diminution de U & V:%0= {UnV,UOnV,...,UnnV} etc.

b) Remplacement de 70 par 70':’n0= {U,Ué,U1,...,Un} etc.

c) Remplacement de 71 par H't: n= {U,UO,U;,UZ,...,Un} etc.
Ici et dorénavant, 93" s'obtient toujours en supprimant le premier membre de
N0. Bien entendu, on suppose toujours que (W',7N™) a la mdme propriété que
(vt, ).

Examinons l'invariance de la classe de cohomologie séparément pour chaque
procédé. Dans le cas a), T’ est un raffinement de YT et F(z)(UnV)A(U1nV)A
...A(Unnv) correspond & F(Z)UAU1A"°AUH par l'homomorphisme induit par
l'application de raffinement. Donc l'assertion est évidente. Dans le cas b),
considérons le recouvrement YLUN( = {U UO,U U1""’Un}' Y1 et N sont des
raffinemgnt éel%%%%ﬁ}js nigugg%%gle F(z)UAU1A...AU a toujours la mé&me forme
pour ces trois recouvrements, d'ou l'assertion. Enfin, dans le cas c),
considérons le recouvrement YLVND = {U, UO’U1’U1’U2""’Un}' M et N sont

n .
s3)En effet si ¢ E; OnE 1Ne+.nEpn, alors - E OUE 1U--.UE 0 =R \fO}, ce qui
est absurde. T 1 1 1 7¢ 1 7 i




des raffinement de JLY7) par 1'inclusion naturelle. F(Z)UAU1A"‘AUn resp.
F(z)UAUIAU, 7 - AU, sont des images par 1'homomorohisme associé aux raffinements
PN VI resp. YPVND —>¥) du mdme cocycle

(5.18)  F(2)UAU A-- AU, + F(2)UAUIAU, A- « oAU,

d'ou, d'aprés le Lemme 4.5.7 appliqué au diagramme ci-dessous, on obtient

l'assertion.

k
(UL Y9, mod (VLY ',®)
~
L H* (™ mod ™, ®)

\Hg(cn,o').' C.Q.F.D.

Exercice Calculer le cobord de (5.18).

85 (3] modill , @)

Corollaire 5.4.5 L'opération linéaire

F1(x+ir}O) + Fz(x+iréo) = (F1+F2)(x+iran20)
correspond a celle dans H?ﬁCn,ﬁ) par la correspondence ci-dessus.

Démonstration D'aprés le Lemme 5.4.4 on peut choisir sans perdre la

généralité de fagon que Eq1ﬂ ...,\Enn C'ryr\ré. L'assertion est alors banale.
Ainsi on obtient un homomorphisme bien défini du préfaisceau d'hyperfonctivrs

intuitives {ZZFﬁ(x+iT30)} dans Ean(ﬁ). Montrons que cet-homomorphisme est

en effet un isomorphisme.

Théoréme 5.4.6 Soit SLCR™ un ouvert. Soient 71,...,7Né R® tels que

E U,..quN - Rn\iO} et que E731ﬂ"'nE73n+1 = 4 pour toute partie {j1"')jn+ﬁ

q1
Ci{ly+..sN} & n+1 éléments. Alors toute hyperfonction f(x)€B(Ll) peut
se représenter & la forme suivante:

. o n

L'expression est unique modulo celles qui correspondent aux cobords.

Démonstration Prenons un voisinage de Stein U de £) et posons Uj =

(Rn+iqu)nU. Alors M= {oMNuw's U = {U1""’UN} sera un recouvrement de
Stein relatif de (U,UM)). Donc en vertu du théoréme de Leray on a B(Sl) =

H' (VI mod YU',9). Un n-cocycle relatif pour (Y, YPU') s'écrit a la forme

(5020) j ZJ F‘j,'.‘.jn(z)UAUj1Anquanc
1-00 n . . .
Notons que d'apres l'hypothese E31ﬂ"'ﬂEjn+1 = g, chaque terme est séparément



un cocycle. Il provient du terme correspondant de (5.19) (au signe prés) par
la correspondence ci-dessus. En effet, pour E jIn"‘nE?jn Z 4, on peut

trouver un vecteur 7 tel que E;JE7j1U...UE;

7jn = Rn'\{O}:’:}) Posons U,Z =

(Rn+iE7)nU. Alors le terme Fj1...jn(z)UAUj1A...Aan représentera toujours
la méme classe de cohomologie soit pour Y {U,} soit pour ses raffinements
U1l ou {U,U?,Uj1,...,an}. Ainsi on a la surjectivité. Notons aussi que la
valeur au bord intuitive (5.19) qui va & un cobord (5.20) s'annule juste au
seng intuitif dans 1le Chapifre ITI. D'ou l'injectivité. C.Q.F.D.

Examinons quelques exemples concrets de telles expressions.

Exemple 5.4.7 Soit U un voisinage de Stein de 0.

a) Choisissons 70,’f,...,7nean tels que EﬁoU...UE7n = R™~{o}. Alors
,I)‘( = {U%Uu" vl' = {UO’ .'.,Un}’ Oﬁ Uj = (Rn+iE7j)nU, j=o, .no,n, eSt un

exemple fondamental de recouvrement de Stein relatif de (U,UNQ). Posons

YH = /ﬁ\ Ebl’ j=0y,...40., Ils sont des clnes propres, disjoints entre eux.
£J n
L'espace des n-cochaines s'identifie avec @ G((Rn+ir3)nU). Posons encore
j:O E 2
r} = M E7z. Alors l'espace des (n-1)-cochaines est n 1
€£jk
isomorphe a @d((Rn+i|”,k)nU). On a donc §
i<k n nJ 0 >
(5.21) B(Q) = @ OUR™iT)AU)/ B O((R +117,)nD),

. R RN
j=0 J j<k \\ 0 4229/ #ET
ou le dénominateur entre dans le numérateur par lapplication M

. n, .
7 F(z) l(Rn+in)nU CO(R +1T)nD)

N CEI ) (RPp )y € TRHT A0

Pour le calcul pratique il vaut mieux conserver le symbole du produit extérieur

FURM1 T, )aU)> F(z)

F}k

U,\Uj’/\...,\U'j pour ne pas se tromper de signes.
n

b) Reprenons le recouvrement utilisé dans la démonstration du Théoréme 5.3.7.

Posons U, = UniIm zj;éO}. Alors U= {U,UV...,Un}, v = {U1,...,Un} est

un recouvrement de Stein relatif de (U,UN{l). Le cocycle de degré n n'a

. n R . - n &= - ~ .
3¥)Sinon, RBN (E7J1U"‘UEqJn) = RUNE_,3ineenE_pg, sera un cone convexe fermé
contenant une droite Y a sa frontiére. Puisque +% € £, implique 3 €7dE,, ¥
sera alors contenue aussi a la frontiére de qu,n...nE in » Mais [\{O} est recou
vert par le reste de E,j. Il y aurait alors un point voisin de ¥» {0} dans

l'intersection E)-'jln-o-nE))jnnE,)j qui était ﬁo
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qu'un seul terme F(z)U,\U1A .o AUh’ Donc une hyperfonction est représentée
var une fonction F(z) holomorphe sur le seul ouvert Uf\U1A ...,\Un qu'on
désigne traditionnellement par U#*Rn. On a
- J
S(Z,GJ(Z)UAU1A...AUj_MUjH,\.../\Un) = LL(=1)7G,(2)UpU A- - AU,
Donc F(z)e;d(U##Rn) représente nul si et seulement si il existe des fonctions
Gj(z) holomorphes respectivement sur Un {Im 7, # 0 pour k £ j} telles que
n
F(z) = Y. Gj(z). On a donc
J=0
n
(5.22) B(Q) = G(U¥R")/ 3 6(Un{Imz _#£0 pour k£ j}.
J=1

Cherchons la relation entre cette expression et celle du Théoréme 5.4.6.

Remarquons que U:WRn se constitue de 2" composantes connexes dont chacune
Gi==%1 et
J

est un coin infinitésimal (fl+irb)(\U, ou 6 = (0],...,6n),A = {dslmkz.70,

J

j=1,...,n}. Posons donc U, = Un{zImz

ja >0}. Alors qp:{U,UH;...,U

nti’

J

0" ={U1*;...,Un* est un recouvrement de Stein relatif ayant la forme du
Théoréme 5.4.6. Il est un raffinement de (27, V1') ci-dessus, et le cocycle
F(z)UAU1A...AUn, représentant de f(x)¢ B(Q), va a 1'élément

F(z)UA(U, +U, Ip--oA(U  +U ) = Z.; F(z)UAU1GIA...AUn¢n.

Compte tenu du fait que l'orientation de U1G1A "”‘Undh est égale a 61...65,

on obtient donc

(5.23) f(x) = ; 6+« -6 F(x+1T70).

Ainsi (5.22) est un cas particulier du Théoréme 5.4.6. En vertu de &% signe
6}...6& dans (5.23), 1la signification du dénominateur en (5.22) est maintenant
claire.

Exercice Récapituler le cas n = 2 des exemples ci-dessus.

Démontrons maintenant le Lemme 3.1.3.

Lemme 5.4.8 Si F(x+il0) = 0O, on a alors F(z) = 0.

Démonstration Prenons 70,71,...,7ne?Rn qui représentent F(x+il0)

F =
comme un cocyciEWfﬁ(z)UAU1A...AUn, ou Uj = (Rn+iqu)n U, J=0y¢0.9n. Le

probléme est de démontrer F(z) = O étant donné que ce cocycle est un cobord.

En vertu du principe du prolongement analytique, on peut supposer sans perdre



la généralité que [ = E71n o-.f\Evn et que U est un petit voisinage de
Stein d'un point, disons l'origine. Posons Yl= {U}vw', ' = {U1,...,Un}

. . -1 ’
comme d'habitude. Soit G = a. . (Z)UAU. nweonl, ¢ (M moa 1", @)
J1eeedn-y AZJA A 50, € ’

tel que %G = F. En utilisant le fait que les coefficients de oG pour les

termes autre que UAUJA-..pU s'annulent, on va démontrer ci-dessous que
tel que O ¢ {jyyeceydnal
les coefficients GJ.1 j (z) de G ASe prolongent 4 un voisinage entier de
LI n_‘l

l'origine.

Exercice Prévoir la démonstration du lemme pour le cas n = 2.

Le procédé de prolongement est assez compliqué et se fait en plusieurs
étapes. Notons d'abord que d'aprés la démonstration du Corollaire 5.3.6, il
U
A
(U,0) = 0 pour k < n,

existe un systéme de voisinages fondamentaux

Hk

ou {jl,...,jn} est une partie de {O,1,...,n} formée de n différentes

de 1l'origine tels que

éléments. (En effet, par un changement de coordonnées linéaire on peut
toujours ramener & la situation du corollaire.) De plus, si on se rappelle,
dans la démonstration,de l'existence du facteur arbitraire V, on peut aussi

constater qu'il existe un autre systéme de voisinages fondamentaux U tels que

k

(En effet, dans ce cas les variables 2 telles que j # 31,...,jp pourront

(5.24) H (U,0) = 0 pour k< p; D= 1,...,0,

étre considérées comme des parametres. Donc ce systéme de voisinages fondamen-
taux se constituera d'éléments du type produit d'un voisinage distingué de
dimension p et d'un voisinage quelconque de dimension n-p, et donc il sera
différent pour différente valeur de p.) Pour faciliter l'écriture introduisons
un systéme de symboles formels J = {11,...,In} et considérons une sorte

d'espaces de cochaines:
Psq 1 Y. _ . . .
c®29(11 mod WL, Y;0) _{}:Hhmjp;k].-.kq(z)u,\uﬂ,\...,\UJMIkOA...Aqu,

Hyp...dpiki.. kq(2)€ O(U3 neeunUs)}
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Ici on fait la convention habituelle Ik/\IZ = - IL‘AIk’ et de plus on pose
Uj AIk = - Ik/\Uj pour j £ k et Ujf\Ij = 0. Le cobord o gour le recou-
vrement (91, Y') s'appliquera toujours par la formule SH = Z: UjAH. Donc

3=0
si on fixe IkoA"'Aqu et fait varier p, on obtient un 8-complexe.

Examinons ce que ce complexe nous donne. Pour Ikoh"'AIk fixé, on n'a
q

que Uy, e{j1,...,j {0,1,...,n} {ko,...,kq} dans les coefficients.

n-q‘ =

Ceux-ci constituent avec U un recouvrement relatif de (U, \__/ U.).
. . j

J€{J1geey In-q}

): (N (U,0).
(RR-iE. pn..nE. InU?
Jln n Jn-q n

D'aprés (5.24) ce groupe s'annule pour p < n-q pour un systéme de voisinages

Donc le p-iéme groupe de cohomologie est égal a

fondamentaux U.

D'autre part on définit le cobord d vpar rapport a la famille ﬂ' par

n
dH = ‘Z: HAIj' Il est alors clair qu'on a d2 =0 et Sd dS. Reprenons
j=1

maintenant la relation F = 5G. Puisque dF = O, ona O = doG = 5dG.

Puisque dG €Cn_1’o(ﬂ1mod‘vv,7;®7, on peut alors trouver, d'aprés la nullité

n-2,0, .n-2,0

de la cohomologie, un élément G ¢C (Ulmod M*,7J;0) tel que dG =

§gh=250 quitte & rétrécir U. Ainsi on peut trouver successivement des

éléments Gn—q’q'aﬁiCn-q’q-ZCUlmod]ﬂ),j;Oﬁ, q = 2404090, (Voir le diagramme

ci-dessous. La on néglige le rétrécissement de U.) 8(u)

U
CO,h-Z(Ul iodu' ’3;0)—4-?00’:—1 (VN mod ' ,J;0)

P
P

«
s

I} U
™" ot moane 3505 ¢ 20 (Y moape 3 T50) — . ..
e s
ac €c® 10 (Ylmoap' , 500 25 c™ 1 N (modrt ,7;0)

(%)
cn’o(vlmodvv;j;d).
Ceci fait, regardons la correspondence ag™" 972, 4g"9-T1a"1 oy gstail.
. n-q-1,q- -q,q-2
Le fait qu'il existe HecC™ 9719V (Pnod 111,7;0) tel que da”"%97° - 8H,

agh-a-1,a9-1 _ 4m implique que le coefficient Gj]---Jn-q(Z) de dgh=9,9-2



peut se décomposer a une somme dont chaque terme se prolonge sur l'intersection

dGn-q—1,q—1

de n-1 parmi U u disons sauf Uje. est alors

I3 ’ . 20 ’ ke ’
au signe prés9! In-q
obtenuAFn utilisant ce prolongement en remplagant Uj2 par Ijl (et par O

si Jj, = 0, car on ne dispose pas du facteur IO). Ainsi on aboutit & un
@>élément agYn-2

A Ecrivons maintenant G = UO,\GO + G' comme d'habitude, ou Goé;Cn_Z(Qﬂ]UO

qui est holomorphe sur un voisinage entier U de l'origine.

modiﬂ"Uo,U) et G' est la partie ne contenant pas le facteur U Par ce

O.
qui est démontré ci-dessus, 1les coefficients de G' sont holomorphes dans
U. On a
0
F=86=0U A(-8'a") + UjnG + 66,

ot &' désigne le cobord par rapport aux indices autre que O. On a donc

§'G'. Or on a par un calcul formel

0

' - !

e _G|UO et F
0 =82 - §rar, .

0
En général ce calcul ne vaut rien puisque le domaine de définition des coeffi-

. . . .
cients Ujyn ...nU, est vide. Mais dans ce cas G ‘UO est encore défini sur
UO‘ Donc ce calcul formel, si on le réécrit & l'aide des coefficients, nous
donnera S'G"U = 0. Ainsi d'aprés le principe du prolongement analytique

0

on conclut que d1a = 0 partout, d'ou en particulier F(z) = 0. C.Q.F.D.

Remarquons que si 1l'on regarde un coefficient G, (z) de G tel que

Jyeeedpo

@i 0 ¢ ‘jI”"’jn-I}’ on ne rencontre le remplaceme;t pa? 1O d'aucun terme dans
ce procédé-la. Cela signifie qu'un tel coefficient peut se prolonger finalement
a un voisinage U de l'origine.

Terminons la démonstration du Lemme 3.1.3. Il est & démontrer qu'en
supposant que F(x+il"0) = f(x) est une fonction analytique réelle, F(z) se
prolonge a l'axe réel. Rappelons qu'on considére la fonction analytique réelle
f(x) comme une hyperfonction par f(x+il"0), ou ©” est un cdéne quelconque.
D'aprés le Lemme 5.4.4 le résultat comme une hyperfonction ne dépend pas de

7. Donc en particulier on peut prendre le méme cdne que F(x+il"0). Aussi

d'aprés le Corollaire 5.4.5 on a F(x+il'0) - f(x+i[0) = (F—f)(x+irb) = 0.



Donc en vertu de la premiére partie du lemme F(z) = f(z) et elle se prolonge

sur l'axe réel. C.Q.F.D.
Exercice Démontrer que la torrespondence
F Z)U, peeopl, +—> ) F, UpAU, pe.opl
EZ. Jo;a;jk( ) JoN A ik L Jo---Jk(Z) A 50N "N 3k
représente l'homomorphisme Hk(U\Q,O)—é'H%E?(U,OO défini naturellement & partir
de la suite exacte

k+1

oo — B U,0)-— B (0,0 — 15T (v,9) — 55T

(U,0)—> ....
(Ainsi, si on considére B(£) = Hn-1(UQQ,6) au lieu de HggU,G), on peut
supprimer le facteur annuyant U dans l'écriture!)

Remarque Soit M une variété analytique réelle. Pour chaque carte de
coordonnées £) (qu'on identifie avec un ouvert de Rn), on peut choisir un
voisinage complexe U et définir le faisceau g?gdU). Cette notion étant
locale et indépendante de coordonnées coisies, on peut les recoller a un
faisceau bien défini sur M. (En effet, en recollant U on peut méme trouver
une variété analytique complexe XOM, unique prés de M & 1l'homéomorphisme
holomorphe prés, de sorte que §§(O%) 1'§st.) Strictement dit, ce faisceau
différe du faisceau d'hyperfonctions gﬁ:par un petit détail: La notion de
l'hyperfonction intuitive B ne dépend pas de l'orientation locale de M,
tandis que g§(ek) déja contient celle-ci. (Rappelons aussi que pour définir
la correspondence B(§l)——engﬁU,d) on a bien fixé l'orientation de £2.) Si
M est orientable, on peut fixer l'orientation de M une fois pour tout et
identifier B avec Eﬁ(@%). C'est équivalent & déterminer l'image de la
fonction 1 dans §§(0%). S8i M est non orientable, il n'y a pas de section
globale l'image de 1 dans E&(O&). Rappelons donc le sous faisceau gﬁ(cx)
de g;(o&) calculé dans le Corollaire 4.7.7 pour le cas M = R°. La on a eu
1'isomorphisne Hpn(Con) & Con & 1'aide de celle B (s® ' e)~c, ou s
4tait la fibre du fibré conormal de R"CC". Donc en général g&(cx) est

seulement localement constant et déterminer un isomorphisme local avec C
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(ou, de fagon équivalente, déterminer la section locale 1), c'est déterminer
l'orientation locale de M?g On appelle donc gﬁ(cx) le faisceau de l'orienta-
tion de M. La définition cohomologique naive du faisceau B sur M sera
alors donnée par B = g&(o&) @, gﬁ(cx), ol le second membre est le faisceau
défini par ‘fl*—?'EZ(U,ﬁu) @% Hﬁ}U,CU). Intuitivement, cela signifie qu'on
identifie le résultat de deux fagons de plongement B(§2)-—>H?§U,6).

Exercice Soit () un cuvert convexe et soit U DSl un voisinage convexe.
Alors (U1, U') sera toujours un recouvrement de Leray pour le faisceau CU.
Examiner HS}U,CU) a l'aide de ce recouvrement.

Exercice Récapituler le cas n = 1 (Chapitre I) du point de vue cohomo-
logique.

Pour terminer ce paragraphe examinons les opérations sur l'hyperfonction
de dérivation et de multiplication par une fonction analytique réelle. Plus
généralement, soit p(x,d) un opérateur aux dérivées partielles a coefficients
analytiques réels définis dans un ouvert réel L. Soit U D un voisinage
complexe ou cet opérateur est défini au sens complexe: p(z{BZ). Alors h =
p(z;az): G%——>O% est un homomorphisme de faisceaux et par l'argument général
il induit de fagon canonique un homomorphisme de faisceaux hx: E?ﬁU,d)-——?
EE}U,G). D'ou on obtient la définition cohomologique de l'opérateur p(x,0):
B—>B. Vérifions que cette définition est compatible avec notre ancienne
définition intuitive. Soit O-—90%3—>1: la résolutiﬁi:gzzonique. Compte tenu
du Corollaire 5.4.5, 1l s'agit donc de démontrer que hx est représenté en
cohomologie de recouvrement H"(VImodl',d) par F(z)QAU1A...AUn}—>ﬁ(z{32)F(z)
UAU1A"'AUn' Mais ceci découle, comme la recette générale, du diagramme

entre eux

commutatif (4.18) superposé a deux exemplaires avec les flédespinduites par
canonique

hj; Ljiu-y'gna..QUig ) —> lf)j(Uion...nUu), ou hj:‘ﬂ—?i‘] est le relévementpde h:0— 0.

33)Une variété analytique complexe X posseéde une orientation canonique définie,
par exemple, par la 2n-forme c(z)dz1N..AdznAdZ1A...AdZn>-O, ou c¢(z) est une
fonction continue et positive partout. Donc si on se donnedune orientation
locale dx; A...Adxy >0 de M, cela induit automatiquement l'orientation #dyjp...A
dy,> O de la fibre iR". (La détermination exacte du signe sera laissée a titre

d'exercice.)



