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CHAPITRE V. PROPRIETES COHOKOLOGIOUES DES FAISCEAUX & ET B. 

1> Théorème d1Qka-Cartan* 

Dans ce paragraphe nous démontrons la nullité des groupes de cohomologie 

d'un ouvert de Stein à valeurs dans S". C'est le théorème clef pour résoudre 

des problèmes du type Cousin, i.e. pour le problème de recollement d'une const­

ruction locale à une globale qui n'est pas nécessairement unique. 

Lemme $.1,1 (Cousin) Soient U^, <r C des domaines bornés. Soit WcC m 

comnact _ _ 
un Qiiynft. Soit F(z,w) une fonction holomorphe définie sur ( U Q O U ^ X W . Il 

existe alors des fonctions F.(z,w), j=0, 1, holomorphes respectivement sur 

"ÏJ x telles que F(z,w) = F^ZjW) - FQ(z,w) sur ( U ^ U , ) ^ . 

Démonstration sera faite comme dans celle du Lemme 1.5.1. En effet, choisis­

sons des ouverts V.. DU,, bornés et à frontière régulière par morceaux tels que 
J J 

F.(z,w) soient holomornhes dans (V~ o V^XW, Soient Y. la partie de "bV. con~ 

tenue dans j = 0, 1. Alors 

F.(^„, -Sz^Zii £«!»>«,$, j . 0, 1. 

J 2iïi Jjfj Ç-z y 9 0 ' 9 

est une solution voulue. 

Lemme 5.1 . 2 . Soit A = A^X •••*A n un polydisque fermé. Alors on a 

!|k( A = 0 pour k > 1 . 

Démonstration Avançons par la récurrence sur la dimension n. Pour cela 
démontrons une proposition un peu plus générale: "Soit W C C M un polydisque 
fermé et f: Ax'V-^A la projection. Soit y le faisceau de fonctions 
holomorphes sur W. On a alors H k(A,f GO = 0 pour k > 1 

Considérons d'abord le cas n = 1, où l'on suppose P IUS généralement que 
à frontière régulière oar morceaux v 

A est un domaine borné fermé.. Il suffit de calculer la cohomologie de Cech. 
A 

Le cas k - 1 ent donc une simple modification du Lemme 1.5.2 en tenant compte 

du Lemme 5.5.1. Soit donc k > 1. Soit VI = {t^,...,^ un recouvrement de 

A formé de domaines fermés frontière régulière par morceaux. Nous allons 
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démontrer HA(îJ?, f Cf) - 0 par récurrence sur k et N. (On a employé ici un 

recouvrement fermé Dour échapper de l'ennui de prendre un raffinement. La 

signification sera claire. Notons aussi qu'il suffit de faire la récurrence 

•:ur k pour une seule étape k = 2. En effet on peut toujours prendre un 

raffinement QT tel que Ck(Of,f tf) = 0 pour k > 3.) Soit ^éCk('Ztf,f 00 et 

— #• N - N — 
écrivons (j> - U NA / + f̂f °ù 7 e t y 1 n e contiennent pas le facteur U^. 

Plus précisément, si on pose <\Jl% = ju.j,...,U^ 1 ) , un recouvrement de = 

W ÏÏ., on a y ' é C ^ ^ S f &) et £ C k - 1 (OrtM-fr , f #) au sens évident. En J > * u N * 

désignant par S 1 l'opérateur de cobord pour y[\ on a alors 

Sq> = U N A ( - H N ) + V ? ' + B T = °> 

d'où S'Cj?' = 0. D'après l'hypothèse de la récurrence il existe ^'é C K~ 1 ( W > f 0 

tel que S'}/-' = y • On a donc 

ÏÏN A ( S ' ( - f \ l f ' )) = 0, i.e. S ' C Y W ' l n ) = ° -

Appliquant encore l'hypothèse de la récurrence au recouvrement W I T T de IL-, 
1 U N 

On obtient C k"" 2(0n tl TT , f ff) tel eue S ' ^ = + ^ ' ITT • Considérons 

- N N *k-1 N 

U^A7/* comme un élément de C CW*f 00 de façon évidente et posons mainte­

nant = UJJ.a^1^ + V*1 • On a alors 

SY = û NA ( - S'f N) + U n A ^ ' * = u N A^f
N + ?• = f. 

Supposons maintenant que notre proposition récurrente est vraie pour la 

dimension n-1 . Soit T^'A^X ...xA n~* A n la projection. Fixons z

n ^ ^ n

# 

On a 7tn~
1(zn) = A 1 X •••

 x A n - 1 *{z n}. Soit V ? 2 n un voisinage compact. 

Soit tsy^: x . • .xA n - 1 x V —» X • • • x A n - 1 x {znJ la projection. L'hypothèse 

de la récurrence implique que 

H k(A 1x •••xA n. 1x {znl 11 * 7^00 = 0, pour k 2s 1 . 

Notons que pour z = (z',z ) on a 

^ ( ^ v * f H ^ , = i l * , V = № x v) = ( y » z , V3z V?z U'9z' n n 
i.e; que l^^^f*^ - f M^l^ x*«*xA * ^ o n c d'après le Lemme ¿1.2.5 

en passant à la limite inductive on obtient 
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H e s t clair par la démonstration que le Lemme 5*1.2 ainsi que son corollaire) 
sont valable Dour un domaine compact cylindrique K-X ... xK au lieu d'un pôly-
disque. n 

Hk(A x ...XA ^ { z J , f / L , ) = 0 "oour k >: 1 • 
1 Théorème"1 n V - ^ A H x } z , l 

En vertu du fforollnirc ̂ #6.7 cela signifie aue qt est pur de dimension 0 
n 

oar rapport à 0 n obtient donc d'après le Théorème 4.6.3 

H k ( A ,f o) = H k ( A ,<rt f ef). 

Ce dernier s'annule pour k > 1 d'après la première partie de la récurrence. 

C.Q.F.D. 

En combinaison avec le Corollaire 4*3»7 et le Théorème k»3*3 on obtient le 

Corollaire 5.1 .3 Soit J un faisceau sur un polydisoue fermé A ayant 

une résolution réciproque du type suivant: 

0* ^ «— ...<—Vlm<—0. 

Alors on a H k(A ,50 = 0 pour k > 1 • De plus, on a la suite exacte suivante: 

o c W V — . # # « - o W m ^ — 0. 
A l u 

(Bien entendu, est le faisceau défini par Uv-xy (U) = O'(U) .) 
— > 

Considérons ensuite un polyèdre analytique fermé D dans un ouvert UCC • 

Supposons que 
D = une composante connexe de {zé U;|F.(Z)| < 1, j = 1,. ..,d}, 

D est contenu dans ^ 
avec F.Cz)ée'(tJ). Supposons que ̂  D~ ={|z.|<-R, j=1,...,n}. Considérons l'appli-

cation suivante: 

(5 .1) F: D > A = {(z,w)é C n + d ; \zA<t H, 1£ j£ n, \w.\< 1, 1< j^d]. 

zl—> (z,F (z), .•.,Fd(z)) J y 7 

F est évidemment injectif et son image est une sous J J 

variété lisse, donc un plongement. Distinguons par Uj(£R 

0^ resp. 0^ le faisceau de fonctions holomorphes sur D resp. A . 

Théorème 5 . 1 I l existe une résolution réciproque pour le faisceau F ®^ 

du type suivant: 

(5#2) 0^F(fy^&l*<^ 0. yjur F(D2 
On peut même en choisir une telle que 8̂  = 1 et p est la restriction naturelle^ 

Démonstration Supposons d'abord que F.(z) soient définis sur D R. 

Alors w.-F.(z)l—> w., 1 < j < d, est un changement de coordonnées global 
J G 3 
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sur le domaine D R x C qui contient A . L f image de D -car ces nouvelles 

coordonnées est égale à {w. = 0, 1 < 3 < d}• F OL s'identifie avec le faisceau 

de fonctions holomorphes sur D p en variables z qui sera noté Ç/ • Désignons 
X\ Z 

donc par & le faisceau de fonctions holomor^hes sur D~ x C . Il suffit z,w R 

alors de fabriquer une résolution de la forme 

(5.3) 0 < — C ^ - t f tf^UA. ...Jh-tf^i—o, 
z z,w z,w z,w ' 

(résolution de Koszul) dont les homomorphismes 9^ seront précisés ci-dessous. 

On pose d'abord pour f(z,w)6 0" (U) *3nf(z,w) = f(z,0) « (Un DDxfOÎ ) (et 
Z j « U Z XV 

^Qf(z,w) = 0 si U nfintersecte pas D R x (0|) • Par la suite pour simplifier 

l'écriture nous introduisons la notation d'algèbre extérieure. On désigne un 

(K) 
élément de Cf (U) à la forme suivante: z, w 

f = 1Z fi (z,w)e a • • • A ei » 

où e^9.«#9e^ sont une base formelle et les coefficients sont des fonctions 

holomorphes dans U dépendant alternativement des indices * • • •fù^ qui 

parcourent les arrangements de k nombres parmi {l,...,d}. 3̂ . est alors 

défini par 

\ { YL fi ... i <z,w)e, ̂ .-^e.) = Z I [il t . (z,w)w )e A-.. Ae. 

Le coefficients du résultat étant encore alternatifs en J2>...jJkj
 e s ^ 

clair que -oour k *Z. 2, 
\ - ] \ ( Z> fi i (z,w)e1 A... Ae, )= Z ( 2 1 f, . (z,w)w w V A - A e . 

= 0 

D'autre r>art 9~»3« = 0 se vérifie directement. Montrons maintenant Ker 3. -0 1 k-1 

C Im 3^ . Le cas k = 1 se vérifie aussitôt en vertu du développement de 

Taylor. Démontrons le cas k > 2 par la récurrence sur d. Le cas d = 1 

est clair, car ^ est alors injectif. Supposons que l'assertion est vraie 

jusqu'à d-1 . Prenons f € & tel oue 3, f = 0 , i.e. eue 
d z,w k 

X L fSn. ^ (z,w)w. = 0 Dour tout ( j , • • ., j ) • 
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Posons w = (w«,wd) avec w' = (w1 , ..., ). De là en Dosant wfl = 0 on 

obtient alors la relation 
d-1 

f (z,w»,0)w = 0 
j = 1 J.J2>**Vk J 

ce qui implique = 0, où f = £ f j(f... j ( z, w •, 0 )e^ A .. .^e^ et ^ est 

l'opérateur de bord ïiour d-1 variables. Donc nar l'hypothèse de récurrence 

1 1 6 X i s t e

 d ^ = ^ S U r ^ ( Z , W , ) V V - ^ k

 t 6 l q U e 3 k +1«'
 = f ' » i.e. 

I l s'ii i (z,w').w. = f. (z,w»,0). 
j = 1 J,JV"> Jk J Ĵ l> "»Jk 

Posons 

^ • • • J » * * " » = ^ f v , 3 k

( z , " ) - V j k

u ' " ' ' 0 ) > -
Alors g = V g (z,w)e. A.*. Ae. est évidemment une solution de "3, ,g = f. 

Considérons maintenant le cas général. Prenons un recouvrement de D R par 

des domaines mrfrycylindriques fermés K^x ...XK n tels que, soit qffe F j ^ z ^ 

sont holomorphes sur K^X • . . x K , soit que x •• • xK n = jzf. Si c'est le 

crémier cas on prend la résolution construite ci-dessus. Si c'est le second, 

on prend la résolution banale: 0<— 0<— .... 4—0, car F ©i = 0 là. Il 

reste donc à recoller ces résolutions par les lemmes suivants; 

Lemme 5.1 .5 (Cartan) Soient K * = Kj x K £ X .. . X K n et K" = K'^x^x ...AK 

deux domaines compacts cylindriques tels que KjnKJ1- ét K.. soient contractiles. 

Soit F(z) une matrice non-singulière à coefficients holomorphes définis sur 

K M K " . Il existe alors des matrices non-singulières F'(z), Fu(z) à coeffi­

cients holomorphes définis sur K' resp. K" telles que F(z) = F'(z)Fl!(z) 

sur K ' n K M. 

L'idée de la démonstration de ce lemme est claire: On décompose log F(z) 

comme dans le Lemme 5 • 1 • 1 • Puisque l'application F(z)h->log F(z) n'est pas 

globalement définie et qu'elle n'est un homomorphisme entre le groupe multipli­

catif GLUjtfCK'nK")) et le groupe additif ejlU.OXKVtK")) qu'au sens infini­

tésimal, il faiit faire une construction approximative dont le détail est assez 

long. Nous l'omettons donc. 
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Lemme 1? » 1 .6 Soit 

un morphisme de complexes entre les résolutions réciproques des faisceaux J 

et 0^ sur un domaine comnact cyliiidrique>,^K1 /. ... * K . Supposons que <f 

est un isomorphisme de faisceaux et que ~X •, jx.t h. sont des homomorphismes 
J J J 

définis x>ar une matrice à coefficients holomornhes sur K, X M.XK • Alors 
1 n 

en exerçant un nombre fini de modifications par la somme directe avec • 

0<— 0^«^- d®<—0«—. •., on peut obtenir de nouvelles résolutions 

0<f_ £ <_ <yr*J±<L (yp<<A. - B . ^ _ ^ 4 - 0 
(5-5) jll %\ %l 9i; 

0<— q 4— Ç!f><^ 9** <—0 

qui admettent entre eux un morphisme de complexes ^ formé de matrices 

holomorphes non singulières sur K* 

Démonstration sera faite par la récurrence sur la longueur d. Le cas 

d = 0 est banal: Dans ce cas sera lui-même un isomorphisme. Donc on 

aura nécessairement £Q = M Q = Pc) e t 9Q = Supposons que lfassertion est 

vraie pour d - 1 . Regardons la première partie du diagramme (5»*f). On const­

ruira un nouveau diagramme comrnutatif 

0 ^ — $ «e- ef^wf*'*^'1*) y S g % ( > < > 0 ) v1** 

o < — e^<— d + w L ^ ' i V e r w W t > < ( > l > 0 ) e-"% 

tel que soit un isomori)hisme (défini nar un élément de GL( do+niQ,0'(K) ) ) • 

S'il en est ainsi, on aura Im(^0,id) A/ Im(^Q,id) d'après le lemme des cinq, 

donc on pourra appliquer l'hypothèse de la récurrence au diagramme 

0*— Im(* o fid)*— Cf
l 4«<y%— &ÛZ<— ...<— 0 

s i H < t , U « 4 

i m(^ o,id)<— <y%erS (T^V— tfmV-0, 

dfoù la conclusion. 

Considérons donc le diagramme pour les espaces des sections globales: 
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o < — J(k)<— cf(i:)^^~ cf(K)il< 

o < — O J (K) ̂ — ER(K ) M»^IÎL- , 

ce qui est aussi exact d'après le Corollaire 5.1 • 3 (et la remarque après cela). 

Puisque h Q induit un Çf(K)-isomorphisme entre /Ira et 0,(K)m^/Im 

il existe des éléments 1^ » • • • * C m

 6" ̂ (ft)™1 tels que Im h^ et ) j • • • > 

^(g^^) engendrent Cf(K)m0 sur #(K). (En effet soient e.. = (0 , . . ,0 ,1 ,0 , . . ,0 ) 

les éléments "de la base de d(K)m°. Il suffit de prendre g. tel que é . e 
J J 

jx0(g.)+Ira h .) Soit g: d(K)m° d(K)m* 1 'homomorphisme défini par e.K>g.. 

Puisque la matrice ..h0+ji0.g: &(K)^C 9Çl(K)mo —> &(K)m° est surjective, il 

existe des matrices C: tf(K)m<> d(K)ic et nr : tf(K)1* —> O'(K)10 telles que 

< t <T J ©XK)m« OtK)1» 

soit surjectif donc inversible. Ainsi on obtient le diagramme voulu: 

0 < _ £ ( K ) < diK)** «0UJ" '< ( > 8 > i d ) OU)** ^ ( K ) " " 0 

(^(K)^ &(Kf°&d(K)io* (/ t < ,» i d ) g /(K) M I®O /(K) T T' 

Le passage au diagramme de faisceaux est évident. C.Q.F.D. 

Remarquons que dans le lemme ci-dessus la donnée de ^n.} est superflue. 

En effet dans le diagramme (5.6) on peut construire les matrices hj une à 

une à partir de j = 0 en regardant l'image de la base de Bien 

entendu le choix n'est pas unique. 

Terminons la démonstration du Théorème 5.1./f. On modifie deux résolutions 

locales définies respectivement sur K', K" suivant le Lemme 5.1.6 de sorte 

qu'elles se lâientcpar des isomorphismes par matrices holomorphes non singulières 

(f, sur K ' o Kf! (voir (5»5))» Puis on factorise les matrices suivant le Lemme 

5.1.5: = ̂ •fjj °ù resp. (p^ sont une matrice holomorphe non singuli­

ère sur K' resp. K". Dans le diagramme (5.5) on remplace resp. 

Dar ^ jAj^j -H resp. ^ j ^ j ^ j ^ e t p a r i d * A i n s i o n obtient de 

nouvelles résolutions sur K' resp. K" qui se recollent bien sur K'fiK". 

t̂)Plus précisément, on peut utiliser la forme explicite de la matrice ji0« g pour 
fabriquer par ex. , ^ K c * 3 \ / * E \ s / E * \ . 

{ Ê * Jl E 0) { o E j 
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JJ - Kerf p : ft^-* E*Oj>) au lieu de F#Gj>. Puisqu'on peut lier la résolution pour j 
ainsi obtenue avec la suite 0-*—F*Op<:—0^ -è— <—0 globalement définie, on 
oeut toujours supposer dans (5.2) que £c = 1 et p est la restriction naturelle. 

En choisissant un recouvrement du type produit de A , on peut répéter ce 

orocéder avec un ordre bien choisi pour obtenir finalement une résolution 

définie globalement sur ^mf C.Q.F.D. 

Le théorème suivant est une généralisation du théorème d'approximation 

de TCunge: 

Théorème 5*1*7 (Weil-Oka) Soit KC U un compact tel que K = K dans U. 

Alors toute fonction G(z) ' holomorphe au voisinage de K peut être approchée 

par une suite d'éléments de ©'(U) uniformément sur K. 

Démonstration Par la définition de l'enveloppe holomorphe (2.8) , on 

voit que K peut être approché de l'extérieur par des polyèdres analytiques. 

Sans perdre la généralité on peut donc supposer que K = D est un polyèdre 

analytique fermé. Reprenons le plongement ( 5*1 ) . D'après le Théorème 5*1*4 

et le Corollaire 5.1*3 0<—- F

X ° D ^ )«-^- d( A ) est exact, i.e. il existe 

une fonction holomorphe H(z,w) é A ) telle que ^^ z > w MF(D) = G^ z^ # G râce 

au développement de Taylor, E(z,w) peut être approché uniformément sur ^\ 

par une suite de polynômes en z, w. Donc G(z) peut être approché par une 

suite de polynômes en z, F^(z),...,z). C.Q.F.D. 

Maintenant nous pouvons démontrer le théorème principal de ce paragraphe: 

Théorème 5*1*8 (Oka-Cartan) Soit U C C n un ouvert de Stein. On a alors 

(5.7) HP(U,C) = 0 pour p ̂  1 • 

Démonstration Sans perdre la généralité on peut supposer que U est 

connexe. Considérons d'abord un polyèdre analytique fermé D dans U. Par 

le plongement (5*1) on obtient un faisceau F̂ Oj) s u r A dont les groupes de 

cohomologie s'annulent en vertu du Corollaire 5*1 *4 et du Théorème 5*1 *4# 

D'autre part l'application F est pure de dimension 0 en vertu du Corollaire 

^•6 .7 . Donc d'après le Théorème 4.6.3 on obtient 

H p(D ,0 /

û) = I I ^ A ^ c y = 0 pour p > 1. 

Soit donc <]/[ = j[Û ] un recouvrement localement fini de U par des poly-
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disques fermés. Nous démontrerons HP(fiiT59') = 0 pour p ;> 1 ci-dessous. 

Puisque les recouvrements comme cela constituent un système cofinal, on en 

tirera la conclusion (5.7) • Soit <jÇ £ C p ( ^ , 0 / ) tel que 8<f= 0. Prenons 

une suite croissante de polyèdres analytiques D^ de U approchant celui-ci 

de l'intérieur. Sans perdre la généralité on peut supposer que U^^^D^ / 

implique ^ ^ ^ ± 1 = Pour k fixé, /Tft|î . est un recouvrement de 

par des polyèdres analytiqu.es fermés. Il est évident que le théorème de Leray 

est vrai pour un tel recouvrement. Donc en vertu de la première partie on 

obtient 

H p c t f i|D k > e o = H p(D k , eo = o pour P 2 1 . 

Il existe donc t^k £ C
p~ ( 1A\q ,9) tel que 8 ^ = ^f|D . Soit ^ k un élément 

D-1 * - * - k 

de C p~ (1Â ,ff) dont les coefficients pour U/\c , . . . , C sont égaux à ceux 

de correspondants et pour les autres >».«*U^ sont égaux à zéro. On 

a ^ L I D = 9\d d e s o r t e q u e 

(5.8) S ( f k + 1 - ^ ) | = 0. 
k-1 ^ <x/ 

Supposons d'abord que p = 1. (5.8) alors signifie que ^ k + i " - V k définit une 

fonction holomorphe sur D^^ . Donc d'après le Théorème 5* 1 • 7 il existe ^ k(z) 

6 0tu) tel que 

Posons 

(5 .9 ) • Z < W V ® k > -
k= i 

La somme converge uniformément pour chaque et définit donc un élément de 

C°(11,C0. La modification usuelle montre que 

pour chaque N. Donc y est une solution cherchée. 

Soit maintenant p > 1. D'après (5.8) on obtient %^ £ c p~ 2( <W | , CO 

tel que S ^ k ^'^k+i " VJ^ID » d'où, en modifiant par zéro, un élément 

3( ké C
P~2CUÎ ,00. tel que 

k-2 1 k-2 

http://analytiqu.es
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Posons encore (b.9)- Cette fois-ci, ia somme devient finie sur chaque D,,. 

Il est clair que "ty est une solution de = <f . C.Q.F.D. 

2. Solution du problème de Levi^ 

Démontrons d'abord la réciproque du Théorème d10ka-Cartan. 

Théorème 5«2*1 Soit U C C n un ouvert. Supposons que H P(U,CÛ sont 

de dimension finie pour 1 < p < n-1. Alors U est un ouvert de Stein. 

Démonstration Avançons par la récurrence sur n. C'est vrai pour n = 1 

sans aucune hypothèse. Supposons que ceci est vrai jusqu'à n-1. Soit a£ 

'bU. On va chercer un élément F(z) € d(XS) qui ne se prolonge pas au voisinage 

de a. Soit H un hyperplan tel que U' = Uf\ H soit un ouvert non vide de 
1 donc le point 

C ayant^a sur sa frontière. Sans perdre la généralité on peut supposer 

que H =R (z n = o ) . Soit Cff le faisceau de fonctions holomorphes sur U' CC n~ 1 

et soit C: U'—>U l'inclusion canonique. On a alors la suite exacte: 

0 c & tf4^£- 0, 

où p désigne la réstriction sur z n = 0. Donc en vertu de la suite exacte 

(5-io) . . . — > H P Î È I C T ) — > H p ( u , e O — + H P ( U , L K C M — > H p + 1 (u,0O—* 
on conclut que HP(U,L tf1) sont de dimension finie pour 1 < p< n-2. Notons 

que H p(U ,l , 0*f ) = H p(U ' , e f ' ) . Donc par l'hypothèse de la récurrence U' est 

n 1 

un ouvert de Stein de C et il existe une fonction G(z' ) é eff (U' ) qui ne 

se prolonge nulle part âu delà de 'BU1*,. Reprenons maintenant le début de la 

suite exacte (5*10): 

. . . —>tf(\j)-î-+ ^ ( u ' ) — > H 1 (11,0*) ^ 

Par hypothèse H 1(U,0'), donc Coker p sont de dimension finie. Puisque 

z^GCz'), k = 0,1,... sont linéairement indépendants dans tf'(U1), il existe 

donc une combinaison linéaire g(z.)G(zf) parmi eux qui est dans l'image de 

p. Il est clair que cette fonction g(z^)G(z') ne se prolonge toujours pas 

au delà de 'BU'. Donc la fonction F(z)€^(U) telle que j)(F(z)) = gCz^GCz') 

2i)Ce paragraphe n'est pas nécessaire pour la suite, car on donnera ultérieurementume 
démonstration du théorème de Grauert n'utilisant pas la notion de pseudoconvexité. 
Néanmoins il vaut étudier. 
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est une fonction cherchée. C.Q.F.D. 

Remarque On démontrera ultérieurement qu'en effet on a H^(U,eO = 0 pour 

p > n pour n'importe quel ouvert UCC n. 

Ajoutons une propriété sur la stabilité des ouverts de Stein. 

Proposition 5*2.2 Soit une suite croissante d'ouverts de Stein. 

Alors U est aussi un ouvert de Stein. 

Démonstration Sans peîrdfe la généralité on peut supposer que U^, donc 

U sont connexes. Soit K^CU^ un compact qui est holomorphiquement convexe 
A 

dans Uk+<) > i.e. K"ky = K^. On peut le choisir pour chaque k de façon 
k+1 

que K^CInt(K k + 1) et \_/ = U. Prenons un point aé3u. et choisissons 
k k ' k une suite a é K^+^ telle que a ~> a. On va construire par récurrence 

fk^ °^Uk^ ayant les propriétés suivantes: 

|f k(a k)| > 2
k, L f

k + 1<z)-f k(z)| £ if vour zéK k. 

Choisissons f.(z) ainsi. Supposons qu'on a déjà choisi f̂  , . ..,fk. D'après 

le Théorème 5*1.7 il existe t e l ^ u e 

|g k + 1 (z)-fk(z)| < 'gtrî pour zéK k. 

Soit d'autre part h k + 1 (z) 6 0/(I^+1 ) tel que 

, h k + i ( a k + 1 ) l > s u p | i h

k + i ^ l ; z é K

k î -

En ajustant par un facteur et en prenant une puissance appropriée,on peut 

supposer que 

lh k + 1(a
k + 1)| £ 2 k . | g k + 1 ( a

k + 1 ) | , 

|h k + 1 (z)L > -^tn Pour z£K k. 

Alors fk+.(z) = S k + 1(
z) + h

k + 1 ^ s e r a u n é l é m e n t voulu. 

Posons maintenant 

f(z) = f,(z) + 2 3 ( f

k + i
( z ) - f

k

( z ) ) -
k=1 

La déformation habituelle montre que f(z) est holomorphe dans U et que 

|f(ak)| > 2k-1 • Donc f(z) ne se prolonge pas au voisinage de a. C.Q.F.D. 

Démontrons maintenant le 
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De plus on peut supposer en nêrae temps que toute boule de rayon < r intersecte 
U en un ouvert de Stein. 

Théorème 5*2*3* Un ouvert pseudoconvexe est un ouvert de Stein. 

Démonstration Sans perdre la généralité on peut supposer que l'ouvert U 

est connexe. De plus, en vertu de la Proposition 5-2.2 on peut supposer que 

U est fortement pseudoconvexe. Soit donc <̂ (z) une fonction s-psh telle que 

U = fyin) <()}. Nous allons montrer la finitude de dim^H^CU,©') pour p >: 1 . 

D'après le Théorème 2./f.5 il existe un nombre fini de boules B.j , • • • ,BjiT de 

rayon r telles qu'elles recouvrent 3ll et oue B soit un ouvert de Stein 

^our tout k . J Construisons d'abord des ouverts fortement pseudoconvexes UQ = U 

U.j , • • . ,UJJ = V tels que 

(5.11) U k C U

k + l
C U k U Bk+1> ™ u r k=0,...,N-1, 

et que VI»U. Choisissons ^(z) é cJ°(B^) à valeurs non négatives tels que 
N 
^> {ty. ( z) > 0 au voisinage de "du. Si les dérivées secondes de ^,(z) sont 
j = l J J 

suffisamment petites vis-à-vis de la constante M dans la démonstration du 

sf^^J k 

Théorème 2./f.5, alorfe^TSlz) •» Z I ^ - ( Z ) > k=1,...,N sont aussi s-psh au voisi-
WBJ J j=i J 

nagey\de 9U. Posons = [y^(z) < O j . Alors (5.11) est évidemment satisfait. 

De plus, Dar la même raison on peut supposer que toute boule de rayon < r 

intersecte- aussi chaque U • en un ouvert de Stein. 
que la restriction est surjective 

Montrons/^ H ?(U k + 1 ,(7) -»H
p(Uk,&) A pour p > 1 (k=0, ... ,N-1 ). Fixons k et 

Soit VQ une boule telle que supp^^^ C C V Q C . Choisissons les boules 

Vy j = 1,,..,l) de rayon < r de façon que V ^ n s u p p ^ k + 1 = fi et que t VjJj - i 

recouvre \ V~. Posons k 0 

* k = * V V J=o,i tfk+1 = { v . n u k + 1 , J-0,1,...,*}. ^ ^ 

Ils sont un recouvreme&t de Stein de resp. ^ k + i • ^ \ ( N / ' 

En vertu du théorème de Leray on a donc 5i*PP^i+i // /^^T^S CW\\V \ 

Hp(oTk+1,0') = HP(u k + 1,(y). ^ " " ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

Or on a VjOU k =
 V j r ï u

k + 1 pour j ̂  1 par hypothèse, d'où \Jy, 

cp(oTk,er) = c
p o i k + 1 ,&) pour p > i , 
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car le domaine de définition des coefficients de cochaînes est commun. Ainsi 

H ° C ^ k + 1 -> Hp(lTk,er) est surjectif (et même bijectif pour p > 2) • Fn combi­

nant pour tout k, on conclut que la restriction Hp(V,O0-> HP(U,CJ) est 

surjective pour p 7 1, 

Soient maintenant 3£ = { x . \ resp. {Y .} un recouvrement de Stein 

fini de U resp. V tels que X .<£Y . pour chaque j. Puisque V3>U, on 
J J 

peut en fabriquer utilisant.des boules de rayon < r comme ci-dessus. On a 

alors Hp(U,tf) = H P œ , e O , HP(V,(?) = H p ( ^ , e O . L'application de la restriction 

Hp(V,tf) -» Hp(U,O0 est représentée par celle Hp(ty ,&) H p(X ,0) induite par 

la restriction O^Y . ) -» Cf(X.). Munissons chaque tfCY.) resp. OtX.) de la 

topologie de convergence localement uniforme. Alors CPC^- ,C) resp. c p(2 ,or) 

sont des espaces de Fréchet. En plus, d'anrès le théorème de Montel la 
une application 

restriction Cf(Y.)-» tf(X.), donc C PC# ,©)-> CP(3E ,00 est ̂compacte, i.e. 

elle envoie un voisinage de zéro du premier espace à un sous ensemble relative­

ment compact dans le second. Donc la finitude de dim s'ensuit du 

lemme suivant: 

Lemme 5*2.*f (Schwartz) Soit 

E'-^-^E - ^ E " 

un diagramme commutatif d'espaces de Fréchet localement convexes (i.e. la topo­

logie est définie par une suite de serai-normes). Supposons que 

a) Ker^V/Im ^'—>Ker ji/Im jxi est surjectif. 

b) h est une application compacte. 

Alors Ker jx/Im ji* est de dimension finie. 

Démonstration La restriction de h: Ker'X—> Ker ji étant évidemment encore 

compacte, on peut supposer que E = Ker^, F = Ker jx. L'application h €> ji1: 

E $ F'—>F est alors surjective par hypothèse. Donc d'après le théorème en 

graphe fermé h « ji ' : E © F'/Ker hfĉi ' —^ F est un isomorphisme topologique. 
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L'application hlô: E © Ff/Ker h+ji' —>F étant compacte, on obtient ainsi 

une application compacte f = h©0*h+JJ1 ~1 : F —* F telle que Coker (1-f) = 

F/Im p'. Mais la finitude de dim€Coker (1-f) est bien connue. (En effet, 

il existe une semi-norme |.|| de F telle que l'image de sa boule unitée 

par f soit relativement compacte. La démonstration alors se fera parallèle­

ment au cas d'espaces de Banach.) C.Q.F.D. 

Remarque 1 La démonstration ci-dessus montre en même temps que la propri­

été de Stein est une propriété locale au voisinage de la frontière* 

Remarque 2 Du peut démontrer par le même raisonnement que les groupes 
complexe 

de cohomologie d'une variété analytiqueAcompacte à valeurs dans le faisceau 

structural d sont de dimension finie. 

3«Pureté de codimension de R n dans C n par rapport à Çf. 

Dans le chapitre IV, §7, nous avons montré que R n est pur de codimen­

sion n dans C n par rapport au faisceau constant C# Notre but est de 

démontrer le même résultat pour le faisceau tf. Compte tenu d'applications, 

nous considérons une situation un peu plus générale. 

Proposition 5«3»1 Soit O C C n un ouvert et soit S sa partie fermée. 

Supposons que quel que soit un ouvert V d'un espace euclidien complexe, on a 

(5.12) HVXS ( V X U , <^VXU ) = 0 p o u r k < r # 

Alors quels que soient un ouvert V et un compact K<TC, on a 

^ x K K S ^ ^ ' W l P = 0 P ° u r k < r + K 

(Ici on désigne par C^xU ^ e f a i s c e a u d e s S e r^ es d© fonctions holomorphes 

sur VXU etc.) 

Démonstration Notons que pour V fixé le couple (VxU,VxS) considéré 

au lieu de (U,S) satisfait aussi à la condition ( 5 . 1 2 ) . Donc il suffit de 

démontrer HKxS^C*^®CXlP ~ 0 P o u r k < r + 1 sous la condition ( 5 . 1 2 ) . 

Considérons la suite exacte 
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— ^ H ^ y S ( c x u , d ) — > H £ X S ( C * U , C O — * 

où on a abrégé par Cf. Donc pour k < r on a aussitôt H£ x s (
c * u > C O 

= 0. (Notons que le "paramètre" V est utilisé pour avancer la récurrence.) 

Le cas k = r est plus délicat. Soit P1 = CL/foo} la sphère de Riemann. 

Considérons sur p ' x U le faisceau £ des germes de fonctions holomorphes 

F(T,z) satisfaisant à F(OD,Z) = 0 . On a ^f| C x U = $c*TT
 N o t o n s &ussi que 

<cfl(P1\K)xU e s t i s o m o r P h e à ^l(p1vK)xU p a r l e m o rP h j-s^ e F(r,z)h»-TF(r, z). 

(A l'aide de l'inversion T 1/T> on peut conêidérer P 1\ K comme un 

ouvert de C ) On a donc d'après le théorème d'excision 

H ( ; ! M O * S ( p W > = H ( ; ! V K ) X S ( ( P V K ) X U ^ ( P 1 S K ) , U ) = °» 

Donc en tenant compte de la suite exacte 

• • • ^ H ( p l s K ) x S ( P ^ ^ ^ t s ( p , X U ^ ^ H p \ S

( p 1 x U ^ 

il suffit maintenant de démontrer H^ x g(P
1XU,^) = 0. Soit qt : P 1X U — V U 

la projection. On montrera dans le lemme ci-dessous que = ^ pour 

tout k. En appliquant donc le Théorème *f.6.3> on obtiendra 

Hp<xS(P
1XU,5) = H^(U,^^) = 0. C.Q.F.D. 

Lemme 5.3.2 = 0 P o u r t o u t k # 

Démonstration II suffit de démontrer 

(Rk<ît 4) = lim Hk(P1xV,<) = 0 pour tout zéU. 
* d z V?z 

Donc on peut supposer que U lui-même est un voisinage de Stein de z. Posons 

U Q = (P
1\ {œ])K U, U1 = (P

1 \{0}) XU. 

ty[ = {UQ.U^J est alors un recouvrement par les ouverts de Stein. (On l'appelle 

simplement un"recouvrement de Stein".) Donc d'après le théorème d'Oka-Cartan 

(Théorème 5 .1 .8) et le théorème de Leray (Théorème ^ .5 .6) (et le fait que 

^ | ( P M 0 J)XU " ^ ( P M O } ) * ^ ' ° N P G U T C A L C U L E R H K ( P ^ U , ^ ) par ce recouvre-

ment. Or on a 
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c ° ( i / t , $) = r ( u 0 , 5 ) u Q + r ( v 4 ) u i > 

C 1 ^ 7 , j') = r(U 0oU 1 >lf)U o AU 1 > Ck(t/l,^ ) = 0 pour k > 2. 

D'où aussitôt K K(P 1X U, ̂  ) = 0 pour k > 2. Montrons ensuite H°(P 1 *u4) 

= r(P1xU,^) = 0. Prenons F(T,z)é T(P1xU,J). Pour chaque z é U fixé, 

F(T,Z) est une fonction holomorphe globale sur P1 , s'annulant à 1 ' <x>, d'où 

F(Tjz) = 0. Considérons enfin un cocycle F(T, z)UQ/\ U1 . Pour z fixé, 

F(T,z) est holomorphe en T dans la couronne 0 < |nr|< oo, donc admet le 

développement de Laurent: 

F(<r,z) = r œ ( ^ z ) - F Q(T,z), 

où FQ resp. F^ désignent la partie holomorphe en 0 resp. en oo • On 

peut choisir cette décomposition de façon unique en se posant la condition 

F^Ca^z) = 0. Puisqu'elles peuvent alors se calculer par la formule de Cauchy, 

on constate qu'elles sont holomorphes en <x> z. On a donc 

F ( T , Z ) U Q A U 1 = S(F 0(T,z)U Q + F G D(T >z)U 1), 

d'où H 1(P 1xU,J) = 0. C.Q.F.D. 

Corollaire 5*3*3 Soit U un domaine de C et soit S sa partie fermée. 

Soient K.CC, j=1,...,n-1 des compacts. Alors quel que soit un ouvert V, 
J 

° n 3 HVXKLX...xK 1 x S ( V X C n ' l * U ' C W n ) = ° ? ° U r k < n ' i n-1 

Démonstration Puisque U est connexe l'unicité du prolongement a lieu, 

i.e. la restriction H^(U,€0—> H^(U\S,O0 est injective. En appliquant ce 

fait à une fonction holomorphe F(w,z) dans VXU pour w fixé, on conclut 

que H°(VxU,eO—» H°(Vx(U\S) est aussi injective. On obtient donc 

^VxS^^'^VxtP = °* E n v e r t u d e ^ a Proposition 5.3*1 on obtient donc 

HVxK xS^ V * C * U , 0 VxCytP = 0 p 0 U r k < 2 # E n r é P é t a n t a i n s i lfemploi de la 

proposition, on aboutit à la conclusion. C.Q.F.D. 

Théorème 5*3*4 Soient , des polyèdres analytiques fermés dans 

C n. On a alors, quel que soit un ouvert V, 

H v x ( K 1 v K 2 ) ( V x c n ' ° ' v x c n ) = 0 ? o u r k < n * 
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Démonstration Omettons pour simplifier le facteur V. Sans perdre la 

généralité on peut supposer que K ^ K ^ , donc 

K 1 = (z*C
n; ]Fj(z)|< 1 pour j = 1 , . . . , ^ } , 

K 2 = {z€C
n; |Fj(z)l<1 pour j = 1, . .. ,^ ,N ^ 1, •.. ,^+N^ • 

Si on pose 

K£ = |zéCn; lF^(z)| <; 1 pour j = 1 , .. . ,N1 ,N^1 , .. ••N^k}, 1 < k < N 2, 

avec la convention K'T = K-, on a la suite exacte 

n 
• • • — * H v, v , (C ,00 > H— -rr, (C ,00 — > H — 7 I(C ,90 >• • • • • 

j j+1 Ki s Kj+i k i n K J 

Donc si on démontre notre assertion pour le cas spécial N 2 = 1, on pourra la 

démontrer par récurrence. Posons donc = N-1 et N 2 = N. Puisque est 

compact, on peut supposer sans perdre la généralité que Fj(z) = pour 
n N 

1 < j < n et que n < N - 1. Considérons le plongement F: C —> C défini par 

F(z) = (z1,...,zn,Fn+l(z),...,FN(z)). K  

Choisissons R >mïw(sup lFw(z)| , 1 ) et posons < f—. \ 

'K1 = {(Zl,...,zN)éC
N; | Z j \ < 1 , 1< jSN - 1 , |z N\<R), / p N 

K 2 = {(z1,...,zN)éC"; \ z j \ < 1 , 1<j<N>. i 

Ils sont des compacts de C et on a F (K^) = K 1, F (K2) = K 2* Or on a 

d'après le Théorème k»6.7 

(RkF OO, 7 ) = Hk(F~1(Zl,...,z ),Cf) 
f O', x si k = 0 et (z-,...,zM)£ Im F, 

= ; Cz1,...,zn; i w 

[ O sinon. 

Donc d'après le Théorème 4*6«3 on obtient 

Posons 

U = jzNéC; 1Z n \>1 ] , S={z N6C; 1<|z N|<RJ, 

LJ = {zjtC; |Zjl<l} , 1 < j< N - 1 . 

On a ItjV = E^x .. .XLN_«xS.
 D ° n c en appliquant le Corollaire 5.3*3 au 

couple (U,S), on obtient 
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H I \ K ( C ^ ^ 1 1 » ^ ) = 0 P ° u r k < N. 

Or on a diaprés le Théorème 5*1 *4 une suite exacte de la forme 

0<— F Ojjn < O^N^ ... * OjjN ^ — 0 . 

(Puisque on peut fabriquer maintenant la résolution globalement comme la réso­

lution de Koszul, le facteur implicite V ne produit aucune difficulté.) 

Donc dfaprès le Corollaire 4.3*7 on conclut que 

H l \K (C^X&iF^n) = 0 PO*** k < n. 

N-1 2 ^ N 
Puisque C *U est un voisinage de K^\K 2 dans C , compte tenu de (5*13) 

on achève la démonstration. 

Corollaire 5*3*5 2^,(0^) = 0 pour k < n. 

Démonstration Notons que R = {z€C; | e i z ) < 1 , |e~ i z|<l]r. Donc 

K1 =R n n{z^C n; | Z ll < 1,...,|zn\ < 1 J , 

K £ = K 1 n (Re f(z)< o } , où f(z) = 1 - (z^+...+z2), 

sont des polyèdres analytiques fermés. Posons 

U = { z € C n ; |z1\< 1 , . . . , |zn|< 1, Ref(z)>0}. 

C'est un voisinage de l'origine et on a 

Kj\ K 2 = R
nflU. 

En effet, l'inclusion Z> est clair. D'autre part, si z6R n et Re f(z) 

> 0, on a 1 - (z^ + ... + z n) > 0, donc lz^| < 1, d'où l'inclusion réciproque. 

Donc d'après le Théorème 5*3*4 on a H k

n „(11,80 = H
k „ (Cn,eO = 0 pour k < n. 

K n u i 2 

Puisque {rUj r>0) sont des voisinages fondamentaux de l'origine, on conclut 

que Hg W ( e 0 o = 0 pour k < n. C.Q.F.D. 

Remarque D'après le Lemme 4*3»5 on obtient donc H^(Cn,00 = 0 pour k 

< n pour tout ouvert IICR n

# Donc en vertu de la suite exacte de Théorème 

4*3*6 c), il en est ainsi pour tout S C R n localement fermé. 

Corollaire 5*3*6 Soit S = [zéCn; Im z^>0, j=1,...,n}. On a I g ^ c * ) ^ * 

= 0 pour k < n. 

Démonstration Posons cette fois-ci 

K 1 = Sf|{zÉC
n; | Z j \ < 1, j = 1,...,n}, 
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K 2 = ^ n ^ c " ; Re t(z)<0}9 

U = {ziCn; | z , K 1 , j = 1,...,n, Re f(z)>0}, 

OÙ 

f(z) = 2i(z1 + ... + z J + l - (zf+...+z2). 
l n I n 

On a K 1 \ K 2 = SnU. En effet, 1 •inclusion 3 étant claire, soit z = x+iy 

6 K^x K 2 . Pour montrer ztSoO, il suffit de vérifier |z. \ < 1 pour j = 
3 

1,•. . ,n. Or on a 

0 < ŷ  < 1, j = 1, ...,n, 

0 < Re f(z) = 1 - (x2+...+x2) - 2(y1 + ...+yn) + (y^+.-.+y
2)* 

2 
Donc en substituant y . "2 y . on obtient 

3 J 

(x^+...+x^) + (y^+...+y^)< 1, 

k i 

d'où l'assertion. D'après le Théorème 5*3**f on conclut donc que Hg^yCD.u) 

= v K (UfCf) = 0 pour k < n, d'où Hg(G0o = 0 pour k < n. C.Q.F.D. 

Démontrons maintenant le 

Théorème 5*3*7 R n C C n est pur de codimension n par rapport à 

Démonstration II reste à considérer HpnC^) pour k > n. Soit I2c R n 

un ouvert et soit U un voisinage complexe de Stein de n . Posons U. = 

3 

U n [im z. 4 0}, j = 1, ...,n. Alors 1R = {u, U1 , . . . , , U ' = {.U1 , . u

n"V • 

sont un recouvrement relatif de Stein de (U,UN,Q.). On a donc 

H£(U,CO = Hk(l/[mod VV ,9) . 
k 

Pour k > n, il n'y a pas de cochaîne relative non banale. D'où H (U,C) = 0, 

donc HpnCeO = 0. C.Q.F.D. 

Si on se rappelle du facteur V dans le Théorème 5*3**+* on peut démontrer 

par la même manière une variante comme suit: 

Théorème 5.3.7bis R n X C d C C n + d est pur de codimension n par rapport 

Considérons enfin les groupes H^CC11,^) pour S^-Rn localement fermé. 

On sait déjà qu'ils s'annulent pour k < n. De plus, si S = n est un ouvert, 

on sait H^(Cr,,0/) = 0 aussi pour k > n. Donc dans le cas général où S = 
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îLnF avec Cl ouvert et F fermé, en vertu de la suite exacte 

* H & N ^ 

on conclut que HgCC11,^) = 0 pour k > n+2. Examinons donc H^*1 (Cn,60 . 

Lemme 5.3*8 Soit S = X I n F où ÇL<Z Rn est un ouvert et F C R n est un 

fermé. Supposons que F est une réunion finie de fermés de R n dont chacun 

est du type produit: F- X . ..XF avec des F . c R fermés. On a alors 
1 n j 

H ^ + 1 ( C n , d ) = 0. 

Démonstration Grâce à la suite exacte 

> H J + 1 ( c n , d ) _ - ^ ( c n , e O - ^ H ^ ) n F ( c n , ( y ) - > . . . , 

il suffit de démontrer Hp*^(Cn,6') = 0. Supposons dfabord que F est lui-même 

du type produit F ,x ...XF^. Alors les n+1 ouverts 

U n = C
n, U, = (CvFjxCX. . .XC, U = Cx-..XCX(C\F ) 

U 7 i i 7 7 n n 

se constitueront un recouvrement relatif de Stein de (C n,C n\F). D'où 

Hj + 1(C n,&) = 0. 

Démontrons le cas général par la récurrence sur le nombre de composantes 

de la réunion. Supposons qu'on a Hp* 1(C n,e/) = 0 pour tout F qui est une 

réunion de N fermés du type produit. Considérons F UF', où F' est du 

type produit. D'après le théorème de Mayer-Vietoris, on a la suite exacte 

... - ^ H J + 1 ( C V ) ® H J ; 1 ( ^ C ? ) ^ H ^ 

d'où on obtient H^ t(C
n,0 ;) = 0. C.Q.F.D. 

Exercice Démontrer la variante ci-dessus de la suite de Mayer-Vietoris 

en imitant celle du Théorème ¿+.3*8. 

Remarque En effet, on démontrera ultérieurement Hg + 1(C n ,eO = 0 quel 

que soit SCR n localement fermé. Pour le moment, on se contentera du 

résultat ci-dessus, partiel mais suffisant pour la plupart d'applications. 

k* Définition cohomologique de 1'hyperfonction 

Maintenant on est prêt à donner la définition rigoureuse de 1'hyperfonction 
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.Définition 5.4.1 On définit le faisceau d'hyperfonctions B sur 

par B = !!~n(e'). 

En vertu des Théorème 5.3.7, Lemme 4.3.5, Lemme 5.3.8 et Théorème 4.4.4, 

on obtient le 

Corollaire 5.4.2 Pour un ouvert rLCRn on a 

où u est un voisinage complexe quelconque de n. De plus, pour 

localement fermé, on a 

et 

H:(Rn,B) = H:+k(Cn,~) = 0, 

pour k ~ 2, ou pour k = 1 et pour S vérifiant la conclUSion du Lemme 5.3.8. 

Corollaire 5.4.3 Soi t .Q C Rn un ouvert. Supposons que (JQ. sa tisfai t 

à la conc1l1Sion du Lemme 5.3.8. Alors la restriction rn.(Rn,B)~ B(Q..) est 

surjective. 

Ceci découle du corollaire précédent et de la suite exacte 

( n r 1 n 
• •• -----? r Il R ,B) --';> ( n.., B )---7 H d~ R , B) ---> •••• 

la réunion d'un nombre 
Cette hypothèse sera vérifiée si par exemple fi est là fl: nttièl:. ïacal:ytique 
fini de cubes à côtés parallèles aux hyperplans de coordonnées. 
l'ldl!! 'Pu' mu'eu"::, eer l, Lel-'Ilme 5 3 e 'Peut être gécél:alisé à tel ces l'Br le 

ehangciiIont QG : Q QI ;i ,riflées. Comme on l'a remarqué à la fin du paragranhe pré-

cédent, on aura en effet toujours d'où la flascité de B. 

Pour le moment pour 0,- général on peut prolonger f E. B(Q) à Rn à une 

modification au voisinage de ôQ près, car on peut approcher .f2. de l'intéri-

eur par des ouverts comme ci-dessus. 

Nous interprétons ensuite la signification de F(x+irO) du point de vue 

cohomologique. 
170 . 1 n n 

Prenons ./ ,1 , ... ,1 E R 

(5.16) E~ = {y; < y, ~ ~ > 0 }, 

E1, () ... "E,n soit un sous cône l'Pepre de 

tels que, 

r et que 

en posant 

>1) 
E10 u E1' u ... U E?n = Rn,{O}. 

On suppose en plus que l'ordre de 
, . n 

~ , ... , 1 est compatible avec l'orientation 

;~Sous cette condition n éléments parmi ~O, ••. ,1 n sont toujours linéairement 
indépendants. En effet, si par ex. 1f , ••• ,'J'tl sont linéairement dépendants, 1\dE'1j 

contiendrait une droite, mais ce qui ne serait jamais contenue dans E1c. )=4 
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(Sinon on change de la signe.) r*C |RT* 
de R Prenons un petit voisinage complexe U de £1 

( \ 
tel que F(z) soit défini dans (Cl+iEynn . . .f|Ejj n ) (\ U. 1 \ ) 
(Par la définition de coin infinitésimal, ceci est possible K ' ^ L ^ X J 
si (y .../^E^n est un sous cône propre de P . ) Posons \ v > v ^ C J ^ / ^ - ^ 

U.. = ( a + i E^)nU, j = 0,1,...,n. I I // 

Alors VI = {U,UQ,...,Un} et 0af = { Uo'"-> Unï S^lJ^^ 

forment un recouvrement relatif de (U,U\il) et 

(5.17) F(z)U AU l A... AU n é C
n(tKmod^',0O. Ef 

S) 
De plus c'est un cocycle puisque par hypothèse U ^ U ^ f\Un = Donc 

d'après le Théorème ¿+.5.6 il définit de façon canonique un élément de H^(Cn,00. 

Lemme 5.^*4 Cet élément de H^(Cn,eO ne dépend pas du choix de 

*n 

• • ., ( • 

Démonstration Soit O P , ^ ' ) un autre recouvrement avec la même propriété. 

On pourra passer de (1)1 $'W ) à (oT>X f) par de petits changements successifs 

(1JIilV)i—» (tfj/7, -Df1 ) de trois sortes suivantes: 

a) Diminution de U à V: {UnV,UQnV,...,UnnV} etc. 

b) Remplacement de 7° P a r >/° f #- î^= i^y13^^ • • • • > u

nl
 e t c * 

c) Remplacement de */1 par >]1 • : 7^= \ U, U Q, U], JJ 9 ..., U n } etc. 

Ici et dorénavant, s'obtient toujours en supprimant le premier membre de 

ÏJP. Bien entendu, on suppose toujours que 7)f1 ) a la même propriété que 

m, ! P ) . 

Examinons l'invariance de la classe de cohomologie séparément pour chaque 

procédé. Dans le cas a), BP est un raffinement de Ul et F(z) (UnV)A(U.nV)/\ 

.../\(UnnV) correspond à F(z)UAUlA .. .^Un par 1 1 homomorphisme induit par 

l'application de raffinement. Donc l'assertion est évidente. Dans le cas b), 

considérons le recouvrement Ul^'TlC = {U.UQ,!^,!^ , ... ,U N} . et Ï}P sont des 
par l'inclusion naturelle 

raffinement de 1rçu#f ^ Le cocycle F(z)U/yUiy\. . ./\Un a toujours la même forme 

pour ces trois recouvrements, d'où l'assertion. Enfin, dans le cas c), 

considérons le recouvrement fiP = ^U,U0,U.j ,U| ,U2, ..., U n j . tyl et HP sont 

>|)En effet si )?é Eh0nE^n* • ^axi > alors - là E^0

UE/)1i>.. .
u E ^ n = R

n ^ { o } , ce qui 
est absurde- 1 ( ( 1 ' / 
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des raffinement de VI^VJO par l'inclusion naturelle. F(z)U/\U1 A.. ./\Un resp. 

F(z)TI^Ujy^gA* m *AUn s o n t d e s images par 1•homomornhisme associé aux raffinements 

VivW*—>lVl resp. WVUP t—^riP du même cocycle 

(5 .18) F(z)U AU l A... AU n + F(z)U AU| AU 2^... AU n 

d'où, d'après le Lemme k»5*7 appliqué au diagramme ci-dessous, on obtient 

1'assertion. 

^ ïï^(VluWf mod №^7)0)' ,&)^^ 

Hk(VI modW , er) | Hk(T)fmod «T 1 , ©9 
^ ^ ^ H ^ ( C n , O 0 C.Q.F.D. 

Exercice Calculer le cobord de (5*18) . 

Corollaire 5*^*5 L'opération linéaire 

F^x+i^O) + F2(x+ir^0) = (F1+F2)(x+iri0P20) 

correspond à celle dans H^(Cn,0') par la correspondence ci-dessus. 

Démonstration D'après le Lemme 5»k*k on peut choisir sans pe rd re la 

généralité de façon que Ê « f) ... f\ E^ n C T. ç\V^ L'assertion est alors banale. 

Ainsi on obtient un homomorphisme bien défini du préfaisceau d'hyperfonctions 

intuitives \TL Fj(x+iHjOîy dans Hgn^GO* Montrons que cet homomorphisme est 

en effet un isomorphisme. 

Théorème 5«*t»6 S o i t XL<^Rn un ouvert. Soient , . . . ,>|N é R n tels que 

E/}1f...UE^N = ^ { 0 \ et que E ^ . . . 0 E ^ j n + 1 = * P o u r t o u t e P a r t i e {V # #> Jn+1* 

C[1,...,N} à n+1 éléments. Alors toute hyperfonction f(x)éB(£L) peut 

se représenter à la forme suivante: 

(5 .19) f(x) = V F (x +iE^ i n... nE 7 J nO). 
J1 • • • Jn 

L'expression est unique modulo celles qui correspondent aux cobords. 

Démonstration Prenons un voisinage de Stein U de il et posons = 

(Rn+iE^j)nU. Alors Vi= {U } ^ U S VV = { n i f . . . , U N } sera un recouvrement de 

Stein relatif de (U,U\£). Donc en vertu du théorème de Leray on a B(£L) = 

H^ClftmodUT1,00 . Un n-cocycle relatif pour (Vl$W) s'écrit à la forme 
(5-20) 2 1 Fdi...Jn ( z ) UA UJlA---A Ddn-

J1 • • • Jn 
Notons que d'après l'hypothèse Ej 1^..•n

Ej n +i = chaque terme est séparément 
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un cocycle. Il provient du terme correspondant de (5• 19) (au signe près) par 

la correspondence ci-dessus. En effet, pour E^j^.. .^E^j n ^ jrf, on peut 

trouver un vecteur ^ tel que E ^ E ^ j ^ • • j n = R
n ^0}?^ Posons = 

(Rn+iE^)flU. Alors le terme Fj^ . .. jn( z)U/\Uj /\. • *A^j représentera toujours 

la même classe de cohomologie soit pour 9 ^ £Û } soit pour ses raffinements 

]J1 ou {u,U^ ,Ujj, . • •>Ujn]-. Ainsi on a la sur jectivité. Notons aussi que la 

valeur au bord intuitive (5*19) qui va à un cobord (5 .20) s'annule juste au 

sens intuitif dans le Chapitre III. D'où 1'injectivité. C.Q.F.D. 

Examinons quelques exemples concrets de telles expressions. 

Exemple 5*4*7 Soit U un voisinage de Stein de XI. 

a) Choisissons 1° $ *f , ... ,^n é R n tels que E^ou.--UE^n = R^fa}. Alors 

VI = { u \ ^ U f , W = {U Q,...,U n}, où V. = (R n+iE^) nU, j=0,...,n, est un 

exemple fondamental de recouvrement de Stein relatif de (U,UNQ). Posons 

p. = E j , j = 0,...,n. Ils sont des cônes propres, disjoints entre eux. 
J 1 n n 

L'espace des n-cochaînes s'identifie avec <y((R +iV.)ç)ïï) • Posons encore 

P., = f \ E h£. Alors l'espace des (n-1 )-cochaînes est \ n V 

isomorphe à (BOXtR +ir . ,)flU). On a donc 
J < k n N N W 

(5 .21) B(Ci) = 9© ' ( (R n +i r,)nU)/ 0 e t ( R V n , ) n U ) , v ^ V ^ J O ^ y y I 
j=0 j<k J k W ^ ^ / ^ 

où le dénominateur entre dans le numérateur par application ^ \y \( y» 

^ F ( z ) l ( R

n

+ i r ) n u
€ < y ( ( R n + i r o ^ u ) / W 2 

e f ( ( R n

+ i r j k ) n U ) . F ( Z ) ^ . J ' e a X * 
^ (-1 ̂ - ^ ( z ) ! ( R n + i r ) f t U e or«H^irk)oU). 

Pour le calcul pratique il vaut mieux conserver le symbole du produit extérieur 

U^U, ̂ ...^U, pour ne pas se tromper de signes. 
J1 Jn 

b) Reprenons le recouvrement utilisé dans la démonstration du Théorème 5*3*7* 

Posons Uj = U n{lmzj^0} . Alors U = {" ,1^, .. . ,U n}, ty* = { u v - > U

n V e s t 

un recouvrement de Stein relatif de (U,Ux£l). Le cocycle de degré n n'a 

&)Sinon, R n \ (Ê j.jU.. #UE^jn) = R^E^j^n.. •n
E_^j n sera un cône convexe fermé 

contenant une droite Y à sa frontière. Puisque ± ̂  t Ê7j implique £*'dE^, / 
sera alors contenue aussi à la frontière de E^j. p •. .^E^jn • Mais /Mo} est recou 
vert par le reste de Ey. Il y aurait alors un point voisin de {0} dans 
l'intersection E >̂  j, 0 . . .pE^j^E^j qui était fi. 
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qu'un seul terme F(z)U^U^ A ... A
u

n * Donc une hyperfonction est représentée 

nar une fonction F(z) holomorphe sur le seul ouvert r\ • • • n u

n qu'on 

désigne traditionnellement par U#R n. On a 

S ( I l G . ( z ) u A u l A . . . A u . ^ A u . + l A . . . A u n ) = T L C - D ^ j C ^ u ^ ^ . . . ^ . 

Donc F(z) é S^(U^fRn) représente nul si et seulement si il existe des fonctions 

G.(z) holomorphes respectivement sur Un ilm z, ^ 0 pour k ̂  j} telles que 

n * 
F ( z ) = 1C G.(z). On a donc 

(5-22) B ( a ) = rf(U#Rn)/ ^^(UnSlmz, ¿ 0 pour k/j}). 

Cherchons la relation entre cette expression et celle du Théorème 5 .4 .6 . 

Remarquons que U# R n se constitue de 2 n composantes connexes dont chacune 
j = ±1 et 

est un coin infinitésimal (11+1^)^11, où cj" = (ô  , ... ,tfn) ,^ = {(5\Imz..>0, 

j=1,...,n}. Posons donc = U O ï*Im z j > 0}. Alors <]f = { U, ± ; . .., Vn±\ , 

if1 =^U^±j ... >Un±ï est un recouvrement de Stein relatif ayant la forme du 

Théorème 5#4«6. Il est un raffinement de (7/1, W ) ci-dessus, et le cocycle 

F(z)U AU l A.. . AU n, représentant de f(x)£B(&), va à l'élément 

F ( z ) u A ( u 1 ^ u 1 j A . . . A ( u n + > u n j = 2L F ^ ) ¥ , O - A - A V • 
cT 1 n 

Compte tenu du fait que l'orientation de A • • • A ̂ nc3-
 e s ^ égale à (̂ ...(5̂ , 

1 n 
on obtient donc 

(5.23) f(x) = £ (T, ...(^FCx+il^O). 

Ainsi (5.22) est un cas particulier du Théorème 5*4«6. En vertu duiK signe 

<5̂ ...<Tn dans (5*23)5 la signification du dénominateur en (5«22) est maintenant 

claire. 

Exercice Récapituler le cas n = 2 des exemples ci-dessus. 

Démontrons maintenant le Lemme 3*1-3-

Lemme 5«4«8 Si F(x+ir*0) = 0, on a alors F(z) = 0. 

Démonstration Prenons ,..., >jn £ R n qui représentent F(x+if0) 

v F - J 

comme un cocycle^ F( z)UAUlA.../\Un, où Uj = (R +iE^j)0U, j = 0,...,n. Le 

problème est de démontrer F(z) = 0 étant donné que ce cocycle est un cobord. 

En vertu du principe du prolongement analytique, on peut supposer sans perdre 
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la généralité que T = n • • • n E^ n et que U est un petit voisinage de 

Stein d'un point, disons l'origine. Posons IJi = VC t yi% = {I^,...,!^} 

comme d'habitude. Soit G = V G . . (z)UAU. A . . . A U . é C n~ 1 (1/1 mod W 1,00 
^ Jl • ••Jn-1 A J1 A A Jn-1 

tel que SG = F. En utilisant le fait que les coefficients de SG pour les 

termes autre que U/\U«/\...AU s'annulent, on va démontrer ci-dessous que 
n tel que 0 £ JJi , j^y 

les coefficients G. . (z) de G Ase prolongent à un voisinage entier de 
J1 • • •Jn-1 n 

1'origine. 

Exercice Prévoir la démonstration du lemme pour le cas n = 2. 

Le procédé de prolongement est assez compliqué et se fait en plusieurs 

étapes. Notons d'abord que d'après la démonstration du Corollaire 5*3*é, il 
U 

existe un système de voisinages fondamentaux^de l'origine tels que 

H(№-l^ t y.. nl! >jJnO < B' r t * ° P ° U r k < 
où {J , • •., est u n e partie de {0,1,...,n} formée de n différentes 

éléments. (En effet, par un changement de coordonnées linéaire on peut 

toujours ramener à la situation du corollaire.) De plus, si on se rappelle, 

dans la démonstration,de l'existence du facteur arbitraire V, on peut aussi 

constater qu'il existe un autre système de voisinages fondamentaux U tels que 

<5-2iO H ^ ^ g ^ — ^ j ^ ) f t U ( U , O 0 = 0 pour k < p; p = l,...,n. 

(En effet, dans ce cas les variables z. telles que j ̂  pourront 
J P 

être considérées comme des paramètres. Donc ce système de voisinages fondamen­

taux se constituera d'éléments du type produit d'un voisinage distingué de 

dimension p et d'un voisinage quelconque de dimension n-p, et donc il sera 

différent pour différente valeur de p.) Pour faciliter l'écriture introduisons 

un système de symboles formels 51 = {I^, • • • ,1] et considérons une sorte 

d'espaces de cochaînes: 

C*'*m modU' J;0f) = {Z*h.. . J p ; k l . . . k q<*>U AUj 1 V • -^ W * 0 A - • 

Hji...jp;k1...kq(a)€ d(Uj l 0... nUj p)}-
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Ici on fait la convention habituelle I^^I^ = - 1^ A 1^, et de plus on pose 

Uj ̂ I k = - I^^IK pour j / k et U J ^ I J = 0. Le cobord S pour le recou­

vrement (̂ l.'l/l1) s'appliquera toujours par la formule Sh = ^ U.AH. Donc 

si on fixe I^^... AI^ et fait varier p, on obtient un o-complexe. 

Examinons ce que ce complexe nous donne. Pour A* • • Â k f i x®, on n'a 

que Uj, j £ | J1 , . •., Jn_q^ = (0,1 , ... ,n} \ {k Q, ... ,k^j dans les coefficients. 

Ceux-ci constituent avec ïï un recouvrement relatif de (U, \ y U.). 

Donc le p-ième groupe de cohomologie est égal à H(Rn.ig— n < 0 e 
J4 Jn-q 

D'après (5*24) ce groupe s'annule pour p < n-q pour un système de voisinages 

fondamentaux U. 

D'autre part on définit le cobord d par rapport à la famille lJ par 

dH = XL ttfily II est alors clair qu'on a d 2 = 0 et Sd = dS • Reprenons 

maintenant la relation F = 8g. Puisque dF = 0, on a 0 » d&G = SdG. 

Puisque dG £ C ~ ' (1JImod W ,7;60 » on peut alors trouver, d'après la nullité 

de la cohomologie, un élément G n - 2'° e C n " 2 , 0 (<Ul mod W ,J;6) tel que dG = 

^Q n _ 2>0 qUitte à rétrécir U. Ainsi on peut trouver successivement des 

éléments G n - q' q ~ 2 € Cn~q'q~2('lfl m o d W , J;00, q = 2,...,n. (Voir le diagramme 

ci-dessous. Là on néglige le rétrécissement de U.) 0(U) 

C°» n' 2 (1* modW ,3; 00 C 0' n" 1 № modJP ,3" ; O1) 

C n~ 2' °(Vl modW ,.7;9')—" C n" 2» 1 (ut modzrTjîOO • • • 

dG é C n" 1 ' 0 (HmodlV ,tf;V) A C n" 1 » 1 mod ; 00 
cn,u(i;imodW,7;Cf). 

Ceci fait, regardons la correspondence d G n _ q ' q ~ 2 > — » d G n - q ~ 1 , q 1 en détail. 
Le fait qu'il existe H € C n " q _ 1 ' q~^'lT mod 1 1 ' , J ; O 0 tel que dG n - q' q~ 2 = Sh, 

d Qn-q-1,q-1 _ d H i mpii q Ue q U e le coefficient Gj 1 .. .jn_q(z) de d G 1 * - ^ - 2 
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peut se décomposer à une somme dont chaque terme se prolonge sur l'intersection 

de n-1 parmi U. ,...,U. , disons sauf Uj . dG n~ q~ 1 » q~ 1 est alors 
au signe près J 1 Jn-q t 

obtenu^en utilisant ce prolongement en remplaçant Uj^ par Ij^ (et par 0 

si j*£ = 0, car on ne dispose pas du facteur IQ) • Ainsi on aboutit à un 

0 n 2 
pas^élément dG * qui est holomorphe sur un voisinage entier U de l'origine. 
Ôt/ jT /"\ f\ éi^ 

^ Ecrivons maintenant G = UQ/\G + G' comme d'habitude, où G éC " ^ ^ I U Q 

modVl 1^ ,00 et G' est la partie ne contenant pas le facteur UQ. Par ce 

qui est démontré ci-dessus, les coefficients de G' sont holomorphes dans 

U • On a 

F = SG = U 0 / V ( - S'G°) + U Q/\G' + 8'G», 

où S' désigne le cobord par rapport aux indices autre que 0. On a donc 

S fG^ = Gf|jj et F = 8'G'. Or on a par un calcul formel 

0 = 8' 2G° = S'G ' L . 
» u 0 

En général ce calcul ne vaut rien puisque le domaine de définition des coeffi­

cients U Q ^ .. -f*UN est vide. Mais dans ce cas g ' I U Q e s * e n c o r e défini sur 

UQ. Donc ce calcul formel, si on le réécrit à l'aide des coefficients, nous 

donnera 8 ' G ' j = 0 . Ainsi d'après le principe du prolongement analytique 
UQ 

on conclut que S'G' = 0 partout, d'où en particulier F(z) = 0. C.Q.F.D. 
f Remarquons que si l'on regarde un coefficient G. . (z) de G tel que 

J1 # # # Jn-1 

ç£ Jo £ { j . , ..., J n - 1} 9 on ne rencontre le remplacement par 0 d'aucun terme dans 

ce procédé-là. Cela signifie qu'un tel coefficient peut se prolonger finalement 

Và un voisinage U de l'origine. 

Terminons la démonstration du Lemme 3^1*3• Il est à démontrer qu'en 

supposant que F(x+ifO) = f(x) est une fonction analytique réelle, F(z) se 

prolonge à l'axe réel. Rappelons qu'on considère la fonction analytique réelle 

f(x) comme une hyperfonction par f(x+iH0), où T est un cône quelconque. 

D'après le Lemme 5-4-4 le résultat comme une hyperfonction ne dépend pas de 

T . Donc en particulier on peut prendre le même cône que F(x+iro). Aussi 

d'après le Corollaire 5-4-5 on a F(x+iro) - f(x+ifO) = (F-f)(x+ifO) = 0. 
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Donc en vertu de la première partie du lemme F(z) = f(z) et elle se prolonge 

sur l'axe réel. C.Q.F.D. 

Exercice Démontrer que la fcorrèspondence 

2 ^ о - . и к

Ы % > * " Л ^ к ~ ^ F J o - J k

( z ) V j o A - - A 4 

représente rfcctpomorphisme H (1М1,0)--»НЛ (U,O0 défini naturellement à partir 
de la suite exacte 

... _ * H
k ( U , G 0 — * Нк(ич(1,(У) - > H ^ 1 ( U , 6 ) - > H k + 1 ( U , 0 ) — ^ .... 

(Ainsi, si on considère B(Sl) = Hn~1(IM2,eO au lieu de H^(U,&), on peut 

supprimer le facteur annuyant 0 dans l'écriture!) 

Remarque Soit M une variété analytique réelle. Pour chaque carte de 

coordonnées Çt (qu'on identifie avec un ouvert de R n ) , on peut choisir un 

voisinage complexe U et définir le faisceau H^CCf^). Cette notion étant 

locale et indépendante de coordonnées coisies, on peut les recoller à un 

faisceau bien défini sur M. (En effet, en recollant U on peut même trouver 

une variété analytique complexe X^M, unique près de M à l'horaéomorphisme 

holomorphe près, de sorte que 2^(0^) l'est.) Strictement dit, ce faisceau 
sur M 

diffère du faisceau d'hyperfonctions В драг un petit détail: La notion de 
1'hyperfonction intuitive В ne dépend pas de l'orientation locale de M, 
tandis que 2^(6^) déjà contient celle-ci. (Rappelons aussi que pour définir 
la correspondence B(QJ—^H^(U ,ef) on a bien fixé l'orientation de П . ) Si 
M est orientable, on peut fixer l'orientation de M une foie pour tout et 
identifier В avec 2де(°х^# c t e s t équivalent à déterminer l'image de la 
fonction 1 dans 2^°X^* S i M e s t n o n o r i e n t a b l e > 1 1 П'У a P a s d e section 
globale l'image de 1 dans 2^(0^). Rappelons donc le sous faisceau E^( c

x) 
de H ĵCO'x) calculé dans le Corollaire 4-7.7 pour le cas M = R n. Là on a eu 
l'isomorphisme Нр П(С с П) c

R n à l'aide de celle H n~ 1 (Sn~1,C) ~ C, où S11"1 

était la fibre du fibre conormal de R n C C n . Donc en général (Cx^ e s t 

seulement localement constant et déterminer un isomorphisme local avec C^ 
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(ou, de façon équivalente, déterminer la section locale 1), c'est déterminer 

5© n 

l'orientation locale de M. On appelle donc HM(C^) le faisceau de l'orienta­

tion de M. La définition cohomologique naïve du faisceau B sur M sera 

alors donnée par B = HJJCO^) ® C 2^( c

x)* OÙ le second membre est le faisceau 

défini par £1 *—> H ^ U , C ^ P ®C Hn^ U , CtP # Intuitivement, cela signifie qu'on 

identifie le résultat de deux façons de plongement B(il)—> H L̂(U,0') • 

Exercice Soit X~L un ouvert convexe et soit \J D Çi un voisinage convexe. 

Alors OIT., VV ) sera toujours un recouvrement de Leray pour le faisceau C^. 

Examiner H^dJjC^) à l'aide de ce recouvrement. 

Exercice Récapituler le cas n = 1 (Chapitre I) du point de vue cohomo­

logique. 

Pour terminer ce paragraphe examinons les opérations sur 1'hyperfonction 

de dérivation et de multiplication par une fonction analytique réelle. Plus 

généralement, soit p(x,^) un opérateur aux dérivées partielles à coefficients 

analytiques réels définis dans un ouvert réel XI. Soit U 3X1 un voisinage 

complexe où cet opérateur est défini au sens complexe: p(z/ô z). Alors h = 

p(z,3z): &JJ—> 0^ est un homomorphisme de faisceaux et par l'argument général 

il induit de façon canonique un homomorphisme de faisceaux h^: H^(U,0) * 

H^(U,0'). D'où on obtient la définition cohomologique de l'opérateur p(x,"ô): 

B — > B . Vérifions que cette définition est compatible avec notre ancienne 
flasque 

définition intuitive. Soit 0 - ^ 0 ^ — l a résolution^canonique. Compte tenu 

du Corollaire 5.4.5> il s'agit donc de démontrer que h est représenté en 

cohomologie de recouvrement Hn(î/7mod 2/1' ,00 par F(z)U^Uj ̂ .. .^U nh* £(z/3z)F( z) 
U A U l A # # # A u

n *
 M ais ceci découle, comme la recette générale, du diagramme 

entre eux 
commutatif (4.18) superposé à deux exemplaires avec les flèdBSyyinduites par 
. . 4 . . canonique 

h J: aL3(Uww..nUi* ) -> X/(UÎ.A.. .nUift ). où h J:# —>£ 3 est le relèvementAde h:&-+Çf. 
^b)Une variété analytique complexe X possède une orientation canonique définie, 
par exemple, par la 2n-forme c(z)dz^.. .^dzn̂ dz,| /y.. .^dz^y 0, où c(z) est une 
fonction continue et positive partout. Donc si on se donne«i*une orientation 
locale dx̂  yy. . .̂ dXy, > 0 de M, cela induit automatiquement l'orientation ̂ dŷ /y.../̂  
dyn> 0 de la fibre iR*. (La détermination exacte du signe sera laissée à titre 
d'exercice.) 


