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CHAPITRE I. HYPERFONCTIONP D'UNE VARIABLE 

1 , Définition et opérations élémentaires. 

Soit £2, un ouvert de R. Définissons maintenant l'espace d'hyper-

fonctions sur «Q. de façon précise. 

Définition K l . 1 Un ouvert U c C est dit un voisinage complexe de 

Çt s'il contient SL comme un fermé. \ « ^> 

Définition 1 . 1 , 2 B(S2) = lim OXUvQVOtU), où Of(Û ff) resD. Cf(U) 
U?& 

désignent l'espace des fonctions holomorphes sur U\fi. resp. sur U; 

O^U) est considéré comme un sous espace vectoriel de tf(JJ^Q) par la 

restriction naturelle. La limite inductive (directe) est t>rise oour les 

voisinages complexes U de SI par rapport à la restriction naturelle. 

On voit facilement que pour un couple de voisinages UT>V, la 

restriction 0'(IMI)/0'(U) -> ff(V^i )/C(V) est injective. Comme on le verra 

ultérieurement, elle est même surjective. On a donc le 

Théorème 1 , 1 , 3 Quel que soit le voisinage complexe U, on a 

l'isomorphisme B(&) = #(IMI)/C((U), ainsi la limite inductive étant 

superflue. 

Pour un élément F(z)€ , on désignera par [F(z)] l'hyper-

fonction qu'il définit. Intuitivement, en désignant par F (z) la 

restriction F(z)|y , où U^ = U n £*Im z > o } , on pourra écrire 

( K l ) L F ( z H = F +(x+iO)-F_(x-iO). (expression valeurs au bord). 

Selon la définition, 1 1hyperfonction ainsi définie est nulle si et seule­

ment si F (z) se rattachent sur £1 comme une fonction holomorphe. Une 

question alors se pose: si F (z) se rattachent sur ÇL seulement comme 

une fonction continue, la différence F +(x+iO) - F_(x-iO) est-elle nulle 

au sens d fhyperfonction? C'est exact grâce au théorème de Painlevé: 

Théorème K K / f Toute fonction F(z) continue sur U et holomorphe 
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dans U N SI, est en effet holomorphe sur U. 

Pour les gens qui savent la distribution, nous donnons une générali­

sation de ce théorème à titre d'exercice: 

Théorème IJ . 4 ' Soient F^£z) des fonctions holomorphes sur U . 

Supposons que les limites de F (x±i£) lorsque £ 4> 0 existent dans 

Df(SL) et sont égales, i.e. pour tout y é D ( Û ) , on a 

lim<F (x+i£),?(x)> = lim<F (x-i£ ) ,^(x)>. 

Alors F^(z) se rattachent comme une fonction holomorphe sur «Q,. 

On pourrait croire que la "limite11 désignée par le symbole F^(x±iO), 

i.e. celle au sens d1hyperfonction était la plus faible des notions. Mais 

en ce qui concerne l'identité, elle est en apparence la plus forte bien 

que toutes les notions reviennent au même. 

Donnons maintenant les définitions d'opérations sur les hyperfonctions. 

1° .Opération C-linéaire est celle dleapace de quotient C'(UN{1)/C'(U) induite 

sur la limite inductive: 

^(F+(x+iO)-F_(x-iO)) + /*(G+(x+iO)-G_(x-iO)) 

^ UF+ + ̂ G+)(x+iO) + (*F_-^Gj(x-iO) . 

2° . Multiplication par une fonction analytique réelle» Soit f(x) = CF(z)l 

€ B(£) et soit ^(x) une fonction analytique réelle (i.e. la restriction 

sur ÇL d'une fonction holomorphe dans un voisinage complexe de Q* ). On 

peut trouver un voisinage complexe U commun à F et y. Alors le 

produit <f(x)f(x) est l'hyperfonction définie par cf(z)F(z)£ #(UNS2), 

Symboliquement: 

(1.2) y(x)(F+(x+iO)-Fjx-iO)) = (yF +)(x+iO) - (yFj(x-iO). 

II est clair que le résultat ne dépend pas du choix de représentant F(z). 

3° . Dérivation. La dérivée f'(x) d'une hyperfonction f(x) = C F(z)3 

est 1'hyperfonction définie par F'(z): 

° - 3 ) ^(^*+iO)-FJx-10)) =^|t(x +iO) - *£i(x-iO) • 

Puisqu4une fonction holomorphe est indéfiniment dérivable, il en est de 

même d'une hyperfonction. 
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En somme on peut appliquer un opérateur différentiel linéaire à 

coefficients analytiques réelles: 

l a O ( x ) d ^ + a 1 ( x ) d ^ * ••• + a

n (
x ) ) f ( x ) -

Exemple 1 . 1 , 5 Ajoutons quelques exemples d 1hyperfonctions. 

(x±iO) , défini par avec la détermination principale. 

x«* = 2 i s i n ^ l ( ^ 1 0 ) X - ( ^ - i 0 ) ^ < ^ z > -

|x|^ = x ^ + x*. 

p.f.F(x) = -y(F(x+iO) + F(x-iO)) , où F(z) est méromorphe au voisinage de Çl • 

En particulier, 

» • ' 4 " z t e b + d i ï ï ) - - ¿ 5 * 

Exercice Trouver toutes les hyperfonctions f satisfaisant à 

l'éauation xf(x) = 1 , où 1 est 1 1 hyperfonction définie par F (z) = 1, 
F_(z) = 0 . ' i i 

Exercice Calculer les dérivées de p.f.— et de x \ 
x ± 

2. Propriété locale 

Le plus grand caractère d'opérateur différentiel est qu'il opère 

de façon locale. Il est donc important de vérifier si les hyperfonctions 

comportent bien par rapport à cette propriété locale. Pour décrire ceci, 

nous introduirons des terminologies de la théorie des faisceaux. 

Définition 1 . 2 . 1 Soit X un espace topologique. Un pré faisceau 

d'espaces C-vectoriels ^ s u r ^ e s ^ ^ a donnée, pour tout ouvert U C X , 

d'un espace C-vectoriel jF(U), et, pour tout couple d'ouverts U O V , 

d'une application C-linéaire j ^ v u ' ^(U)—*J^(V) de telle sorte que 

a) -- id, 

b > f w v ' f v u = J'wu s i U D V : > W ' 

J*(U) est appelé l'espace des sections au-dessus de 0. f v u est appelé 

la restriction de jG(U) dans J ( V ) . Pour fé'J(U), f ^ C f ) est souvent 

noté par f|y 

La notion de pré faisceau est l'abstraction de la propriété commune des 

applications de restriction pour une classe de fonctions. 
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Soient Q. :>£l' un couple Couverts. Si U est un voisinage complexe 

de £L , U 1 = U\(n^fl/) est un voisinage complexe de O! tel que U^îl' 

= U^n. L'application identique OXU^ft ) —> C(U' ̂  Tl' ) et la restriction 

tf(U) ~* ff(U») induisent une application fl^U^A )/0(U) ©"(U1 ̂  )/©/(Uf ) • 

Si V C U est un autre voisinage complexe de Çh et si V 1 = V s> (SÎ-̂ Sl' ), 

on a le diagramme commutatif 

№(U*fl.)/ff(U)-* <y(U'\Q.' )MU') 
cr(vxsL)Mv) ~> tf(v^iï#)/ef(v) • 

Donc il induit une application B(5l)~* B(S2.') qu'on appellera la restriction. 

Avec cette définition d'application de restriction, il est clair que 

SU'*-* B(S») constitue un préfaisceau sur R. 

Définition 1 Un préfaisceau *f sur X est dit faisceau s'il 

satisfait à deux conditions suivantes: Soit {u^} un recouvrement ouvert 

quelconque de UCX. 

FI) Tout élément fé'IKO)» dont les restrictions f j n sont nulles dans 

est lui-même nul dans <5f(U). 

FII) Etant donnée une famille de sections {f^ , satisfaisant 

aux conditions de compatibilité: 

on peut trouver un élément f é ^ U ) dont la restriction f|^ est égale à 

la donnée îy. 

Cette notion est l'abstraction des classes de fonctions ayant la propriété 

locale • 

Exemple 1 »2«3 La donnée » (£2), les fonctions sommables sur ÇL , 

constitue un préfaisceau, mais non un faisceau; elle ne satisfait cas à FII. 

D'autre nart, St L, n (£), les fonctions localement sommables (i.e. 7 I,loc 

sormables sur chaque compact de Q ) constitue un fausceau. Plus généralement, 

la classe de fonctions définie par une propriété locale constitue un faisceau. 

Voici des exemples importants: 
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E ou C œ : faisceau des (germes de) fonctions indéfiniment dérivables 

sur R. 

D' : faisceau des distributions sur R; le fait que D' e s t un faisceau 

est signalé sous le nom du principe de localisation dans le livre de L. Schwartz. 

&: faisceau des fonctions holomorphes sur C. 

A: faisceau des fonctions analytiques réelles sur R; pour ftcR, on 

donne Q*-> A(&) = li^ tf(U). 

Théorème 1 .2*k ,£1*-*B(£Ï) est un faisceau sur R, que l'on désignera 

par B. 

La propriété FI sera vérifiée immédiatement. FII sera démontré ultéri­

eurement . 

On dit qu'une hyperfonction f € B(<2) est égale à 0 

sur cQL si la restriction f I ̂ / en est. En vertu de FI la 

définition suivante a un sens: 

Définition 1.2,3 Le support d'une hyperfonction f(x) (noté SUPD f) 

est le complémentaire du plus grand ouvert où elle est égale à 0 . En 

général, pour une section f d'un faisceau 3s o n définit supp f par 

la même manière. 

Notons que le support est toujours fermé par la définition. 

Le fait que l'opérateur différentiel agit de façon locale est exprimé 

par la terminologie survante: 

Définition 1.2.6 Soient *jf, $ OJ deux (pré-) faisceaux sur X. Une 

famille d«applications C-linéaires h = ( h ^ , h^: ^ ( U ) — * Of{JJ) est dite 

un homomorphisme de (pré-)faisceaux si elles sont compatibles avec les 

restrictions: 

3 ( U ) h—*flf (, 0 ) q 

3 < v ) — ^ ° l i v u 

Imaginons que V soit un petit voisinage du point x é X considéré. Alors 

la commutativité du diagramme ci-dessus signifiera que le résultat en x de 

l'application h x>our une section f é ^ ( U ) est déterminé par la connaissance 

de f à vrai voisinage de x. Donc c'est une expression de la propriété 
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locale de l'application. Cela dit, le théorème suivant est évident: 

Théorème 1 .2,7 Un opérateur différentiel linéaire à coefficients 

analytiques réeiles est un homomorphisme de faisceaux Ç A , Q B . 

Exemple 1,3*8 supp S(x) = { o } , supp Y(x) = { x ^ 0 } . 

Exercice Déterminer le support des hyperfonctions données dans Exemple 

1.1-5. 

3« Plongement de fonctions ordinaires 

Examinons maintenant le rapport entre les hyperfonctions et les fonctions 

ordinaires. 

Définition 1.3*1 Soient Oj deux faisceaux sur X. On dira que & 

est un sous faisceau de si pour chaque. UC X on a l'inclusion L y: j^CU) 

C_*0f(U), {LJJ} étant un homomorphisme de faisceaux. 

Théorème 1»3*2 A est un sous faisceau de B. L'inclusion est donnée 

par 

A(û) = lim er(U) * B(H) = lim Pffiff l 
u5a a m 

<f(z)*eKu) i -» e(z) y(2)4 otHNa), 
où 

Î 1 sur = |lm z> 0], 

0 sur U_ = H r\ lim z<0}. 

On peut aussi utiliser l'application <f(z)H->F(z) ̂ ( z ) , où 
(0 sur 

Hz) = \ • + 
1-1 sur U_ 

Notons que f£B(Q) est dans A(Q) si et seulement si dans une (en effet 

n'importe quelle) expression valeurs au bord f(x) = F(x+iO) - F (x-iO), 

F^(z) se prolongent sur Çl. On dit que féB(Sl) est analytique réelle 

dans Q/cÇl si f^/fACa'). 

Définition 1 . 3 . 3 Le support singulier de f(x), noté par supp sing f 

est le complémentaire du plus grand ouvert où elle est analytique réelle. 



- 15 -

Corollaire 1 . 3 . 4 L'opérateur différentiel linéaire à coefficients 
réels 

analytiques^! 'augmente pas le support et le support singulier d'une hyper­

fonction • 

Exemple 1 .3*5 supp sing S(x) = supp sinqg Y(x) = [0] • 

Exercice Déterminer le support singulier des hyperfonctions dans 

Exemple 1 . 1 . 5 . 

Soit f(x) une hyperfonction définie au voisinage de l'intervalle 

Ca,b.l. Supposons que f est analytique réelle au voisinage des extrémités 

a, b. Prenons une expression f(x) = F+(x+iO) - F_(x-iO). Par définition 

F (z) se prolonge holomorphiquement au voisinage complexe de a, b. Dans 

ce cas on peut donner la définition d'intégrale définie. 

Définition 1 .3.6 

( 1 . 4 ) f f(x)dx=( F ( z ) d z - ( Fjz)dz, ^^^7i 

où Y est un chemin dans le demi plan supérieur (resp. inférieur) reliant 

a à b • 

En vertu du théorème de Cauchy, cette valeur ne dépend pas du choix 

de chemin ou de l'expression valeurs au bord. Comme un cas particulier 

considérons une hyperfonction f(x) à support dans an compact K. Alors 

l'expression f(x) = F+(x+iO) - F_(x-iO) s'annule dans le sens ordinaire 

en dehors de K et F ±(z) définissent une fonction holomorphe F(z) dans 

U\K pour un voisinage U. Soit <f(x) une fonction analytique réelle définie 

au voisinage de K. Alors ^(x)f(x) est encore une hyperfonction à support 

dans K et elle est représentée par 9(z)F(z). Choisissons un intervalle 

]a,b£ contenant K. La définition ci-dessus permet de calculer j <£(x) f (x)dx. 

Soit /= - JT + Y_ le chemin fermé contournant K au sens positif. On 

a alors 

^ *j>(x)f(x)dx = - § y(z)F(z)dz. 
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Puisque l'intégrale ne dépend pas du choix de a, b, on pourra le désigner 
r œ 

oar J ^(x)f(x)dx. L'interprétation de la formule ( 0 . 1 ) donnée dans l'intro­

duction est ainsi établie. 

Lemme 1#3*7 Soit f(x) une hyperfonction à support compact. Posons 

-OD 

G(z) est holomorphe en dehors de supp f et on a [G(z)l = f(x). 

Démonstration Supposons f(x) = £F(z)] f où F<z)£0TUMC), K = supp f 

et U est un voisinage complexe de K. Soit Y un chemin fermé simple 

autour de K. On a, par la définition d'intégrale, r~\Y' 

« « » • - T M , * 5 - . s < ^ ^ 
où on a supposé que Y est si voisin de K que z est en dehors de lui. 

Par suite G(z) est holomorphe en dehors de donc en déformant Y9 en 

dehors de K. Elle définit donc une hyperfonction g(x) à support dans K. 

Pour montrer f(x) = g(x), il suffit de vérifier que G(z) - F(z) est 

holomorphe au voisinage de K. Choisissons un chemin fermé simple y' 

contournant z et ayant une partie commune avec /. En vertu du théorème 

ae Cauchy on a 

r(*\ 1 fcF(CKg 1 C F(Ç) . r 1 C F(T) r t r 

G(z) - F(z) = ^ _ d J - JvA^=Td^ = " tt\^Td*> 

la dernière expression étant holomorphe à lfintérieur de Y+V* donc au 

voisinage de K. C.Q.F.D. 

Définition et Proposition 1 .3*8 La fonction holomorphe 3(z) définie 

t>ar ( 1 . 5 ) est dite le représentant standard de f (x) . Elle est caractérisée 

par les deux propriétés: 

a) G(z) est holomorphe dans P ] \ K (où P 1 = C U{OD}). 

b) G(OD) = 0. 

(Il suffit de se rappeler le théorème de Liouville.) 
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La formule (1.5) a aussi un sens lorsque f(x) est une fonction sommable 

(ou une distribution) à support compact. Il est donc naturel de considérer 

une telle fonction f(x) comme une hyperfonction par f(x) = G(x+iO) -

G(x-iO). Pour f(x) à support quelconque, on la décompose en somme locale­

ment finie: 

(1.6) f(x) = JL M X ) , 

i.e. de telle manière que supp f̂  sont compacts et que chaque point x 

a un voisinage qui en coupe au plus nombre fini. Calculons G^(z) pour 

chaque f̂  par (1 .5 ) et posons Kf^) = []G^(z)D. Notons que suppt(f^)C 

supp f^. Donc la somme e s ^ a ussî localement finie et définit une 

hyperfonction U(f). 

Théorème 1*3•9 Par cette application U, L. • (D f) devient un sous-> 1,10c 

faisceau de B, l'inclusion étant compatible avec celle &<+L^ habituelle 

et celle Ac*B donnée dans le Théorème 1 . 3 . 2 . 

Démonstration Montrons d'abord que le résultat ne dépend pas du choix 

de la décomposition ( 1 . 6 ) . Soit f(x) = T^gi/x) une autre. Il suffit de 

comparer les deux résultats au voisinage d'un point x. Prenons un voisinage 

V de x tel qu'il coupe supp f̂ , ...,supp f^ et supp g f ...,supp et 

non les autres. Oanarsaiors sur V, 

car Y* " Z S/ij e s t à support compact disjoint de V et t n'augmente 

pas le support pour un tel élément. Ainsi on trouve que U est un homomoidisme. 

Démontrons maintenant que L est injective. Pour cela il suffit de 

montrer supp f C supp K f ) lorsque f est à support compact. Soit y(x) 

une fonction continue (indéfiniment dérivable s'il s'agit de D') telle eue 

suppy n supp L(f) = <jt>. Posons 

J - 0 D 
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Il est évident que ^-(z) e s t holomorphe entière et dans / ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

C \ ( supp y + i|lm z|à |Re zft}, ^ 

elle tend vers zéro localement uniformément lorsque £ i/ 0 . Donc si on 

choisit le chemin Y assez voisin de supp L(î), on aura 

OD -K 
lim f C(f) </>c,(x)dx = lim - Ç G(z)Vf(z)dz = 0 . C laii 

D'autre part, en étendant Y à Jf' qui contourne supp f, on a 

- ij G(z)?£(z)dz = - ̂ G(z)V,(z)dz = - S}y,dz Ç * 2T?I^f-
)f(x)dx 

•'-CD •'-CD 

Ici le changement d'ordre d'intégration est garanti par la théorie des intégres 

(ou par la théorie des distributions). La même théorie annonce que la limite 

du dernier membre est égale à 

V f(x)y(x)dx (ou < f , ^ > ) . 

J -00 

Donc elle s'annule pour toute y de telle sorte, ce qui prouve supp f C 

supp L(f). 

Soit enfin f(x) une fonction analytique réelle définie au voisinage de 

[a,b]. Soit 0£($) la fonction caractéristique de cet intervalle: 

' 1 , pour x 6 0,bl, 

0((x)== . 

0, pour x à [a ,b3. 

On a L C X ( x ) f ( x ) ) = L3(z)l, où 

Notons qu'on peut déformer le chemin d'intégrale dans le domaine où f est 

holomorphe. Donc G(z) se prolonge à travers l'intervalle 3a,bC de 

dessus et de dessous. Le saut des prolongements sur 3a,bC est égale à 

I¥i\yT* ' ̂ r\j^dX - T=T d* - f ( x )* 

d '°Ù U f ) U,K = <-<*<*>'<+*>>l3a,bt = 'Ija.W
 C-°- F- D- ^ 

Exemple 1 . 3 * 1 0 Désignons la fonction caractéristique de [a,b] P a r 
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* l a , b r ° n a 

1 f b dx 1 . , J b 1 b-z 

) a - ^ T = 2 Ï T i l o s ( x - z ) U = T r c l l o g â = F • 

En utilisant ce représentant standard, on peut calculer la dérivée comme 

suit: 

Considérons ensuite Y(x)- comme une fonction localement sommable. Puisque 
CD 

Y(x) = y^ik k + 1 1 ^ e s t u n e s o m m e localement finie, on a 

g^Qlog elle-même ne converge pas. Pour obtenir une 

fonction holomorphe définissant 1'hyperfonction L(Y), il faut donc remplacer 

les représentants. Prenons par exemple 

T 

Quand z parcourt dans un compact de C^R , celui-ci est égal a 

- g S T Ï - ^ - ^ g l 1 — • + f + ^ t - - r } - ° { ^ -our k > N . i . 

l'estimation étant uniforme par rapport à z. Ainsi la série modifiée converge 

localement uniformément dans C \ R + et fournit un représentant de t(Y): 

1 -I 1-Z . __J_ F. _ k-H-Z 1 | 

Le second terme s'écrit : 

27ti K I J * + 1 \
 8 k-z " k / 27Ti k' 

de sorte qu'il définit une fonction holomorphe entière. On a donc C(Y) 

= j." en concordance avec notre définition de la fonction 

de Heaviside. 

Exercice Soit féL. . (CL), <jpéA(û). Démontrer: i,ioc J 
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f - t(f) = U<f-f), 

t ( f ) = L(ks)> -*1 ^ c 1 ( a ) , 

\ f(x)dx = \ L(f)dx, si f est à support compact. 

Exercice On peut calculer un représentant de Y(x) de la manière 

suivante: On a Y(x) = (i+ x)-y^-, donc U(Y) = ( 1 +x) et un repré­

sentant s'obtient par 

f U ( 7 \ 1 f 0 0 1 dx 1 x-z 0 0 1 "i / \ 

Justifier ce calcul. 

Exercice Donner l'interprétation hyperfonctionniste à ĵT o(x-n). 

(Un représentant: 1 / ( l - e 2 ^ i z ) .) n = ~ œ 

Exercice Supposons pue dans ( 1 . 5 ) f(x) est une fonction sommable (conti­

nue resp. une distribution). Alors G(x+tO)-G(x-iO) lorsque £ (/ 0 converge 

vers f(x) en norme de (uniformément resp. au sens de distribution). 

4. Flascité. 

On a déjà vu que 1'hyperfonction est une classe de fonctions généralisées 

étendant la distribution. On se pose la question: Quels sont des mérites 

de cette extension alors que la distribution déjà permet la dérivation d'ordre 

quelconque? Voici une réponse. 

Définition 1 ./f.1 Un faisceau $ sur X est dit flasque si pour tout 

ouvert U C X la restriction j*(X) —* J*(U) est surjective (par conséouent, 

la restriction ^ ( V ) - » 3 K U ) pour tout couple d'ouverts V ^ U en est). 

Théorème 1 . ^ . 2 B est flasque. 

Démonstration Soit S2CR un ouvert quelconque. C \ 3 f 2 est alors un 

voisinage complexe de. ÇL. D'après le Théorème 1 . 1 . 3 il y a un isomorphisme 

B(Q.) = v ( c \ 5 i ) / ( y ( c x a a ) ; *~si"n 

Prenons te B(Û) et soit F(z) € tf(C V3L) un représentant de f par cet 

isomorphisme. Il est claire que F(z) définit une hyperfonction sur R 

(à support dans SI !) dont la restriction sur ÇL n'est autre que f. C.S.F.D. 

Exemple 1 . ¿ + . 3 Considérons l'hyperfonction sur x > 0 
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F(X) = £ S(X-a ), 
K=1 R 

où {a^ est une suite décriossante tendant vers 0. Cherchons un orolongener* 

de F sur R conservant le supnort dans x £ 0 . On a 

__J L_ L _ L _ ! 1 M 1 + * * + + 4 + a ?
+ 1 1 \ 

27Ti z-ak " 27ti z ^ ajj ~ 27T i ~z < 1 z * * ' ~lt ~ÏÏ+T ~^~a±) ' 
Z M Z 

Puisque \ai\ tend vers 0, on peut trouver { N, ̂  tel que affc + 1 < 1/k 

pour k assez grands. Posons 

« * > - - ^ ç { * W ( < - * 4))-
k k z 

La série converge localement uniformément dans C N {a, ) . Donc G(z) définit 
XI. 

une hyperfonction sur R à support dans {a^ • Il est clair que c'est un 

prolongement voulu. 

Remarque f(x) est même une distribution sur x > 0 . Cn peut trouver 

un orolongement en distribution si et seulement si on peut choisir une telle 

suite {NjJ bornée. 

5. Démonstration des théorèmes fondamentaux. 

Donnons maintenant la démonstration des théorèmes 1 . 1 . 3 , 1.2.4. 

Lemme 1 . 5 * 1 Soient U^, j = 0 , 1 , deux ouverts de C. Supposons que 

F(z) est holomorphe dans D.fiU . On peut alors trouver F ,(z) 6 3f( U..), 

j = 0 , 1 , telles que 

(1.7) F^z) - F Q(z) = F(z) dans U Q n U r 

Démonstration Supposons d'abord que U. sont bornés à frontière 

régulière par morceaux et F(z) holomorphe au voisinage de U^n'J^ Désignons 

par )j la partie de 'bVA contenue dans Posons ^^^--v 

/ \ (-1)'"3( F ( Ç ) H C / A / \ 

Il est clair Qu'elles répondent è notre demande. V Jx:___y 

Considérons maintenant le cas général. U. peut être approché par une 
J 
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suite croissante d'ouv-^ts U. , tels oue U. , , O D . , , qu'ils satisfont 

pour chaaue k 

aux conditions ci-dessus et que ̂  (U Q w ,U Q k ^
 u

1 ^) est u n e paire de Runge 

i.e., tout *f € &(Vq ^) peut être approché de façon localement uniforme 

par les éléments de O ' C U q U U j ) . Pour assurer la dernière condition, il 

suffit de choisir U. , de façon que chaque composante connexe du complémen-
j, K 

taire de U o k ^ ^ 1 k C 0 U P e ^ e complémentaire de U ^ ^ U. ( théorème de Runge). 
Construisons F. , ( z J é ^ U , , ), j = 0 , 1 , pour chaque k suivant la recette 

j « K j, K 

ci-dessus. On a 

F 1 , k ( z ) " F 0 , k ( z ) = F ( z ) S U r U 0 , k ^ U 1 , k ' 

Donc 

F 0 , k + 1 ( z ) - F 0 , k ( z ) = F 1 , k + 1 ( z ) : F ! , k ( z ) S U r D 0,k n l'ï,k» 

et elles définissent une unique fonction holomorphe ^ ^ z ^ s u r k ^ ^ 1 k* 

On peut alors trouver une fonction H^(z) € ^ ( U q ^ U 4 ) telle que 

| G k ( Z ) - H k( Z)l < ^ sur U ^ U u ^ . 

Posons 
00 

F,(z) = F, ,(z) + 7 3 (G, (z) - H, (z)), j = 0 , 1 . 
k= 1 

On a 
OD N 

( 1 . 8 ) F,(z) = F. (z) + H(G,(z)-H, (z)) + Y H, (z). 
J J ^ k=№rt K K kTi k 

Il est alors clair que F^Cz) £ ©'(U^) et elles satisfont à (!.?)• C.Q.F.D. 

Démonstration du Théorème 1 . 1 . 3 Comme on l'a déjà remarqué il suffit 

de montrer que pour deux voisinages U 3 V la restriction ç/(\J^n)/C(U)—* 

<y(V\I2.)/0'(V) est surjective. Prenons donc F(z) é &(V\£2). Appliquons le 

lemme ci-dessus au couple Uj = U N Q , = V. On obtient F 1 (z) € &(\J*SI), 

F 0(z)£eXV) telles que F ^ z ) - F Q(z) = F(z) sur V x i l = V n ( t K f t ) . 

Ainsi [ ^ ( z M v x J * CF(z)3 dans C C V v p J M V ) et CF. (z)Jé flf(D\Jl)/WD) 

est l'élément cherché. C.Q.F.D. 

Démonstration du Théorème 1 . 2 . 4 II reste à démontrer la propriété F I L 

Soit î^6B(£lyJ définie par F^(z) € C C U ^ x ^ ) . En prenant un raffinement 
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dans le cas échéant, on peut supposer que f-H*} donc {u^\ est localement 

fini. Supposons Sl^^fy/ çb. La compatibilité ^xiçt^nO^ f^\çixna^ 

implique que F-^ = F̂ u - F^ est holomorphe au voisinage de Q.^ n.fl/u, donc 

sur D j n U p Elles satisfont aux conditions: 

a) F ^ A = - ^fi\i 

b) F ^ + F^ v + F ^ = 0 sur U AnU^nUj). 

Le problème est alors ramené au 

Lemme 1 . 5 * 2 Soit un recouvrement localement fini d'un ouvert 

UCC. Etant données F^etf(U^nU^) satisfaisant aux conditions a), b), 

on peut trouver S ^ z î é ^ U ^ ) telles que 

SuDoosant ce lemme on a 

F̂ . - F^ = G^ - G^ sur U^NU^I, 

donc 

F^ - G^ = F^ - G^ sur (U^N flA)n(U^i Niy) 

Elles définissent alors une fonction bien définie F(z) € ©*(U-N .Q. ). L'hyper-

fonction CF(z)3 est la voulue. C.Q.F.D. 

Démonstration du Lemme 1 . 5 * 2 Considérons d'abord le cas de recouvrement 

fini. Le cas N =r 2 n'est autre que Lemme 1 . 5 * 1 • Démontrons par récurrence, 

«è- Supposons que le lemme est vrai pour les recouvrements avec N - 1 éléments 

et considérons un recouvrement avec N éléments {U.). En appliquant 

l'hypothèse à { u ^ o n peut trouver {Fj^jI] telles que 

N -1 

Posons y = \J\J.. Définissons une fonction holomorphe G sur VnU A J t>ar 

G(z) = F J N ( z ) + Fj(z) sur U j H % > J = 1 | . . * , N - 1 . 

Grâce aux relations a), b ), cette définition est compatible sur l'intersection: 

sur U j n \ A U j g on a en effet 

< F k N + V " < FJN + Fj> = ( F k H " V + < V P j ) = - Fjk + Fjk = °-
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Appliquons encore Lemme 1.5*1 pour le couple (V,U M) et obtenons une décompo-

sition de la forme 

G(z) = G N(z) - H(z), G N(z)é CT
,(UN), H(z)60 /(V). 

Posons G.(z) = F.(z) + H(z) pour j = 1,...,N-1. Le calcul sur U. nU,,: 
j j j A' 

8 N " FLJ ' < V H > " FJ - 0 " FJ - « V V " F J - » j l 

montre que ainsi obtenu est une solution cherchée. 

Considérons maintenant le cas général. Soit K n / U une suite crois­

sante de compacts épuisant U telle que (U,Kn) est une paire de Runge. 

Puisque {U^\ est un recouvrement localement fini, pour chaque n fixe il 

a seulement nombre fini d'éléments qui coupent K • Par ci-dessus on peut 
^ - n • 

trouver tF~ .AéC^UA) pour ces éléments satisfaisant à F^.,= F.. - F.-
entre eux. Pour l'uniformité posons F^ n = 0 pour qui ne coupe pas 

K . Alors F,. „.,(z) - FA (Z) se recollent et définissent une fonction n a,n+l /,n 

holomorphe K (z) au voisinage de K . Prenons J (z)ÉO'(tJ) telle que n n n 

|H n(z)-J n(z)| < 1/2n sur K Q. Posons 

H- F\ 1 ^ê 1(
FA,n + r F^,n- Jn ) 

n= 1 
Une déformation pareille à (1.8) montre que G^(z)é ^(O^). Il est clair que 

{G^ est une solution voulue. C.Q.F.D. 

On verra ultérieurement que l'énoncé du lemme n'est que H 1(U fC0 = 0 
pour tout ouvert U C C . 

6. Spectre singulier. 

Une fonction analytique réelle est une fonction définie sur l'axe réel 

qui permet de se prolonger au voisinage complexe comme une fonction holomorphe. 

L'expression f(x) = F^(x+iO) - F_(x-iO) signifie qu'une hyperfonction de 

type général a deux composantes dont chacun permet de se prolonger au demi 

voisinage complexe y > 0, i.e. < r p i y > > 0 respectivement y < 0, i.e. 

<Y>iy> < 0. Pour exprimer cette notion d'analyticité raffinée, on introduit 

S 0 = la sphère de dimension zéro, et considère l'espace Rx S 0 = 

R U R , En terminologie intrinsèque de la géométrie, c'est le fibre en sphères 
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conormales de R dans C. On pourra plus précisément le désigner par Rx 

-r-S^°, car il est en dualité par le produit scalaire <4-}oD,iyO> avec les 

vecteurs normaux infinitésimaux de R dans C. 

Définition 1 .6.1 Une hyperfonction f(x) est dite micro-analytique en 

(x, + -j-dxao) si les composantes F^(z) définissant f se prolongent à un 

demi voisinage complexe U + = U n (im z> o} de x. La micro-analyticité en 

(x,-4-dxoo) sera définie de façon pareille. ^ 

, 
Au lieu d'écrire * -rdx œ on peut écrire ^ idx OD * 

f(x) est micro-

si on ne confond pas la définition. analytique en (x,*{dico) 

Lemme et Définition 1 . 6 . 2 L'ensemble des points où f(x) est micro-

analytique est un ouvert de R X S ^ . Le complémentaire de cet ouvert sera dit 

le spectre singulier de f(x) et noté par S.S.f. 

Soit : R x S ° ~ * R la projection. On a évidemment le 

Corollaire 1 . 6 . 3 ^(S.S.f) = supp sing f. 

Exemple 1 .è.k S.S.S = { 0}x{±idxa>} , S.S.Y = [o}x{±idxœ]r, 

S.S. 1

1 Q = { (0 ,+ idxao)} (un point). 

Comme une application de cette notion considérons le produit de deux 

hynerfonctionS. 

Théorème 1 . 6 . 5 Soit f, g deux hyperfonctions. Supposons que S.S.f 

* éS.S.f 
et S.S.g ne contiennent pas une paire de points antipodale, i.e. (x,i£dxa)) A 

€ S. S • g 

et (x.i^dxoo) A tels que f = - f . Alors on peut définir le produit fg. On a 

(1.9) S.S.fg C S.S.fL/s.S.g. 

Démonstration Soit f(x) = F +(x+iO)-F_(x-iO) et g(x) = G +(x+iO)-G_(x-iO). 

11 suffit de définir fg localement au voisinage de chaque point x. Il y a 

deux situations typiques: 

type № 1 type № 2 

S.S.f ^(x , - idxoo) . \ \ \ \ \ \ \ \ (x,±idxoD) 

S.S.g ^(x,-idxa)) w m \ \ général 

fg (F G)(x+iO) (FG )(x+iO)-(FG )(x-iO) 
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Dans le premier cas on eut représenter f, g par une seule composante 

F (x+iO), G (x+iO) au voisinage de x, d'où la possibilité du produit 
"T* 

F (z)G (z). Dans le deuxième cas f(x) devient analytique au voisinage de 

x et le produit se ramène à celui qui est déjà introduit. La relation (1.9) 

sera claire. Les autres cas seront traités pareillement. C.Q.F.D. 

Par exemple on peut considérer par ce théorème 1/(x+i0) n comme la 

puissance {1/(x+i0)} n . 

Le théorème suivant, dont la démonstration est presque évident, suggère 

le principe complémentaire entre le support et le spectre singulier comme 

celui entre la macro-causalité et la micro-analyticité dans la théorie de la 

mécanique quantique. 

Théorème 1*6.6 Si supp f c { x ^ o ] et que 0 6 supp f, alors (0,±idxcr>) 

é S.S.f. 

7« Micro fonctions 

En admettant que les fonctions analytiques sont maniables, r>our étudier 

la singularité d'une hyperfonction il vaut mieux retirer sa partie singulière 

elle-même. Nous ajouterons pour ce but quelques terminologies des faisceaux. 

Définition 1 .7» 1 Soit J un (pré-)faisceau sur X et x ê X un point. 

% « m 3<u> 

est appelé la fibre de en x. Un élément de jx est appelé un germe de 

section de J en x. 

Lemme et Définition 1.7*2. Etant donné un pré faisceau Jt sur X, posons 

5"(U) = {s:V-*\J <J. pour V x ë U 3 V ? x , 3 t é 3&(V) tels que 
x#3U x 

s(y) = t(y) pour V y « v } . 

Alors UW-*^(U) est u n faisceau dont les fibres sont les mêmes que $ . On 

l'appellera le faisceau associé au préfaisceau 9*» 
Démonstration FI: Soit sé 5 ^ u ) * SITT = 0 signifie que s(x) = C 
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dans 3 ^ P ° u r chaque x é U ^ donc s = 0 dans j£(U). FII : Etant données 

s^€jF(U^) on définit s: U —> \y J< en recollant s~. Il est clair que s 
_ xéU X A _ 

e * Enfin, chaque sé j( x est représentée par un élément de ̂ ( V ) , 

donc par un élément de , où W C V sont des voisinages de x. Cela 

donne un homomorphisme J ~>/fc. ce qui se voit immédiatement isomorphe. C Q F D 
X v X 

Remarque 1 Pour fabriquer le faisceau associé il suffit que les 

sections J^(U) du préfaisceau J> soient connues seulement pour une base 

d'ouverts {u). Pour la commodité on dira la donnée partielle U»—*5"(U) 

pour une base aussi un préfaisceau. 

Remarque 2 Si le préfaisceau Ji déjà satisfait à la condition FI, on 

peut simplifier la définition de ^ ( U ) comme suit: 

5(U) = ^ O ( D j ) , s>lu > nU At=
 s ^ U ^ n U p ' 

où la limite est prise par rapport à la restriction associée au raffinement. 

La restriction étant injective en vertu de FI, on a ^fi(U) (U) • 

Par exemple, le faisceau associé à U H * L , ( U ) est L, , 

1 1 , l o c 

Exercice Soit G un espace C-vectoriel. Alors la donnée UhtG(IJ) = 

G avec la restriction identique constitue un préfaisceau. Chercher le 

faisceau lui associé. (On l'appelle le faisceau constant à fibre G.) 

Proposition et Définition 1 « 7 * 3 Soit 0^ un faisceau sur X et Jt 

un sous-faisceau de . La donnée 

( 1 . 1 0 ) U l-—* 0 } ( U ) / ^ ( U ) 

constitue un préfaisceau. Le faisceau lui associé est appelé le faisceau 

quotient de 0^ par et noté par ty/J* • Plus généralement, soit h: jft 

un homomorphisme de faisceaux. Les données 

UH> Ker hy, U>-* Im hg, 

constituent des préfaisceaux. Les faisceaux leur associés sont notés par 

Ker h et Im h respectivement et appelés le noyau et l'image de h. Ils 

sont un sous-faisceau de J et de ÛJ. respectivement. En combinant avec 
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l'opération de quotient on peut fabriquer Coker h = /Tm h (conoyau de h), 

Coim h = ££/Kerh (coimage de h). 

Remarque on voit immédiatement que U*~>Ker h y est en effet un faisceau, 

mais Ur—> im h y non généralement. Considérons par exemple 1'homomorohisme 

d/dz: (T. On a 

(1.11) U*r> 0,(U)/|jO'(U) = C*\ ^ étant le nombre de trous dans U, 

alors que passant à la limite on a Im d/dz = &. Notons que (1.11) est un 

exemple d'un pré faisceau qui ne satisfait pas à FI. 

Un homomorphisme de (pré-) faisceaux h: ^ O) induit un C-homomorphisme 
h : J -+ 0\ pour chaque x € X. Il est clair que (Im h) = Im h . En parti-
X X X x X 

culier, étant donné un couple de faisceaux % COI on a $ - Gît si et seule­
ment si ^ x = 0fx pour tout x £ X . ' 

Définition et Proposition 1.7*4 Soit f: X—*Y une application continue 

d'espaces topologiques. Soit Ofy un faisceau sur Y. La donnée 

X O U V — * lim OkV) 

v5T(u) 
ouvert 

constitue un préfaisceau sur X. Le faisceau lui associé est dit l'image 

réciproque de (ty par f et noté par f~̂ 0J-. On a 

Si f est de plus ouverte (i.e. elle envoie un ouvert de X à un de Y), 

on a f""1(?̂ (U) f (U^ ) ), où sont les composantes connexes de U. 

La vérification est immédiate. Revenons à notre situation qt : 3 a S C 

-* R. On a 7T"1B(Slr)rtLdxaDÎlJBf:ffidxœ} ) = B(IZ. )€)B(Q^) • 

Définition 1 .7*5 On introduira les deux faisceaux suivants sur 3*S°: 

-le sous-faisceau A* de -TC"1B défini par * (+idxœyu fl 2 x ̂ -idxoo} 

Y-*A*(Q]X{ +idxoD} u a 2A t-idxoo> ) = { F É B ^ J î S . S . F N A ^ ^ i d x o o } = {ff E ( ^ ) : 

S.S.fr\<22* { -idxa)} = jS) • 

1 v 

-le faisceau de "microfonctions" C = lC B/A . 

Intuitivement, un élément f é c ( x ±idxci>) e s t u n K e r m e d'hyperfonction en 

x modulo les germes qui sont micro-analytiques en (x,±idxoD). Pour décrire 

la relation entre ces faisceaux, introduisons la notion suivante: 

Définition 1 .7*6 Soit ^ Jl»^J^(^ une suite d'homomorphismes de 
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sur X. 

faisceaux^ On dit qu'elle est exacte (en terme 0^ ) si Im h = Ker k. Cela 

devient au même de dire que la suite d'espaces vectoriels induite: 

est exacte (en Ol ) pour tout x é X (i.e. Im h = Ker k ). 
Q X X X 

Notons que la suite d'espaces de sections 

( 1 . 1 3 ) #(U) L ^ ( J ( U ) - ^ v ^ ( U ) 

n'est pas nécessairement exacte, alors que l'exactitude de ( 1 . 1 3 ) pour tout 

U implique l'exactitude de ( 1 i 1 2 ) . 

En désignant par 0 le faisceau avec la seule section 0, on a une 
de faisceaux sur S x S 0 

suite suivante^dont l'exactitude découle de la définition: 

Corollaire 1 . 7 . 7 0-^A*—• <Jt~1B —>C —*0. 

Pour mettre en relation avec des faisceaux A, B, il faut descendre 

sur R le long de l'application Ht. 

Définition et Lemme 1 . 7 . 8 , Soit f: X—»Y une application continue et 

5& un faisceau sur X. La donnée 

Y^V l * J(Î~](V)) 

constitue un faisceau sur Y que l'on appelle l'image directe de Jî par f 

et note par f J. 

On a par définition f 9(ï) = ^(f - 1(V)). Soit de plus <fi jf(f~1(V))« 

Désignons par f V la même section considérée comme un élément de f ^î(V). 

On a alors supp f̂ cp = f (supp^p ). 

Exercice Quel est I 7 C 1 | T
C " 1 B ? ( B ® B ) 

Notre théorème principal est le suivant. 

Théorème 1 . 7 * 9 Le préfaisceau 

R X s S o » > <7C~1B(U)/A*(U) 

est en effet un faisceau, donc égal à C(U). C est donc flasque. Soit 

SVSL : E ^ ^ -t'KCiCl ) l'homomorphisme défini par 
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(l.Uf) B ( ^ ) 5 f I—> f mod A H ( ^ xiidxœ}) © f mod A*(iLx^ -idxoD» 6 C(TL"1 (H, ) ) . 

On a alors la suite exacte 
SX) 

( 1 . 1 5 ) 0-*A(ft ) >B(flJ ^ 9t KC(ri)—»0. 

Ainsi elle induit la suite exacte de faisceaux sur R: 

0 —>k >B -^Tr^C — » 0 . 

Pour féB(Q>) on a les relations suivantes: 

cotte)). 

( 1 . 1 6 ) S.S.f = supp sp(f), sp(f) étant considéré comme un élément de A 

( 1 . 1 7 ) supp sing f s 9t(S.S.f). 

Démonstration Montrons la première partie. Il suffit de considérer un 

ouvert de type U = SL * l±dxœ). La propriété FI est claire. Montrons FII. 

Soit donc un recouvrement ouvert de A et -f̂  € B(S2^). On peut 

supposer qu'il est localement fini. La compatibilité de la famille [f<x 

mod A K(^l >x [idxcD^) signifie que pour SlyssQp 4 tf, = f ^ | ^ > A a ^ " 

f^lo A ^ é A K(H>^^»a!idxcD tr). On obtient ainsi une famille de sections 

f y Ç A*(5l>ntt^*{idxoD}) telle que 

(1.18) r r 

Montrons qu'il existe une famille de sections g^ é A H ( x {idxoo}) telle que 

* = ^ sur iI A A a r *{ idxa>} . 

Par la définition de A K on peut supposer que = F^(x-iO) avec un 

certain F a éO^(U^), où est un voisinage complexe de Sl^nO-p et 

toujours s U ^ n { l m z < 0 } . On peut alors trouver des voisinages complexes 

de ft* tels que UÂnU/tCU^i* et que (U^ est un recouvrement locale-
( 1 . 1 8 ) implique une relation pareille pour F ^ . ' donc le 

ment fini d'un voisinage complexe U de £l.^En appliquant^Lemme 1 . 5 . 2 à 

{ F ^ ; U ^ n U ^ ) on obtient G^eo'(U^) tels que 

G^ - G^ = F ^ sur U^nll^ . 

Ainsi g^ = G^(x-iO) sont des éléments cherchés. 

Considérons maintenant les nouvelles sections f^ - g^éB(£^). Par la 
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construction elles se recollent et définissent une section f de B(fL). 

Donc f mod A (Çlx {idxoo}) est la section globale cherchée de <7|f B(SLx fidxao}) 

/A*(£x {idxaoj) • Le fait que C est flasque découle de là et de la flascité 

de B. 

Démontrons maintenant l'exactitude de ( 1 . 1 5 ) . C'est banal en terme B. 

Donc il reste à démpntrer la surjectivité de sp. Soit f €C( <7t"1 (SX ) ). 

En vertu de ce qui est démontré ci-dessus, il existe g, héB(£Z) tels que 

g mod A*(£lx{idxœ}) = f | ^ U d x o o V 

h mod A*(r2*Udxatf) = f|^ {_idxa>y 

ioit g = G+(x+iO) - G_(x^iû) et h = H+(x+iO) - H_(x-iO). Alors l'hyper-
f= 

fonction G+(x+iO) - H_(x-10) est un élément mala de B(CL) solution de 

spC) = f. 

( 1 . 1 6 ) est évident par définition. Notons que supp sing f n'est autre 

que le support de la section f mod A de B/A sur CL . On voit donc que 

supp sing f = supper sp(f) = 7L(supp sp(f)) = TC(S.S.f), i«frsp(fXyTflj 

et distingué avec la section correspondante^ 
où on a considéré sp(f) comme un élément de C(OC~ C.Q.F.D. 

Exercice Montrer que B/A(£2) = B(X2 )/A(£L?). 


