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CHAPITRE 1. HYPERFONCTIONS D'UNE VARIABLE

1. Définition et opérations élémentaires,
Soit . un ouvert de R. Définissons maintenant l'esvace d'hyver-

fonctions sur S de fagon precise.

Définition 1.1.1 Un ouvert U¢C est dit un voisinage complexe de

S s'il contient SL comme un fermé. 3 “Gékf;?
Définition 1.1.2 B(8) = lig ©O(UNQ)/O(U), ou O(U) resp. O(U)
UoQ

désignent 1l'espace des fonctions holomorvhes sur UL resp. sur U;

O(U) est considéré comme un sous espace vectoriel de O(UR) onar la
restriction naturelle. La limite inductive (directe) est orise vour les
voisinages complexes U de Sl par rapéort a4 la restriction naturelle.

On voit facilement que pour un couple de voisinages UDV, 1la
restriction O(U\Q)/T(U) = @(V2)/0(V) est injective. Comme on le verra
ultérieurement, elle est mé&me surjective. On a donc le

Théoréme 1.1.3 Quel que soit le voisinage complexe U, on a

1'isomorvhisme B(Q) = &(UQ)/F(U), ainsi la limite inductive étant
suverflue.

Pour un élément F(z)e O(UML), on désignera par [ F(z)J] 1'hyper-
fonction qu'il définit. Intuitivement, en désignant par F*(z) la
restriction F(z)\U y ou U = Un{*Im z> 0}, on pourra écrire
(1.1) LFr(2)] = F+(:+iO)-F_(x-10). (expression valeurs au tord).

Selon la définition, l'hyperfonction ainsi définie est nulle si et seule-
ment si F*(z) se rattachent sur SL comme une fonction holomorphe. Une
question alors se pose: si F*(z) se rattachent sur S0 seulement comme
une fonction continue, 1la différence F+(x+i0) - F_(x-10) est-elle nulle

au sens d'hyperfonction? C'est exact grice au théoréme de Painlevé:

Théoréme 1.1.4 Toute fonction F(z) continue sur U et holomorvhe




dans U~NS§l, est en effet holomorphe sur U.
Pour les gens qui savent la distribution, nous donnons une générali-
sation de ce théoréme a titre d'exercice:

Théoréme 1.1.4' Soient F*Qz) des fonctions holomorphes sur S

Supposons que les limites de F*(xtii) lorsque € J O existent dans
D'(R) et sont égales, i.e. pour tout fe€DE), ona
%&$‘<F+(x+i€),?(x)> = %$§‘<F_(X-if)’T(X)>-

Alors Fi(z) se rattachent comme une fonction holomorvhe sur Q.

On oourrait croire que la "limite" désignée par le symbole F*(Xiio),
i.e. celle au sens d'hyperfonction était la plus faible des notions. Mais
en ce qui concerne 1l'identité, elle est en apparence la nlus forte bien
que toutes les notions reviennent au méme.

Donnons maintenant les définitions d'ovérations sur les hyperfonctions.

1° ,Opération C-linéaire est celle d'aBpace de quotient &(U\Q)/¢(U) induite

sur la limite inductive:
A(F, (x+10)-F_(x-10)) + p (G, (x+10)-G_(x-10))
= (AF4+4G ) (x+10) = (AF_+pG_) (x~10).

2°, Multiplication par une fonction analytique réelle. Soit f(x) = [F(2)]

€ BO) et soit ¢P(x) une fonction analytique réelle (i.e. la restriction
sur & d'une fonction holomorphe dans un voisinage complexe de $Z). On
oeut trouver un voisinage complexe U commun & F et ¥. Alors le
sroduit P(x)f(x) est 1'hyperfonction définie par (z)F(z)e (U Q).
Symboliquement:

(1.2)  x)(F (x+10)-F_(x-10)) = (PF )(x+i0) - (¥ F_)(x-10).

I1 est clair que le résultat ne dévend vas du choix de représentant F(z).

3°, Dérivation. La dérivée f'(x) d'une hyverfonction f£(x) = (F(z))

est 1'hyverfonction définie par F'(z):

(1.3) -%§(§§x+io)-F_(x-iOD =.g§t(x+i0) - dF’(x-iO)

Puisqutune fonction holomorphe est indéfiniment dérivable, il en est de

méme d'une hyperfonction.
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En somme on peut appliquer un opérateur différentiel linéaire a

coefficients analytiques réelles:
n n-1

{a(maﬁ+a u%~—7+...+a(xﬂfu)

Exemple 1.1.5 Ajoutons quelques exemples d'hyperfonctions.

A AT , . .
(x#i0)", défini par z* avec la détermination principale.

x X = m{( sx+10 = (3x-10) (¢ 2).

Ix|* = x)X+ x2.

p.f.F(x) =—%{F(x+iO)+F(x-iO)), ot F(z) est méromorohe au voisinage de S2.

¥n particulier,

1 .
Pefeg= 2(x+10 X- 10) xtlo + m8(x).

Exercice Trouver toutes les hyperfonctions f satisfaisant a
1'éguation =xf(x) = 14 ou 1 est l'hyperfonétion définie var F _(z) = 1,

+
F-(Z) = O. 1 “
Exercice Calculer les dérivées de p;f.;- et de x

2. Prooriété locale

Le plus grand caractére d'opérateur différentiel est qu'il opére
de fagon locale. Il est donc important de vérifier si les hyperfonctions
comportent bien par rapport a cette propriété locale. Pour décrire ceci,
nous introduirons des terminologies de la théorie des faisceaux.

Définition 1.2.1 Soit X un espace topologique. Un préfaisceau

d'espaces C-vectoriels f; sur X est la donnée, pour tout ouvert UCX,
d'un esvace C-vectoriel f}(U), et, vpour tout couple d'ouverts UDV,
d'une anvlication C-linéaire £, F(U)—>F(V) de telle sorte que
Fyy = 19
b) fwvofwjz fWU si UDVDOW.
F(U) est avpelé l'espace des sections au-dessus de U. fVU est aovelé
la restriction de F(U) dans F(V). Pour fe F(U), Pyy(f) est souvent

noté nar f v

La notion de oréfaisceau est l'abstraction de la vrooriété commune des

applications de restriction oour une classe de fonctions.



Soient Sl)SY'un couple dfouverts. Si U est un voisinage complexe
de L1, U' = UN(SL Q') est un voisinage complexe de SV tel que U'~QY
= UnSL. L'application identique (U R )— ¢(U'~5Y ) et la restriction
¢(U) = ®(U') induisent une application &(U~SL)/8(U) — (U~ )/e(U").
S1 VCU est un autre voisinage complexe de S et si V' = V*~(Yl\§f),
on a le diagramme commutatif
O(UNSL)/@(U) = &(U'\Q' ) /F(U")
o \ﬁl){.)/d(V) 3 g(viag J)I/(’I(V' ).
Donc il induit une application B(SL)—> B(L') qu'on apvellera la restriction.
Avec cette définition d'application de restriction, il est clair que

Q. B(R) constitue un préfaisceau sur R.

Définition 1.2.2 Un préfaisceau F sur % est dit faisceau s'il

satisfait a deux conditions suivantes: Soit {UA} un recouvrement ouvert
guelconque de U CX.

FI) Tout élément fe F(U), dont les restrictions f‘ sont nulles dans

U

/

H(Uy), est lui-méme nul dans H(U).
FII) Etant donnée une famille de sections {f,}, fy€F(U;), satisfaisant
aux conditions de compatibilité:

U;\/\UIM, 2 g => fA'U;\AU’* = fﬁlUAnUf",

on peut trouver un élément fe¢ J{U) dont la restriction f| est egale 2

Uy
la donnée f4.
Cette notion est l'abstraction des classes de fonctions ayant la oropriété

locale.

Exemple 1.2.3 La donnée gg»_glw(ﬂ), les fonctions sommables sur £,
constitue un préfaisceau, mais non un faisceau; elle ne satisfait vas & FII.

btautre part, 2 +> L (2), 1les fonctions localement sommables (i.e.

1,1o0c¢
sommables sur chaque compact de $2) constitue un fausceau. Plus généralement,
la classe de fonctions définie par une vropriété locale constitue un faisceau.

Voici des exemvles importants:



(Do

las]

ou C faisceau des (germes de) fonctions indéfiniment dérivables

sur R.
D': faisceau des distributions sur R; 1le fait que D' gt un faisceau

est signalé sous le nom du principe de localisation dans le livre de L. Schwartz,
0: faisceau des fonctions holomorphes sur C.
A: faisceau des fonctions analytiques réelles sur R; pour Q<R, on

donne Qs A = lig 0(U).
Uda

Théoreme 1.2.4 S vw> B(Q) est un faisceau sur R, gque l'on désignera

par B,
La prooriété FI sera vérifiée immédiatement. FII sera démontré ultéri-
eurement.
On dit qu'une hyverfonction f € B(R) est égale & O
sur $)' €S) si la restriction ffsf en est. En vertu de FI la
définition suivante a un sens:

Définition 1.2.5 Le support d'une hyperfonction f(x) (noté suvp f)

est le complémentaire du plus grand ouvert ol elle est égale & O. En
général, pour une section f d'un faisceau E}, on définit supp f ovar
la méme maniére,

Notons que le support est toujours fermé par la définition.

Le fait que l'opérateur différentiel agit de fagon locale est exnrimé
var la terminologie survante:

Définition 1.2.6 Soient G, q] deux (pré-)faisceaux sur ¥X. Une

famille d'aoplications C-linéaires h = {hU}, hU::;(U)-—ily(U) est dite

un homomorohisme de (pré-)faisceaux si elles sont compatibles avec les

restrictions:
: :}(U)~—-—7;—-* df (v)
ﬁu l v 2 f’qvu
JI(V) —h——> QJ(V).
v ,

Imaginons que V soit un vetit voisinage du voint x €X considéré. Alors
la commutativité du diagramme ci~dessus signifiera que le résultat en x de

1tanplication h vour une section f e F(U) est déterminé var la connaissance

de f & vrai voisinage de x. Donc c'est une exvression de la propriété
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locale de l'application. Cela dit, 1le théoréme suivant est évident:

Théoréme 1.2.7 Un opérateur différentiel linéaire a coefficients

analytiques réetles est un homomorphisme de faisceaux (G A, G B.

Exemple 1.3.8 supp S(x) = {0}, supp Y(x) = {x > of.

Exercice Déterminer le support des hyperfonctions données dans Exemple

1.1-5-

3. Plongement de fonctions ordinaires

Examinons maintenant le rapport entre les hyverfonctions et les fonctions
ordinaires.
Définition 1.3.1 Soient J}, gy deux faisceaux sur X. On dira que

est un sous faisceau de Q} si pour chaque, UCX on a 1l'inclusion (y: SF(U)
c;>g(u), {LU} étant un homomorphisme de faisceaux.

Théoréme 1.3.2 A est un sous faisceau de B. L'inclusion est donnée

var
A(Q) = lim 8(U) —> B@) = 1ip U2
> ﬁﬁ% ()
$(z) € (U) ———s €(2) P(2)c (U ),
ou

1 sur U UniInm z> 01},
£(z) = *
0 sur U_ = UntlIm z<o0}.

On peut aussi utiliser l'application ¢(z)r>E(z) P(z), ou

- O sur U
¢(z) = { *

-1 >sur kU_
Notons que fe B(Q) est dans A[R) si et seulement si dans une (en effet
n'imoorte quelle) expression valeurs au bord f(x) = F(x+10) - F_(x-10),
F*(z) se vrolongent sur 2. On dit que fe€B(1) est analytique réelle
dans QCQ si flg € A(R).

Définition 1.3.3 Le support singulier de f(x), noté par supp sing f

est le complémentaire du plus grand ouvert ol elle est analytique réelle.
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Corollaire 1.3.4 L'opérateur différentiel linéaire a coefficients
réels
analytiquesAn'augmente pas le support et le supvort singulier d'une hyver-

fonction.

Exemple 1.3.5 supv sing S(x) = supp sing Y(x) = {0j.

Exercice Déterminer le support singulier des hyperfonctions dans
Ixemple 1.1.5.

Soit f(x) une hyperfonction définie au voisinage de l'intervalle
{a,b]l. Suvoposons que f est analytique réelle au voisinage des extrémites
a, b. Prenons une expression f(x) = F_(x+i0) - F_(x-i0). Par définition
F _(z) se prolonge holomorphiquement au voisinage comvlexe de a, b. Dans

ce cas on peut donner la définition d'intégrale définie..

Définition 1.3.6 /_,f*\
b ' - T y
(1-4) g f(X)dx = S‘ F+(Z)dz - S F (Z)dz, a 7{_ C‘
a Y Y. ©
ou 7; est un chemin dans le demi plan supérieur (resp. inférieur) reliant

a a b,

En vertu du théoreme de Cauchy, cette valeur ne dévend vas du choix
de chemin ou de l'expression valeurs au bord. Comme un cas varticulier
considérons une hyperfonction f(x) 4 support dans mn compact K. Alors
1'expression f(x) = F+(x+io) - F_(x-i0) s'annule dans le sens ordinaire
en dehors de K et F*(z) définissent une fonction holomorohe F(z) dans
UNK vour un voisinage U. Soit ¢(x) une fonction analytique réelle définie
au voisinage de K. Alors 3Kx)f(x) est encore une hyverfonction a support
dans K et elle est représentée par §$(z)F(z). Choisissons un inEervalle
Ja,b[ contenant K. 'La définition ci-dessus vermet de calculer ga ¢ (x)f(x)dx.
Soit Y= - I; + X: le chemin fermé contournant K au sens positif. On

a alors

b
S Yx)f(x)dx = - % X z)F(z)dz.
a Y

- 15 -



Puisque 1'intégrale ne dévend pas du choix de a, b, on pourra le désigner

®
var j:an ¥(x)f(x)dx. L'interprétation de la formule (0.1) donnée dans l'intro-
duction est ainsi établie.

Lemme 1.3.7 Soit f(x) wune hyperfonction a4 suoport comvact. Posons

¥es
(1.5)  a(2) = Zq‘tij £00) gy,
-®

G(z) est holomorphe en dehors de suvp £ et on a [G(z)] = f(x).

Démonstration Supposons f(x) = [F(z)], ou F{z) € 0(UK), K = supp f

et U est un voisinage complexe de K. Soit Y un chemin fermé gsimple

autour de K. On a, par la définition d'intégrale,

)/I
1 F(%) S o
G(z) = - L §y Tz dg, a

ol on a supvosé que Y est si voisin de K que 2z est en dehors de lui.

Par suite G(z) est holomorphe en dehors de yﬁ donc en déformant Jz en
dehors de K. Elle définit donc une hyperfonction g(x) a support dans Ke
Pour montrer f(x) = g(x), il suffit de vérifier que G(z) - F(z) est
holomorphe au voisinage de K. Choisissons un chemin fermé simple y'
contournant 2z et ayant une partie commune avec ). En vertu du théoréme

de Cauchy on a :

a(z) - F(z) = -._l_'Elild; - __L_g

F(%) 1 ( F(¥)
27} vz Zwid Xz 407 " avri%ﬁ ds,

s o572
la derniére exoression étant holomorphe & l'intérieur de Yy+¥’, donc au

voisinage de K. C.C.F.D.

Définition et Provosition 1.3.8 La fonction holomorohe G(z) définie

var (1.5) est dite le représentant standard de f(x). Elle est caractérisée
var les deux propriétés:

"Nk (ot P! = cVjo}.

a) G(z) est holomorphe dans P
b) G((D) - Oo

(I1 suffit de se rappeler le théoréme de Liouville.)
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La formule (1.5) a aussi un sens lorsque f(x) est une fonction sommable
(ou une distribution) & support compact. Il est donc naturel de considérer
une telle fonction f(x) comme une hyperfonction par f(x) = G(x+iQ) -
G(x-10). Pour f(x) & support quelconque, on la décompose en somme locale-
ment finie:
(1.6)  f00 = 2 1300,
i.e. de telle maniére que supp fﬁ sont compacts et que chaque point x
a un voisinage qui en coupe au plus nombre fini. Calculons Go(z) pour
chaque f; par(1.5) et posons U(f,) = [G,(z)]. Notons que suppl(fy)C
suop fy. Donc la somme E:L(fx) est aussi localement finie et définit une
nyperfonction U(f).

Théoréme 1.3.9 Par cette application L, L (D') devient un sous-

1,1o¢

faisceau de B, 1'inclusion étant compatible avec celle AGL habituelle

1,10¢
et celle AGB donnée dans le Théoréme 1.3.2.

Démonstration Montrons d'abord que le résultat ne dépend vas du choix

de la décomposition (1.6). Soit f(x) = TZg}Jx) une autre. Il suffit de
P
comparer les deux résultats au voisinage d'un noint x. Prenons un voisinage
V de x tel qu'il coupe supp f}"...,supp fp; et supp ghf...}supp Bus et
non les autres. Omn-~asadurs sur V,
T J

Tu Tl < 2 i) - Lol ) = (Ttas-Ta) = o

A ! 54 i=1 3
car E:fii - z:gFj est 2 supoort compact disjoint de V et LU n'augmente
pas le suvport pour un tel élément. Ainsi on trouve que L est un homomonhsme,

Démontrons maintenant que U est injective. Pour cela il suffit de
montrer supp fCsupp L(f) lorsque f est a support compact. Soit ¥(x)
une fonction continue (indéfiniment dérivable s'il s'agit de D') telle cue

supp P n supp L(f) = g. Posons

_1775 ' m_(x_ /2
¥fz =\ e ¥ 9 (y)ay.

%(x)zﬁ‘&e
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I1 est évident que ¥.(z) est holomorphe entiére et dans

CN (supoy +iln z2lRe 2§73,

elle tend vers zéro localement uniformément lorsque £ & O. Donc si on

choisit le chemin Y assez voisin de supp L(f), on aura

@®
Lim Sq_m L) $g (x)dx = Lm - gIG(z)y’g(z)dz - 0. E;?*@

D'autre part, en étendant ¥ & Yy' qui contourne suvv f, on a

' 1Y)
- §7G(Z)?£(Z)dz = - SXIG(Z)?s(z)dz = - gy,dz S-m-m xe-z f(x)dx

0P el 9e(2) @
-S_m dx 521 y'z‘—_x-dz = S-mf(x)‘ft(x)dx.

Ici le changement d'ordre d'intégration est garanti vpar la théorie des intégrmles
(ou var la théorie des distributions). La méme théorie annonce que la limite
du dernier membre est égale &

®
S f(x)p(x)dx  (ou <f,9>).
-®

Donc elle s'annule pour toute ‘f de telle sorte, ce qui orouve supp fC

supn L(f).
Soit enfin f(x) une fonction analytique réelle définie au voisinage de
[a,b]. Soit X(x) la fonction caractéristique de cet intervalle:
1, pour xé¢[a,b],
X(x)==
0, pour x¢ (a,b].
On a L(%(x)f(x)) = [&(2)], ou
-b
__1 £(x)
6(2) = wig Sa 100 gy
Notons qu'on peut déformer le chemin d'intégrale dans le domaine ou f est

holomorohe. Donc G(z) se prolonge & travers l'intervalle 3Ja,bl de

dessus et de dessous. Le saut des prolongements sur Ja,bl est égale 2

1 £(§) 1 S £(3) 1 g £(%) ,

S oA - —22d¥ = 5= ~—==d¥ = f(x), Y,
ZﬂtiSL( X 2Tri 9'+§ X 2wi y-Y, T-X 2 - R

d'ott L(f)',]a’bc = L(»’)((x)f(x))lla’b[ = flja’b[. C.Q.F.D. g‘(_

Exemple 1.3.10 Désignons la fonction caractéristique de [a,b] par
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fX[a,b]' On a
ib

] b dx
2971 Sa 2=z 2"[1105(X z) a

1 b-2z

571 %8 377 -

it

En utilisant ce représentant standard, on peut calculer la dérivée comme
suit:

N 1 b-zy/ 1 1 1 ]
Va1 () =[(2~’7ri log =) ] = [2w1 z-b ~ 2®Wi z-al - " 8(x-0) + B(x-a).

Considérons ensuite Y(x). comme une fonction localement sommable. Puisque

®
Y(x) = 12:'{)9(,:1{’kH_J(x) est une somme localement finie, on a

@® D 1 K+1=2
WY) = léob(%k,ku? = Z;b(zqri log =g 2].

Notons que Za;tilogk;l;z elle-mé&me ne converge vas. Pour obtenir une

fonction holomorphe définissant l'hyperfonction ((Y), il faut donc remplacer
les représentants. Prenons par exemple

1 k+1-2 11
71 18 k=7 " Iwik’

tuand 2z parcourt dans un compact de CNR , celui-ci est égal &

pour k > 1.

2;1{103(1 _)- log (1~ i)} 2"11’1 :

-1 '
=2'ni{' - (Sk' _"'+z+2—k‘-+"'-k} mh vour k> fz1+1,

l'estimation étant uniforme par rapvort & 2z. Ainsi la série modifiée converge

localement uniformément dans CN\R' et fournit un représentant de ((V):

1 1=2 k+1- z 1
pay 08— * a i L 1{1°8 ‘T{}
o1 { k+l-2 __1_}
= =551 log(-z) + log(1-2z) + k_ (log k)'

Le second terme s'écrit :

@ N
1 Z (l k+1=-2 1 1 Z 1
Sar 4 og %] T 37 et
271l Kot 1 Tk-z k) 29T 1 ! k
de sorte qu'il définit une fonction holomorphe entiére. On a donc ((Y)

l_- 2,71.“ log(-z)] en concordance avec notre définition de la fonction
de Heaviside.

Exercice Soit f¢€L (Q), ¢ € A(Q). Démontrer:

1,1loc
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g - L(f) Ly 1),

a _ (4 o 1
5 () L(dxf), i fec (),
93]

®
) f(x)dx = 5 t(f)dx, si f est & support comvact.
- -

Exercice O0On veut calculer un reorésentant de Y(x) de la maniére

suivante: On a Y(x) = (1+x)n%é§l, donc L(Y) = (1+x)L(Y(X)

e ) et un repré-

sentant s'obtient vpar

(142) 30— Poldx 1 x=2|® 1
2mi J, T+x x-z ~ 2Wi °g¥+“ro = = 57 losg(-2).

Justifier ce calcul.

Zxercice Dqonner l'interprétation hyverfonctionniste a fﬁ S(x-n).
(In représentant: 1/(1-e2T12y ) n=-0

Exercice Supposons oue dans (1.5) f(x) est une fonction sommable (conti-
nue resv. une distribution). Alors G(x+i0)-G(x-i0) lorsgue € | O converge

vers f(x) en norme de L1 (uniformément resp. au sens de distribution).

L. Flascité.

On a déja vu que l'hyverfonction est une classe de fonctions généralisées
étendant la distribution. On se vose la question: Quels sont des meérites
de cette extension alors que la distribution déja permet la dérivation d'ordre

quelconque? Voici une réoonse.

Définition 1.4.1 Un faisceau & sur X est dit flasque si nour tout

ouvert UCX 1la restriction F(X)—> F(U) est surjective (var conséouent,
la restriction JF(V) = F(U) vour tout couple d'ouverts VO U .en est).

Théoréeme 1.4.2 B est flasque.

Démonstration Soit S CR un ouvert quelconque. C N9 est alors un

veisinage comolexe de. $Z. D'aorés le Théoréme 1.1.3 il y a un isomorokisgme
— . P )
B(R) = g(C L )/0(C ) : T q
Prenons f€ B(Q) et soit F(z)e @(C X)) un représentant de £ var cet
isomorohisme. Il est claire que F(z) définit une hyverfonction sur R

(2 sunvort dans 2 1) dont la restriction sur S0 n'est autre que f. C.%.F.D.

Exemvle 1.4.3 Considérons l'hyperfonction sur x > 0
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8]
£(x) = ), g(x—ak),
k=1

ol {ak} est une suite décriossante tendant vers 0. Cherchons un osrolongemert

de f sur R conservant le supvort dans x2 0. On a

1 N N+
- ———]— :——]--—-—1 ! I .1{1+3“.+ +—§Ia + 2k 1 }
27t1 z-a; 271 2 1- 2k 2miz z - ZN+1 1. & .

z . Z
Puisque {akﬁ tend vers O, on vpeut trouver {NKS tel que a£k+1 < 1/k2

oour k assez grands. Posons
1 1 1 a al }
G = - —— - —
G(z) = e z; { 75, "% (1+-E£+...+-;§) .

La série converge localement uniformément dans C \{ak). Donc G(z) définit

une nyverfonction sur R 4 support dans {ag . Il est clair ocue c'est un

nrolongement voulu.
Remarque f(x) est mé&me une distribution sur x > 0. OCn veut trouver
un orolongement en distribution si et seulement si on peut choisir une telle

suite {Ng} bornée.

5. Démonstration des théorémes fondamentaux.

Donnons maintenant la démonstration des théorémes 1.1.3, 1.2.4.

Lemme 1.5.1 Soient Uj’ j = 0,1, deux ouverts de C. Sunvosons que

*(z) est holomorphe dans UpNU,. On peut alors trouver Fj(z)e o3,
jJ = 0,1, telles que

(1.7)  F(2) - Fo(z) = F(z) dans U,NU,.

Démonstration Supposons d'abord que Uj sont bornés a frontiére

réguliére par morceaux et F(z) holomornhe au voisinage de Uand,. Désignons
. \"

nar )3 la vartie de U, contenue dans v, T
5 -

(-1)"3'& F(3)
21 GK-Z

Dosons

Fj(Z) = dg.

I1 est clair qu'elles réovondent 32 notre demande. 5 ,
o Uy

Considérons maintenant le cas général, Uj peut &tre approché par une
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suite croissante d'ouv-rts U, K tels gue U oU, qu'ils satisfont

) Jrak+17 T,k
pour chaque k
aux conditions ci-dessus et que,\(UOUU1,UO l(U U1 k) est une paire de Runge
’ ]

i.e., tout Ye O’(UO’kU Ul,k) peut &tre avproché de fagon localement uniforme

var les éléments de d(UOUUI)‘ Pour assurer la derniére condition, il

suffit de choisir UJ. Kk de fagon que chaque composante connexe <u complémen=-
’

taire de U, kUUI j coupe le complémentaire de UOU U1(théoréme de Runge).
’ ]

Construisons Fj k(z)e OKUj k)’ j =0, 1, pour chaque k suivant la recette
b ’
ci-dessus., On a
'E“ - - > -
‘1,k(Z) Fo,k(z) = F(z) sur Uo,k(\b1,k'
Donc

FO,k+1(Z) - FO,k(Z) = F1’k+1(z) - F1,k(Z) sur UO,anI,k’

et elles définissent une unique fonction holomorphe Gk(Z) sur U, , VU, .
? 1

On peut alors trouver une fonction Hk(z) éd(UOUU1) telle que

¥ 1
Jo, (2) - B (2)] < o sur Uo,k-iu Uy ket
Posons
®
Fj(z) = Fj’,'(z) + Z;(Gk(z) - Hk(z)), j =0, 1.
On a
@® N
(1.8) Fi(2) = Fy y(2) + &&Gku)-hk(z” + kz;i B, (2).
I1 est alors clair que Fj(z)ee’(Uj) et élles satisfont a4 (1.7). C.R.F.D.

Démonstration du Théoréme 1.1.3 Comme on 1l'a déja remarqué il suffit

de montrer que pour deux voisinages UDV 1la restriction ¢(U~5)/&(U)—>
AVNL)/F(V) est surjective. Prenons donc F(z)€ &V £2). Avpliquons le
lemme ci-dessus au couple Ui1 = U\Q2, U0 = V. On obtient F1(z)€e’(U\Q_),
Fo(z) €9(V) telles que F, (z) - Fy(z) = F(z) sur VaQ= VA(UNS).
Ainsi [F1(Z)‘V\.q_]= (F(z)] dans O(V~Q)/8(V) et [F,(z)l€ o(U~s2)/0(V)
est 1'élément cherché. C.Q.F.D.

Démonstration du Théoréme 1.2.4 Il reste & démontrer la orooriété FII.

Soit f5€B(S2,) définie var F,(z)€ (U3 S2,). En vrenant un raffinement
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dans le cas échéant, on peut supposer que {S1x} donc {U,} est localement
fini. Suvposons SlxnSu# #. La compatibilité fllnmgy; fMQMQP
impvlique que F’*P = Fu - Fy est holomorphe au voisinage de Sy nQpu, donc
sur Usgn Uf“ Elles satisfont aux conditions:

a) FQP = - Ff‘a’

b) Fap+ Fuy + Fpa = 0 sur UxnUpnUy.
Le orobléme est alors ramené au

Lemme 1.5.2 Soit {Ua} un recouvrement localement fini d'un ouvert

U C€C. Etant données F.;\Ped(U'AnU’;) satisfaisant aux conditions a), b),
on peut trouver Gn(z)€ &(U,) telles que

F—)‘” = GF’ - GA sur Um/\U’l.
Subnosant ce lemme on a
donc

Fo= Gy = Fu - Gu  sur (Ua™ 230N (Uu ~Sp)
Elles définissent alors une fonction bien définie F(z)é& (U~ ). L'hyper-
fonction ([F(z)) est la voulue. C.Q.F.D.

Démonstration du Lemme 1.5.2 Congidérons d'abord le cas de recouvrement

fini, Le cas N = 2 n'est autre que Lemme 1.5.1. Démontrons par récurrence.
o Supvosons que le lemme est vrai pour les recouvrements avec N -~ 1 éléments

L3 r 4 L4 ’ N
et considérons un recouvrement avec N éléments {Uj j=1° En apvoliquant

N-1

1l'hypothése a {Uj I;I-:-: on peut trouver {Fj j=1

si anUk £ 4.

telles que

Fk-Fj=ij

N-14
Posons V =\_JU.,. Définissons une fonction holomorphe G sur Vr\U“I var
a=4 '

G(z) = F,.(z) + Fj(z) sur anUN’ J o= 1yyee,i-1,

JN
Grice aux relations a), b), cette définition est compatible sur l'intersection:

sur anUanN on a en effet

(F’;{N+Fk) -_(FjN+FJ.) = (Fk;"-l-FjN) + (>Fk-Fj) = - ij + ij = 0.
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Avpliguons encore Lemme 1.5.1 pour le couple (V’UV> et obtenons une décompo-
sition de la forme

G(z) = Gy(z) - H(z), Gy(z)eoluy), H(z)e€AV).

Posons Gj(z) = Fj(z) + H(z) opour j = 1,...,N=1. Le calcul sur Uj‘"UN:
Gy - G, = (Gy~H) « F, =G - F, = (F, +F - F, = F,
N 6y = (GyE) - 3= EgtFy) = Fy = Fyy

montre que {Gj32—1 ainsi obtenu est une solution cherchée.

Considérons maintenant le cas général. Soit Kn" U une suite crois-
sante de compacts épuisant U telle que (U,Kn) est une paire de Runge.
Puisque {U;ﬁ est un recouvrement localement fini, pour chaque n fixe il
a seulement nombre fini d'éléments qui coupent Kn' Par ci-dessus on peut
trouver {FZ’AXGOQUQ) vour ces éléments satisfalsant & Foy=TFy , - 7, |
entre eux. Pour l'uniformité posons FA n = O pour U, aqui ne coupe pas

H
K,. Alors Fa,n+1(Z) - Fﬁ,n(Z) se recollent et définissent une fonction
holomorohe Hn(z) au voisinage de K . Prenons Jn(z)e;OQU) telle que
n
|8, (2)-d (2)| g_1/2(D sur K . Posons
Une déformation pareille & (1.8) montre que G,(z)€ &(U,;). Il est clair que

{31} est une solution voulue. C.Q.F.D.

On verra ultérieurement que 1l'énoncé du lemme n'est que H‘(U,d) =0
vour tout ouvert UCC.

6. Spectre singulier.

Une fonction analytique réelle est une fonction définie sur l'axe réel
qui permet de se prolonger au voisinage complexe comme une fonction holomorvhe.
L'expression f(x) = F _(x+i0) - F_(x~-i0) signifie qu'une hyperfonction de
type général a deux composantes dont chacun permet de se ﬁrolonger au demi
voisinage complexe y > 0, 1i.e. <-—l—,iy>>0 respvectivement y < C, 1i.e.
‘o%,iY>-< 0. Pour exprimer cette notion d'analyticité raffinée, on introduit
0

SO = {11}, la sphére de dimension zéro, et considére l'espace RxXxS =

RHR. En terminologie intrinséque de la géométrie, c'est le fibré en -spheéres
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conormales de R dans C. On pourra vlus précisément le désigner par RX

1 %0

—i—SCD sy car il est en dualité par 'le produit scalaire <-i‘—}m,iy0> avec les

vecteurs normaux infinitésimaux de R dans C.

Définition 1.6.1 Une hyverfonction f(x) est dite micro-analytique en

(x,+—;dxcn) si les composantes F*(z) définissant f se nrolongent a un

demi voisinage complexe U+ = Un{Im 2> O} de x. La micro-analyticité en

(x,--;— dx @) sera définie de fagon pareille.

N

Au lieu d'écrire t—%dxco on peut écrire Fidxm x
: f(x) est micro-
si on ne confond vas la définition. analytique en (x,++di)

Lemme et Définition 1.6.2 L'ensemble des points ou f(x) est micro-

analytigue est un ouvert de RXSO. Le complémentaire de cet ouvert sera dit

le spectre singulier de f(x) et noté par' S.5.f.

soit Tt: Rx8°—> R 1la projection. On a évidemment le

Corollaire 1.6.3 <(S.S.f) = supp sing f.

Exemple 1.6.4 S.8.8 = {0}x{sidxo}, 85.5.Y = {0}x{ridxo},

1 _
x+i0

S.S. = {(0,+idxw)} (un point).

Comme une application de cette notion considérons le produit de deux
hyverfonctions.

Théoréme 1.6.5 Soit f, g deux hyperfonctions. Supposons que S.3.f
€S.S.T
et S.S.g ne contiennent pas une paire de points antipodals, i.e. (x,i¥dxm),
€5.5.8
et (x,i']dxcn),\tels que §= -4 . Alors on peut définir le produit fg. On a

(1.9) S.8.fg € 3.5.fVS.5.8.

Démonstration Soit f(x) = F+(x+iO)-F_(x—iO) et g(x) = -}+(x+io)-G_(x-iO),
11 suffit de définir fg localement au voisinage de chague point x. Il y a

deux situations tyviques:

type N°1 tyoe N°2
S.5.f P(x,-idxo) WAL (x,+idx®)
- L \
S.S.8 -?(x,-idxcn) AN général ﬂmmf
fg (F,GXx+10) (FG,) (x+10)-(FC_) (x-10)
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Danc le nremier cas on eut représenter f, g par une seule composante
F+(x+iO), G+(x+iO) au voisinage de x, d'ou la possibilité du oroduit
F,(2)G (z). Dans le deuxiéme cas f(x) devient analytique au voisinage de
x et le produit se raméne & celui qui est déja introduit. La relation (1.9)
sera claire. Les autres cas seront traités pareillement. C.Q.F.D.

Par exemple on peut considérer var ce théoreéme 1/(x+10)™ comme 1la
vuissance {1/(x+10)}".

Le théoreme suivant, dont la démonstration est presque évident, suggére
le orincipe complémentaire entre le support et le svectre singulier comme
celui entre la macro-causalité et la micro-analyticité dans la théorie de la
mécanique quantique.

Théoréme 1.6.6 Si supp f c{x > 0} et que O¢ supp f, alors (O0,+idxm)

€ S5.5.1.

7. Microfonctions

En admettant que les fonctions analytiques sont maniables, nour étudier
la singularité d'une hyperfonction il vaut mieux retirer sa vartie singuliére
elle-méme. Nous ajouterons pour ce but quelques terminologies des faisceaux.

Définition 1.7.1 Soit < un (pré-)faisceau sur X et x€X un point.

Fy = Lig FO)
est appelé la fibre de j en x. Un élément de 3}{ est apvelé un germe de

section de } en X.
Lemme et Définition 1.7.2. Etant donné un préfaisceau } sur X, vosons

_j—(U) = {s:U—)\_/?vx'; pour YxeU ElVax, -até;}(v) tels que
xeU

s(y) = t(y) vour Vyev},
Alors UHS}—(U) est un faisceau dont les fibres sont les mémes que F . On

l'anpellera le faisceau associé au préfaisceau 5".

Démonstration FI: Soit s ¢ §(U). slU = 0 signifie que s(x) = C
A
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dans 3’}‘( pour chaque xé€U,, donc s = O dans §(U). FII: Etant données

sf)‘ei(Ua) on définit s: U-»\{};{ en recollant s, Il est clair que s

€ ‘jv(U). Enfin, chaque s¢ ;3_;: est représentée par un élément de ?(V),

donc par un élément de F(W), ou WCV sont des voisinages de x. Cela

donne un homomorphisme 5}( -->3'x ce qui se voit immédiatement isomorphe. C QFD
Remargue 1 Pour fabriquer le faisceau associé 3‘;‘, il suffit que les

sections }(U) du préfaisceau 3" soient connues seulement vpour une base

d'ouverts {U} Pour la commodité on dira la donnée partielle U h(U)

pour une base aussi un préfaisceau.

Remarque 2 5Si le préfaisceau 55 déja satisfait & la condition FI, on

veut simplifier la définition de F(U) comme suit:

FU) = 11%]%{(3,‘); s2€ FU), saly, fuu = Skluy Aol
ou la limite est prise par rapport 4 la restriction associée au raffinement.
La restriction étant injective en vertu de FI, on a J(U)C)g(U).
Par exemple, 1le faisceau associé a Ur—‘»L1(U) est LI,loc'
Exercice Soit G un espace C-vectoriel. Alors la donnée U+>G(U) =
G avec la restriction identique constitue un préfaisceau. Chercher le

faisceau lui associé. (On l'appelle le faisceau constant a fibre G.)

Provosition et Définition 1.7.3 Soit QI, un faisceau sur X et A
un sous-faisceau de UJ La donnée
(1.10) U > 0}(V)/ F(U)
constitue un préfaisceau. Le faisceau lul associé est avpelé le faisceau
quotient de 0}, par F et noté par Cf/F . Plus généralement, soit h: F
__,0} un homomorphisme de faisceaux. Les données

Ur> Ker h Ur—>Im h

u? U’
constituent des préfaisceaux. Les faisceaux leur associés sont notés nar
Xer h et Im h resvectivement et avpelés le noyau et l'image de h. Ils

sont un sous-faisceau de F et de Q} respectivement. En combinant avec
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l'ovéretion de suotient on pent fabriquer Coker h = 9}/17}'\‘ h (conoyau de h),
Coim h = F/Kerh (coimzge de h).

Remarque on voit immédiatement que Ur2>Ker hU est en effet un faisceau,
mais Ur>1Im hU non généralement, Considérons par exemple l'homomorvhisme
d/dz: =0, On a
(1.11) U d(U)/%Z-G’(U) = CP', f+ étant le nombre de trous dans U,
alors que vpassant 4 la limite on a Im d/dz = &. ©Notons que (1.11) est un

exemple d'un préfaisceau qui ne satisfait vas a FI.

Un homomorphisme de (pré-)faisceaux h: % — 0] induit un C-homomorphisme
hX: jx-b D)X pour chaque x €X. Il est clair que (Im h)x = Im hx. En parti-

culier, étant donné un couvle de faisceaux y CO} ona 9= 0} si et seule-
ment si F_ = 0}, vour tout x€X,

Définition et Proposition 1.7.4 Soit f: X—Y wune application continue

d'espaces topologiques. Soit 0} un faisceau sur Y. La donnée

XDU+—> 1i V)
VD—?‘R(,U K
ouver

constitue un préfaisceau sur X. Le faisceau lui associé est dit 1l'image

reciproque de 0} par f et noté var f-10}. On a

-1
(f 0})x= %(x)'

Si f est de plus ouverte (i.e. elle envoie un ouvert de X & un de Y),

on a f"OJ,(U) =?0}(f(u))), ol U, sont les composantes connexes de U.
C

a2

la vérification est immédiate. Revenons a notre situation Mq: ”RX S

— R. On a ’Tt'.1B(SI'x{idxm}u.(Z,f{-idx0)}) = B(Q1)OB(Q-2).

Définition 1.7.5 On introduira les deux faisceaux suivants sur RX SO:

1

¥ de 7C

-le sous-faisceau A B défini par €, ¥ {+idxo}t 0, x{-1dxm}
F> AM(Qx { vidxof! Q,x {-1dx@} ) = {f€B(Q);S.S.0n 2, x| +idxw) =)@ {reE():
S.5.fn 2, X { -1dxw} =4} .
1 »
-le faisceau de "microfonctions" C =TC 'B/A".

Intuitivement, un élément f¢C ) est un germe d'hyperfonction en

(x,+idxmw
x modulo les germes qui sont micro-analytiques en (x,#idxm®). Pour décrire

la relation entre ces faisceaux, introduisons la notion suivante:

Définition 1.7.6 Soit j,-}; 0}_’&(2{ une suite d'homomorohismes de
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sur X.
faisceaux A On dit qu'elle est exacte (en terme 01/) si Im h = Ker k. Cela

‘devient au mémehde dire Eue la suite d'espaces vectoriels induite:
(1.12) Fo— 9, ._".;Cgfx
est exacte (en qx) pour tout x€X (i.e. Im h, = Ker kx).
Notons que la suite d'espaces de sections
(1.13) 3(U)—ﬁ—>Q}(U)ﬁ]—»‘%(U)
n'est pas nécessairement exacte, alors que l'exactitude de (1.13) pour tout
U implique 1l'exactitude de (1:12).
En désignant par O 1le faisceau avec la seule section 0O, on a une
de faisceaux sur R x 89

suite suivanteAdont lt'exactitude découle'de la définition:

Corollaire 1.7.7 0-—A¥— q 'B—c—0.

Pour mettre en relation avec des faisceaux A, B, 1l faut descendre
sur R 1le long de l'application L.

Définition et Lemme 1.7.8 Soit £: X~—>Y une application continue et

% un faisceau sur X. La donnée

1oV —— F(£7 (V)
constitue un faisceau sur Y que 1'on appelle l'image directe de %A par f
et note var fxf—;".

On a par définition f (V) = F(£7(V)). Soit de plus Pe F(r7'(N)).
Désignons par £ la méme section considérée comme un élément de fxg(v).
On a alors supp fXCf = W)—.

Exercice Quel est ff({h”‘B ? (B@B)

Notre théoréme vrincipal est le suivant.

Théoréme 1.7.9 Le préfaisceau

rx 895U —> 2w~ 'B(U) /A% (V)

est en effet un faisceau, donc égal & C(U). C est donc flasque. Soit

sog : B(SL)—>7 C(1) 1'homomorphisme défini par

Q¢



(1.14) B(2)3 £ +—> £ mod AX(Q x{idxw}) ® £ mod A¥(x!-1dxo}) € (LT (2)).
On a alors la suite exacte
(1.15) o——>A(§L)~——>B(SL)—?pﬁ'w7rxc(Q)—>o.
Ainsi elle induit la suite exacte de faisceaux sur R:

0 —>A —>B By Cc —>o0.
Pour f€B(SL) on a les relations suivantes: y

c (7T(Q)).

(1.16) 5.S5.f = suop sp(f), sp(f) étant considéré comme un élément de,
(1.17) supp sing f = TC(S.S.f).

Démonstration Montrons la premiére partie. Il suffit de considérer un
ouvert de type U = SL x {idxw}. La pvrooriété FI est claire. Montrons FII.
Soit donc {Sa} un recouvrement ouvert de SL et £,€ B(S,). On peut
supvoser qu'il est localement fini. La c'ompatibilité de la famille {fr)\
mod A"(.Q,)x {idxw}) signifie que vour Sl)n.Q,,t £ 4, f,‘,‘ = f'“|g)n9_r -
f’*‘ﬂa"ﬂr € A*(SUanQudidxoy). On obtient ainsi une famille de sections
fg‘rch(Sl)ner{idxco}) telle que

(118) K F

fap* fpw * fa = 0 sur Sy n Q@i dxols
Montrons qu'il existe une famille de sections g,¢ Ax(qu{idxm}) telle que
Par la définition de A¥ on peut supposer que f"}‘ = F,‘/‘(x-io) avec un

certain Fy, € o(u; oi Upu est un voisinage complexe de  Snflyu et

P‘)’
toujours U;f‘ = Ug}‘n{Im z< 0}. On peut alors trouver des voisinages complexes
Uy de Six tels que UanUaucUsu et que {U,} est un recouvrement locale-
(1.18) implique une relation pareille pour Fyu. ~ donc le
ment fini d'un voisinage complexe U de SL.p En appliquantALemme 1.5.2 3
{FM‘; UrnUu} on obtient G,€0(U;) tels que
G}‘ - G) = F‘,‘ sur U) AU"' .
Ainsi g, = G,A(x-iO) sent des éléments cherchés.

Considérons maintenant les nouvelles sections £, - g, € B(Q,). Par la
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construction elles se recollent et définissent une section f de B(f).
Donc f mod A¥(Q x{idxm}) est la section globale cherchée de 'HT1B(SLx{idxm})
/A¥(Qx{idx@}). Le fait que C est flasque découle de 1li et de la flascité
de B.

Démontrons maintenant 1l'exactitude de (1.15). C'est banal en terme B.
Donc il reste a démontrer la surjectivité de sp. Soit f ec(ﬂt"(st)).

En vertu de ce qui est démontré ci-dessus, il existe g, hé¢B(§L) tels que

g mod A*(QUx{idxw}) = f|

suxiidxmf’

¥ P
h mod A_(Szx{*dxaﬁ) fISLx{-idxaﬁ'
oit g = G (x+i0) - G_(x-iC) et h = H (x+i0) - H_(x-10). Alors 1l'hyper-
f=
fonction G+(x+iO) ~ H_(x-10) est un élément wemdin de B(SL) solution de
sp() = f.

(1.16) est évident par définition. Notons que supp sing f n'est autre

que le support de la section f mod A de B/A sur €. On voit donc que

supp eing f = supp L sp(f) = Tl(supp sp(f)) = T(S.5.1), { Tsp (£)endd

et distingué avec la_section correspondante
ou on a considéré sp(f) comme un élément de C(IT (fl))k C.Q.F.D.

Exercice Montrer que B/A(Q)) = B(£2)/A(£)9.



