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Iv-1

CHAPITRE IV. COHOMOLOGIE A VALEURSDANS UN FAISCEAU.

1. Faisceaux flasques

Nous continuons davantage 1'étude de faisceaux flasques pour introduire

la théorie de la cohomologie.

Definition 4.1.1 Soisat F un faisceau sur un espace topologique X et
SCX un sous ensemble localement fermé (i.e. 1l'intersection d'un ouvert et

d'un fermé.) On pose

PS(XB‘) = {s € F(U); supp(s)<s}t,
ou U est un ouvert qui contient S comme un fermé et appelé un voisinage

de S.

en

Cette définition ne dépend pas du choix de U: Soit en effet Ul’ U deux

2

voisinages de S. Alors U1r\U2 en est un. Donc en supposant que U,:)U

29
il suffit de vérifier que la restriction

{se.'}(Ul); supp scs}v-;{ség(UZ); supp sc S}
est bijective. Mais c'est clair. On notera aussi FE(UL}) au lieu de
FE(XQ}). Notons que si S = U est un ouvert on a Th(X,}) = F(U). Dans
ce cas on utilisera aussi la notation T (U,%). pour ceci.

Proposition et
Définition 4.1.2 Soient F un faisceau sur X et SCX localement

fermé. La donnée U k_>r%nU(X’}) congstitue un faisceau qu'on note par ‘IE(J).

(,’——%>Notons que si S = U est ouvert, [ (F) n'est autre que j}IU, la

restriction de F sur U.

Lemme 4.1.3 Si b est flasque, il en est de mdme de (.

Démonstration Soit VDS un voisinage. Pour un ouvert quelconqgue U,

VNU est un voisinage de SnU, donc
()W) = T (X,P) = {s€F(VaU); supp sC SalJ.
S SnU

Pour un élément s quelconque de cet espace, posons

s sur VnU
S' = {

0 sur VN SUDD B,

E?Fg(?) étant un faisceau sur X, il est aussi considéré comme
un sur S en vertu de la remarque ci-dessus.
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ou le tiret désigne l'adhérence dans V. Cette définiti?n est compatible sur
l'intersection VA U\ supp s, donc définit une sectionide F sur (VA U)Y
(VNstpp 8) = V~ (Supp s\ supp s). Puisque T est flasque il existe 5 €
V), un prolongement de s'. On a supp ScCEUPp BcS, d'od B € _I:'S(}')(V)

est un prolongement voulu de s. C.Q.F.D.

Lemme 4.1.4 Soient F', F, J" des faisceaux sur X et UCX un ouvert,

ScX localement fermé.

a) si 0> —-h—'?} -}; " est une suite exacte de faisceaux, alors les
sulites suivantes sont exactes:
h! h
0= (1) —2 F(U) —L>3(D),
O""r’s(x,}')"_? %(X,?)—-)r.'s(x,‘}")o
!
b) Si 0—F —L-)?‘ —1-1—>}"—-90 est exact et que J' est flasque, alors
ht h
0—3' (U) —U->J(U) ——H—>3"(U)-—90,

sont aussi exacts.

Démonstration Les premiéres suites étant des cas particuliers des secondes,

il suffit de démontrer celles-ci. Soit donc UDS un voisinage.
a) Supposons que s'¢ F'(U) satisfait a hI'I(S') = 0. Par l'injectivité
de h' 1les germes de s' dans U sont nuls, donc s' = O par la propriété
FI (voir la Définitionfl .2.2). De la méme maniére on vérifiera h,oh!

U v
Soit enfin s€F(U) sel que hU(s) = 0. Par l'exactitude de la suite de

= 0.

faisceaux, oour tout x€&€U 1l existe un germe (unique) de section s}'{e 3(}'{
tel que h'(s;{) = s,. Puisque s}'c sont uniques, 1ls se recollent a une
section globale s'¢ F'(U) satisfaisant & hj(s') = s. Aussi par unicité
on a suop s'¢c supp sCS8S.

b) I1 reste & démontrer la surjectivité. Soit s"¢ \"'s(U,‘}-") un élément

quelconque. Considérons l'ensemble suivant:

M= {(s,V); VCU ouvert, s¢ r'snv(v,'}-), hy(s) = s"}.
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Avec 1l'ordre naturel:

(s1,V1) > (SZ’VZ) = V,DV,, 51‘V2 = 8,
m devient un ensemble inductivement ordonné non vide. Montrons en effet un

élément de MWI(. Prenons x€U quelconque. Par hypothése il existe un voisi-
nage V_ de x et sxef}(Vx) tels que hvx(sx) = s"lvx. Modifions s, de

fagon que son suvport soit contenu dans S. Considérons €Ker h.

SX\V\S
X

D'avrés a) il existe s'é€ j.'(VX\S)' tel que h'(s') = s Prenons un

x| Vas*
~ . o X ~
prolongement s'egﬂ(Vx) en utilisant la flacité de J!'. Alors sx-h'(s')
est un élément bien modifié et (sx-h'(’é"),vx) e m.

Ainsi d'aprés le lemme de Zorn ~WM{ contient un élément maximal (s,V).
On prétend que V = U: Supposons le contraire et soit xe€ U\V. Par l'argument
ci-dessus il existe un voisinage Vx de x et s, € r-'San(Vx"}') tel que

_ . _ _ . . . . .

h, (s,) = sn\vx. Puisque h(sanVx sx| anx) = 0, il existe d'aprés a) s'é€

X

rSnVnV (VoV_,3') tel que h'(s') = En vertu de la flascité
X

s‘Van-sx\anx'
de F' on peut trouver ’s\s"e r'San(vx,g.') qui prolonge s' (Lemme 4.1.3).

Posons donc

~ s sur V,
5. { "
! ]
s, *h (s') sur v
Ainsi on obtiendrait un élément (E’,vva)em plus grand que (s,V); une
contradiction., C.Q.F.D.

!
Corollaire 4.1.5 Soit 0-—3F' b >F h >F"—>0 une suite exacte de

faisceaux.
a) si F', F sont flasques, F" en est aussi.
b) si F', J" sont flasques, k en est aussi.

Démonstration On a le diagramme commutatif avec les lignes exactes:

by By
0—F (X) —=> F(X) —=>F"(X)—>0
Vo nr VB n Fix

0— 3 (U)—-—-—-—)&'(U)——L,;"(U)—»O

Dans le cas a), Pux et h; sont surjectifs. Donc étant donné s"e (1),
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IvV-4

on peut trouver s € F(X) tel que
- ° = LA
s" = hyepyy(s) = piyhy(s).
hy(s)€F"(X) étant le prolongement de s", F" est flasque.

Dans le cas b)), et h, sont surjectifs. Etant donné se F(U),

PUx X
i1 existe donc § € F(X) tel que

W, ~

hy(s) = Pﬁxvhx(s) = hU’)oUX(S)’
donc hU(S'PUX(g)) =0 et s-PUX('E;/) provient d'un élément de F'(U).
Puisque PI'IX est surjectif, celui-ci provient d'un élément ';'e F(X),
d'ou

s-p, (%) = htept (Sh) oh! (1)

Pux's) = ByePox = Pux*"x

Ainsi

s = (s-PUX(s)) + fo(s) = pUX(h (81)+%). C.Q.F.D.

Corollaire 4.1.6 Soit O—b}o }1 8! -,}r—ﬁ(?]—-)O une suite
exacte de faisceaux. Si 3‘], 0< j<r sont tous flasques il en est de méne
de OJ . Dans ce cas on a les suites exactes des sections

0—F (W)= ... > F W)= Gu)—>o0,

0 =T (I s oo T, F)— T (XY —>0.

Démonstration On décompose la suite donnée en petits morceaux:

) 0 0,
0 1 2 3 K AN
(Ll'o‘) 0_'73' _—’} ; —>} ——’ cs 0
\ Y N A
o o’q“o

ol O}l = Im hs. = Ker hé"',1 eke, D'aprés le Corollaire 4.1.5 qj sont tous

flasques et donc en vertu du Lemme 4.1.4 on obtient les.petites suites exactes:
o——->f’s(x,0f'$—a»l"s(x,j?)-——'»r’s(x,c{f)—?o. e,

On n'a qu'a les recoller a une suite longue comme le procédé réciprogue de

(4.1). C.Q.F.D.

Définition 4.1.7 Soit °f un faisceau sur X. Une résolution flasoue

de ’3.’ est une suite exacte O——)?—),‘CO—-—>£1—> «vs oOU les f,‘j sont

flasques. La longueur de la résolution est le plus petit nombre r tel
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que ;CJ = 0 pour j> r. On dit que la dimension flasque de F est r s'il
existe une résolution flasque de F de longueur r mais non de longueur

inférieure., On notera r = dim f1 F.

Lemme et Définition 4.1.8 Il existe toujours une résolution flasque.

. 0> F >ctF)—cl(F)—>--
De plus i1 en existe une de type canonique/\qu'on va donner dans la démonstra-

tion ci-dessous. On l'appelle la résolution flasque canonique.

Démonstration Fabriquons d'abord un faisceau flasque Y tel que 0 —>

F X goit exact. Soit CO(}}’f) le faisceau de sections discontinue de %
i.e. le faisceau essoedé=% défini par
Ur—> {s: U—| ] F, avvlication quelconque}.

I1 est clair que CO(}§eUest un faisceau flasque ét O——>:F-—9CO(}) exact.
Pour fabriquer la résolution on peut continuer ce procédé pour CO(})/jﬁ
etc. C.Q.F.D.

Soit h: F—>0] wun homomorphisme de faisceaux. Il induit des homomor-
phismes hj: Cj(})~4>Cj(Q) entre leur résolution canoniques et un diagramme

commutatif:

o—>3-—>c°(3-’)—»c1(7~)—>...
A O

Le lemme suivant est clair par la définition de la résolution canonigue:

Lemme 4.1.9 Soit O—)j.' -—9}' — F" —0 une suite exacte de faisceaux.

Alors les suites o—+cj(3-')——>cj(})——>cj(;-")—>o induite comme ci-dessus
sont aussi exactes.

Bien que la résolution canonique soit utile théoriquement, elle est
loin de servir au calcul pratique. On donnera ultérieurement des exemples
concrets de la résolution flasque moyennant le faisceau des hyperfonctions.
Autre que cela des résolutions flasques concrétes sont peu connues. On est
donc obligé d'employer des résolutions moins efficaces que des résolutions

ici
flasques. Nous en donnerons/\quelques exemples bien connus.
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Exemple 4.1.10 a) Résolution de de Rham

0 1
(4.2) o—sc —r0 & Spg(M_g o _Lgnl_,q

E(k)

ou désigne le faisceau des germes de k-formes différentielles de classe

¢® sur Rn, et dk la différentiation extérieure. L'exactitude de cette

suite est connue comme le lemme de Poincaré. On a aussi sur Cn une suite
pareille:

0
(4.3) o—c—00 4 L1 _d o &n sy,

ou U(k) désigne le faisceau des germes de k-formes holomorphes, 1i.e.

.ZF s (Z)dZ N oo AdZ
SPEEER M 3 e

ol Fj1...Jk(Z) sont des germes de fonctions holomorphes. La démonstration

de l'exactitude est vareille au cas réel. En reétreignant (4.3) sur Rn on
obtient une résolution sur R™ qui est un analogue de (4.2) avec E remplacé
par A.

Les résolutions s'apportent de fagon évidente sur une variété avec 1la
pP G

régularité correspondante,

s , d
bt) Résolution de de Rham relative Soit (x,y) 1les coordonnées de R +ﬂ,
Ey le faisceau de fonctions de classe C& en y seuls, et Eék) le

. : ®
faisceau de k«formes relatives de classe C, 1i.e.

2t

Jl"'jk(x’y)dijA cee Adxjk
ou j1...jk(x,y) sont des germes de fonctions de classe Ca’ en X, Y. On
a la résolution suivanse:
(4.4) o——Ey——>E§°)———>E(°) o580,
dont l'exactitude se démontre parallélement au cas absolu., De méme on a une
suite vareille sur Cd+n a coordonnées 2z, W:

(4.5) O—»O‘——) 0(0)—%0(1)——; ——96(d) 0.

La forme intrinséque de ces résolutions est la suivante: Soit <f: M—> N une

(k)

aoolication lisse de variétés. Soit E le faisceau de k-formes relatives,

E(;) = Eék)/‘fxElgk) ou ‘;’( (k) EM®‘$’ E(k). Alors on a une résolution

fleg

i.e.
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(k)

analogue a (4.4) avec remplacé par E99 et Ey par ?-1EN.

(k)
Ey

c) Résolution de Dolbeauit Considérons C" comme RZn et utilisons dz],
...,dzn,dil,...,din comme la base de vecteurs cotangents. Alors E(O’k)
désigne le faisceau de (0,k)-formes de classe C® sur Ran, i.e.

f Z)dz ceep 47,
Z 31...‘1 (Z’Z) ZJ1A /\ ka
ol fj 3 (z,2) sont des germes de fonctions de classe C® sur R%", puis
- ]... k
3%  désigne la différentiation extérieure anti-holomorphe;
2K (f (z,2)d% dz ) 5: EZELlfif)d dz’ a7
Ano.A A Z.Ao'-,\ Z. o
J1"°jk J Jk j=1 ’azJ j 31 ' Jk
On a alors la suite exacte:
(4.6) 0 —> 000 3 g0, 3L p0m)_ 4

I1 est connu que l'on peut remplacer dans ces exemples E par D', On verra
ultérieurement dans ce cours que 1l'on peut aussi remplacer E par B d'ou

une résolution flasque concréte de C ou 0.

2. Rappel d'algébre homologique

Nous allons faire un petit rappel d'algébre homologique.

Définition 4.2.1 La donnée des espaces C-vectoriels Kn, n=290,1, ...

et des homomorphismes a?: Kn-—-)-Kn+1 satisfaisant a la condition dn”odn =

O est appelée un complexe de cochaines. Les éléments de Ker a"  sont appelés
des cocycles de degré n; ceux de Im dn"l des cobords de degré n., L'esvace

quotient Ker d"/Im dn-1 est appelé le n-iéme groupe de cohomologie et noté

n-1 n+1 .n

var H%(K®). (Notons oue Im d° 'C Ker a" par l'hypothése d° 'od = 0.)
Nous considérons aussi le cas od K" sont des faisceaux d'espaces C-vecto-
riels. Les arguments ci-dessous étant valables sans modification dans tel
cas, nous n'en ferons pas de remarque particuliére davantage.
Soient K°, K'* deux complexes. Un morphisme de complexes h: X'—>
K'* est une famille d'homomorphismes hn, n=20, 1... qui rendent le diag-

ramme suivant commutatif:
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0 1
nol Qo"'l 2 0
' '
0o—kr9 4 g1 T Sk 5.,
)
Une suite de morphismes de complexes O-9K"—1L¢K'—£+K"-—>O est dite exacte
nh" nh

sl pour chaque n, O —K''—K — K" "_50 est exacte, i.e. si on a un

diagramme commutatif

0 0 0
} !
G T I L S LS E

2w 2
(“"7) . —")K 1gﬁxndﬁK?+1——)ooo
hnﬂl/ ») kﬂl thmJ/

n-1 n n+1

e S CHE S
| | |
0 0 0

ou les colonnes sont exactes. Dans ce cas on a le

Lemme 4.2.2 (lemme en serpent) On a la suite exacte longue suivante

IO

0 —>u° (K'°) 2> 10 (K* ) 1O (K"*)
g {
Sowl oy B p gy By ! (ko)
81

ol les homomorphismes sont canoniquement définis dans la démonstration ci-dessousg

Démonstration Pour un cocyéle z'"¢ Ker d'" de K', h'"(z'") est

encore un cocycle de K, car

d%nt®(z'™) = ™ la?(z?) - o.
Les cobords 1Im d'n-1 étant envoyés dans Im dn"1 par la méme raison, cette
correspondence définit une application h;n: EM(K'*) —>H™K*). Il en est de
méme de h.: H'(K')—H'(K"'). Enfin, pour z""¢Ker d"", premons c'€ K"

tel que h"(c™) = z"®. En vertu de 1tégaliteé

n+1

W™ laa™(c™) = a"an®(c™) = avl"™) = o,

+1 n+1

on peut trouver ¢! € K! tel que h'n+1(c'n+1) = d"(c®). Puisque l'on a

h,n+2°d,n+1(c,n+1) - dn+1°h,n+1(c,n+1) - dn+1ndn(cn) -0,
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n+1 ’
c! est en effet un cocycle de K', donc définit un élément de n+1(K")

ce qui est par définition S%(Cz""1).
Exercice Montrer que 3" est bien défini et achever la démonstration
d'exactitude.

Corollaire 4.2.3 (lemme des neuf) Considérons le diagramme commutatif:

0 0
Loobhob

O-->K —3> K —> K0

v {

0— 10 —s1' —+%2-—>o
L b L
0—>¥0 M —5 ¥ —>s0.
1y ¥ y
o 0 0

Sippc sons que les colonnes sont exactes; les lignes sont des complexes et
txac’ es sauf une. Alors celle-ci est aussi exacte.

Démonstiation I'aprés le lemme précédent on a la suite exacte:

0—10( )=o) =0 ) =1 k) —r (L) —E (M) — 0.
oonc si HI(K®) = HI(L®) = 0, on a Hj(M') = 0 etc.
Exercice (lemme des cinq) Considérons le diagramme commutatif:

K "—>K2—_"’K3*—:.KL’—> K’
W 1 W 5 n l hsl
L — 121

ou les lignes sont exactes. Si h?, nt sont isomorphes, h1 surjectif et

q
h” 1injectif, alors h° est isomorphe.

Lemme 4.2.4 (Weil) Considérons le diagramme commutatif suivant:

Lol
o—-—> KOO A 0147, g02d”
RN
0—> K’O——>K”——>-Ii{12
swi 8“l el .
0 — g20_d¥ g21 g4, p22d7
o I A
] i

Supposons que toutes les lignes et toutes les colonnes forment des complexes
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et que les colonnes sont exactes sauf la premiere. Alors pour tout n il
existe un homomorphisme canonique
(4.8) B2 (k%) — 1" (x°*).
S5i en plus les lignes sont exactes sauf la premiére, (4.8) est un isomor-
phisme.

Snoxno - 0. Ona %noodnoxno

nl

Démonstration Prenons XnOe_KnO tel que
n+1,QSnOXnO

= d = 0, Donc par l'exactitude de la colonne en terme K ', il
exisie x0Tkl tel que ga-ls1yn=1 _ qn0 (0 gy répétant ce procédé,
(n atoutit & un élémeat xo”eléha On constate facilement que la classe de
+ohorologie de xOn ne dépend pas des choix intervenus en chemin. Si en

>utr: les lignes sont exactes, on peut tracer ce procédé au sens réciproque.
Nous laissons la vérificaticn du détail a4 titre d'exercice.

Remarque Pour obtenir 1'énoncé du lemme pour un n donné, il suffit
de ‘upposer l'hypothése d'exactitude pour les termes Kn’k tels gue j+k<n,
Soit maintenant {Ki}ﬁeA une famille inductive de complexes. Cela
signifie entre outre que pour tout couple :ksfb on est donné un morvhisme de
complexes hPA: Ki-—)Kﬁ de fagon que la condition de chalne soit satisfaite.

Dans ce cas on vpeut considérer la limite inductive des comvlexes: ;%g Kq-
D'autre part hua induit un homomorphisme hPAx: Hn(Ki)-—éHn(Kﬁ) de sorte

que {Hn(Ki)ﬁzeA est une famille inductive d'esvaces vectoriels. Cn a le

n n
Lemme 4.2.5 lim H (K3) = H (lim K4).
> >

. . s . . . . A
Démonstration Considérons d'abord le cas particulier ou O-A»hi-,h)

~—e.K§—%>O sont exactes pour tout 7. Alors la limite

0— Lig K3 —> lip Kj—>lim K5 —>0

X A =
est aussi exacte (bien connu et facile & vérifier). Ensuite dans le cas géné-
ral on associe 4 la suite originale
-1 "

NN L AL SR G T G O

la suite exacte

(4.9) 0~ Inm dg-1—-)Ker da....;Hn(Ka‘)ﬁ 0.
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Désignons le complexe en limite par

- n-4 n
o.o_)Kn 1 d >Kn d >Kn+1"—>oo.o

On a évidemment lim Ker dg = Ker d", lim Im dgc1 = Im dn—1. Donc d'aprés
) X '

la premiere partie en pzemant la limite de (4.9) on obtient la suite exacte

0—> In a""'— Ker d"—1ip E*(K})—> 0. C.Q.F.D.
EY

3, Cohomologie par résolution

Avpliquons maintenant la notion ci-dessus aux complexes de faisceaux.

Définition 4.3.1 Soient F un faisceau sur %, SCX localement fermé

et 0—=>F —>C*(F) 1la résolution flasque canonique de F. Le n-iéme grouve
de cohomologie relative : HE(X{?) du couvle (X;X\S) & valeurs dans F est
défini comme Hn(ré(X,C'(})». I1 est aussi appelé le n-iéme groune de cohomo-
logie & suvvort dans S. En particulier, pour S = U un ouvert Hn(Ug})
ect défini comme Hn(C°C})(U)) et appelé le n-iéme groupe de cohomologie
(absolue) de U a valeurs dans ‘F.

D'aprés le Corollaire 4.1.6 on a aussitdt le

Corollaire 4.3.2 Si & est flasque, on a Hg(x,}) = 0. vour tout n2 1.

Notons encore que d'aprés le Lemme 4.1.4 a) la suité suivante est exacte
1
0 —> [ (X, F)—> T(x,¢°F)) —» Te(x,¢' (),

d'ou Hg(x,'}) = r'S(X,}) vour F quelconque. Rappelons que ['S(X,"}v) = Tg(U,5)

Un homomorvhisme de faisceaux h: EF-*(g induit un morvhisme de comnlexes

flasques

entres les résolutionsAcanoniques de ces faisceaux. Il induit donc un homomor-
phisme h: entre leurs groupes de cohomologie. Il est claire que hi est
un isomorohisme si h en est.

Nous montrons qu'on peut calculer les groupes de cohomologie nar une
résolution plus générale.

Théoréme 4.3.3 Soit 0 =>F —>XL" une résolution. Sunvosons oue nour

-n - .
B (rs((’x. ))o

tout j on a H’S‘(x,zj) =0 pour nx1. Onaalors Hy(X,J) =

et

En varticulier c'est le cas pour une résolution flasque.

oour un ouvert USS guelconque. On pourrait donc aussi écrire sans ambiguité
Hg(U;}) au lieu de Hg(X,}). On a en effet C'(¥)| = C.(?'U) et donc H;(U,}ﬂu)

h
= HR(X,F) = Hg(U,3). - 95 -
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Démonstration Prenons la résolution flasaue canonique nour chaoue faisceau.

D'arrées le Lemme 4.1.9 on a le diagramme commutatif exact:

0 0 0
i J v

o —> F "—_""E’O — L,
v %

0 —»c%F) -3 »c®F ).

h y '
0 —>c'(F—c (Pr>c' (3. .

!

D'u on obtient un autre diagramme:

0 0

v, v
—_— rs(xil ) ——— r's(xii )——> ...
23N - (%, — (1, 00— ..

¢ v
REDES M NAIC HIETAE HANE SEI
o

s(%

Q— T,
~—9ié(x,

0

%

c

¥
0 o
Ici les lignes sont exactes sauf la premiére d'aprés le Corollaire 4.1.6. Les
colonnes sont exactes sauf la premiére var hypothése et par Lemme 4.1.4 a).
Donc d'apnrés le Lemme 4.2.4 on obtient 1l'isomorphisme. C.R.7.D.

Notons que si l'hypothése HE(X,IP) = 0 n'est pas satisfait, on obtient
nourtant un homomornhisme canonique: Hn(fg(X,I'))—e'Hg(X,}). C'est la consé-
cuence de la premiére nartie du Lemme 4.2.4.

Définition 4.3.4 Soit ‘;' un faisceau sur X, et soit ScX 1localement

dérivé
. et s . n . . .
ferné. On définit le faisceau, Es(}) sur X comme le faisceau associé au

nréfaisceaun
oD
. P—’ .
Remargue 1 gg(}) est en effet considéré comme un faisceau sur %, car
Hgnu(u,}) ne dévend quede Sn U, un ouvert de S, et en particulier }:gnu(u,y)

o Si Sf\ U = ¢o
. . 0d 14 2 , N
Remargue 2 Soit 0—% - L —s f —> £"™—> ... une résolution flasque.

2n a alors un complexe de faisceaux
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. 0, a*. 1, 4 2
(4.11) O—»_I:'S(L)-——'—e ‘:S(I')_"_}_FS(YV)—')””
g@(?) est isomorohe & 1l'n-iéme groupe de cohomologie du complexe (4.11). Ceci

, . n,. s D . n
découle du Lemne 4.2.5 si on note aue ES(?)X = ]L%r}r% LSnU(L,]—}) et que I'S(L )x
= lim PS U(U,I,n) pour Xxé€ S.

i3x °"

txercice Si S = U est un ouvert on a gg(’}) = 0 oour
n 21 et nour S quelconque.

Notons que le préfaisceau (4.10), autre oue le cas _Iiig(}) = I'S(J)’ n'est
pas nécecssairement un faisceau. Il y a un cas important ou il en est:

Lemme 4.3.5 Si gg(}) =0 vour 0 <K jg n-1; alors le préfaisceau (4.10)

est un faisceau,

Démonstration Par hyvothése le comvlexe de -faisceawx (4.11) est exact

jusqu'da 1'(n-1)-iéme terme. Posons J = Im a®'. on a une suite exacte -e

faisceaux:

0 1 n-1 v

0 — [ (L) — [ (L) —> ... =L )—s T —s0.
Fn vertu du Lemme 4.1.3, _["S(LJ) sont flasgues. Donc d'avrés le Corollaire
4.1.6 J est aussi flasque et on a une suite exacte:
0 1 n-1

On a donc _J(U) = dn_1(f"an(U,I,n-1)). Soit d'autre nart ?: Xer a". Alors
O——>} —>_I:'s(1n)—>_l_"s(i_n+1) est exact et en vertu du Lemme 4.1.4 a) on obtient
une suite exacte

dn

0——(V) —> Ty (U, 2~ T (0, L™ )

. n $n n+1
On a done }(b) = Kerfd : PS,,U(U’I' )——>rSnU(U,L )}. Notons gue 1'on a une
suite exacte:
. ..n
O—?j—>} —> B (F) —> 0.
Puisque J est flasque, on a d'avrés le Lemme 4.1.4 D) la suite exacte
0——->J(U)—+§(U)_+52(})(U)——>o.
N n - -
Donc gs(})(U) = }(U)/j(u) = HSnU(U,L o C.0.F.D.
Notre définition de la cohomologie satisfait 2 1l'axiome usuel:

Théoréme 4.3.6 (théorie de la cohomologie) Soit F un faisceau sur 1,

re

et soient 35¢C X localement fermé, F<S fermé dans 3.
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a) (excision) Pour un suvert UDS on a Ho(X,F) = L'n(U,.‘JIU).
b) HY(X,F) = M0,

c) Les suite exacte longue fondamentale:

0
S\F

Fn narticulier, en prenant S = U ouvert on a une suite exacte

o—aﬁF(x,’}\)-—aHg(x,})»H (X,?’)—-)H;,(X,g‘)—-—)....
0—10(U,F)— K0 (U,F)— B0 (U F, ) —> H (U, ) — ...
d) Etant donnée une suite exacte de faisceaux 0O—F' —> F —> 3" —0, ona
des suites exactes longues:
0 —EJ(X, F1) — HO(X,F) —HI(K,FN) —>HL(LFH— ...,
0 —HJ(F1) —> BIG) —> BN P —ELF) —> ...

Démonstration a) et b) sont déja remarqués. Pour démontrer c), prenons
Alors UNF sera un voisinage de S\F. Soit 0 F+ L~ une résolution,

un voisinage UDS.A Dans le diagranme commutatif: flasgue.
0 0]
o v
0= (U, L) — T (U, ) —> ...
v
1

0~ (0,29 — 1 (0,2 ) — ...
ol {06y or 2
S\F > “>S\FL ) —Fes o o
0

{
0

, (Lemme 4.1.3)
les colonnes sont exactes puisque 1? sont flasques, Donc en vertu du lemme

A
en sernent on obtient la suite exacte longue.

Soient enfin C*(F'), C°(F), C°(F") 1les résolutions flascues canonigues.
Alors en vertu du Lemme 4.1.9 0—>CHF')—>CH(F)—>Cc"(F")—>0 est une suite
exacte de faisceaux flasques, donc d'aprés le Lemme L4.1.4 ) o-—aré(x,c“(7n))
._ﬁré(x,cn(y))-»ré(x,c“(;W))——>o est aussi exact. Fn avpligquant encore le
lemme en serpent au diagramme commutatif

0 0
~ X V;O ‘ - - J“l c .
e M58, ¢ G‘))——nsu,f ()= ...
0—s rs<x,$o<}>> — T (5,0 — .
o——>rs(x,c°(3f"))—>rs<x,f‘<*}">)—->...

0 0
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on obtient la suite exacte longue. Puisque Hy(F) = lig H. (U,F) et que
=S X Uox Snal
%32 conserve l'exactitude, on obtient ausse la deuxiéme suite. C.Q.7.D.
Considérons maintenant une résolution récioroque.

Corollaire 4.3.7 Soit

04——-?:4——f0<—113 I1<—r-1i cee <—h3In<——O
une suite exacte de faisceaux sur X. Soit S<¢X 1localement fermé. Si
H?(x,i%) =0 pour r< k <N pour tout j, alors on a Hﬁ(x;}) = 0 rcour
r< k< N-n.

Démonstration Décomvosons la suite en guelques suites courtes:

Qe— }e—-,‘[oe—- Im hye—0,
O<—1Im h1«'-—L1<'—Im h,<— 0,
O<—Im hnT"fn-lb In<———0,
et appliquons le Théoréme 4.3.6 d) & chacune. On déduit ainsi

H‘S’(x,}) = Hg"‘(x,lm hy), pour TS p < N-1,

Hg(X,Im h1) = Hg”(X,Im:ha), pour T £ p £ N-1,
KE(X,In h__,) = H-g*‘(x,xn), pour T< o< N-1,

d'ou
HE(X,3) = Hls’*n(x,zn) =0, wvour "< p<N-n. C.Q.F.D.

Théoréme 4.3.8 (Mayer-Vietoris) Soient X un espace tovologique, S

sa Partie localement fermée et U, V des ouverts de X. Soit ‘3; un faisceau
sur X. On a la suite exacte suivante:

0 Ly 40 0 $. 0 .
(4.12) O-—>Hsn(qu)(UUV,S‘)-—)HSnU(U,}) <] HSnV(V&)"’“sn(Unv)(Un",i')
. 1 b
s, (ouy) (VP = ..o

ot o est induit par 1'inclusion fe>(f,f) et s par la soustraction

(f,s)"—, f'g-

Soit O0=>F—> X' une résolution flasgue. Considérons le
Démonstration

diagramme commutatif suivant:

- 9% -
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0

Y |
0 Pan (pov) MV 2) - Ty (W0, L) ——— ..
[

¥ L
— o Oy _, £l 4l
0 TsauiCad) @ Tg (V27 —> T (0, L) @ T, (V,2)— ....

s LY
— C o
0 rSn(Unll)(UnV,L) — rsn(UnV)(DnV,L,)___ﬁ v
¥
0 0

Les colonnes sont exactes grice 4 la flascité de JﬁJ. Donc en vertu du lemme

en serpent on obtient (4.12).

4. Dimension et codimension flasque de faisceaux

On a déja donné la définition de la dimension flasque d'un faisceau.
Hous examinerons sa signifiaction cohomologique.

Théoréme 4.4.1 Soit F un faisceau sur X. Les énocés suivants sont

équivalents:
a) dim f1'% < n.
6) H3' (4,F) = 0 pour tout SCX fermé.
£') Hg(x,}) = 0 vpour tout j> n et pour tout SCX 1localement fermé.
c) §g+1Q¥) = 0 pour tout ScCX fermé.
c') ggCT) = 0 vopour tout j> n et vour tout SCX localement fermé.
d) 4%(X,F)—H"(U,F) est surjectif vour tout UCX ouvert.

Démonstration La déduction a) = b') = b), a) = c' => ¢c) est

claire par définition.
b) => d) Dans le Théoréme 4.3.6 ¢), vosons S =X et F = X\NT. On a

la suite exacte

n+1

oo BN GE) > HH (U, — B

(X,})’—"" a0 00
Donc b) entraine d).

d) = a) Soit 0—>F —>XL°' une résolution flasoue. En nosant j:

Im dn-1

on obtient la suite exacte
0—F-210— ... —>In'1—>.‘7 —> 0.

I1 suffit de démontrer gue J est flasque. De la suite exacte 0—>F — X"
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1
—91}“ on obtient la suite exacte O——>j(U)—->gfn(U)->i’,n+1(U), d'ou

N, o Ker{dn:Ip(U%élgnq(U)} J ()
H (U, 3) = Ty () = A= iyn-1(0)

Ceci est vrai pour tout ouvert U de X. L'hypothése donc signifie que la

restriction

Jx _,_Jw
PR 2N U el F 2R
est surjectivé. Soit donc s->(U). Il existe alors % ¢ J(X) et ue ™ '(v)

tels que
Puisque \fp-1 est flasque, 1l existe Qfélzn-1(X) tel que B gy = 4. Alors
~

s + dn“l'ffé j(x) var la raison évidente et on a
s = (3™ .
Donc :I est flasque.

c) => a) Démontrons par récurrence par n. Nous allons d'abord montrer
que 1'hypothése g;c}) = 0 vour tout fermé SCX implique la flascité de
F. Soit s¢€ ‘h(U). Définissons 1l'ensemble

M = {ED; Tou, Tewwm, 3|, = s,
avec l'ordre naturel

) ~
Eh> 3 o 7

~
5T et By - 8.
ITU étant inductivement ordonné non vide, il existe d'aprés le lemme de Zorn

~ ~
un élément maximal (S,U). On orétend que U = X ce qui achévera la démonst-
~/

ration. Suonposons qutil existe x¢IJ et vosons S = X\‘EZ Lthynothése

1 . 1 S ~/
gs(})x = V%% Hsnv(v,}) = 0 nous affirme que la classe de reste de 3|y ¢
est nulle dans H;AV(VQ}) pour un petit voisinage V. De la suite exacte

oo — 8%V, 3) — Ho(v\sJ)—-,»H‘SnV(v,g)—»
L4z 0 o~

on trouve donc un élément s,€ H (V,F) = F(V) tel que SX\V\S = 8|y g ce
oul nous permet de prolonger la section '§’ sur UYV contrairement 3 la

maximalité.

Soit maintenant notre assertion vraie jusqu'a n. Prenons une suite exacte

- 101 -
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0—=>F>L%— T—o,

ou IO est flasoue. De la suite exacte

l(l) I:\
ﬁ+1 nour k21
on tire que () = implique K (d) = Op Donc par 1l'hypothése de la

recurrence il existe une résolution flasque de longueur n:
0o—J—t'— ... 5™ o,
I1 n'a qu'a recoller les deux suites. C.Q.F.D.
Maintenant nous introduirons la notion de codimension d'une nartie S
dans X par rapvport a un faisceau.

Définition 4.4.2 Soit F un faisceau sur X et soit SCX fermé. On

dit que S est de codimension 2 n par rapport & f si E%(J) = 0 m~our
j¢n. 8i gg(s:) = 0 sauf j #Zn, on dit que S est pur de codimension n.

Lemme 4.4.3 Supposons que SCX est un fermé de codimension = n n»ar

raovport & F. Supposons en plus gue pour tout FCS fermé on a H?,”(XJ')

= 0., Alors _};2(&) est un faisceau flasque.

Démonstration On sait déja d'aprés le Lemme 4.3.5 oue EZ(?})(U) =

HgnU(U,}). D'autre part on a la suite exacte

n+1
a0 S\U C.c.7.D.

Par hypothése le dernier terme s'annule. Donc la restriction est surjective./\

Exercice Soit SCX un fermé. Supposons gue le faisceau % sur X
satisfait a ?‘X\S = 0, On peut alors considérer F de fagon naturelle comne
1 1
un faisceau sur S. Désignant celui-ci par SHS on a H‘;(X,'y')- = H’;,(S,?\c)

vour FCS localement fermé:

Théoreme L4.4.4 Soit SCX un fermé pur de codimension n oar ranvort i

F. Soit FCS localement fermé. On a alors
(4.13)  HR(F) = BETR(s,ERE).

Démonstration Soit O—)J'—-»I,O i’ .. une résolution flasoue.
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'k .
.IZSG") est le k~-iéme groupe de cohomologie du complexe
y

0
0— L) L, ) S5, ...,
Posons j: Im dg-1. Notre hypothése alors signifie que la suite
[
R W o BN N7 SR I N
est exacte. D'aprés le Lemme 4.1.3 _['S(I,j) sont flasques. Donc en vertu du
Corollaire 4.1.6 ff est aussi flasque et on a la suite exacte
ol on a utilisé 1'identité banale TF(S,.T'SG:)) = Tp(X,3). On a donc en varti-
culier rF(s,i) - dn"rF(x,I,n“), et H;E(x,'j) =0 pour 0 < k < n-1.
D'autre vart soit g' = Ker dg. On a la suite exacte 00— ?——>?—a
L{_g(})-—¢0, d'ou par Théoréme 4.3.6 d) la suite exacte
k k k n k+1
co s —>HL(8, ) —> HL(S,5) —> Ho(5, B (F)) —> Byl (S, ) — ...
On obtient donc
0 n
Hp(S,Ho ()

k n
Hp(S, Hg(F))

T’F(S,'})/T'F(S,g),
H?(S,?) pour k 2 1.

Notons enfin que

est »ar hypvothése une résolution flasque de ?. On obtient donc

Hg(s,ﬂg({ﬁ)) = Keridn:\"F(x,j;n)_;rF(x’ n”)}/dn"l"F(x, n-1,
= H?‘(X"})Q

k n K n+. n+k, . :

Hp(S,Hg(F)) = B (MR(X,L7 %)) = By "(X,F).  c.Q.F.D.

5e Cohomologie de éech

Nous introduisons une autre expression du groupe de cohomologie & valeurs
dans un faisceau. Soit X un espace topologique. Soit U= iUX}'AeA un

recouvrement (ouvert sauf mentions contraires) de X. Une expression symbolique

CRIYEEED YV

. U) A s e AUA 01‘1 ?’
0, <Ap 20 n 20

est dite une cochaine de degré n du recouvrement U (& valeurs dans }r)

)...'ﬂn 69(0’10/\ ...AUAn)’

Yo
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Le symbole U"OA oo A Uﬂn sigunifie que 1l'on fait l'identification suivante:
ot ¢ est une permutation de {O,...,n}. En varticulier

U-)O/\.../\U;\H:O si Aj

Donc 1les Uaga »+- ATy, ol (‘7\0,...,')n) parcourt les combinaisons différentes

= ﬁk pour un couvle j £ k.

forment une base. Aprés le rangement le coefficient de U;\OA cos /\U;\n peut

stécrire

v déf
(n+1 )1 l)o')(:."')?‘n = 5; g S(’9‘3"(0)»' = Arm *

v
Donc (4.14) peut toujours se réécrire de fagon unique & la forme Z‘j’)c,..q"

A

O’o.o’ n.

On note var Cn(’II,'}") l'espace C-vectoriel des cochalines ci-dessus. De

U'/\OA ’\UAn avec les coefficients antisymétriques en A

olus soit ;' = {U.)k;\e/\, une partie de 7. On pose
n /- Doy Tn. /o _ i
CH(Mmod W, F) = {Z‘f’mo,--AnUﬂo’\"' AUa, €C (UL, F); Pags-2,= O 81
Uao, oao,UAné 'U('},
et 1'avpelle le groupe de cochaines relatives de Yl modulo PI'. On définit
1'homomorphisme de cobord o°: Cn(UI,})—?CnH(‘M,?’) par

o " cee AUy ) =
(4.15) ( Z ™ )(fAO- ‘2n 2OA A 21‘1) Q‘;ler"ﬂn)?%f"’“‘

On fait 1la conventlon pour simplifier l'écriture que dans telle somme le coeffi-

U}‘ AU20A‘.. AUann

cient 9’%,---)" signifie en fait la restriction ‘J’ae,.--a., | UpnUagn «+e Ala

Remargue Le coefficient antisymétrique de qu,\ e ,\Uan_’_1 dans &"

est égal a
v a+4 j
(4.16) Dog e i 1z_:( -1) ‘fﬁo "»“J'-L"J’fh‘“’n‘Unon---nU;\nH’
I1 est clair que s" envoie une cochaine relative 2 une cochaine relative.

Lemme 4.5.1 SPYLED _ o

Démonstration On a

n+l ¢n n+1 - .
5 8 ( Z n)(fmo’ nh U)O A' . oAUAn = 8 ( Z A ‘PA(,\,)"UFAU'AOA. . .Ab}n)

Koy, (o2, 5 A0)
= 3) J)AUF,AUn /\"'AU
(Z}:&.-A, An) 22w 0 An’
Puisoue U, AUy = - Ut"/‘ Up, ce dernier membre sera arrangé a nul. C.Q.F.D.
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Définition 4.5.2 On pose

B WUL,) = HYC*(1,3)), H (W mod 01',) = E™C (M mod W', F),
et l'apoelle le n-iéme groupe de cohomologie du recouvrement 771 (resv. cohomo~
logie relative de 7Vl modulo VU).

Lemme 4.5.3 On a la suite exacte suivante:

0 —E (Y modtr ,F)— 50U, P —> o1, }) —> ' W modm' ; F) —> ...
Ceci s'ensuit des suites exactes évidentes:

0 — X moatr , ) —>c*t, H —> K, H—> o, k = 0y1,...
et du lemme en serpent.

Lemme 4.5.4 Soit SCX un fermé tel cue ' soit un recouvrement de

X\ S. On a alors HO(‘VI mod' , ) = ["S(X,?'). En particulier on a HO(L?,?') =
T, 1ar,® = Fxs).

Démonstration Par définition ¢ € EOMWImodi',F) a la forme

0,
=T @l  O¢ = Z?AU}MUA = 0.
A (TP
=0 et g peut &tre considéré comme une section

Donc - g

M uunua ~ Fpluyau,
globale de F. Puksque ¢, =0 pour UyéNU', supppc S. La corresvon-
dance réciproque est claire:

Lemme 4.5.5 Si h est flasque, on a Hn(‘W mod®',F) = 0 pour n 21,

Démonstration Nous allons démontrer comme un cas vparticulier Hn(ﬂL})

= 0 pour n > 1. Alors H',F) = 0 pour n 2 1 par la mdme raison et
d'anris le Lemme 4.5.3 cela achévera la démonstration du cas général. (Notons
cue Ho(vh})—é-HO@ﬂ',}) est surjectif en vertu du Lemme 4.5.4 et de la flascité
de F.)
Plus précisément nous allons plutdt démontrer l'exactitude de la suite
0— (%, P — P, P —c' P —... > @,P
par récurrence sur n. Alors le Lemme 4.5.4 peut &tre considéré comme la

oremiére étave. Soit donc ¥ 3 Cnﬂﬂ,?0 tel que S?f: 0 et nosons
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WL = { (¥, U); UCX ouvert, ’)&ECn'1 (’U'l|U,E§), gr=ly -.-50|U},
ou thl désigne le recouvrement {U““U}AéA de U et ¢|; = Z:?ah";A”(qunU)
A ...A(U;"nU). Bien entendu, 1le coefficient de:dans signifie la restriction
sur 1l'ouvert corresvondant. Avec l'ordre habituel (i.e. l'inclusion et 1la
restriction) TV devient un ensemble inductivement ordonné. Montrons N £ 8.
Soit @ = Ul‘"\?l‘ + @' et posons U =Uy. Ona
n n-1 n
8% = Gua(=8'"719) + Uppg + 8171,
oa & désigne l'opérateur de cobord par ravport aux indices autre aque Jeo
On a donc 8'“(;' = 0, S'n‘k}v}‘ = ¢'. Prenons alors comme un élément de
n-1
C (‘UI|U#,3"), y},z g’/‘|U/4° On a alors ’
n-1 n-1 .
8% W = UpaGuly, 3 %'n,t = UpAfly, + 9o, = Flu,
Donc (¥P’QF)6]TL et WL # 4. En vertu du lemme de Zorn, 1l existe donc
un élément maximal (Y,U) dans . Nous montrons que U = X. S$'il existe
x€X\U, 1l existe alors Uudx. Comme (Y,,.,U’,)é' M, ou '»‘7‘ est comme ci-
dessus, on obtient donc
n-1 n-1
: IHU,\UF = $lyamn =3 ¥l gaupe
d'ou
n-1
Donc 1l'hypothése de la récurrence Hn—1(1ﬂ|UnUp’3') = 0 implique qu'il existe
: n-2 n-2s _, n
X € C ('UIIUnUr,}'-) tel que SN = V"U,,U,‘ - yF[UnUP. Puisque H est flasoue,
il existe al € Cn-z(’l}ll F) tel que 7| = X Définissons '?/fjé
Uf" q UnU'a. - *
n-1,. i .
c (-m\(UUUF),}) par
'\7: ¥ sur U,
= Yy + $7-2%  sur U
On a alors
n-1% \n-1
8 l/"U =3 ¥ = (f’IU’
n-1v n-1
5 le“ - 5 ‘/'Fr = "F'U,u)
donc ('II,UVUF) est un prolongement de (¥;U), ce qui contredit & la maximalité.

C.Q.F.D.
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Théoréme 4.5.6 (Leray) Soient X un espace topologique, SCX un fermé

et & un faisceau sur X. Soit VU un recouvrement de X et soit W' sa
vartie recouvrant X\ S. On a alors un homomorphisme canonigue

& HN mod 1!, F) —Hg(X,F).
Si en outre

(4.17) Hn(qun...ank,}) =0 pour n21 et pour tout (Ag,...,2),

on a de vlus 1l'isomorphisme A (W mod M', F) = Hg(x,}).

Démonstration Prenons une résolution flasque 0 —=> F—>1L'. On a un

diagramme commutatif

0 )
¥ R V) |
d <1 d
0 — & S it ...
0 ' 0 v ¢ 0 ! 1, d'
(4.18) 0 —> C” UlmodW ,F) —> C (UImodv(',I,O)—-)C (Kmod X', L ) —> ...
8|, § 5 £y .

0—>c¢' Wnoaw , H —sc' Wmoan',1%) <> ¢! Gmoan, £ )4 ...
) §'), 5
Ici 4" onére aux coefficlents des éléments de CR(W mod L“z',ﬁ). Les colonnes
sont exactes sauf la premiére d'aprés le Lemme 4.5.5, et si (4.17) a lieu,
les lignes sont aussi exactes sauf la premiére d'aprés le Théoréme 4.3.3.
Notre assertion s'ensuit donc du Lemme 4.2.4. C.Q.F.D.
Un recouvrement Yl (ou vlus précisément le couvle U, M') satisfaisant

3 la condition (4.17) est dit un recouvrement de Leray pour ScX et f.

Exercice Démontrer la canonicité de cY{‘R défini ci-dessus (i.e. que
H Mmodny ,‘-})—->Hn(I’S(X,I,'))—>Hn(T'S(X,C'(3f))) est commutatif).
\ Y. .

\éi.
m
Nous examinerons maintenant 1l'effet du changement de recouvrement. Soit

Exercice Démontrer que est toujours injectif.

A = \V“}MM un autre recouvrement. On dit que N est un raffinement de 1N
si oour tout VPG")(’ il existe Uy €Ul tel que V,CUp. Soit qp' = {V,"}H.GM'
une vartie de NP. Si en olus pour tout Vyead' 1l existe Uye9l' tel que
V/,‘c Up, on dit que O(%') est un raffinement du recouvrement relatif

L, W). Choisissons une application T: M=>A telle que T(M')C A' et

- 107 -



Iv. 24

gque V CZUT(P) d'aprés Zermetro. (On dira que (U est une application de raffine-

ment.) On obtient ainsi une avpplication

" W mod M, F)—> ¢ mod Y, F)

définie par
~r* ( Z tfa A Jagh- - -AUay)= (#.Zﬂ)'“f“’)

Pulsoue "c* c0mmute avec 8, il induit un homomorvhisme
(4.19) [T B (Wmod U1, ) —>E @ moadl", F).

Lemme 4.5.7 L'homomorphisme [1*"] ne dévend vas du choix de T.
en

Démonstration Soit ’r1, ’7:‘2 deux aoplications de raffinement. Nous définis-

fcql")v"e A . .AV}L” .

o;‘)

sons une famille d'homomorphismes ©" : Cn(ﬂimod?ﬂ',f})-—*cn'1(ﬂpmodfﬂ”, F)y n =
y2y ..+ (une homotopie de'cochafnes comme on dit) telle que
x I _sn-t.n. _ : n y s
59 - “t1(}? = th o g pour ?éc(iﬂmodu,}').

(On pose GO = 0.) Cela signifiera que la différence T;nQ’-‘tﬁn est un cobord

n+18n

si ¥ est un cocycle, d'ou notre assertion. Pour définir € nous utilisons

l'expression antisymétrique d'une cochaine =Y, (fa A )‘ A-++AUa,+ On pose
-)o o) 0
ofe = Y Y (-1)d i Ao o AV
(5) tFo,","n-i)j=o ?74(’“) t1(P,)Tz(FJ," Tz(ﬂ-h {) f‘o Fn-1°
On a alors
n-1,n i)

D'autre vart on a
n+1

n+1 - n+1
(.21) e Bn‘f = ( Z Z (=1 ) ?‘xou-?«k_{')\kﬂ"'ﬁhﬂ U%OA' ' 'AU*H"“')
(Ao ‘]u#‘) k"’ O
n+1 ‘IPCA. . .AV}J,,
k
= (o kzb(“) f_'.( 1 ‘fqulo) T Tat ) - Talpad) Talfead) - Tapin)
n

. )J Vieae « « AVia
* Z' Z - ) Z - ‘f't,(m--'t (R Ty ) = Tath ) Tl “Talpn)

Q%;"ﬁn)k=0 . kel
k-t ik Y _

+U‘cz:’}l )§)0< bde ”"Y’Hlm)--"f.‘/‘k—n’t.‘)‘x)~-~’rz(}‘n) V‘*O/\o../\vf‘n

FACTINS o}

. n+d
’ ’ k kY
=1)73(-1 v eV

+‘Pe§}"n) g;‘0( e ?‘fi‘#e’-"T#f‘n'ta(f‘ku)---'ca(}‘n) poheeealp,

Jotons gue dans les premiers deux termes du second membre de (4.21) on a

k
(-1) VF’OA‘. .AVHH = V/‘k/\VPO’\'"/\V}‘k—1/\vﬂk+1l‘°' oAVHno
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Donc, en considérant P comre n et en changeant aussi la notation des autres

indices, on voit que ces deux termes se tuent avec (4.20). Ainsi Sn'lgni)v

n+len, . N :
§ ¢ est égal a (-1) fois la reste de (4.21), ce qui se tue dedans

-9
et ne laisse que deux termes extrémals. Ainsi on obtient finalement 1:’2"150
- "¢ . c.q.F.D.

Notons donc C[T*"1 par Pq(l’l'vl_ On a le

. n n .
Lemme 4.5.8 commute avec les homomorphismes & Eo(’ donnég var

m’

n
Jewt
Théoréme 4.4.6:
1 (U a1 S’w’lﬂ. .
mod W', F) ———>H (o mod ", F)
v n
C%‘\A Hy (X, F) o

Démonstration On décrit le diagramme (4.18) vour (20, 4') ainsi cque vour
m— un

(Y, P') dans chacune de deux feuilles suvervosées. " induit <kes homomor-

phismeg entre chaque couple de termes supervosés. Puisque T* comrmute avec
8 et d, on obtient aknsi un diagramme commutatif cubique, d'ou la conclusion.

Définition 4.5.9 Soit 3" un faisceau sur X. Soit S<X fermé. Faisons

(¥1, V') nvarcourir l'ensemble des recouvrements relatifs de (X,X\ S). Dans

cette situation on pose o (X,‘}") = lp H "WImod J1',F) et l'avpelle le grouve
o)
de cohomologie (relative) de Cech du couole (X,X¥\ 8) & valeurs dans F.

On définit aussi 1'homomorvhisme

v
" = Uip o i §(4,F)—>H (X, F)
et Xn5,5 N
Théoréme 4.5.10 Si XTsemt paracompacts (sénarés, ¥ est un isomorvhisme.

Démonstration\/On examine le diagramme (4.18) avec un recouvrement {1

indéterminé. I1 suffit de montrer les deux choses suivantes:
a) Si un cocycle Q¢ c*(m 1, F) satisfait a g%‘f: 0, alors il existe
un raffinement «r: 40 — (1 et Y€ T » F) tels gue Sn-'l/

b) Pour tout f e I (X,f") tel que d"f = 0, il existe un recouvrement

Ut et un cocycle *f é Cn(Ul s F) tels que \ér:,ztf = f. Pour cela

En passant 3 la limite & partir du Lemme 4.5.3, on obtient une suite exacte nour
A4 v
H* corresvondant au Théoréme 4.3.€ ¢). Il suffit donc de =montrer Hk(X,7) =

KX, 7) et B¥(xn8,3) = HK(X~5,3)

(X, .
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il faut tracer le diagramme (4.18) au sens réciproque en raffinant U1 en
chaque nas si nécessaire. Le lemme suivant alors suffira voour ce but:

Lemme 4.,5.11 Soit X un espace paracompact (séparé),

! .
et soit P F B9 une suite exacte de faisceaux sur X. Alors vour
tout g ect (Ul ,F) tel que hY¥= 0, il existe un raffinement (T:
a0 — 0 et Yec"@P »F')  tels que h'y = iy,

Démonstration On peut supposer gque ] est localement fini. De plus,

on veut trouver un ouvert W, vour chaque U, tel que WACUz et que {W,\}
soit aussi un recouvrement de X. Prenons en chague point x€ X un voisinage
VX de fagon que
a) V., C Wy vour un .
b) Si Vonr_ £ 8, alors VxCUl"'
] w W i A
c) si V. nWyyn..only, # 4, alors il existe yx’%,_“%e FV) tel
1 Y —
que h Vx,'ko,"';)n - (f’)‘c,---ﬁhlvx‘
Notons que d'aprés la condition b), 1l'hypothése dans la condition ¢) imolioue
que V. CUpyn...nly, . Puisque {W,A’; est aussi localement fini, ¢) sera
donc satisfait en vertu de l'exactitude de la suite donnée.

Posons donc = {Vx}xex et fixons une application de raffinement A:

Xx—=> A. (Clest & dire qu'on a V,CWy  y.) Alors
¥= | ‘ V. peeoaV. € CH(AN L3
]/ (XO’Z‘"xn) VXO’Q(XO),o.-’A(Xn) xOA A xn

sera un élément voulu. (Notons que onn nvxn # 48 implique VXOC
C.3.F.D.

Exercice Soit § un faisceau sur un esvace topologique X. Seit ScCX
fermé. Suvvosons qu'il existe un systéme cofinal de recouvrements formé de
recouvrements de Leray pour <. Alors ﬁg(x,?) = Hn(X,?‘).

indéfiniment n

Exercice Soit § 1le faisceau de fonctionsAdifférentiables sur R .

Montrer gue, quel que soit un ouvert _Q_C.Rn, Hk(_Q., £y=0 vour k 2 1.

Quelle est la dimension flasque de 8? (Imiter la démonstration du Lemme 4.5.5.
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Utiliser le fait que @& £(U) peut se prolonger & R s'il admet une modifi-
cation au voisinage de “3U. Donc dans la derniére étave de la démonstration

on devrait prendeerun raffinement.)

6. Images directes supérieures

Nous avons déja défini 1l'image directe d'un faisceau var une avplication

continue., (Voir la Définition 1.7.8.) Maintenant nous donnons la
en
Définition 4.6.1 Soif X,Y des espaces tovologiques, f: X—=>Y une

annlication continue et & un faisceau sur X. Nous désignons var kaxci)
le faisceau associé a préfaisceau
Yo U 55N (), F)
et l'appelons la k-ieme image directe de F var f.
Hlotons que Rofx(EO n'est que fxC}) déja défini.

Définition 4.6.2 Dans la situation ci-dessus f est dit pur de dimension

n vpar ravport & F si kaxC%) = 0 vour k £ n.

Théoréme 4.6.3 Si f: X—>Y est our de dimension n npar ranrcort & un

faisceau EF sur X, on a pour tout S localement fermé dans Y,

HE-( () (%P = BETL,RR @)

¢ {
Démonstration Soit O—>§——> J;O—d—-> 1—1-; +ss une résolution flasaue.

Hk(f-1(U),?) est par définition le k-iéme groupe de cohomologie du comvlexe:
0 — 207 () — L (7 ) — ...

i.e. du conmplexe:
0— £, 320) —> 1 L (1) —> ...

Donc kax(}) est le k;iéme group? de cohomologie du complexe de faisceaux:
o1 8 L g gl e, .,

Notre hyvothése donc fournit une suite exacte de faisceaux
0—> fx19-> ...——>fxi,n-1-—>‘7—>0

ou Sf: Im d2-1. Notons que fxip sont flasques. Donc en vertu du Corollaire
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holob g est aussi flasque et on a la suite exacte:
0 21

0— (1,2 £)—> {'sgy,f,; )—> oo —> (1T — 0.
En remarguant que T’S(Y,f,;f/k) = rf-.(s)(x,ik) on obtient ainsi FS(Y,{{) =
n-1 n-1 k
4 Vf-1(s)(X,'L ), et He-i(s) (X,79 = 0 vour k< n. De plus, en posant
? = Ker d?{ on a la suite exacte 0—> j—)%—-ﬁRnfx(gf)—»O et une résolu-
tion flasque de } : O——)? — fxin—éfxi,n+1—> .@ipartir de maintenant
la démonstration sera une copie fidéle de celle du Théoréme 4.4.4. C.Q.F.D.

Par la mé@me raison on obtient le

Corollaire 4.6.4 Supposons que kax(}) = 0 pour k< n. Alors le préfais-
ceau YDUHHn(f-‘(U),?) est un faisceau et bien entendu égal a Rnfx(}).
Pour continuer 1'étude de l'image directe int‘roduisons la

en
Définition 4.6.5 Soit X un esvace topologique, S CX une partie et (:

S—>X 1'inclusion. Soit ‘} un faisceau sur X. On désigne le faisceau L™ 'F
sur S var j}ls et 1'appelle la restriction de § sur S.

Remarguons que Ekx1=o} n'est pas le faisceau de fonctions de n - 1
variables sur R°'. En chaque voint x dans {x1=0}, 8\{)( —oy 21la méme
fibre que 8 du départ. !

Proposition 4.6.6 Supposons que X est un espace topologique dont les

ouverts sont tous paracompacts (séparés). (Cette condition sera satisfaite si
par exemvle X est métrisable.) Pour une partie S<CX et pour un faisceau
F sur X, on a alors

HY(s,Flg) = lig B (0,3,

ou U nvarcourt les ouverts contenant S.

. . ére . .
Démonstration 1 étape Nous montrons que l'anplication canonigque

(4.22) g M(U,F)— T(s,Fg)
un Us>s
estisomorphisme.j Soient If], UZ' deux ouverts contenant S et soient Sy €

(!"(U1 P, saél"(UZ,‘})_ vérifiant S1‘S = SZ‘S‘ Cela signifie que leur germe est
égal en chaque point xé€ §: s1(x) = sa(x). I1 existe donc un voisinage Vx

Pour seé€ I'(U,F) désignons par s\s la section globale de E}’]S canoniquement

Qiuite de s.

- 112 -


http://Zf.2f.Zf

Iv-29

de x tel cque s1|vx = 52|Vx. On obtient ainsi un voisinage V = \_ V de
S ou l'ona s |y = s,|;. Donc (4.22) est injectif.

Récivrocuement, soit séF(S,?’IS). Pour tout x€ S choisissons un
voisinage Ux et une section sxel"(Ux,"}) tels que SX\SnUX = SIS“Ux. Posons
U=\ UX et orenons un raffinement localement fini {VA};“ du recouvrement

x€S A
{Ux}xes de U (ce qui est possible vuisque U est naracomvact). On peut
trouver aussi un autre raffinement {W‘,\} avec le méme ensemble d'indices tel

A€A
gue WaCVya. Choisissons une avplication de raffinement x: A—>X et vosons Sy =
sx(})lVg\’ Posons encore —_— -
V = {xeX; sil(X) = s,,_(x) si xe W;\(\W;c}.
C'est un voisinage de S (mais non nécessairement ouvert). En effet, nvar la
finitude locale on peut prendre un voisinage VX pour chaque xS tel qu'il
intersecte seulement un nombre fini d'éléments W;“,...,W,w. On o-eut donc
.. . _ _ ey

trouver un autre voisinage W _CV_~ tel que sﬂl\‘ﬁ!x = eee = Sy wx. Dtou 7
:)Wx. I1 existe donc un ouvert W tel que VO WDS et une section Tel(W,7),
le recollement de sxe‘\"(V)‘nW, F). I1 est clair que §|S = s. Ainsi (4.22)
est surjectif.

Remarcuons que nous avons juste démontré que dans ce cas varticulier le
nréfaisceau donné dans la Définition 1.7.4 pour définir l'image récinrooue
-1 RPN
" } est déja un faisceau.

2% étape Montrons oue pour un falsceau flasque L sur X, .';C‘s est

. \ ére .
ausci flasque. Soit UCX un ouvert. D'apres la 1 étave on a

T(SnU,I‘S) = lipm F(V, ).
VoSal
Donc s € T(8nU,%|) vrovient d'une section sy¢ rFv,2).. I étant flasque,

celle-ci est la restriction d'une autre Tel(X,£). Alors '§|s€r(5,5€[q)
gera umn nrolongement voulu.

© stape Soit donc O——)j}r—ai' une résolution flasque. Alors 00—

2

"j.fls _>;L|S en est aussi. D'apvrés le Lemme 4.2.5 on obtient donc

lig BS(U,F) = lig 25(P(U,£)) = B (1ip F(U,L%))
e 5 D
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= Hk(r’(s,x;'s)) = B9(5,J|g).  C.Q.F.D.

Théoreme 4.6.7 Supposons gue X a la méme prooriété oue la Proposition

L.6.6. Soit F un faisceau sur X et soit f: X-—>Y une application
continue et fermée (i.e. f envoie tout fermé 4 un fermé de Y). On a alors
(R, )y = BT ), Hpea (), :
oour tout yeY, ou le premier membre désignant la fibre en y.
Démonstration D'aprés la Proposition 4.6.6 on a
BT (), Hpm1 )) = Up  ENU,F).

U> "(y)
Puisque f est fermé, {f (V)} constitue un systéme de voisinages fondamen-

taux de f-1(y) lorsque V varcourt les voisinages de y. On a donc

1 (U, = 1im BT (V)P = RSt LFge cuarD.
U5%E(y) E V;g

Remarque L'hypothése que f soit fermé est essentielle. Considérons

par exemple le faisceau 8 de fonctions indéfiniment différentiables sur un

connexe

ouvert €21 € R tel ou'il existe un niveau x, = Cte L 4 <:1 ‘
ax (24)

dont l'intersection avec 1 est non connexe. Soit

)
L R

1'homomorovhisme de faisceaux p(x,d) = E"*'f ..
&P‘ ax £ '11
Alors Ker p est un faisceau isomorophe a l'image

7t la projection sur l'axe des Xy Considérons <:

réciproque par T du faisceau de fonctions différentiables d'une variable

x,. La restriction de ce faisceau sur chaque fibre ’ﬂf‘(x1) est constant.

Donc comme on le calcule dans le paragraphe suivant on a Hk(7t'1(x1)’£;rﬂ:1(x )
=0 sour k 2 1. Mais 7t n'est pas our de dimension O wv»ar rapvort a Ep 1
En effet, sg'il en était ainsi, on obtiendrait d'aprés le Théoreéme 4.5.3
Hk(CL,EP) = Hk(7t(51) T 8 ). On voit facilement que ce second membre

s'annule pour k 2 1. On’ obtiéndraizigg varticulier H (o Ep) = 0. VNais ce
dernier est équivalent a la surjectivité de p: £(Q) = £(Q) et i1l est bien

connu qu'il n'en est pas ainsi. Notons que par contre si on considére un

compact K au lieu de £L, cet argument nous montre la surjectivité bien
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connue p: E(K)—> £ (K).
Exercice Soit f: X-—>Y une application continue. Soit O0—F'—F

—> F"—> 0 une suite exacte de faisceaux sur X. On a alors la suite exacte

suivante

0—£3' —> £ F—> L,J" —>R f,(}) —> R £ _(F)—>R £ (F) —>....

7. Calcul de cohomologie pour faisceaux constants

Pour usage ultérieur nous calculons guelques exemples concrets de grouves

de cohomologie.

Définition 4,7.1 Soit G un espace C-vectoriel et soit X un esvace

tovologique. Le faisceau constant G sur X & fibre G est celui défini nar

X
XDU!———)GX(U) = {s: U— G; fonctions localement constantes}.
Notons que si U est connexe on a GX(U) = UXG. En général, 1la section
veut prendre différenteg valeurg sur chaque composante connexe. Nous écrirons

G au lieu de GX s'il n'y aura pas de crainte de confusion.

Lemme 4.7.2 Soit I = [0,1] 1l'inteérvalle. On a

H(1,8,) = {G pour k = O
0 pour k £ O,

Démonstration Puisque I est compact (séparé), on veut calculer la coho-

mologie par recouvrement. Tout recouvrement de I admet un raffinement fini

U = {UP’"’UN} formé d'ouverts connexes tels que anUj+

D'ol aussitdt H(I,G;) = 0 pour kz 2. H'(I,G;) = O se vérifie directement

k:;d pour k 2 2.

en résolvant l'équation S%L:‘f vour ¥€ Cl(’lﬂ ’GI)' Enfin on a HO(I,GI) =
r(I,GI) = Go CoQoFoDo

Lemme 4.7.3 Soit F un faisceau sur Y, et soit f: X—>Y une anplication

continue. Il existe alors un homomorphisme canonique
(4.23) % B, > B, 1),
En particulier, 1l existe un homomorvohisme canonique

(ho2w) £ ER(Y,Gp) —> BN(X,G,).
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Démonstration Soit 0 —> F —> f° une résolution flasque. Alors 0 —

f'1§ - f"I,' est aussi une résolution mais non nécessairement flasque. Comme
on a remarqué aprés le Théoréme 4.3.3, 1l existe donc un homomorphisme
Hk(r’(x,f-1i,'))—>Hk(X,f-13"). D'autre part, 1'homomorphisme canonique T'(Y,f_d)
- F(X,f".f,j) induit une application de cochatnes [ (Y, )-> r'(X,f-1Ii’), d'ol
un homomorohisme Hk(Y,})—? Hk(r(x,f-bﬁ'). En combinant ces deux homomorphismes
on obtient (4.23). La canonicité se vérifie comme dans la démonstration du

Lemme 4.5.8. Pour (4.24) il suffit de remarquer que £ '(G,) = Gy. C.Q.F.D.

x.
Exercices Soit X—f—>Y-g—>Z une suite d'applications continues. Soit

F un faisceau sur 2. On a alors (g}it‘)ﬁ = fhog*: Hk(Z,‘})»—9Hk(x,f'1g'1}f).

Exercice Soit 7 ={Uj} un recouvrement de Y. Posons f"-m = {f°1(Ux)}.
v
Pour la cohomologie de Cech, l'application ™ de (4.24) est représentée nar

. uK K, o=t . .
cille : B (U1,Gy) > H (£7UL,Gy) définie par Zc%‘_,ﬂk Ua A~ AUa > ZCM*---Q’.
FUUAIA A £ 0.

Soient maintenant fJ: X—»Y, j=0, 1, deux applications continues. On

dit qu'elles sont homotopes (et note f. ~ f1) s'il existe une avplication

0
continue F: Xx I—>Y telle que F(x,0) = fo(x), F(x,1) = f1(x). F est dit
X, ¥,
une homotopie entre f et f,. Deux espaces topologiquesYsont dits du méme

0 1
type homotovique s'il existe des applications continues f: XY et g:

Y—>X telles que gof o id feg yidy. Par exemple un espace contractile

x’

a le méme type homotopique qu'un point.

Lemme 4._7.4 Si fj: X—>»Y, j =0, 1 sont homotopes, 1ils induisent le

méme homomorohisme (4.24): fg = f’:.
Démonstration Soit F: XXI-—>Y une homotopie entre fo et f1. Définis-
sons les applications Lj: X—>Xx1 par Lj(x) = (x,3)y §=0,1. Ona fj =

Fo(,, d'oa f? = Lg F*., D'autre part, soit 9T : XX I -+ X 1la projection.

Alors e LJ = idx, d'ou L?"?tx = i1d. Donc on obtient le diagramme commutatif

% Hk;x?,c;x) v\f{

X
Hk(X,Gx)L') H(XXT, Gy I)+—-F—— (Y, Gy)

\Hkq}g A/.Fl*
(X,Gy)

Donc pour voir fg = f?, il suffit de montrer que ,_nx est un isomorvhisme.
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Or on a d'aprés le Corollaire 4.6.7 et le Lemme 4.7.2
K k
(R wxexxl)x = H ({x}xI,G{X}xI) = 3 G vpour k =0
0 pour k £ 0.
Donc qU est pur de dimension O par rapport & GXxI et d'aprés le Théoreme

4.6.3 on a un isomorphisme Hk(X,Oth ) é’Hk(XXI,GXXI). Notons que qsz

Xx1 XxI

= GX' Donc il reste 3 vérifier que 1'homomorphisme Jt° s'accorde avec celui

qui définit cet isomorphisle. Soit 0-— Gyt ~» 1, une résolution flasque.

Le fait que ~¢ est pur de dimension O signifie que 0-—9fn%GXxI->'qzx£3 est
¥ ;o

XxI = Gx. Donc U7 est var défini-

tion la composée de deux fléches obliques dans le diagramme ci-dessous:

Hk(r(x,vr,x;t:)) #Hk(r'(x»ti,‘.t:))
> Hk(r(XxI,Wf"’IEKX,‘)

exact, donc une résolution flasque de N, C

D'autre pnart l'isomorphisme dans le Théoréme 4.6.3 est donné var la fléche
horizontale. C.Q.F.D.

Théoréme 4.7.5 S1 X et Y ont le méme type homotopique, on a

Hk(X,Gx) - H%(Y,G,) pour tout k. En particulier, si X est contractile,
on a

G pour k =0

Hk(x,ex) - {

0 pour k £ 0.
Ba effet, par définition il existe f: X—Y, g: Y—>X tels gue gof

~ idy, feg~ 1dy, d'oi d'aprés le Lemme 4.7.4 g r® - id, M g* = 14,

Proposition 4.7.6 Soit s 1a sphére de dimension n. On a

, G@ G pour k = O,
#*(s%,6) = {
0 pour k £ 0,
K G pour k=0, n
B (s®,6) = (pour n 21).
0 pour k £ 0, n

Démonstration Le cas n = 0 est banal. Supposons n > 1. Soit p un

point de 8 (soit par exemple le pdle du nord). En vertu du Théoréme 4.3.6 c)
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on a la suite exacte suivante:
o—mu(s G)——->H (s", @) —>u%(s" ~{p},@)
-_ {p}(S ,G)"——éH (S ,G)-——?H (s \fp},G)
— s
-—)HI;P} (s",6) — H (5", @) —> B5(s"\{p},0)—>....
Notons que Sn\{p} est homéomorohe gu disque ouvert de dimension n, donc
contractile. On a donc Hk(sn\{pﬁ,G) =0 pour k21, d'ou

(4.25) (s®,8) = H(s®,q)

{3
pour k > 2. D'autre part l'application HO(Sn,G)—9'HO(Sn\{p},G) n'est autre
que l'identité G-—>G. Donc la suite se casse en premiére ligne et on obtient

(4.25) aussi pour k = 1 et en plus

o.

0 n
H (s,G
fp} "’ )
Désignons ensuite par p" 1'hémisphére du nord ouverte qui est homéomorvhe au

disque. D'aprés le Théoréme 4.3.6 a) (excision), on a
k
{p {0}

Or, on a une autre suite pareille:

(4.26) H s(sn,G) - B¢ (0%,@), vour tout k.

0 —1°  (p°,6) 8% (0", 8) —>rO (D" ~{p} 4 @)

H

(0%,68)—> ' (D?,8) —> H' (DN {p},6)

{P)
> aee
“(D ,@) —>EX(D",6) —> EX (D" {p},8) —> ...
d'ou
(4.27) ”(D ,@) = BT (0\{p},8) vour k2 2.
(4.28) (p%,a) = HO(Dn\{p},G)/HO(Dn,G) = {G pour. n =1

{ Y 0 oour ne2 2,

Notons enfin que D" P . a2 le méme type homotonique que Sn'1. On a donc
(4.29) 0" b ,e) = #5(s?',6)  pour tout k.

En combinant (4.25) - (4.27) et (4.29) on obtient

. )
(s?,e) = B (s™1,8)  oour k2.
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Donc si k > n on obtient par la récurrence descendante
B%(s",e) = B%(s%q) = o.
De méme, si 1< k< n, on obtient

K, an _ 1l an-k+1 _ ol n-k+1 a 1 n-k+1
H™(57,6) = H (8 @) = H{pi(s s @) H{p}(D s G)

{ G pour k = n,

"

0 pour 1< k € n-1,
ou on a utilisé (4.25), (4.26) et (4.29). C.Q.F.D.

Pronosition 4.7.7 GRn pour k = d,

k
B0, (G.n+d) =
ROX{0f "R {o sour k £ d.

Démonstration Le cas d = 0 étant banal, supposons d 2 1. Prenons

n n+d - N

DV x Dd comme un voisinage de l'origine de R y Ou p” désigne le disque
ouvert de dimension n. On a la suite exacte
0—s Hgnxio} (0% p%, @) — 5O(p"x DY, ) —>EO(D™x (D% 10}), Q)

—> H;)"x{o} (0™0%,6)—> 1! (0%D%,6) —> ' (D% (D%\{0}),6)

—_— e
'—7H11§"x{0}(anDd,G)*—?Hk(anDd,G)—ﬁHk(an(Dd\{O}),G)—" ey
d'ou
0 n_ .d
Hth{o}(D xD",G) = 0
G pour d =1,
H})nx{oﬁ(n"xnd,c) - {
0 pour d 2 2,

Efn o) %04 @) = 871 (0075 10§),@) wour x 2 2.
Notons cue an(Dd\{O}) a le méme tyve homotopique que s3*'.  ponc d'avrés la
nronosition précédente, on obtient
G pour d = k,

Hk

n .d _
D.,,m(b xD,G) = 2

0O pour d £ k
aussi nour k 2 2. Donc en passant & la limite par rapport au voisinage, on

obtient le méme résultat pour la fibre de Eg"x{d}(GRﬂ*d) en 0. C.Q.F.D.
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