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II1-1

CHAPITRE III. HYPERFONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1. Définition intuitive

Dans ce chapitre nous donnerons des explications intuitives sur la manoeu
vre des hyperfonctions de plusieurs variables. Cependant la décriture sera
logique a partir de quelques théorémes fondamentaux supposés au début. Ceux-
ci seront démontrés aux chapitres V, VI.

Les exemples les plus simples de fonctions de plusieurs variables peuvent
s'obtenir comme le produit de fonctions d'une variable; par exemple on a

1 1
x1+10 xn+10

Cette fonction est considérée comme la limite symbolique de la fonction

1/2,...2, holomorphe dans le coin R+ i{y1> Oyevesy, > 0}. On a encore

1 1 1 1
S(x) 8(x1)...8(xn) = Z, 57T (xj+io - xj-io)
7 AN . 01"-0-;' .
(=27i) = (x1+1o’10)...(xn+1a';lo)

ou a} = 21, S(x) est ainsi donné comme la somme de la limite des fonctions

holomorvhes dans plusieurs coins Rn+iﬁ}, ou ﬂ;: {yéiRn; 43y1>»0,...,ahyﬁ>ok

Définition 3.1.1 Soit F,(z) holomorphe dans un coin infinitésimal

J
§2+if30, j=1,...,N. Une somme symbolique de la forme

N
(3.1) & Fj(x+1r30)

(exoression valeurs au bord) sera dite une hyperfonction sur §2. =si Fj(z)
éo’(S?.+iFjo), j=1,2 et N[, #4, on définit 1'addition var
F1(x+ir30) + F2(x+iréO) = (F1+F2)(x+ir;nf20);
Une hyperfonction (3;1) sera dite nulle si une série de tels calculs (réunion
et décomposition des termes) réduit l'expression & la trivialité.
Notons que l'on prend la limite vers le tranchant du coin. Donc en
vertu de Corollaire 2.2.7 il suffit de considérer les coins infinitésimals

od [' est convexe. On en supvosera dorénavant sans le préciser.
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I11-2

Soit B(S)) 1la totalité d'hyperfonctions sur L. Pour ' <S, 1l'apoli-

cation de restriction F(z)¢ 0(2 +10) > F(2) ] Q' induit de fagon

+il’0
naturelle celle de B(S1)—>B(SY). On démontrera ultérieurement le

Théoréme 3.1.2 La donnée SL+—> B(S2) constitue un faisceau flasque sur

R®. Le faisceau de fonctions analytiques réelles L i—> A(S)) est considéré

comme un sous faisceau par le plongement
A(£2) 3 P(x) —> F(x+il"0),
ou [7 est un cdne ouvert convexe guelconque. (méme rRY).

Remarque On verra ultérieurement qu'en effet pour donner 1l'espace B(S2)
il suffit d'utiliser quelques coins fixes, par exemple (2+il, ou [ =
{jréRn; a&yj> O}. De plus le coin infinitésimal n'est vas une notion intrin-
séque (il faudrait faire varier [ 1le long du point xé€SL). On l'emploie
ici pour la raison de comodité.

Par ce théoréme on peut définir le support et le support singulier d'une
hyverfonction Jjustea la méme fagon que le cas d'une variable. Mais vratique-
ment la définition ci-dessus ne permet méme pas de déterminer si f = O dans
une sous résion. On démontrera aussi le

Lemme 3.1.3 Supposons que l'hyperfonction f(x)& B(S)L) peut se reorésen-

resp.
ter var une seule limite F(x+il™0). Alors elle est nulle Q@nalytique réelle)

si et seulement si la fonction F(z) est nulle (resp. se prolonge analytique-

ment sur 1l'axe réel S)).

Exemvle 3.1.4 supp (x liO cee g liO) = R"
supp sing (ET%IU ""§;%IU) = {x1=Oﬁ\J ---L)txn=0}
sﬁpp d(x) = supp sing B(x) = {073.
Pour le dernier exemple l'inclusion 2O n'est pas encore évidente. On le
vérifiera au cours du développement de 1l'exvposé.
Comme dans le cas d'une variable, on peut mesurer l'analyticité direc-

tionnelle. Intuitivement f(x) = F(x+il"0) deviendra de plus en onlus analytique
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lorsque [° s'étend.

Définition 3.1.5 Pour un cone | ' on définit son dual par

re = {géRn; <%¥,¥Y> < O pour tout y¢ T}
Si [7 est ouvert [ est l'ensemble des demi 2spaces de R" qui ne coupent
vas [ (et le vecteur O0).
Mesurons l'analyticité de l'hyperfonction T©'(x+iI'0) par I‘O . 1‘O est un co6ne
convexe fermé et se réduit a8 {0} si T =R" . Puisque la longueur de vecteurs

n'a pas d'importance, l'ensemble T°n sn-1 ot plus convenable & considérer. La

normalisation de longueur & 1 étant annuyeux, on considérera oplutdt
m™n Si" et on le notera par [°® par l'abus de notation. Si [  est un
demi espace, ['° se réduit a une demi-droite, donc [°® se réduit a un
voint. Puisqu'il n'y a que R" comme un cdne convexe plus grand que le demi
espace, cela serait un élément minimum du spectre singulier.
n \Re<-,> étant,
Si on considére R +il” au lieu .de |7 et la forme Re QI,'Z) (e produit

n

scalaire euclidien de C = RZn)_

au lieu de <§,y>, -!Irpco sera le sous

0 n extérieurs
ensemble de vecteurs conormaux de R CC formé des vecteurs d'appui,\de
R™+il". On aura donc la

Définition 3.1.6 Soit f(x) une hyperfonction sur £L. On dit que

f(x) est micro-analytique en (x,-‘-'i dxo) € R"x 1g%n-1 si elle admet au

i _i'scn
voisinage de x une expression valeurs au bord (3.1) telle que rj N
{<f,y>>0} # 4 pour tout j, ol intuitivement si f(x) admet le nrolonge-
ment analytique quelque part dans {zéCn; Re <-;—_’§ ,z>>0'$. Le complémentair:
de l'ouvert ou f est micro-analytique est dit le spectre singulier de f
et noté var S.S.f.
Considérons par exemple f(x) = F(x+il’0). On a par définition S.S.f

_cgzx-‘.;{‘%xcn. On démontrera ultérieurement la réciproque suivante:

Théoréme 3.1.7 Soit 7 un cdne convexe ouvert. Si S.S5.f C.S'lx—;_-r”dxcn ,

il existe un coin infinitésimal (2+il0 et une fonction holomorvhe F(z)é€
(5L +il0) telle que f(x) = F(x+il"0). (L'assertion est aussi vraie pour
r =RM,)
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On a la relation entre S.S.f et supp sing f pareille au cas d'une

variable:
Théoréme 3.1.8 Soit L Rnx% s:)n"—»Rn la projection. On a

En varticulier, f est analytique réelle au voisinage de x si et seulement

si f n'a aucun point de spectre singulier sur la fibre {x}x-% Stﬁ".

Démonstration Comparons le complémentaire des deux membres. Alors

C est clair par définition. La réciproque découle du cas [’ = R" du
Théoréme 3.1.7. C.Q.F.D.
Par ce théoreéeme on veut renforcer le critére dans Lemme 3.1.3:

Corollaire 3.1.9 (théoréme en tranchant du coin cohomologique) Soit r

un cdne convexe ouvert. Supposons que F+(x+iPO) - F_(x-i0) = 0 sur (2.
Alors F*(z) se rattachent comme une fonction holomorphe sur le tranchant £2.

Démonstration Le spectre singulier de l'hyperfonction

F,(x+il0) = F_(x-il0)
étant contenu dans __QX-l-f”dchn ,Q,x(-jl:l'” dxw) = g, celle-ci est analytique
réelle. Donc en vertu du Lemme 3.1.3 F*(z) se prolongent sur £€), ainsi
définissent une fonction analytique réelle F+(x) - F_(x). D'aprés le Théo-
réme 3.1.2 elle s'accorde avec l'hyoserfonction donnée F+(x+iVO) - F_(x~il"0)

= 0, donc s'annule comme une fonction analytique réelle. C.Q.F.D.

Exemple 3.1.10 S.S.—rr = {x, = O}x{-%dxlco} v
1 -
4 { ' 1 1 Y4< 0 Y
S.S.(x1+io + x2+io) = {x1=O}X{--j-_-dx1cn}U {x2=o}x{-; dxzo:} ! \

{ 1 1 .
5.5. x11+10 410 = {x, =0} X {- 7 ax, w}Vix,=0}x {- T dax o0} <£.95>¢

Ufx, =x,=0}x {-T’de1+(1-7\)dx2)m ; 0<AS1}.

L au lieu de ;L.\ ! o
X +10 zy |2 x+ify> 0507 X{FI0 Xy +10
LA I

— e T T — .
Zy Zalgex+ilfy )0 xy+10 X, +10 z,zz‘z.»m-tr’m +»C
deux notations seront justifiées tout & l'heure.)

(Ici on a écrit au lieu de

au lieu de . Les drngres

fans tous les cas l'inclusion au sens C est claire. L'inclusion réciorooue
oour le premier exemvle découle du Théoréme 3.1.8, d'ou celle nour le
deuxieme. La vérification du troisiéme sera achevée au cours de la discussion
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ultérieure. XNotons qu'on a toujours au moins une estimation suivante:

Lemme 3.1.11 Soit f(x) = F(x+i['0). Suvposons que F(z) ne peut vas

se prolonger au dela de la frontiére de la section x+iTO0 du coin infini-

tésimal. On a alors

= Ipro
S'S‘f{xyxls"n“‘ = {x}x 30 dxo.
1 @

. . . n-1
Ici et dorénavant pour une partie AC?S;

A ’ >
A désigne l'envelovpe convexe
de A nvar les grands cercles, i.e. l'envelovve convexe au niveau du céne

qui reoresente A. On utilisera également la méme notation pnour une vartie

A de Rn’(%fsig-1 vour indiquer l'ovération d'envelonpe convexe en chaque

fibre au sens ci-dessus.

Démonstration Il suffit de démontrer gudfout point (x,%'gdxcn) i 1a
frontiére de {x}x-%r’°dxa> est contenu dans S.S.f. Raisonnons par 1l'absurde.
Supposons que (x,-!;{dxcn) ¢S.S.f. I1 existe alors un cdne convexe ouvert
ADI" et un voisinage ¢ de x tels que £ € [P°\A° et que S‘S'f‘Qx-:.-S':,H
c SZ,X%A° dxm. (Notons que vour un c8ne convexe ouvert [ on a (f°)° = D)
D'aprés le Théoréme 3.1.7 il existe G(z) €N SL+iAO) tel que f\SZ_. =
3(x+iAO). On a donc (F-G)(x+il0) = O sur SL et en vertu du Lemme 3.1.3
on conclut que F(z) = G(z). F(z) ayant ainsi un prolongement, cela

contredit 1l'hyvothése. C.Q.F.D.

2. Ovérations

Définissons maintenant les opérations fondamentales sur les hyperfonctiomg

1° Opération C-vectorielle. Pour f(x) = E:Fj(x+if30), g(x) =
Zak(quko) et A, H€C on a par définition
Af(x) + pe(x) = ZiFj(x«»i\"jo) + Z}le(x+iAkO).

Eventuellement les termes se réuniront nar morceaux opour simvlifier 1l'exores-

Exercice "sf.s.st.s.g\ S.5.TnS5.5.8 C S.5.(f+g) C S8.8.fVs.S.g.

sion.

(3.3)
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(La deuxiéme inclusion est banale. La premiére découle en 1l'appliquant a
f = (f+g) - g-)

2° Multiplication par une fonctiong analytique réelle. Soit @(x)€A(2)

scuk
et , £(x) = ZFj(x+ir'jO). On a var définition

PE(x) = Z(PF ) (x+1T70).
% Dérivation Soit f(x) = ZZFj(x+ir30). On a var définition
* £(x) =Z(’3“Fj)(x+if’j0).

En somme on veut faire ovérer un opérateur aux dérivées partielles linéaires
a coefficients analytiques réels.- Il est clair qu'il définit un homomorphisme
de faisceau B et de plus il n'augmente pas le spectre singulier de l'hyver-
fonction & laquelle il opeére.

Pour introduire des opérations plus avancées, il faut préparer un grand
théoreéme:

Théoréme 3.2.1 Soit f€B(S)) tel que S.S.f CF1UF2, réunion des fermés

n, 1.%¥n=-1 . .
iy x— .
de R lS<D Alors il existe fl’

f:f1+f

f,€ B(LL) tels que

5 S.5.f,CF., 5.5.f,CF,.

En particulier, cette décomposition a lieu avec S.S. remplacé par suvp sing.
En le combinant avec le Théoréme 3.1.,7 et le Lemme 3.1.3 on obtient le
Corollaire 3.2.,2 Soit fé€B(L)) tel que

S.5.fC Q,X-%r.lmdxcn V... UQ_X-]!-_-rifdxa) ,
ou r} sont des c8nes convexes ouverts. Il existe alors Fj(z)é 8(S2+ir30)
tels que

£(x) = F)(x+1T,0) +...+Fp(x+il0)

et que Fj(z) se prolonge analytiquement au voisinage de x € () satisfaisant &

S.S.f(\{x}x-%r3°dxa) = 4 (donc en particulier au point x ou f(x) est

analytique réel).

du Théoréme 3.2.1
La démonstrationAsera donnée vers la fin de ce cours.

4° Produit des hyperfonctions Soient f(x) = E:FE(X+ir30) et g(x) =
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Z:Gk(x+iAkO). On serait obligé de définir comme suit:
(3.4) £(x)g(x) = 2. F (x+if,0)G (x+iA 0) = 2, (F,G ) (x+i[ nA 0).
g 30 IR R T Ik ik
Pour que la définition ait un sens il faut avoir une expression telle que
rjﬁAk # 4 pour tout couple j, k. Pour décrire cette condition en termes

de spectre singulier introduisons la

Définition 3.2.3 de l'application antipodale:

. phy 1 o¥n=1 n_ 1 .xn-l
a: R°X—+ 5 —> R X3 S5
W N

(x,%fdxm)k——)(x,-%gdxw)

1 .%¥n-1

L. ' , . n_1 a
On désignera 1 1mage‘d une partie ACR X is<n Lpar a) nar A,

Théoréme 3.2.4 Supposons que

(3.5) 5.5.fNn(s.5.8)2 = 4.

Dans ce cas on peut définir le produit fe.g. Ona fg = gf et

(3.6) S.S.fg < m,

ou - désigne l'enveloppe convexe par rapport aux grands cercles dans chaque
fibre.

Démonstration Il suffit de définir le oroduit localement. Donc en choisi-

ssant une décomposition suffisamment fine de 5.S.f resp. S.S5.g8 on veut
sunvoser que f(x) = §:Fj(x+ir30), g(x) = E:Gk(x+iAkO) ou r3°,\—Ak° =
pour chaque couvle j, k (Corollaire 3.2.2). Or on a l'équivalence Suivante:
r’j°/\-Ak° =4 < I1 n'y a pas de § tel que g¢€ I'"'].°, -‘ge‘Ak°
== Il n'y a vas d'hyverplan qui sévare f} de A,
Notons que

S.5.fg C UQX‘;:'_'(T’./\Adexm.
irk !
Or on a la formule élementaire comme suit:
/‘—'\
(F'J-nAk)° = PjOUAko’ La commutativité 4u »roduit

est banale,
d'ol, en raffinant la décomposition, on obtient (3.6). p Finalement le fait

cue le résultat du produit ne dévend vas de la décomvosition découle du lemme
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suivant:

et FC3™ ! un fermé
Lemme 3.2.5 Soient r3, j=1,...,N, #& des cOnes convexes ouverts,tels

que P;,\f'~= g pour tout Jj. Supposons que ZZFj(x+iF30) = 0. Alors il
existe un procédé de réduction de cette expression & zéro tel gue y participent
seulement des coins infinitésimals SL+il"0 ayant la propriété |4% F = ¢&.

En effet ce lemme admis le calcul de réduction pour la somre %:F.(x+ir20)
pour x flxe J v
\\iffulra celui pour g:(F .Gy )(x+ir,qA; K ainsi montrant l'unlclte du résultat.
-8 bis ' 4 4 'z s
Remarque Pour 1l'exemple . - déja vu on a 1'égalité dans (3.6).
/// x1+10 x2+10
Yais ce n'est pas vrai en général. Contre-exemvle:Posons

® : ® :
_ 2mi(2k) 1z _ 2Ni(24+1) vz,
F(z)) = 2 e , G(z,) = > e
k==-m {=—®
Ils sont holomorohes dans le demi plan supérieur, ainsi définissent les hyver-

fonctions F(x1+iO), G(x2+iO). On a la décomposition suivante:

F(2,)6(z,) = L, 2mit(ak) tzy+(2le1)tz,} | 57 2R {(2k) 1z (20+1) 1 25)

2
k>4 k<i
ou le premier terme resp. le second dans le second membre sont holomoronhes

dans un coin infinitésimal R2+i{y1> 0}J0 resp. R2+i{y2> 0}0. ©n a donc

S.5.F(x,+10)G(x,+10) C {x,=0} x {--—dx @}V {x,=0} x {-—dx ®} (absence de 1'inter-

férence!).
50 Intégrale définie Soit SLcR™ un Q Q

ouvert et soit K <CS2 un compact a frontiére m&rference

réguliére par morceaux. Suovvosons que f(x)€ B{{l) est analytique réel au
voisinage de “OK. Alors on neut définir 1l'intégrale définie SKf(x)dx. (En
effet dans ce cas la régularité de BK n'est vas nécessaire, car l'intégrale
sera bien définie au volsinage de QK comme celle nour une fonction sommable
au sens ordinaire.) Prenons nour cela une décomposition f(x) = Z:Fj(x+irj0)
d'anrés le Corollaire 3.2.2 de fagon que chaque Fj(z) soit analytique au
voisinage de “0K. Choisissons une apolication continue et réguliére nar morceaux
Ej(x) telle que

Ej(x) = 0 pour xedK

x+i£j(x)€Rn+i|"jO pour x€ Int(K).

- 56 -



ITII-8 bis

Démonstration du Lemme 3.2.5 Soit E =\J[.° et soit E = \jI:'}1< une
a des parties lermées J

décomvosition réduite de E pde sorte que l'on a E NEy c’a}:kn'azl oour

x # f. Il existe alors un cdne convexe ouvert lAk tel que Ak° ='E;, Gk(Z)
€ 8(1+414,0) tel que 5.5.G, (x+14 0)CQx 1 E dxo et que 2,6, (x+14,0) soit
une modification admissible de ELFj(x+iF30). En effet ce procédé est achevé
par une série de calculs suivants: Soient, par exempole, rq°f\rb° = EZ et
T°~E, = E,. D‘;Faepf"i; le Théoréme 3.2.1 il existe g, (x)€B(L), k=1,2 tels
que S.S.gkc Q_xl/\gt que g, *+ g, = F1(x+ir’]0). D'avrés le Théoréme 3.1.7 il
existe Gk(Z) € 6(£Z+143k0) tels que Gk(x+113k0) = gk(x), d'ol la décompo-
sition

Fo(x#il0) = G (x+1 4,0) + G,(x+14,0).
Puisque 1l'on a a fortiori Gk(z)é €(S2+1P1O), cette décomposition est induite,
d'aprés le Lemme 3.1.3, par celle F,(z) = G, (z) + G,(2) sur g(e +il"0),

ce gqui est certainement admissible.

Considérons donc ZZGk(x+iZBRO) = 0. L'égalité

G (x+1 A, 0) = - 2.0 (x+iA. 0)
] 1 &% k
nontre que 5.5.G,(x+iA.0)¢c Q X +\JE dxo.
1 1 1,355 k

Jonc si E,nE, # 4 pour certain k £ 1, on peut décomposer G1(x+iZ>1O)
comme ci-dessus & une somme avec des termes dont le S.S. est contenu resv.

dans £l X -ll'E nEkdxcn, k22. En modifiant Gk(Z) var ces termes on peut donc

1

suporimer la nartie E Si E est disjoint des autres E

1° 1 k?

en vertu du Théoréme 3.1.8 gue G1(X+iJA]O) est analytique réel, donc en vertu

cela signifie

¢u Lemme 3.1.3 que G,(z) se vrolonge sur €2 . Donc on veut aussi modifier

3, (z) »oour suvprimer EI‘
<

Procédant ainsi,

on veut remolacer \JE,  var E . NnE;, et ouis var \_/ E NE,NE_ etc.
' b x n
. k,f kydym
et finalement par g. Ceci signifie qu'il n'y reste plus de termes. C.%2.-.D.
Par le méme truc on vourrait démontrer dans certains cas Z:Fﬁ(x+if20)
J

= 0 en vérifiant S.S.(ZFﬂ.(x+iT"’].O)) = 4.
J
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On définit alors comme suit:
Cef(x)ax = ng F(x+i€,(x))d(x+1€,(x)),

ou d(x+i£j(x)) est l'abréviation de 1'élément de volume sur ce chemin; si
Ej(x) = (£j1(X)""’£3n(X)) est régulier, on a d(x+iij(x)) = det(l + ff%%le)
dx1...dxn. En vertu du théoréme de Poincaré, 1l'intégrale ne dévend vpas du
choix de Ej(x). Mais le fait quelle ne dépend pas de la décomposition n'est
vas évident, car on utilise une exoression valeurs au bord globale vour définir
l'intégrale tandis que 1l'éouivalence de deux expressions a été définie de fagon
locale. On le démontrera aprés qu'on aura‘donné une autre définition de
l'intégrale.

Dans le cas ou K est un n-rectangle [a1,B§]x cee x[an,bﬁ] on peut

utiliser un chemin du type produit: Sj(x) = (€j1(x1)""’€*n(xn))’ ol crague
J

: , . telle que Zg+i€p(2p) |
%k(xx) est une fonction continue et réguliére par morceau{Arelle a, a bk

de la maniére que x+18j(x)€iRn+i[3 pour  x, £ ay s bk’ k=1,...,0. Ce chemin
sera plus élémentaire puisque 1l'on peut le comprendre seulement au niveau du
théoréme de Cauchy. En vertu du Théoréme 3.2.1 on peut décomvoser le suvport
singulier de f de sorte que l'on peut toujours ramener l'intégrale a une
somme finie d'intégralesde ce type. Pour le produit du type général K =

K1x K2 on veut également choisir un chemin du tyve oproduit. Notons que cette
sorte de chemin n'est pas contenue dans la construction ci-dessus, car la on
a toujours fixé toute la frontiére "3K.

Pour une hyperfonction f(x) 4 support compact on peut définir SRn f(x)ax
en choisissant un ouvert DDK & frontiére réguliére var morceaux comre
l'intégrale ng(x)dx dans le sens ci-dessus. Le résultat, comme on 1l'ésnére
ne dépend pas de D. En effet, on peut applicuer la définition de la dernicere
intégrale avec Fj(z) analytiques sur R®~K. Alors la somme de Fj(x+iY30)
s'annule comme des fonctions analytiques en dehors de K. D'autre part on voeut

choisir le chemin d'intégrale sur l'axe réel au voisinage de 9D. Donc
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I'intégrale au voisinage de 3D s'annule au sens ordinaire et le résultat ne
dépend pas de D . On définira plus tard un plongement canonique 1 de I“l loc
(ou D') dans B compatible avec les opérations élémentaires. En particulier,

pour une fonction & support compact f(x) on aura -arf(X)dX = J‘ 1(f)dx . Soit
Rn

de plus f(x) encore une hyperfonction qui est analytique réelle au voisinage
de 3K . Soit xy la fonction caractéristique de K . Alors xK(x) , donc
XK(x)f(x) sera bien défini dans ce sens comme une hyperfonction. On verra
ultérieurement que l'intégrale définie j’Kf(x)dx s'accorde avec J‘ nXK(X)f(X)dX
dans ce sens-ci. (Ce fait n'est pas si évident qu'il apparaft, car cela contient

le changement de l'expression valeurs au bord.)

6° Restriction Une telle substitution quelle X, = 0 sera possible

seulement si f(x) est réguliére en x, dans un sens au voisinage de x; = C.

comme un paramétre

Définition 3.2.6 On dit que f(x) contient x

1

analytique réel au voisinage d'un voint x si (x,t%dx1a)) ﬁ S.5.1T,

Théoréme 3.2.7 Suvposons que f(x) contient x comme un narametre

1

analytique réel en O. On peut alors définir la restriction flx -0 2u
)=

voisinage de O et on a

(3.7)  S.5.(f}_ ) € p'(S.5.ftntx, =0}),
x1_O 1
ou pvp' désigne la projection en fibre le long des grands

cercles & partir des pdles (#1,0,...,0)m:

n-2
®

p': S;-l\{(ﬂ,o,..,O)oo}-)s
4 _ v
(g‘l’gz""’fn)m"—’(sagnoo’fn)m.
Par hyoothése v' est bien défini sur S.S.f au voisinage de la fibre sur C.

Démonstration En vertu du Corollaire 3.2.2 on a une exvression comme

suit au voisinage de O:
(3.8) f(x) = ZFj(x+ir30), ol ["J.° P (£1,0,...,0).
Cette condition-ci signifie que l'hyvperplan Yy = 0 coupe Pj' Donc on n'a
gu'a définir par
fu)'x]:O = ZFJ.lzlzo(xwi r;.'O), ol r'j' = ["j,-\{y1 = 0}.
D'aprés le lemme 3.2.5 la nullité de (3.8) comme une hyperfonction implique

l'existence d'un procédé de la réduction de son expression 3 la

trivialité conservant la condition de (3.8). Donc ce orocédé induira celui
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vour Z:Fj|z1=0(x'+i[3'0), ainsi démontrant l'indévendance du résultat de la

restriction de son expression utilisée. Enfin pour montrer (3.7) il suffit
(%) YORA A/ 218

de vérifier une assertion élémentaire comme suit:
(Ply o2 = »'(r™).
On a {§.94~><0e
’g'e(r’|y1=0)°<‘=> pour VY'ET’lyfo’ ¥ Y'> <0 ¥,=0
<> N tel que wour Yye[', Ay,+<g',¥'><0. C.3.F.D.
Jotons que l'on n'a pas nécessairement 1'égalité dans (3.7). En effet
. _ . a _ . .
on a x1/(x2+10)‘x1=0 = 0 tandis que u.s.x1/(x2+io) = S.S.l/(x2+10) contient

(O,--;-dx o).

2

Théoréme 3.2.7 peut &tre généralisé sans difficulté au cas de la restric-

que 1l'on citera dorénavant nar Théoréme 3.2.7bis

tion var raoport 3 olusieurs paramétresA:Soit f(x,t) une hyverfonction de

n+m variables définie au voisinage de O. On dit que f(x,t) contient ¢t

comme varamétres analytiques réels en 0 si {(O,-%Gdtcp); gesm"} N S.S.f

= §. Dans ce cas f(x,t:)‘t__O est bien défini au voisinage de 0; On neut

procéder exactement comme ci-dessus. On a l'estimation vareille & (3.7):

(2.9) s.5.8(x, )], D)o, (5.8.8n{t=0p

t=07 " Tdx 1 , \S.S.flxt)

= {(x, 78dxm) ; To€ B" tel oue ((x,0);}(Fdx+adt)mI €Y }

ou D4x désigne la vwrojection suggérée dans la deuxieéme ligne. On a également

£, 8) g = f(x’t)\t1=0‘t2=0"'Itmzo’
l'ordre de la restriction étant changeable. D'ou var l'usage rénété de (3.7)
on regagnera (3.9).

7° Intégration nar raovort aux paramétres est olus imvortante cue l'intég-

rale définie. Soit f(x,t) une hyverfonction sur QX TCR™™ et soit K<
T un compact & frontiére réguliére oar morceaux. Suoposons gue f est
analytique réel au voisinage de SLx 9X.

Théoréme 3.2.8 Sous ces hypothéses on vneut définir gyf(x,t)dté 3().

on a
(3.10) S.S. gKf(x,t)dt CpX(S.S.fn {dt:O}),
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od dt = 4 os o . #¥n-1 _¢1 1 xn4m-1
U O désigne le sous fibré avec la fibre S_°  ={=fdxo}C TS,
et P R 5" la projection.

Démonstration En avvoliquant le Corollaire 3.2.2 on obtient une exoression
e
f(x,t):'ELFJ((x,t)+iz$JO) telle que Fj(z;r) sgnt holomornhes au voisinage
de SQlx7?dK. Posons r = px(Aj). Pour tout zea+1l"jo fixe on veut choisir

une anplication Zj(t) continue et réguliére par morceaux telle que

{Ej(t) = 0 ovour te¢3K,

(z,t+iEj(t))£Rn+m+iAjO vour t € Int(K). InT
Définissons

) doms G dessan

6,(2) = (Py(a g (8)aceriE (1)) ¢ ety = R

Le résultat ne dépend pas du choix de gﬁ(t). Puisque l'on veut utiliser 1la
méme avnlication Sj(t) au voisinage de 2z, on a Gj(z)e'0151+irﬁo). Donc
on veut définir un élément de B(Sl) var

? -

(gf(x,0)at = 7.6, (x+170).
Nous laissons aussi au futur la vérification du fait que le résultat ne dénende
pas de l'expression. Notons que

Jaxlpo

S.S.SKf(x,t)dt c 3 Qxir'j dxm

et que
.O = ° = .° g:o .

P = (0,040 = AL nie=0}

En effet on a
Felp,(A))P &> <Ey>=0 vour Vyen (A
& <(§,0),(y,8) = 0 vour Y(y,s) € A,
< (5,0) € AL,
Donc (3.10) s'obtient en localisant vnar raoport 4 x €()l et en raffinant
1'exoression var rapvort a r}°. C.Q8.F.D.
Pour définir SKf(x,t)dt, on peut affaiblir la condition sur f(x,t)

au voisinage de €L x 3k jusqu'a la suivante:

Théoréme 3.2.8bis Suvvosons que f(x,t) contient t comme parametres

analytiques réels au voisinage de (x3K . Alors J‘Kf(x,t)dt est bien défini. On a

! =1
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Démonstration En anpliquant le Corollaire 3.2.2 a nouveau, on obtient

une décomposition f(x,t) =2:Fj((x,t)+izhj0), oi l'on a, soit que Fj(z;t)

analytique au voisinage de SL x9K, soit que AJ.(\Rnx{O’; # 8. Pour les

la
comvosantes deAPPemiére espéce, on définit l'intégrale comme ci-dessus. Pour
Imé.

celles de la deuxié ¢ espéce, on pose
n Int
G.(z) =g F.(z,t)dt vour ze€Q+i(A, AR x{o})o.
j K'J J Rut,
Alors G.(z) définit une hyverfonction sur §) dont le srectre singulier est

contenu dans 2 -(A AR x {0})°w. On obtient ainsi (3.11). (Notons en

effet que (3.11) est la suvervosition de (3.9) et de (3.10).) C.Q.F.D.
comme dans 5% on veut définir en particulier S f(x,t)dt pour une
hyoverfonction f(x,t) & support dans Qx K. Remarouons gue sous

1'hyoothése du ¢heoreme 2.2.8bis on peut considérer d'aprés le Théorerme 3.2.4 le
oroduit X, (t)f(x,t). On verra ultérieurement que §,f(x,t)dt = SRJXK(t)f(x’t)dt'

Pour cette définition de 1l'intégrale on a des régles habituels suivants:
Provosition 3.2.9 On a
I\ r(x,t)dt = g’a“f(.x,t)dt.
x )K K x
correspondant
8i K = K1x KZ’ on a, en désignant par t1, ta le groupement des variablesﬁe

gKf(x,t)dt = §K2dt2§K1f(x,t)dt1 - S'Kldt1 SKaf(x,t)dta

Démonstration La premiére formule découle de la définition de la dérivée

et de la formule correspondante pour les fonctions holomorphes. La deuxiéme

se vérifie séparément suivant l'esvéce du terme F, dans la démonstration

J

ci-dessus. Ceci est clair pour- ceux d%éa deuxiéeme espéce. Pour ceux de la
oremiére esvéce, on peut déformer le chemin t + iiﬁ(t) 4 un autre du tyoe

oroduit (t +1£ (t )t +1£ (t2)), d'ou l'assertion. C.GQ.F.D.

j2
Nous montrerons ultérieurement que l'on peut calculer gKf(x,t)dt encore

avec une expression 'Z:F.((x,t)+i£ljo) telle que F.(z,t) soit holomorphe

seulement pour (z,t) € Q) x 6K+1(r’x{0))0 ou T (z; ): On vose
SKf(x,t)dt - ?[gKFj(z,t+iS (t\w Z»xﬂr o

ou Ej(t) est choisi de telle maniére que
{ 3j(t) = 0 ovour te&9dK

(z,t+i€j(t))6(x,t)+iAjO nour t €K général.
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Exemple 3.2.10 Considérons f(x)g(t). Si f(x) = ZZFj(x+ir}O) et que
g(t) = i:Gk(t+ilkkO) avec GkOt) holomorphes au voisinage de K, alors
l'exoression f(x)g(t) = ZFij((x,t)d rS‘XAkO) satisfait & la condition ci-

dessus. On a donc

gKf(x)e’.(t)dt = jz,k[gKFJ(z)Gk(t+12k(t)d(t+i£k(t))] = f(x)ng(t)dt.

z»0x+ir30
En parﬁiculier on ohtient

&gfx)dx1 = S(XZ,...,xn),
d'ou,en révétant ce calcul on obtient d'aprés la Proposition 3.3.9 Sm§(x)dx =1,
Ainsi %(x) # 0 et 1l'Exemple 3.1.4 est établi. Soit ?(x) analytique réel
au voisinage de 0. En écrivant O(x') = E:Fj(x!+ir3'0), X' = (x2,...,xn),

on a de méme

S_:f(x)8<-x>dx1 - Tlsk § 5y en®apz g,

= @(0,x")8(x").
1 Jz'»—)x'ﬂll’ﬂ'o b
J

J
SR:((X)S(x)dx - o).

3. Hyperfonctions sur une variété analytique réelle.

1° Changement de coordonnées Soit X = P (x): _Q,H:CVZ, un changement de

\entre les ouverts de R"D ¢
coordonnées analytique réell. Puisque det(GEF)f 0 sur (). on peut le nrolonger
Z = 9(z) J

2 un homéomorvhisme holomorpheAentre les voisinages complexes V DO L0 et
”\73 ﬁ. En vertu du développement de Taylor on a

7= $(z) # $(x) + df+iy ovour y 3 O,
ou dy désigne la matrice de Jacobi de q'(la dérivée de l'application ¥).
Donc 1le vecteiijfifzyo en x vaia ¢(x)+idpy0 en ¢(x). Pour x €2 fixe
df(x) est une annlication linéaire inversitle, donc d?(x)P est encore un
cdne convexe ouvert. Mais il varie avec x de sorte que l'image d'un coin
infinitésimal £2+iP0 est tortue et elle n'est olus un coin infinitgié?al.
Néanmoins la dépendance xt—)d?Kx)P est continue, donc une fonctio%Aholomorphe

dans tel domaine peut encore définir une hyperfonction en se réstreignant a

. s psotaz oz . . ~. .
uﬁﬁral coin infinitésimal y contenu. Nous écrirons par abus F(x+1dfFO) pour
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une telle hyperfonction. Il en est de méme de ff-1. On a ainsi la

~
Définition et Proposition 3.3.1 Pour £(¥) = sz(§’+ii’4jo)e B(Q), on

définit

gre(x) = H(P(x) = L Plasiag™'T0)).
On a
(3.12) 5.5.9% = (§”'x"ag)s.5.1.

Démonstration Il reste a vérifier la derniére relation. Or on a

(d‘f'1|")° = tdﬂ'”.
En effet
(3.13)  §6(a47'M° @ <5,49° >0 @ <*97'E,r> <0 o fapfe e
< P, C.QuF.D. |

dotons que le changement de coordonnées transforme l'intégrale de fagon
habituelle avec la valeur absolue du jacobien comme facteur. En effet,
l'intégrale était définie n»ar l'intégrale ordinaire pour les fonctions holo-
morvhes qui obéit & la régle habituelle.

La translation f(x)r>»f(x-a) qu'on a déja implicitement utilisée neut
étre considérée comme un exemple du changement de coordonnées. Un autre
exemvle est l'homothétie f(x)+—>f(Ax), d'ol la définition d'homogénéité
ou de parité pour les hyperfonctions.

xercic Soit VvCC un ouvert. Posons V z€C; ZeV}. Pour F(z)
Lxercice
FZz5. On a E(z)éd('v').

En particulier F(z)e O(Q+il0) = F(z) € 9(52-iT0). En définir la conjuguée

€ J(V) soit TF(z) 1la fonction définie par F(z)

comvlexe f(x) d'une hyperfonction f(x) et déterminer S.5.fT & partir de
3.5.f. Donner la décomposition f(x) = Ref(x) + iImf(x).

2° Hyverfonctions dans une variété analytique réelle Un esvace tovolo-

gique séparé M, avec la donnée de recouvrement ouvert {32a}, des homéomor-
phismes §,: Qy—> R" tels que, pour SZA“Q-H £ 4, ’g)'“o'ﬂq:%\(g,mnp)
.4,9%(51)n£lp) soit une application analytique réelle, est dit une variété

analytique réelle de dimension n. Avec ces coordonnées on neut définir de
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fagon quotidienne le faisceau A de fonctions analytiques réelles sur M. De
vlus on veut définir aussi le faisceau B d'hyperfonctions sur M: Sur chaque
ouvert SZ-)‘ définissons-le en rapportant celui sur 972(33). Sur l'intersection
\QA,,QLPL ils se relient par la transformation en Définition 3.3.1 induite par

le changement de coordonnées 3"#0‘;”.;1, de sorte que l'on obtient un faisceau

B bien défini sur M. Le changement de coordonnées étant compatible avec le
plongement AG B, A est toujours un sousfaisceau de B. La notion de suvop
et de suvp sing restent valable. De nlus, si l'on considére les voints de
S.5. comme ceux dans —;-s;M (le fibré en cosohéres de M, avec les accessoires

-i- et o), cette notion reste aussi bien définie. En effet la formule (3.12)

signifie que les voints de S.3.f comvortent vour le changement de coordonnées

comme ceux de SXM.

Considérons ensuite l'intégrale définie d'hyperfonctions sur M. Jdotons

d'abord le
B
Lemme 3.%.2 Le faisceauAd'hyperfonctions sur M est flasque.

Démontrons plus généralement qu'un faisceau F sur M tel gue 3|Q_A

soit flasque pour tout A, est lui-méme flasque. (3‘9,)\ , la restriction de

F osw Q. est le faisceau sur 0 cjéfini par Q oQ - %(0).) Prenons fe %(Q).

Considérons l'ensemble des couples (f,0) formés d'un ouvert 0> et d'un prolon-
gement fé€ %(8) de f . Il est un ensemble non vide et inductivement ordonné

par l'ordre bien entendu, donc admet un élément maximal (f,ﬁ) d'aprés le lemme
de Zorn. Si 5;4 M , il existe Q}\ tel que ﬁnn)\ # ¢ et 0 ﬁo.)\ . Puisque

3:\(),)\ est flasque, il existe un prolongement f)\ e:’,’(n}\) de f’\ﬁnn)\ . Posons

~

~ f sur _‘5‘
f =
f) sur Sl)
'z ~U ’ ’ v e .
alors (f, 2YQy) est un élément plus grand que (£,1), ce qui est contradic-

toire. C.Q.F.D.
Soit KCM un compact & frontiére réguliére (y comorise g). Suvnosons
que f(x) est une hyperfonction définie au voisinage de K et analytique

réelle au voisinage de 7dK. Soit dx un élément de volume analytique réel
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défini au voisinage de K. Alors on veut définir ‘SKf(x)dx de la maniére
suivante: On remplace d'abord cette intégrale par Sj(K(x)f(x)dx, de sorte

que l'on peut suvposer que supp fCK. Puisque K :gt recouvert par un nombre
fini de cartes de coordonnées Szxj, on peut prendre une décomposition f =

jlfj telle que supp fj soit un compact dans Sl)j. On pose alors

S"iq’(x)dx = z;_,ggajfj(x)dx,
ou on calcule chaque terme dans le second membre en le remportant sur QQﬁ(SEﬁ).
On peut montrer de fagon élémentaire que le résultat ne dépend pas de la
décompvosition utilisée.

En effet ceci est vrai si supp f est contenu dans un seul S?A et que
la décomposition se fait dans cette carte. Notons aussi que si suvp fC
Slmmsﬁ%» alors le résultat d'intégrale est méme en deux choix de coordonnées.
Cela dit, étant données deux décomvositions de f, on peut d'abord trouver
un raffinement a chacune, de sorte que les éléments du recouvrement sont
communs en deux décompositions. Soient donc f = E:fj = 2:gj, ou supp» fj,
sSUDD gj sont des compacts dans Jlaj(on a réuni les termes & supvort dans le
méme SLE). Ensuite, démarrant 4 partir de SIM, on peut modifier les deux

décompositions sans changeant la valeur d'intégrale de fagon que dans les

expressions ainsi obtenues

f= 280+, 8, = 8+ 2.8

- k - k?

SR " R BRI "I

on ait fj' = gj' pour tout J et que supo fjk’ supD gjk soient comvacts

dans flzj(\flgk. On peut recommencer ce procédé avec le recouvrement
{52)3(\§L2k}, aboutissant finalement a4 l'intersection minimale formée d'ouverts
disjoints. Puisqu'il s'agit de la décomvosition d'une hyperfonction fixe,
les termes qui restent doivent s'accorder.

Cet argument peut se généraliser au cas suivant: Soit f(x,t) une nyner-
fonction sur une variété du typve produit M XT. On dit que le support de f
est comvact var rapvort & t si la projection naturelle MXT-»M est proore

sur suvop f, 1i.e. si pour tout compact KCM, supp fAXXT est comvact.
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Alors on vneut définir S‘f(x,t)dt en recollant celles dans 7° du varagravohe
orécédant de la méme mangére que ci~dessus. Plus généralement soit S

—> N une apolication de variétés analytiques réelles. Sunvosons qu'elle est
lisse, 1i.e. oue le rang de dg’ est maximal partout. Soit f(x) une hyper-
fonction sur M telle que 948Upp £ s0it oroore, 1.e. que vpour tout compact
KCN, (y-I(K)n supp f soit compact. Alors on peut définir 1'intégrale de f
le long de la fibre de 37:'§?_1f(x). Le résultat est une hyperfonction sur

N. En effet d'aprés le théoréme de la fonction implicite une telle anvlication
est localement (i.e. sur l'image réciproque d'un petit ouvert de &) de la
forme de projection. Donc on peut définir cette intégrale localement comme
ci~dessus. ‘

Dans la suite nous n'utiliserons que la sphére s™1 comme variété analy-
tique réelle. On sait bien la structure de s“" comme une variété analytique
réelle. Mais il est souvent utile d'utiliser les coordonnées-&z::é? elles-
mémes de R" qui contient Sn-1 comme la svhére unité: on désigne un voint
dge s"! par W,...,w ) satisfaisant & (Q$+...+w§ = 1. Puisque s est
orientable, 1'élément de volume standard est exprimé oar une (n-1)-forme.
Cette (n-1)-forme est induite par une sur R":

n .
E(-ﬂ”cojdwﬂ\ BN LIRS R
En effet, si on prend le produit extérieur avec le vecteur conormal unité de
la svheéere (ﬂldw1+...+u%d5E, cela donne do%,\... Adu% sur mf+...+w§ = 1.
Par abus de notation nous allons désigner dorénavant var d cet élément de
n=1

volume sur S .

Exemple 3.3.3 Décomposition de la fonction 8 en ondes planes:

| _ _{n-1)! __dw
(3.14)  B(x) = (-2qi)m gsn-1 (xuwio)" ?

(n-1)! 1
(e2mi) (xe+i0)"

comme une hyperfonction en (x,W) sur R x Sn-1. Notons que la fonction

ou XW= x1w1+...+xA»n. La comvosante Wo(x,w) = est considéré

1/(z§)n en z = x+iy, §=%+i%7 est holomorphe au moins dans la résion ou

comme la valeur au bord de celle-ci ‘
st A el o g e eagTre ectaa v Y. ¥ C ( Xy ")) est

Im 20 = x7 +y3 > 0. Donc
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une hyverfonction contenant & comme paramétres analytiques réels. Donc
comme l'ovération de restriction on peut considérer la spécialisation des vari-
ables ® € s, Le résultat Wo(x,m), en tant qu'une hyverfonction de x,
contient une seule direction --%1ddxa> dans S.S. Donc (3.14) veut &tre consi-
déré comme la décomvosition spectrale de la fonction §.
Démontrons (3.14). Notons qu'on peut décomposer !'intégrale j‘n—l Wo (x,w)dw

comme Z,_[E Wo(x,w)dw = Z‘J‘ XE (w) W0 (x,w)dw suivant une décomposéion LJEj
de Sn'1 . éeci est valable puisque w sont des paramétres analytiques réels
(voir la remarque faite aprés le théoréme 3.2.8bis). Soit donc 1"0 le o-iéme orthant
{Gjlm zj> O}. On a

Sg‘:i-?(x,'u)dw = égﬁyﬂsnd ‘IVO(X,L»))<1"'~= =(_§ gr,}nﬁn4 WO(Z’w)dw]

et la derniére intégrale est celle au sens ordinaire pour une fonction holomor-

)
i
Z2k X 1‘0_0

phe. En remarquant que Re(izw) = - Im zw <0 dans le domaine d'intégrale,

on peut utiliser la formule
< Yy
elrzurn 1dr - gn'1?.n,
Jn (-iza)
ou l'intégrale converge absolument. On a donc

-@D
S‘r'v‘ ns‘n-l '.,=.,O(z,w)dw = WSF,\S"" qw SO eirzwrn-1dr
T i v
1 i
=(2m"gﬁe Bay
g’ @ '0""
Ty -G | iz‘i
N (2%)550 © 1‘d§1"-So

g~ 7% 1

. PRY ] - 3
(-21.61) Z1o-ozn

@ .
elz";"dfn

On a donc par définition
' 01 --Tn [ 4
T (x,0)d0 = 2, - ]

Remarquons que, 1ici c'est sous entendue la formule -bien connue S(x) =

- Sx). c.q.r.D.

|
(2m)n

noint de vue d'hyoverfonctions.

'geixgdg. En effet le calcul ci-dessus justifie celle-ci dans un sens du

Bien que la formule (3.14) soit belle, elle n'est nas tout a fait utile.
C'est varce que la composante Wo(x,w) n'est pas analytique sur le olan x{
= 0 méme en dehors de l'origine ou 8 était nul., On améliorera cette formule

ultérieurement pour annuler ce défaut.

rxercice Soit A une matrice non singuliére. Montrer que O(ax) =
|deta™'8(¥). En déduire cue §.5.5 = {Oﬁzx{sf:“et la dernisdre formule Ade
1'Exercice 3.1.10.
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3%, Substitution du type général. Soit maintenant ¥ - 9’(x) une apvlica-

tion analytique réelle de S c R® dans SAZJCRm. Soit f(;)éB(ﬁ) une
hyverfonction a l'expression valeurs au bord f(%) = 23F3(§+iFgO). On veut
définir la substitution ‘?xf(x) = f(P(x)). Mais tout d'abord, pour que 1l'on
nuisse définir Cy"(i?j(%iﬁjo», il faut que la fonction Fj(‘j’(z)) soit nholo-
morphe dans un coin infinitésimal §) +il’0, i.e. qu'il existe T tel cue
d?f’cfi. Cette condition-ci peut se réécrire comme suit:

d'ifr'cfr\;(@)(d?l")o D r'j°, Ker dgni"= g, (Im dg)° N F’3° = {0}.
En effet (dy)° D ’[\"Ij° est équivalent a _&‘C}T"C ?}.—, donc vpour remonter la
fleche on doit examiner la frontiére sévarément. La deuxieme condition assure
alors Oﬁdffr', et la troisiéme assure que les autres voints @)

~
4 la frontiére de T} ne sont pas dans d?lq. (Voir le dessin.

<3

Notons cue d?f" engendre le sous espace linéaire Im d? puisque .
" est un cone ouvert.) En se raovpelant le calcul (3.13), on ;G(ImJ‘f’)o,\r‘\';‘b
veut encore la réécrire comme suit:

< taglpe 5 Fj°, Intdgp + [ = R®, Ker‘d¢n f’:° - {o}.
(3%15) & jtdtg) 'ﬁ"j°, Imtd‘f +° = RY, Kertd?n?‘? = {o}.
Notons ogue la deuxiéme condition dans (3.15) est superflue. ZIn effet, si

Imtdtf£ O on veut toujours lui satisfaire en choisissant (["®° 4a 1l'intérieur

non vide compte tenu la premiére condition. Si au contraire Imtdg’ = C,
~ N
cela signifie que Kertd? = Rm, donc f3° = {O} en vertu de la troisisnme

condition. C'est absurde (ou bien, c'est le cas ol Fj(ﬁﬁiféo) est analyticue
réelle, donc admet n'importe quelle substitution.)

L'argument ci-dessus devient précis si on localise var ranport a x¢€ S0 .
On a donc 1le

Théordme 3.3.4 La substitution ff‘f(x) = £(§(x)) est possitle si S.5.f
/\(Imd'jo)‘L = 4. On a
(2.16)  5.5.5(¢(x)) < @' x “agp)s.s.r.

En effet, 1la condition suffisante pour la substitution découle de la
troisiéme condition dans (3.15).

4 .
(Pour appeler 2 l'intuition on a noté (Im dy) au lieu de
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(Im d@)° = Kertd?. En effet, pour un sous espace linéaire E 1le dual E°
en tant qu'un cOne s'accorde avec le sous espace dual orthogonal EL.) L'esti-
mation (3.16) découle de la premiére condition dans (3.15), car [ est

arbitraire ailleurs.

Exemple 3.3.5 Considérons une courbe analytique ?Kt): rR—>R". Soit
au voisinage de cette courqP
f(x) une hyperfonction définieAdans ua—pusert—de R . ILa substitution f(ft))
est possible si S.S.f ne contient vas (Im deL, c'est-d-dire si S5.3.f
ne contient pas les éléments conormaux de cette courbe. Cette condition exige
en narticulier que f est analytique dans un point ou cf'(t) = 0. Ce résultat

est compatible avec (3.9).

Exemple 3.3.6 Considérons une fonction analytique réelle §(x): PRI

R. Soit f(t) une hyperfonction d'une variable. La substitution f({(x))
est possible si f est analytique réel au voint ou d¥(x) = 0. OCn a

5.5.£(9(x)) = {x,fagm@); (g, fat) €556} (8= 2 1),
l'inclusion réciproque étant évidente dans ce cas. En varticulier, S(Y(x))
a un sens si d$(x) # O lorsque ¢(x) = 0, et on a

(317)  5.5.8@¢(x0)) = {(x,274f0)® ; $(x) = of.

4. Quelques anvlications

Dans ce paragraphe pnous donnerons deux exemvles de calculs formels basés
sur les théorémes établis jusqu'ici. Pour simplifier nous omettrons pendant
les calculs les accessoires 1/1i et @ et éventuellement dx dans l'exnres-
sion de 5.S.

1° Convolution Soit f(x)¢ B({l) et soit g(x) une hyverfonction a

Qet ¥ étant dans R" n
sunvort compact K,z On a f(x)g(y) € B(SLXR") et que

suon f(x)gly) € SLx K,
S.8.£(x)gly) < {(x,¥y; Aqdx+(1-2)2dy); (x,%)€ 5.S8.f, (y,%) €5.5.8, 0SAS 1}
d'avrés le Théoréme 3.2.4. Le changement de coordonnées xe>x-y, Y+> Y

envoie f(x)gl(y) & f(x-y)g(y). On a
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f(x~-y)g(y) € B({(x,y)€ Ran; x-yeQ.l}),
supp £(x-y)g(y) C {(x,7) €R°"; x-ye ., yek}.
Posons donc
"QK = {xéRn; x-y€S§2 pour tout ye¢ K}.
Alors on veut considérer f(x-y)g(y) comme une hyverfonction sur SZKx ;"

ayant le support comvact par rapport a y.

Définition 3.4.1 On définit f¥*g¢ B(.Q,K) par
£xg(x) = SRnf(x-y)g(y)dy,
et l'anpelle la convolution de f et de g.
Notons d'abord la relation suivante:
(3.18) suop f% g C supo f + sup» g.
In effet on a évidemment
supp f(x-y)g(y) < (supo f + suvp g)X suvp g,
d'ol intégrant en y on obtient (3.18). Continuons le calcul de S£.S. D'anrés
la Provosition 3.3.1 on a
S.S.f(x-y)g(y) c{(x—y,y;ﬁ§(dx-dy)+(1-})7dy); (x-y,§)€S.5.f, (y,7)€S.5.5,
0sAg1}.
Quand on l'intégre en y, les voints de S5.5. disparaissent, d'aprés le
Théoréme 3.2.8, sauf ceux oui satisfont a
-2A%dy +(1-A)]dy = 0, i.e. =4,
0n obtient donc 1le

Théoréme 3.4.2 On a

(3.19) s.S.f¥gC{(x+y,§); (x,5)e 5.5.f, (y,§)€ S.S.g}..
En varticulier, si S.S.f et S.S.g ne contiennent aucune direction commune,
f%g devient analytique réel.
Notons que d'apres le Théoréme 3.1.8 on a aussi
(3.20) supp sing f%g C supp sing f + supp sing &g.
Examinons maintenant queloues provriétés connues pour la convolution.

Proposition 3.4.3 Soient f et g comme ci-dessus. 0On a
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f#g = g nf(y)g(x-y)dy.
' R
Soit de plus h une hyperfonction a support compact L. On a alors (f¥g)

% h €B(8Q et

K+L)
(f¥g)%xh = £%(g¥h) = (f¥h)xg.
On a aussi
W (txe) = (Fng = £% Mg,
fRd = f.
Démonstration La oremiére formule découle du changement de coordonnées.
pour l'intégrale. Cela signifie, en varticulier, que g¥h = h¥ g vour
deux hyverfonctions a supvort compact. Notons que GQK)L =£ZK+L’ Donc 1la

deuxieéme formule est un cas particulier de la Proposition 3.2.5. Il en est

de méme de la troisiéme. Notons enfin gque f(x-y)g(y) = £(x)S(y). En effet,

n

au voisinage de y = O on a f(x) = f(x-y) + 2. yjfj(x,y) avec certaines
j=1

nyverfonctions fj(x,y) comme on le voit facilement au moyen d'une exvression

valeurs au bord. Puisque ng(y) = (ng(yj))S(y1)...S(yj_1)8(yj+1)...S(yn)

= 0, on en déduit 1'égalité ci-dessus. On obtient donc Sf(x-y)g(y)dy =
Sf(x)S(y)dy = f(x) d'aprés 1l'Exemple 3.2.10. C.Q.F.D. |
Pour nous assurer, réexaminons ce qui ce passe au niveau de 1l'expression
valeurs au bord. Reprenons f(x) et g(x) comme ci-dessus. Pour simolifier
la notation suvposons que suop g Int(K). Prenons les expressions valeurs
au bord:
£f(x) = Z.Fj(x+if}o), g(t) = 2.6 (t+iA 0),

ou Gkﬁt) est supvosé holomorphe au voisinage de QK. On a alors
tx-t)a(t) = jZ;[Fj(Z"t)Gk('T)](z,rr)i—»(x,t)d € 140
?
ou
2n
ijk = {(y,8)€ R y-s éTS-, séAk}

est un cdne convexe dans R°". Notons que px(gjk) = T’j +Ak et que

sur (S+il;0x0K
Fj(z-T)GkCt) est holomorsﬁg\%i==£&1ﬁQﬂS’JDonc cette exoression satisfait &

la condition indiquée & la fin de § 2, 7°, de sorte qu'on obtient
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(3.21) Sf(x-t)g(t)d‘t =Z[§KFj(z-t-i£k(t))Gk(t+i8k(t))d(t+iik(t))]
Jk bordé var 3K
ou t+iik(t) est un chemin,tel que Ek(t)e A, et sue y- €k(t)&iﬂ oour
. J

zr—>x+il"j0

t €Int(K). La seconde condition sera satisfaite pour y = Im z fixe dans [,

dés ou'on choisit €k(t) suffisamment petit. Donc on peut en effet choisir

le chemin indépendant de j et on peut réunir les termes de sorte qu'on obtient

(3.22) Sf(X-t)s(f)dtzz;’[%Fj(z—t-iﬁk(t))Gk(t+i£k(t))d(t+i‘c"k(t))]
i

zo—bx+if’50
= ZJ;[EFj(z-t)g(t)dt']

Dans la derniére exoression l'intégrale est celle pour l'hyverfonction

z»x«»il"jO'

Fj(z-t)g(t) ayant le support compact par rapport & t qui nous donne éventu-
ellement une fonction holomorohe. D'olU en particulier on regagne f*% = f.

Remarquons ensuite que dans l'intégrale (3.21) on veut ajouter K +1{Ad;

ou a est un vecteur fixe suffisamment vetit

<35251xK En effet, sur cette partie la somme ?gFj(z-TﬂGkCt) s'annule en
tant que des fonctions holomorphes, donc s'annule aussi la somme des intégrales.
Par le théoréme de Poincaré on veut modifier ce nouveau chemin & un autre de
la forme t+if) (t) bordé par OK+ia} et satisfaisant toujours & €} (t)€ A
et y-Eé(t)é Qi nour t €Int(K). En faisant 2z et a varier de fagon conve-
natle on obtient ainsi le prolongement de l'intégrale dans (3.21) a §2K+iAjO+ia
vour tout aetﬁk suffisamment vetit. Ainsi 1'intégrale devient holomorvhe
dans §ZK+i(Fj+Ak)O et on peut remolacer la limite zr>x+if30 nar zr*x+i(rj+Ale
Compte tenu (IG+Ak)° = TB%\AHS, on regagne la vartie directionnelle de
1'estimation (3.19).

Pour voir Sf(x-t)g(t)dt = gf(t)g(x-t)dt,fixons z et choisissons dans
l'argument ci-dessus a = y = Im z. Soit t+iEL(t) le chemin ainsi obtenu,
i.e. tel qu'il soit bordé par AKHiy] et ig(t)éAk} y-Sé(t)é rg oour té€
Int(K). Posons Si(t) = y-fé(x-t) et faisons le chantement de variables réel
ordinaire x-tik>»t. On obtient alors l'intégrale

gix.,,_KFj(mi';(t))Gk(z-t-is;(t))d(t+ie}';(t)),

ou E,:;(t)é. F'j et y-EQ(t)éAk pour té€ Int({x}-K). Guand x parcourt le

voisinage d'un point de S on peut remplacer de mé&me le domaine d'intégrale

K’
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{x}-K var un autre plus grand et indépendant de x. Ainsi la somme de ces
intégrales aprés passées a4 la valeur au bord nous donne par définition
l'intégrale anf(t)g(x-t)dt.

2° Analyticité et causalité Dans ce naragraphe nous étudierons la reldion

entre le suvport et le svectre singulier d'une hyperfonction. Il est clair
qu'ils ne peut pas &tre indifférents entre eux, car il n'existe vas de fonc-
tion analytique réelle dont le support est limité. C'est alors la micro-
localisation de l'unicité du prolongement analytique:

Théoréme 3.4.4 (Kashiwara) Soit f(x) une hyperfonction définie au voisi-

nage de l'origine de R". Supposons gue supp f£(x) < {x12 0}. Alors les
deux propriétés suivantes sont équivalentes: ’

a) 0 € supp f(x);

b) (0,+7 dx,®@) € 5.5.£(x).

Démonstration b)=>a) étant clair, démontrons non b) => non a),.

Pour fixer 1'idée suvvosons que (O,+%jdx1aa)¢fs.s.f. Considérons le change-

ment de coordonnées

y_x1+£w2
;E": X'o
OQ E) O est une Constante et x' = (X2’ooo,Xm)o

I1 est appelé la transformation de Holmgren et souvent utilisé dans la théorie
des équations aux dérivées partielles. Avec ces nouvelles coordonnées le
~
suovort de f est contenu dans l'ensemble x, 2 232"2, ainsi compact par
~ 4 nouveau ~

rapport a x'. Pour simplifier écrivons xpau lieu de x. En vertu de la
Provosition 3.3.1 on a toujours (O,+—;—dx1m)¢s.s.f. Prenons 95> 0 tel que
a i
5.5.fn {x,< Syx {+Faxm} = #. Posons
(323) g(xyw') = f(x) % Wolx'ya') = gf(x“y')w (x'=y',@")dy!,

x! déf 0
ou Wo(x',w') est la composante de la décomvosition (3.14) nour §(x').

-7 -



I11-26

g(x,@') est une hyverfonction de x, w'. Nous essayons de démontrer g(x,w')
= 0. Pour cela considérons d'abord l'hyperfonction d'une variable X, comme
suit:

h(x,;2',0') = gf(x1,y')WO(z'-y',w')dy',

ou z'eCn-1 et L\:'éSn-a

sont fixés de fagon que Im z'®w'>0. On a
Supo h(xI;z',Q.') C {x1_>, O0}. D'aprés le Théoréme 3.2.8 on a aussi S.S.h(x.’;
z', ") " {Xl <8}x’ {+E1dx1m'} = #. Donc d'aprés le Théoreéme 1.6.6 qui est le
cas varticulier d'une variable de notre théoréme, on conclut que h(x1 12',w')
= 0 dans x1<8. Pour remonter a g(x,n') regardons en détail 1l'intégrale
(2.23).

Soit f(x) = 7,F.(x+il".0) une exvression ’valeurs au bord. On veut supvo-

J J (1,05...,0) 774

ser oue Fj(z) sont analytiques en dehors de x.lzzx' et queAPar la“défini-

tion d'intégrale on a
(3.24)  g(x,') = ?'Gj(z’g')‘(z,;')»(x,w')uAjo’

ou Gj(z,‘g') = SDij(z1,"C')‘.Vo(z"-’t',t')d‘t'.
Dj est un chemin bordé par |x'| = J8/¢ et choisi ailleurs de fagon gue
(z1,'t')€Rn+ir30 et Im(z'-2')%'>0 pour ' é;\‘];j Cette derniére condition
sert 3 voréciser Aj‘ Comme le calcul & la fin de 1°, on voit que pour '
= ! €S2 rixe Gj(z,u:') se vrolonge en 2z dans R +i l'7j0+ {oyx{im z'w'> O}.
Cela signifie que g(x,w') contient ®' comme paramétres analytiques réels
et de nlus que Ajn{)?' = 0y> ["J.+{y';y'to'>0}, o /' désigne les variables
imaginaires pures corresvondantes a '. Fixons maintenant 3z' de facon -~ue

. Hj(zilz.‘,w’)=
im z'w'> 0. Alors en passant aux valeurs au bord les forictions Auj(z,co')
e (3.24) donnent évidemment une expressiosn de l'hyperfonction h(x1;z',ui),
ce cui est nulle. Notons que Hj(z1 ;z' W) est holomorohe dans un coin de
largeur f‘j+{y';y'wv> O'jn{y'=Cte_} fz“»gn calcul élémentaire montre gue ce
dernier est égal a p1(l't].), ou p1:,\désigne la projection sur la premiére

composante. Rapvpelons alors que (1,0,...,0) {;‘\"J°, i.e. oue I":].n{y17 O} £ B
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Donc toutes les Hj(z1;zgw5 sont holomorvhes dans le méme coin R + i0, de
sorte que la somme Z:Hj(z1;z:wﬁ s'annule au sens ordinaire (Lemme 3.1.3;
mais facile de le voir dans le cas d'une variable). Ainsi d'anrés l'unicité
du nrolongement la somme EZGJ(Z,E') elle-méme s'annule identiquement, Cela
imolicue g(x,w') = 0.

Maintenant, d'aprés 1'Exemnle 3.3.3, la Provosition 3.2.9 et la Pronosi-

tion 3.4.3 on a

0 = Ssn_gf(x &' )de’ Ssn_zf(x)«@wo(x',w)m'

n

f(x) *S 2 Wg(x', &' )dw!

sh-
£(x)% 8(x') = f(x).

En effet le changement d'ordre d'intégrales sera généralisé dans notre cas si

nous remarquons les formules suivantes:

gs n-z"vo(x"w')dw' = ;SQFT"n sn-g(ﬁ)')wo(){',&')dw',
,Xﬁnsn.g(w')f:,wo(x'Qw') = £%( “Ensn-z(w')wo(}(',w'))- CelaieD,
On a un autre résultat plus orofond:

Théoréme 3.4.5 Soit f(x) comme dans le théoréme précédent. Alors la

fibre a4 1'origine de S.S.f a la forme suivante: il existe un fermé F dans
1'éouateur Sn-‘r\{dx1=0} tel que
S.S.f’x=o = {(O,-;—idxa));ﬁ'eF ou §'=O}.
C'est-a~-dire, il est comme une tranche de melon.
La démonstration,qui nécessite une nouvelle notion de paramétres, sera
donnée ultérieurement. Examinons maintenant des exemnles tynigues.
Exemple 3.4.6 Soit NCR® une variété analytique lisse. Supposons oue

apnliqué anres un changement de coordonnées avpronrié
sunp f = H. Alors en vertu du Théoréme 3.4. shp S.Eof contient le fibré conor-

mal de W, -i- CDN(R )y si N s'écrit @(x) = ... = f(x) = 0 avec df,

linéairement indépendants le long de N, on a

ls(’;l\.(wan) = {(x,z-}ijd?j(x)w); x€N, I 2,20}

Exemple 3.4.7 Soit 1(x) une hyverfonction telle gue supn f = {x :\x'”,

- 76 -



II1-28

le cdne futur de la lumiére. On a
] #¥n-1
(3.25)  s.s.f| o= {ojxysi'T
En effet, d'anres le Théoréme 3.4.4 appliqué & chaque demi esvace {x,€>20
avec } du genre temps positif, on obtient d'abord

1 .
s.s.f]x:O > {(0,73ax); |5 12121} .
Donc d'aprés le Théoréme 3.4.5 appliqué a {x12. 0} on conclut (3.25).

5. Microfonctions

Pour manipuler le spectre singulier systématiquement, nous construisons

] %0~

un faisceau C sur Rnx-.-s
i“o

qui est l'extrait de la singularité direction-

nelle des hyperfonc tions.

péfinition 3.5.1 On définit les deux faisceaux comme suit sur Rnx-%_- S:)n-1:

*

- le sous faisceau A de TL"B associé au préfaisceau

ny lo%n-1

ism
- le faisceau de "microfonctions": C -_-f'ﬁ.-‘B/Ax.

R D\SZX-;_-Adxcn —> {f€B(2); S.S.anx-%Mxmz d}.

Un germe de microfonction en (x,-}zgdxcn), i.e. un élément de la fitre

C(x lgdxa))’ est un germe d'hyperfonction f en x modulo ceux cui sont
.7
i

micro-analytique en (x,-j!_-gdxo:)), donc Juste l'extrait de la partie singulieére

de f en (x,%§dxcn).

1

Théoréme 3.5.2 C est un faisceau flasque. Si A C s™!  est un ouvert

connexe, on a
(3.26) c(SLx??L-Adxoo) = B(2)/a* (1A axw) .

En varticulier, prenant A= s*1 et remarquant que A"(SLx -}Ls;“") = A(L2)
d'anrés le Théoréme 3.1.7, on a la suite exacte des faisceaux:

(3.27) 0—>»A —>B 22> 7, C —0

_1_¢xn-1)

Pour f&B(S)), nous désignons par sp(f) plutdt la section de C(SLX 0

cui lui corresvond par l'identification -’Ic*C(Q,) = C(Qx-}:s;ﬂ")

. On a alors
S.5.f = suo» sp(f).

Nous démontrerons ces oropriétés vers la fin de notre cours. liotons que
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le Théoréme 3.2.1 découle de ce théoréme. En effet soit fe€B(SL) et soit
FIVF, D 8.5.f. On a alors F1L’Fé > supp sp(f). D'aprés la flascité de C
on neut décomposer sp(f) a la forme g, *+ &, dans C(SZ*%S:?'1) telle
gue suUvD 8 c:Fj, j=1,2. En vertu de (3.26) g; & un reorésentant fj €
B(QL). Alors f - f, - f, est dans A(S2). En ajustant f, npar cet

1 2 1

élément on obtient une décomposition voulue: f = f1+f2, S.S.fj = supo sp(fj)

= supp g, € F_.
J J locale

Toute opération,(homomorphisme de faisceaux) sur B qui resvecte le
S.S. veut s'induire sur C de fagon évidente. Parmi eux sont énumérées’
la dérivation, 1la multiplication par une fonction analytique réelle, donc
l'opération d'un opérateur aux dérivées partielles linéaires & coefficients
analytiques réels. Mais en plus C admets quelques intégrales comme homo-
morohismes de faisceaux, ce qui est la principale raison de l'introduction
de ce faisceau., Considérons var exemple lf/intégrale indéfinie var ranvort
& X,
et une hyperfonction qui le revrésente (un tel abus de notation est systéma-

X
S 1f(x)de. Désignons var le méme symbole f(x) une micro-fonction

tiquement utilisé dans la littérature courante). Soit f(x) = Ele(x+iT30)
une exvression valeurs au bord valable sur un compa;?‘;fa1,b{]x K'. On
neut supposer que, soit an{y1=0};£¢, soit \"39(1,0,...,0) ou [33
(-1,0,...,0). On peut en effet toujours trouver une telle expression si on

emvloie le Théoréme 3.1.7 aprés avoir décomposé S.S.f de fagon suffisamment
py

fine. Pour un terme de la vpremiére esvéce, on pose N ///
g i [/

Gj(z) = a1Fj(z)dz1 . \ 4,

ou l'intégrale est faite le long d'un chemin dans le pian complexe z' = Cte.
un coin infinitésimal contenant (K+ifjo),{y,=c},
Alors Gj(z) est holomorvohe dans _ =S5 Iep 5
Pour un terme de la deuxiéme espeéce 6n choisit & > 0 suffisamment petit
S’
et on vose
z, - Y

a(2) = Sami F,(2)dz,

Dans ce cas Gj(z) est holomornhe dang/

un coin infinitésinma

contenant K+if(£2€,0-:0)50€%54}
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orIginal. On obtient ainsi une hyperfomction g(x) : ELGj(x+ir30). I1 est
clair que 1%;}g(x) = f(x), i.e. que g(x) est une primitive de f(x). On
démontrera ultérieurement de fagon systématique que -%;-g(x) = 0 implique
que g(x) est une hyperfonction de x' seul. (Notons1qu'au moins on peut
directement vérifier que le changement de a, ou de € n'taffecte la primitive
ci~dessus que par une telle hyperfonction.) Puisqutune telle hyperfonction a
son S.S. dans l'équateur dx1 = 0, on conclut que é%§1: C—>C est un iso-
nmorovhisme de faisceaux en dehors de l'équateur. Donc on a la

Provosition et
Définition 3.5.3 L'intégrale indéfinie calculée comme ci-dessus est un

homomorphisme de faisceau C\d £0—3'Cld 40 ‘inverse de 3 On le désignera
donc var 3

Exercice Pour comprendre le besoin de la cohomologie essayer de démontrer
4 la main que 31g(x) = 0 implique que g(x) est une hyperfonction de n-1
variables x'.

Nous faisons ici une petite esquisse sur l'opérateur micro-différentiel
(pseudo-différentiel)., C'est un opérateur & forme formelle comme suit:

m

(3.28) o(x,3) = '2: Py (x,3),

) = w), «= $/I1%l t (x,0) t fonction analytique
o Py (x,g) \Z\pj(x & /1% © pj ﬁavec §§1322i1fg2§t13n evidintg);

réelle en x, w définie dans un ouvert U < X TSg (D'habitude on
xS" (nlus‘pre01sement

dit plutdt que p.(x,§) est une fonction positivement homogéne de degré

définie dans l'ouvert correspondant de R%"x R*™,) On met de plus 1'hyvothése
Pour tout point (x9,w®) €U,
suivante: Ail existe un vois:.nage complexe et des constantes A, B>O tels

que pj(z,S) y sont holomorphes et vérifient
(3.29)  lpy(2,5)1 < aBMiny
Définition 3.5.4 Une somme formelle (3.28) satisfaisant aux conditions

d'ordre m
énumérées ci-dessus est dite un opérateur microdifférentielAdéfini dans U.

La série formelle Z:pj(x,§) est dite son symbole total, et pm(x,g) son

symbole vrincipal. (Bien entendu on suvpose dans ce cas que pm(x,g)‘z 0.)
I1 opére a C'U comme un homomorphisme de faisceaux de la maniére f#+H—>
0(x,9)f = 7:: Py (x,9)f dont la signification sera précisée ci-dessous.

j=-m®
Nous allons d'abord définir 1l'opération de p(x,d) vour Wo(x,w), la
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comnosante de la décomposition de 5 dans 1'Exemple 3.3.3. Posons

(- 1)3 (j-l)'

pour j> O,
(3.30) §,) =

(J),(locfx E ) pour JjgO
On a alors %ié.] = §j+1 et Wo(x,w) = (2mi)~" § (x0+i0). On définit

(3.31) K(x,v;w) = p(x,a)wo(x-t,w) [ 1 Z 0, (z,§)§n+,((z ’t)(i T,OP (xt,W)

ou la deuxiéme ligne est symbolique. Grlce a l'estimation (3.29) la série

en fonctions holomorphes dans le crochet converge localement uniformément en

zy, T, § pour (z,f) dans ce voisinage et l(z-"t’)il <« 1, Im(z-T)T>0. Donc
(x,w)el, Ix-tl <1 et contenant HWcomme paramétres analytiques
(3.31) donne une hyverfonction de X,t,@ définlie dans Y . 901t rmaintenant \réels

)

(xf%ﬁhxoa)éU’ un voint. A une microfonction f€C  olye guelcongue,
0(x,9) ovére comme suit:
o100 = (rnral , kex, t0aa,
ou A est un voisinage de @ et K un voisinage de x tels gue f est
définie sur K+%£kdxa> et représentée par une hyverfonction sur K qu'on a
désignée encore nvar f. Le symbole SKdt signifie qu'on calcule 1l'intégrale
aprés avoir coupé le suvport de f dans K. Notons que le résultat en tant
qu'une microfonction au voisinage de (xo,—;apdxcn) ne dévend vas de X ou A,
En effet, just comme dans le cas de WO(X-t,u)) ‘on a
S.S.K(x,t;w)c{(x,t,w;%{w(dx-dt)+(x-t)du:}co)}
d'ou, d'avrés le Théoréme 3.2.8bis on a
S.S.SAK(x,t;w)dﬂ) C{(x,t;-l—w(dx-dt)cn); WeE Z.,x:t}u{(x,t;-i!-a.‘(dx-dt)a)) ; weBA}.
Jonc comze dans le calcul de §4, 1° on voit que 1la différence nour divers
choix de A est microanalytique partout en direction ao et 1'ambiguité de
f au voisinage de 9K n'affecte & l'intérieur de X que par des directions
dans 7A.

Comnte tenuela Pronosition 3.2.% on peut changer l'ordre dtonération de

o(x,0) avec 1l'intégration. Cela dit, d'aprés l'Exemnle 3.3.3 on retrouve
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notre définition plausible:
p(x,3)f = p(x,d) Sg(x-t)f(t)dt = p(x,d) Sf(t)dtgwo(x-t,w)dw
Sf(t)dtgp(x,‘é)wo(x-t,w)dw,z gf(t)dtSK(x,t;w)dw.

Ce calcul sera justifié si on introduit le domaine d'intégrale comme ci-dessus.
On pose
K(x,t) = p(x,3)8 (x~t)
et 1l'appelle le noyau de l'opérateur v(x,9). Il est une microfonction de
X, t définie dans {(x t'lw(dx-dt)ar (x,0) ¢ U} Notons qu'au voisinage de
la direction dp(dx-dt) on a &(x-t) = S L (x-t,w)dw, donc K(x,t) =
S K(x,t;w)dw en tant qu'une microfonction.
On peut encore donner l'interprétation de’(3.31) comme suit: Considérons
rar exemvle au voisinage d'un point (xo,wp)é Ur\{w1>-03. Alors comme le

N ” Ne
systeme de coordonnées de S !

Dy (x,0) = pr x) @ -
g2 0
le dévelovpement de Taylor partiel dans un voisinage de (x ,dp). On a alors

on neut utiliser ' = (ma,...,ah). Soit

dans le coin correspondant

' 0
py(x,3) = pf (x)(-— -0 ) ZJ
ﬂ}oJ £ :
En remnlagant ici ¥' opar ' = (32,...,Gn) et g; var l'opérateur de

Définition 3.5.3, on obtient une série d'ovérateurs intégro-différentiels
(3.32) ﬁ‘z'zt:)ﬂ(}()(’d /33 L ')ﬁfa?,.

On voit facilement que (3.32) donne (3.31) au sens formel. Notons aussi gue
si lwo'|<<1, (3.22) définit un opérateur sur les fonctions holomorvohes au
voisinage de zy = a1-it, la limite inférieure de 1l'intégrale. Mais on ne
peut pas tout de suite déduire par majoration que (3.32) redonne vour i(z)

€ 9(2+il0) un autre élément de &(QL +il0). Ce calcul de majoration devient
praticable si on remplace encore B'P' par le noyau de Cauchy correspondant

iy A -t )
ga;z)m(zv-@)ﬂ'*‘ (ou € = (1,004,1)), et ’81 par le noyau ———Z!Iri—f——L(zl_r;!

{log(z - )~ -'%ﬁ. Ainsi on retrouve le noyau
! ot
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1

1
p(x,’b){-z,u,i %, =%, 710 S(x'-t')}z gm1>OK(x’t;w)dw'

Remarque Historiquement l'opérateur pseudo-différentiel a été introduit

pour généraliser l'opérateur différentiel sur la base de la formule

1 ix§ey A S ix§ ~
(3.33) p(x,9)f(x) = p(x,9d) {Tzaﬁwsgne f(§)d§}=-T§ﬁwr Rne p(x,18)£(§)d§,
ce qul est certainement valable pour un opérateur différentiel. A cause de la
transformation de Fourier  ? qui intervient, cette formule n'a pas de sens

local. Mais si on intégre par rapport & r = |§l, on obtient

1 xre n+j-1

@® ”»n
p(x,3)2(x) = Ty Z_gsn_,pju,w)dwfo X0 F () (1r) 243 s ar,
J ,
ou

@ @ .
g AXOF 1y (1r) IV gy - g elxr‘”(ir)n”"idrg e ety at
0 0 ' R

a s
_ anf(t)d"go e (x=tirwy yn+ -ty 00 SRnf(t)§n+j_((x-t)m+10)dt,

d'ou on regagne notre définition ayant un sens "micro-local". Dans la littéra-
ture courante on utilise souvent D = %3 au lieu de 73 pour supvnrimer le

facteur i dans (3.33).

M
Le composé de deux opérateurs micro-différentiels p(x,d) = 2:: pj(x,a),
N j=-m®
q(x,3) = i{: qj(x,a) d'ordre M, N respectivement est encore un opérateur
j:-a) M+N
micro-différentiel r(x,3) = . rj(x{B) d'ordre M+N, ol
j=-®
{ A o

C'est la généralisation de la loi de Leibniz et se vérifie tout de suite au
moins formellement. Ainsi la totalité d'opérateurs micro-différentiels devient
une algeébre P, Elle est non commutative. Mais comme dans le cas d'opérateurs
différentiels, le commutateur [p,q] perd le terme d'ordre M+N. Donc la
corresvondence ¢ : p(x,B)he-pM(x,g) définit un homomorphisme d'algébres de

P sur M"l'algébre des symboles" commutative formée des fonctions homogénes en

¢ par la multiplication ordinaire. De plus, si F(T) = éﬁ% aﬁtk est un
germe de fonction holomorphe d'une variable en 0 et si pr{b) est d'ordre

®
< -1, on peut faire la substitution F(p(x,3)) = Zak(p(x,ﬁ))k. Le résultat
: k=0
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0
est un opérateur micro-différentiel _;E: qj(xfa) dont les termes qj(xfa)
sont calculés un a un formellement d'gg;gz la formule (3.34).
Soit pm(x,§) le symbole principnal de p(x,9). La variété
(3.35) V(o) = {(x,5) € R s""; p (x,5) = 0}

est dite la variété caractéristique de l'opérateur p(x,9). (Avec 1l'identifi-

cation évidente on considére aussi que V(p) C Rnx-%sfg'l.) L'opérateur
0(x,9) est inversible en dehors de sa variété caractéristique. En effet le
symbole 1/pm(x,§) y définit d'abord un opérateur micro-différentiel q(x,d)
d'ordre -m. Alors r(x,9) = 1-p(x,9)q(x,39) est d'ordre < -1 comme on le
voit facilement. Donc en vertu de la série de Neumann on peut construire le
vrai inverse:
: -1 S k
a(x,9) (1-r(x,3))7" = q(x,3) T, (r(x,93))".
k=0

Comme le corollaire on obtient le

Théoréme 3.5.5 Soit f une micro-fonction. On a alors

(3.36) supp o(x,0)f < supp f < supp p(x,3)fVV(p).
En varticulier, soit f wune hyperfonction et p(x,d) un opérateur différentiel,
On a alors (le théoréme fondamental de Sato)
(3.37)  8.5.p(x,9)f € 8.5.f € S.S5.p(x,9) £V V(p).

On dit qu'un opérateur différentiel p(x,d) est elliptique si V(p) = 4.
Alors (3.37) combiné avec le Théoréme 3.1.8 nous donne le lemme de Weyl:

Corollaire 3.5.6 Soit p(x,3) un opérateur différentiel elliotique.

Alors n(xfa)f est analytique réel si et seulement si f est analytique réel.
Exercice Soit f(x,t) une microfonction & support compact par rapport a

t. Définir 1'intégration par rapport a t: gf(x,t)dt. Démontrer suppgf(x,t)dt

n

c:(pxxtdpx)supp f(x,t)y, ou p_: Rmm—)Rx est la projection et tdpX le dual

X x,t
de la dérivée de 1l'application p (i.e. la restriction a dt = 0). (Indication:
Prendre un représentant f(x,t) en hyperfonction et appliquer le Théoréme 3.2.8.)

Exercice On dit qu'un homomorphisme de faisceaux p: Bx-->BX (resp. Cx g
. ]
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-ﬁ>Cx’§) de n variables x est continu s'il se reléve a un homomorphisme
Bx’t—# Bx,t (resp. Cx,t,g,e'e'cx,t,z,e) pour des paramétres t quelconque,

de sorte qu'il commute avec l'intégrale par rapport & t. Montrer qu'il existe
alors K(x,y), une hyperfonction (resp. microfonction) de 2n variables x, ¥y
telle que supp K(x,y)C{x-y=O} (resp. supp K(x,y) C {(x,y,‘;,']); x-y=0, § =-7},
le fibré conormal de x-y = O dans Ran) de sorte qu'on a

pE(x) = SK(x,Y)f(y)dy.

(Considérer pS(x-y).)
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