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CHAPITRE II. FONCTIONS HOLOMORPHES DE PLUSIEURS VARIARBLES

1. Propriétés élémentaires.

La définition suivante est une simple généralisation du cas d'une variable:

Définition 2.1.1 Soit U<:Cn un ouvert. Une fonction continue F(z)

sur U est dite holomorphe si elle est holomorphe en chaque variable zj
pour les autres variables 2,9 k £ J fixes.
Enumérons d'abord les propriétés pareilles au cas d'une variable.
Théoréme 2.1.2 (Formule de Cauchy) Soit XBC:Uj’

fermés simples et homologues & zero dans UJCLC. Soit F(z) holomorphe dans

J =15¢0.yn des chemins

Up X eeo xUn. Pour 4 l'intérieur de Xj, on a

) .. F(Z)
(2.1) F(2) = Tzagay ‘%f«” §rn(§1‘z1)°"(§n'zn) df,...dg .

En effet 11 suffit d'avpliquer la formule de Cauchy ordinaire pour cnague

23

variable une a une.
Considérons c® comme Rzn avec les coordonnées xJ = Re zj et y.j =
Im zj. On écrira pour simplifier x = (xl,...,xn), y = (y1,...,yn) de

sorte que z = x + iy, Z = x - iy.

Corollaire 2.1.3 F(z)€ C®(U) et on a

jal, _
D F(z) e ¢ ¢ F(%) 4T, .. .d
2 B et it §Y1 §fn(9,-z1>“%*‘...<§,,-zn>°‘n*‘ free B

ou |o<|=0(1+...+oln, o! =o(1!...o(n!.
o«
On désignera cette dérivée supérieure pour simplifier par F( )(z) ou
o
var O F(z).

Exercice F(z) est holomorphe si et seulement si F(z)€ cl(u) et

%%%F(z) =0, jJ=1y..04n, oU
(2.3) é%{ =<%—6§%- +i%%—) (opérateur de Cauchy-Riemann).
J J J

Théoréme 2.1.4 Soit {F,(2)} une suite de fonctions holomorphes dans
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vcch, Supposons qu'elle converge localement uniformément dans U. Alors
la fonction en limite F(z) est encore holomorvhe dans U. Aussi pour tout
&, Flioo(z) converge localement uniformément vers F(d)(z).

Démonstration Pour chaque point a de U, on choisira un polydisque

‘i{4z1va1| g&rﬁx-'-a-xﬁzﬁeanl < r )} contenu dans U et avec les contours ')G =
{lzj-ajl = ry} écrira la formule de Cauchy (2.1) pour F (z). Puisque
Fk(S) converge uniformémént sur le compact ¥,X +«o x ¥,» oON peut passer a
la limite en vertu du théoréme de Weierstrass et on obtiendra la méme formule
vour la limite F(z). Cela signifie que F(z) est encore holomorvhe au
voisinage de a. La formule pour les dérivées (2.2) appliquée & Fk(z) prouve
la deuxiéme assertion. C.Q.F.D.

Théoréme 2.1.5 F(z) est holomorphe dans U si et seulement si au

voisinage de chaque point a €U, F(z) admet le développement en série en
puissance de 2z-a convergeant uniformément au voisinage de a:
F(z)'= g‘cd(z-a)d;
ou on emploie l'abréviation
(z-a)* = (z,-a)" .. (z -a )",
Les coefficients sont déterminés par F(z) comme suit:
(2.4) ey = F¥)a)/ ur.

Démonstration Puisque les polyn8mes sont holomorphes, une fonction

représentée par une série convergeante est holomorphe d'aprés le Théoréme 2.1.4.
Le méme théoréme admet de calculer les dérivées de F(z) par la différenti-
ation terme & terme et on aura

(o) .ol g~

FYU(z) = 2.—7— Col(z-a)
ou g2« désignant ﬁ1zd1,...,pn 2o ,- Donc on a en particulier (2.4).

Soit en réciproque F(z) holomorphe dans U et soit a €U. Choisissons

un volydisque “21'31| STqfxeee X{lzn'anl <rt dans U et écrivons la formule

de Cauchy (2.1) pour )y = {]zj-aj| =ry}. Ona

"L 4 _ 4 __ 4 ﬂz_dﬁilk
55723 (8ymay)-(zgmay) = (G4-a)1-(24-a)/ (5 -a,)) = X=5, k=053""‘3)'
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la série convergeant uniformément par rapport a 53, z:i tels que §j € Yj

et que |zj-ajl Spy<rye On a donc F(z) = é‘cd(z-a)"‘ avec

n

4 g § F(g) ()
(o4 = -= " d; noods -'-'F (a)/d!.
« - Cri) Y f (51 -a, )a('H . (rn_an).(,n-u 1 n
Cette série converge uniformément sur lzI-a1| S Prreees |zn-an| < P, CeQ.F.D.
Jusqu'ici la structure du produit c® était fixe. Nous introduisons

maintenant le changement de coordonnées.

Définition 2.1.6 Soit F(z) = (FI(Z)""’Fm(Z)) une application continue
d'un ouvert UCC® dans C®. On dit que F(z) est holomorphe si ses
composantes de coordonnées Fj(z), J=1,...,m sont des fonctions holomorvhes
dans U, Si n=m et que F(z) est un homéomorphisme entre U et V,

F et F! étant holomorphes tous les deux, on dit que F(z) est un change-~
ment de coordonnées.

Lemme 2.1.7 Si F(z) est une application holomorphe de UCC" dans

vee™ et G(w) de V dans WC_C", alors G(F(z)) est une apolication
holomorphe de U dans W. En particulier, 1la notion de fonctions holomorvhes
ne dépend pas de coordonnées.

On peut le vérifier par la déformation d'une série absolument convergeante,
ou var la différentiation de la fonction composée par rapport a Tz,'J.

Lemme 2.1.8 Si F(z) est une application holomorphe de UCC" dans

Cn

dont le jacobien complexe det(:a—-ﬁ- ;é O en a€U, alors F(z) est
inversible et F 1(w) est encore holomorphe au voisinage de F(a).

Démonstration En effet, puisque le jacobien de F(z) en tant qu'une

application différentiable est égal &

OR Fy
Bz; dz; 2
B I I ’éF) .
ast | o5 o = 10t ("‘Lfoz, |4 o
0E, 'Oij
i)
On sait l'existence de la réciproque différentiable 2z = F-l(w) . On peut donc
AF 1 (w)
calculer ——=— . On a
aw

-1
(Vl) '3Wl
oz ; "b 'sz *

-1 '
Z%Fk (w) dw
? ? ( ) ;
F Rl
Or on a 5% 2L . 0 et que :g—;f— (-g-'z'#) forme une matrice réguliére.
3

W, N7y

0=

J i



-1
Donc on conclut que BF@F’(W) = 0. C.Q.F.D.
1

Le théoréme de Cauchy a une version intrinséque suivante:

Théoréme 2.1.9 (Poincaré) Soit F(z) holomorphe dans U. Soit KcCU
réelle orientable et

une chaine de dimensiony n+1 A Téguliére par morceaux. On a

g’dK F(z)dz,;','.dzn =0,

ou on calcule l'intégrale dans le sens ordinaire sur l'esvace euclidien réel

n Ran en considérant que dz‘_j = dxj + idyj, J=1yeeeyn.

ne

C

En effet, on peut utiliser comme la base de 1-formes différentielles a

2n

valeurs complexes sur R dz1, d21,...,dzn, din au lieu de dx1, dyi,...,

dxn, dyn. Le théoréme de Stokes donne alors

gBK F(z)dz,peeopdz) = SK d(F(z)dz,pne..adz)) .
Or on a

9F OF
,—o-z-jdzj,\(dzm...,\dzn) + Zj, ,d—i-jdzj,\(dzv\...,\dzn)

d(F(z)dz,pe-.pd2))

= 0.
Considérons par exemple Aj ={|zj-a:]| grj} et fj = ’éAj. On voit que
le volycercle 71 X "”‘xn est le bord de chaque (n+1)-.chaine A’x fz x ""“Xn’

ceey ny szo..xAno

I1 est clair que les fonctions holomorphes constituent un faisceau sur ct.
On le notera ¢ comme dans le cas d'une variable.

2. Prolongement analytique

Nous examinons maintenant des propriétés particuliéres au cas de plusieurs
variables. Dans le cas d'une variable, pour tout ouvert UCC il existe
un élément F(z)¢ O(U) qui ne peut pas se prolonger nulle vart au dela de
U. Dans le cas de plusieurs variables ce niest plus toujburs vrai. On a,
par exemple, le théoréme suivant:

Théoréme 2.2.1 (Hartogs) Soit U un ouvert connexe de ¢’ et A sa

vartie fermée. Supposons les propriétés suivantes:
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a) U\NA est connexe.
sur

b) Soient U', A' 1la projection de U resp. AAl'espace qu

de
coordonnées z' = (ZZ""’zn)’ Alors U'NA' est non vide.
¢) La projection A —> [\' est propre, 1i.e., pour tout compact K'C
AACXK' est encore compact.
Alors toute fonction F(z) holomorphe dans UNA peut se prolonger sur U,
Démonstration On cholsit une courbe fermée

de fagon quelle est homologue & zéro dans U 2
yz, dans chaque section U, \ A ,p. Posons

1 F(%,2') f

G(z ,z')=————g ——2= - 4%, (’

1 2T )Y, 0 Ty o2 1 y A\

Du fait que la projection A — A' est proore, on \
sorte qu'il

peut déformer le chemin Xz,, de p est indépendant de
z' au voisinage d'un point considéré de " U', Donc G(zl,z') devient une
fonction holomorphe et univalente au voisinage de Az,x{z'} , donc de A,
En vertu du théoréme de Cauchy on a G(z1,z') = F(z1,z') pour z'€U'~ A,
Comme U'~A' est un ouvert et UM est connexe, on a l'unicité du orolonge-
ment et on conclut que G = F une fois qu'elles sont toutes définies. Donc
G est le prolongement cherché. C.Q.F.D.

Exercice Enoncer et démontrer la version du principe du prolongement
analytique au cas de plusieurs variables.

Corollaire 2,2.2 Soit K un compact dans un ouvert tecc® (nz 2).

(qu'on suppose connexe)
a) Si F est holomorphe dans UNKj4 elle en est dans U.

b) Si F est holomorphe dans U et {F(z) = O}J<cK, alors F £ O dans U.
En effet il suffit d'appliquer le théoréme a 1/F(2z) qui est manifeste-
ment holomorohe ol F(z) £ 0.
Cet exemple de prolongement, bien qu'il apparaisse trés partiel, se
trouve en effet utile en combinaison avec le changement de coordonnées. On
a par exemple le

Théoréme 2.2.3 (HOormander) Soit
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K = {(y,,0,...,0); 05y, 1}V {0,5,,0,...,0); 0<y, <1} C R,
et, avec 0 < £€£<1/2, soit

. 2,.2y ¢ 12 n
Ke = 1(3)55510,044,0)5 7,20, ¥,20, ¥#¥,<1, 7,+7,-E(y7+y3) < 1-£}CRL.

Alors toute fonction holomorphe au voisinage de {x$+xg'sl/£}+ iK. se prolonge

o ---u)X,*t0
au voisinage de {0}+ iK¢. s "

Démonstration On essaye de le ramener au Théoréme Tadaliidnie
au voisinage de {x]+x3<{/€§+iK¢ y
3

2.2.1 pvar un changement de coordonnées convenableA.‘Posons
< Pour simplifier omettons > {oy+iKe
w = 2 leS Variables Zigygesegl o
(2.5) g e 3 n

2.2
+ii(z1+z2)

WZ = z1+Z2
On a L
1 t+2itz

%

1 {xter; s 46) K

0 1+21€z2

9(w1,...,wn)

%721,...,211)

opuisque Re(1+21£z2) = 1-2£y2 > 0 dans {x?+xgsl/£]+iK£. De nlus, (2.5)

1+212Z2 £O, ihig

est globalement injectif dans cette région. En effet 1l'équation vour z,

s'écrit
2 ., 1 2 , Wy=Wp _
2 * gt ¢t =0, |
donc si une des solutions zél) est contenue dans cette région, 1l'autre
2 1 1
zé ) = -3¢ - zé ) ne peut vas, car

maiV< 1 > Imz? =1-1In zé“z%- 1>,

I1 reste 34 montrer que la section w, = Cte

2
satisfait aux propriétés du Théoréme 2.2.1. Pour cela considérons la famille

de surfaces

(2.6) =2 2 2)

) 1*22 _
2
Pour A= 0 elle passe l'origine mais n'entre pas 3 l'intérieur de {x?xgg 1/5}

+ 2., + 18(z = iA(1-¢), O0< Red 1.

la
+ 1K¢, car,on a

2,.2

2,2 2,.2 2
Im{z,+2,+18(23+25)} = ¥y, +y,+tx{+x5)-E(y{+y5) 2 (1-€)(y

1
Quand on fait varier ) dans 0 <A <1, 1la famille recouvre l'ensemble

+y§)+i(x?+x§) > 0.

fol+ iK¢, ouisque 1l'équation pour zy = iy‘,j se réécrit:

- 37 -



Yy ¥, - €(y$+y§) = A(1-9).

Donc il suffit de vérifier que les surfaces (2.6) ne coupent pas la vartie

\ 2,.2 2,2
de la frontiére de {x]+x; <1/g}+ iK¢ telle que XJ+x5=1/¢

En prenant la partie imaginaire de 1l'équation (2.6) on ebtient

x{+x5 = £ {55 - (3, +7,)4ReA(1-00} € H{(g-1) (3, +7,)+ReA(1-2)]
1-€ 1-¢ 1
Lot (Redey,-y,) € 1R <L,

Donc
on conclut qu'on peut appliquer le Théoréme 2.2.1. C.Q.F.D.
Remarque Par le changement de coordonnées convenable on veut modifier
la longueur des cbtés et l'angle entre eux. Notons que la partie du cercle

2,.2

= 1-¢ et les cdtés se rencontrent & un angle vositif. Ce
cercle devient de plus en plus plan lorsque ¢ tend vers O ou vlus géné-
ralement lorsque la raison de la longueur des c8tés et celle de 1l'éoine tend
vers O, <:::Z’

Avec ce remarque notre théoréme a des conséquences ‘ —’]
importantes comme suit:

Corollaire 2.2.4 (Bochner) Soit A un ouvert connexe dans R
2& son enveloppe convexe. Dans ce cas toute fonction F(z) holomorvhe
dans R" +i1A peut se prolonger jusqu'a R" +A .

En effet on peut manger le creux petit a vetit

en avpliquant le Théoréme 2.2.3. Il faut faire attention

oour conserver la uniformité du prolongement!

Corollaire 2.2.5 (Kashiwara) Soit F(z) holomorphe au voisinage de

{Ixy <1}+ 1{(3,,0,...,0); 0<y,<t}. Alors vour tout D<1 1l existe Kg
>0 tel que F(z) est holomorphe dans
{l1<8) + 1 {ys Kgly'l< v, < 8¢}
Il suffit de prévarer un coin approprié par rotation

et 1'enfoncer petit a petit vers l'origine.
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Pour formuler le troisiéme résultat préparons nous quelques notions.
On considére un c8ne ouvert [ dans R;. Sans le préciser on suvposera
dorénavant que le sommet de [ est & l'origine. Soit A un autre cbne
ouvert., On dit que A est un sous cdne provre de [ et note A<<i™ si
Anivl =1t el

Définition 2.2.6 Soit S2LCR™ un ouvert et soit I° wun cdne ouvert

dans R?. On dit qu'un ouvert Ucc” est un coin infinitésimal de type
L+i"0 s'il satisfait aux propriétés suivantes:

a) UC Q+ il

b) Pout tout sous cdne proore A ¢cC " et pour tout ¢ > 0, il existe
§>0 tel que

0> Qe+ 1[An{ly1<§}],
ou 'Qi= {xegz.; dis(d,95L)> 2}. La partie SL de la frontiére de U est
dite le tranchant de ce coin infinitésimal.
Pour simplifier on désignera dorénavant un coin infinitésimal de tyve

L+ i" 0 var le mé&me symbole S+ iI"0 sans faire préciser sa vraie région.

Corollaire 2.2.7 Soit F(z) holomorphe dans un coin infinitésimal

L+ ilC 0. Alors elle se prolonge & un autre coin infinitésimal QL+ il"C,
”~~
ou [° désigne l'enveloppe convexe de [ .

Démonstration Dans ce cas la longueur de 1l'épine est limitée contraire-

ment au Corollaire 2.2.4. Mais quand on s'approche du tranchant du coin, la
raison de la longueur des c8tés et de 1l'évine tend vers zéro. Donc en
utilisant Théoréme 2.2.3 on obtient le prolongement a un domaine "aovproxina-

tivement convexe". C.Q.F.D.

%3, Domainesd'holomorphie

Dans le cas de plusieurs variables les ouverts ayant la méme oropriété
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que les ouverts de C jouent un rdle trés imvortant. Nous donnerons dans
ce varagraphe des caractérisations de tels ouverts. Nous appellerons un

n
ouvert connexe dans C un domaine.

Définition 2.3.1 Un domaine vcch est dit domaine d'holomorphie si

pour tout point zeOU 1l existe un-élément F(z)€ &(U) qui ne peut pas se

prolonger au voisinage de z.

Exemple 2.3.2 Soit U un domaine. Soient Fl(z),...,FN(z)é'OTU). Un
sous domaine & de U défini comme une composante connexe de l'ouvert

(2.7)  {z€U; |F(2) < 1,..., |Fp(2)] < 1}

est avpelé un polyedre analytique dans U. Il est un domaine d'holomorphie.
En effet soit a un point & la frontiére de (2.7). On a Fj(a) = eig pour
un certain j et 6 réel. Alors 1/(Fj(z)- eig) sera une fonction non »ro-
longeable.

Exercice Démontrer que tout-domaine UCC est domaine d'holomorvhie.
Pourquoi la démonstration ne marche plus dans le cas de plusieurs variables?

Définition 2.3.3 Un domaine U est dit holomorphiquement convexe si

vour tout compact KCU son enveloppe holomorphe ﬁ dans U défini ci-dessous

est encore compact:

A
(2.8) K = {z€U; |F(z)| < sup |IF) vpour tout F(z)e &Cu)}.
{eK
A ~
Lemme 2.3.4 K C K, donc un domaine convexe est holomorphiquement convexe.

Démonstration Il suffit de démontrer lt'assertion suivante:

A
Kc {axtby<c) = K c{ax+bygc}),
ou ax est l'abréviationm de a. x *ooota X etc., Notoms que ax+by<c est

171
le(a-bi)z-c| < 1. Puisque e(a-bilz-c. g(U), 1l'assertion découle

équivalent a
A
de la définition de K. C.Q.F.D.

Théoréme 2.3.5 (Cartan-Thullen) Les énoncés suivants sont équivalents:

a) U est un domaine d'holomorphie.
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b) U est holomorvhiquement convexe.

c) U est ravoroché par des polyédres analytiques de l'intérieur: Dk 7 U.

d) Il existe une fonction F(z)€ (U) qui ne peut se prolonger nulle

vart au dela de 79U.

o
Démonstration a) => b) Supposons qu'il existe K< U tel oue K ne

soit pas compact. Puisque /IE est borné d'aprés le Lemme 2.3.4, K contient
dans ce cas une suite de voints qui converge vers un point de ‘OU. Donc il
existe a€ ¥ tel que

dis(a,dU) < -p, p = dis(K,;9U),
ou on utilise comme la métrique celle du tyoe produit:

dis(4,B) = inf{ sup |a,-b, jls a€a, be B}.
1$3¢n 3

3oit F(z) un élément quelconque de &(U). Considérons le développement de

A
Taylor de F(z) en a. Par la définition de K, 1les coefficients ¢, =

F(M) (a)/ ¢! satisfont a
suplF

o= 2 )(a)|
d < 2€K

Or, d'aprés le Corollaire 2.1.3 on a

(“)(z)l .

F(%)
[P ()] |t g § s 1 dy ...ng.
enu IE;Z,|=%S’ Iz,,-znl=%f (5, =2, 0% {5 -2 T =1
< -% supﬂF(C)l ; |§j-zj|5-%f, ;j:l,...,n},
donc (3f)
e < sup {IFE) ; ats(3, 0530} _ M
ST g

Donc la série entiére ch(z-a)oc converge dans le polydisque {|zj-aj\<—§-P,
j=1,...,n} ce qui contient un voisinage d'une partie de QU. Ainsi toute
F(z) ayant le prolongement, U ne serait vas domaine d'holomorphie.

b) = ¢) Soit K un compact de U. Choisissons un sous domaine

A -
relativement compact VCU tel que KQVCVCU. Pour chagque point =z de
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AV, 1l existe F(z)€ F(U) tel que
|F(z)] > sup |F()].
Tex v
Notons que cette inégalité a lieu au voisinage de z. Puisque 3V est
compact, on peut choisir un nombre fini de telles fonctions F](z),...,FN(z)
et £ > 0 de fagon que sur 9V on a
\F.(z)| > (1+€)sup [Fj(C)l
J g€k
vour un certain j. Posons

D = la comvosante connexe de {z;éV; |F (z)|<'(1+£)sun‘F ), j= 1,...,n§

contenant K, Cex

On a ainsi trouvé un polyedre analytique D tel que KCDCU. On veut
répéter ce procédé pour construire une suite -Dk 2 U.
c) = d) Soit D, # U une suite de polyédres analytiques évuisant U.

Supposons que

D, = la composante connexe contenant Dk , de {zéth|FR’J(ZH<1,j=1,...,Nk§
Tixons k et soit EkcfaDk un petit voisinage du sous ensemble de ’dDK ou
au moins deux égalités |Fk,j(z)| = 1 ont lieu. Pour tout §> 0, il existe
m tel que le module de la fonction

(Fk,1(2))m+"'+(Fk,N ()"

est < £ sur 5;_1 et > 1-¢€ sur ‘3D \ E, car sur ’BDk\ E, les Fk,j(Z)
sauf une ont de petits modules. En modifiant cette fonction par un facteur

constant on peut construire par récurrence une suite de fonctions G, (z)

comme suit:

1 p—

|Gk(z)| < - sur D, _, Ep

2
k-
|G ()] 2 25+ Z sup \Gj(c)l sur 9D, \ E, . /
k
La fonction G(z) = (z) appartient & O(U). Sur ’BDk\ E. ona
k= k 1 ® ®
l3(z)l 2 |G (z)] - 'Z: |G (2)] - IG (z)] 2 2%~ Y. — —> o (k>

=1 j= k+1 jek+1 29

On veut choisir Eg de fagon que chaque point de DU est dans l'adhérence
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de la suite d'ensembles {'BDK\ E}}. Alors G(z) n'est nas bornée au voisinage
ce chaque noint de U, donc elle ne veut se orolonger nulle nart.
d) =»> a) est tanal. C.3.F.D.

Corollaire 2.%2.6 Un domaine convexe est un domaine d'holomornhie.

Etudions la stabilité de domaines d'holomornhie pour quelques opérations.
Pour cela il est commode d'enlever la condition de connexité. 1Ious dirons donc
cu'un ouvert vecch est un ouvert de Stein si ses comrosantes connexes sont
des domaines d'holomorohie.

Proposition 2.3.7 a) Soit U;» U, des ouverts de Stein. Alors untu,

2
en est aussi. Plus généralement, soit U,, AN une famille quelcornqgue
d'ouverts de Stein. Alors l'intérieur de {\ Un est encore un ouvert de Stein.
éN
b) Soient U]CCn et UZCCm des ouverts de Stein. Alors U, x U, cx ¢”

est un ouvert de Stein.
c) Soit U€C™ un ouvert de Stein. Alors U(\{z1:0} est un ouvert de Stein
dans CcP7'.

Démonstration ©b) et c) se démontrent par exemple en vérifiant la condition

c¢) du Théoréme 2.3.5 gréce a la statilité corresvondante du volyéddre analyticue.
I1 en est de méme de l'assertion a) dans le cas d'une intersection finie.
Considérons-la pour une intersection quelconque. Sans perdre la généralité on
neut sunposer cue U = Int (Ly“ est connexe. Montrons donc cu'il est hkolomor-

A
nhiguement convexe. Soit X un comract dans U. Désignons »ar hu (resp.

A
&y ) 1'enveloppe holomorphe de K en tant gu'un comvact de U (resp. Uy). Oon
"\ A N LN A

a évidemment K, CX. , d'ou K,C MK
U™ "Ux U™ XA Ua

11 suffit donc de démontrer que (} ?U C U. La démonstration de a) =>b) du
A

et ce dernier est un comnact dans U,

Théoreére 2.3.5 alors montre que

s N ~ . A 1 . 1 .
dls(QKU\,oU)) > dls(KUq,’dU-A) > T dis(X,dU,) 2 3 dis(K,U).

3
(En effet il est connu aque le facteur 1/3 neut &tre remplacé nar 1.) .ainsi
A
f\KU ne peut n»as toucher 79QU. C.Q.F.D.
LR
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Il est clair oue 1l'image d'un ouvert de Stein par un changement de coor-
données est aussi un ouvert de Stein. Ainsi on obtient des exemdles aszez
abondants d'ouverts cde Stein a partir d'ouverts dans "C et moyennant les
onérations énumérées. Il faut signaler cependant gque la réunion de deux ouverts
de Stein n'en est vlus nécessairement un. On reviendra vwlus tard % une situation

de réunion.

4. Domaines nseudoconvexes

Pour le fondement de la théorie des hyverfonctions joue un rdle immortant
le théoreéme de Grauert qui orétend qu'un sous ensemble localement fermé S de
R"  admet un systeme de voisinages complexes fondamentaux formé d'ouverts de
Stein. Pour sa démonstration nous introduisons ici une nouvelle technique de
construction d'ouverts de Stein. C'est la notion d'ouverts vseucdoconvexes.
Nous nous limiterons au minimum nécessaire.

Remargue Il est facile de construire au moins un voisinage de Stein de S.

In effet k )
2
{\e-(z-a) }<1} = {z=x+1iy; (X"a)2 > yz}’ < *
. o
He™ ™ <} = amxrty; by < log ¥) -

sont évidemment des ouverts de Stein. Donc en faisant varcourir a et ©t de
fagon convenatle et orenant l'interieur de l'intersection de tous ces ouverts,

on ottient grice a la Pronosition 2.3.7 a) un voisinage de Stein de 5. I1 ecst

1]

clair nue dans le cas ou £ est comnact cette construction nous fournit méme
un systéme de voisinages de Stein fondamentaux. dJ'ignore si dans le cas zénéral
o1 neut se décrouiller ainsi sans notion de la nseudoconvexité.

Définition 2.4.1 Soit <y(z) une fonction a valeurs réelles de classe

C° définie dans un ouvert de C® = R°®. On dit que  ¥(z) est strictemert
2o
plurisousharmonique (s-psh par abréviation) si 1A hessiemecomnlexe (%z’b? )
2 - Ik
est une matrice positive pour chaque point (i.e. si Z . ‘f, .5, > O pour
jkﬁzpﬁ<3k
»
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tout vecteur complexe & £ 0).
{3 .3 ’a (3 .3 .
-ELE-j by ) —{——-+1 ). Notons gue la matrice

ci-desczus est toujours hermitlenne.

Ici comme toujours 2.

Lenme c2.4.2 Soit @ (z) une fonction s-psh et soit ¥ (t) une fonction

de classe C° convexe et strictement croissante ( %'(t) > 0, AM(t) > O) sur

1'image numérique de ¢(z). Alors X(¢ (z)) est encore s-osh.
En effet on a

32 . 3% 3% . %9
3279%, NP () = A P(2)) = 37, 5%, * K CP(2)) 5237,

Pronosition 2.4.3 Soit (z) une fonction s-psh. Soit 2z = z(t) une
P

application holomorphe non constante de {téC; \t\sg} dans le domairne de
définition de §. Alors §(2(t)) satisfait & A@(a(t)) 2 0 (o A est le
laplacien en Re t et Im t) et a

¢(2(0)) < é‘u_ps P(z(t)) (princive de maximum)

Démonstratioﬂ' On a

1 A g 1
:A‘}?(z(t)) = ot’C)ECf(z(t)) =§76?% zj(t)z}'{zt) 2z 0,

ou 1l'inégalité stricte a lieu sauf un nombre fini de valeurs de t. OCn a donc
en vertu de la formule de Green
A
Al
2 < (g 2= 108 Aglz(t))a(Re t)alIn t)

= - 4(2(0)) +—2ﬁ Sltlﬂa w(z(t))jdtl. C.Q.F.D.

U
Définition 2.4.4 Un domaine borné,gui s'écrit & la forme de U = {¥(z)< 0}

avec une fonction s-psh au voisinage de T est dit fortement vseudoconvexe. Un
domaine est dit pseudoconvexe s'il est approché par une suite croissante de sous
domaines fortement nseudoconvexes. On utilisera le m&me adjectif nour un ouvert
non nécessairement connexe ayant cette propriété.

Exercice Un domaine d'holomorphie est pseudoconvexe. (Modifier un polyédre

analythue D= {)f (z)l< 1, §= 1,...,N} 4 un domaine fortement pseudoconvexe:

-
~

fZ‘f (2)1 %+ glz <1} CDC{ZIf (2)| +2\z\2<r-:+R}ccu, ot |z|“ |z4\ +
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lza\2+...+|zn‘2, R = supi&]zlz; zéD} et k>»1.)

Réciproquement un domaine pseudoconvexe est un domaine d'holomorphie. C'est
comme on dit le probléme de E.E.Levi, posé par lui sous une forme un peu diffé-
rente et résolu pour la premiére fois par K.Oka. Nous reviendrons 3 ce probléme
ultérieurement et pour le moment nous contentrons de la réciproque partielle

suivante:

Théoréme 2.4.5 Soit U = {?(z)< O} un domaine fortement pseudoconvexe.
i1 existe alors r > O tel que pour tout point aedU Ur\{|z-a|< r} soit un
domaine d'holomorphie.

Démonstration Soit beber\{]z—a\g r}. En supposant r assez netit,

nous allons construire un vnolyndme quadratique f(z) tel oue

{f(z) = 0} n U~ {lz-at< r} = {b}.
Ainsi 1/f(z) étant un élément de O(Up{z-al < r}) non vrolongeable au voisi-
nage de b, cela achévera la démonstration. Posons ; = z - b, Ecrivonsg

d'aonrés Taylor
n
(f(b+§) = ZRe{Z—-:%-‘f-(b)gJ Zﬁz 62 (b+9§)§"§ } Z—-‘@ ‘az (b+0§)§ Sk’

ou 0 8 < 1, Puisque ¢ est s-psh, il existe M » 0 tel que

Y = Y
52 o7, (0795 S38 ZMIEH

D'autre rart les dérivées secondes de (f sont uniformément continues dans un
voisinage comvact de U. Donc si on choisit r suffisamment petit, pour

t, z dans f{lz-aj<r} on obtient

% . , e M 112

On a donc dans {lz-al<’r}

F(0r8) 2 aRe{Z‘?—’i(b)c Z%Z,az 5,53 + Ligi2.

Prenons donc comme f(2z) 1le polynbme quadratique dans le paranthése avec U

remplacé par z - b, Alors f(z) = 0 vour 2z # b dans |jz-algr} impliquera

p(z) 2 21z-00% > 0. c.q.F.D.
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Corollaire 2.4.6 Soit {(z) une fonction s-vsh. Alors nour c assez

netit l'suvert {‘j’(z)( c} est un ouvert de Stein.
n effet i1 suffit que cet ensemble soit contenu dans une boule de rayon
r choisi comme ci-dessus.

Théoréme 2.4.7 (Grauert) Un sous ensemble localement fermé de R?  admet

un systéme de voisinages complexes fondamentaux formé d'ouverts vpseudoconvexes.

Démonstration Il suffit évidemment de démontrer nour un ouvert SL de

n . P " .
7. Soit UDS un volsinage comvlexe cuelconoue. Nous allons construire

une fonction s-nsh au voisinage de 0 sous la forme d'une somne 3’(7) +

(1= Wz))~

gre , . . s s .
1 étave Construction de &(z). Nous choisissons d'atord une fonction

qﬁ(z)é Ca(U) telle que {z€ U;‘f1(z)< c}cc U pour tout c€ moyeunant la
vartition de l'unité. Soit a(x) wune fonction réelle positive définie dans

n
SL. Alors la fonction ?E( z) = a(Re z)EZJ(Im z})2 satisfait 2
2, 3=t J
992
Az 6

Sonc si on ch01sit a(x) suffisamment grand vis-avis du module des dérivées

(x) = a(x)s oour z = XEL.

secondes de gﬁ(z) sur L1, Y(z) = Qﬁ(z) + q%(z) deviendra s-nsh dans un
voisinage VCU de Si.

2% &tape Construction de Y(z). Dorénavant nous considérons dans V.

Pour a€ €L, vposons

(z) = max{q 2 ii(lm 2.)°- 2% (Re z.-a )2}
Fal2) = B "R = R A A

Soit  ‘X(t)é ¢ P(R) une fonction réelle telle que X(t) = 0 pour t < 0,
x'(t) > 0, A"(t)Z 0 ovour t > 0. Alors 'X(Vé(z)) est une fonction de
classe C® non négativé et d'apres le Lemme 2.4.2 elle est s-psh ou elle est
non nulle. Posons

fzev; (¥ (2))>0}.

En choisissant aj, j=1,2,... de fagon convenable on peut ottenir la situation

suivante: {Va } sont localement finis et ’3(v-\/va YAV = A . Posons alors
J 7
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Y(z) = Zc.()[(lf (z))
j a5
avec cJ. > 0 suffisamment grands. Cette fonction est alors s-osh ou elle est
non nulle et {z€V; 1)lv(z)<'1} AV =30
Conclusion Posons donc W = {z eV; ¥(z)< 1}. Alors W est un voisinage
conplexe de Q. La fonction §(z) + (1-]1—(»2))-1 est s-psh partout dans W.
(Le Lemme2.4.2¢applique & la fonction 1/(1=t).) Il est évident cue {3’(7.)+

(1-R=zN"< c}ccW pour tout cé€R et que mour c —» ® il s'approche de

V. C.Q.F.D.
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