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/- courbes elliptiques et 
courbes modulaires 

1 . CLASSIFICATION DES COURBES ELLIPTIQUES 

1 . 1 . D E F I N I T I O N S ET N O T A T I O N S . 

S o i e n t K un c o r p s de c a r a c t é r i s t i q u e p ( p o s i t i v e o u n u l l e ) , K 

u n e c l ô t u r e a l g é b r i q u e de K , e t K g l a c l ô t u r e s é p a r a b l e d e K c o n t e 

n u e d a n s K . 

O n a p p e l l e c o u r b e e l l i p t i q u e s u r K t o u t e v a r i é t é a b é l i e n n e d é f i n i e 

s u r K d e d i m e n s i o n 1 . 

C e t t e d é f i n i t i o n é q u i v a u t à l a s u i v a n t e : 

U n e c o u r b e e l l i p t i q u e s u r K e s t une c o u r b e a l g é b r i q u e E p r o j e c -

t i v e n o n - s i n g u l i è r e d e g e n r e 1 d é f i n i e s u r K e t m u n i e d ' u n p o i n t O r a 

t i o n n e l s u r K . 

E n e f f e t , n o u s a l l o n s v o i r c i - d e s s o u s c o m m e n t o n p e u t d é f i n i r u n e 

s t r u c t u r e d e g r o u p e s u r u n e t e l l e c o u r b e E . 

1 . 1 . 1 . PROPOSITION . 

( i ) L a c o u r b e E e s t i s o m o r p h e à u n e c u b i q u e p l a n e d ' é q u a t i o n  

a f f i n e : 
2 3 2 

(1 ) y + a x y + a 3 y = x + a 2 x + a 4 x + a g 

o ù l e s a . s o n t d a n s K ; i 

( i i ) O n a a l o r s K(E) = K ( x , y ) = K [ X , Y ] / ( F ( X , Y ) ) a v e c 

F O C , Y ) = Y 2 + a X Y + a Y - X 3 - a 0 X 2 - a . X - a . . 
1 o Z 4 o 
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• ( i ) A p p l i q u o n s l e t h é o r è m e d e R i e m a n n - R o c h a u d i v i s e u r nO , 

o ù n e s t un e n t i e r s t r i c t e m e n t p o s i t i f . L a d i m e n s i o n g (nO) d e l ' e s p a c e 

L ( n O ) d e s d i v i s e u r s de f o n c t i o n s s u p é r i e u r s o u é g a u x à ( - n O ) e s t d o n n é e 

pa r : € ( n O ) = d e g ( n O ) - g + 1 = d e g ( n O ) = n . En p a r t i c u l i e r , L ( O ) = K , 

L ( 2 0 ) a u n e b a s e de l a fo rme { l , x , y } , o ù x ( r e s p . y ) a un p ô l e d ' o r d r e 

2 ( r e s p . 3 ) e n O . Et L ( 6 0 ) e s t d e d i m e n s i o n 6 ; o r i l c o n t i e n t l e s 7 

2 2 3 
é l é m e n t s { l , x , y , x , x y , y , x } , d o n c i l y a u n e r e l a t i o n K - l i n é a i r e e n t r e 

2 3 

c e s é l é m e n t s . S i l e c o e f f i c i e n t d e y ( r e s p . de x ) é t a i t n u l , l a c o u r b e 

E s e r a i t d e g e n r e n u l ; a i n s i , o n p e u t é c r i r e l ' é q u a t i o n d e E s o u s l a f o r 

me (1) . 

2 2 3 

( i i ) L ' o r d r e e n O d e s f o n c t i o n s l / x , y , x , x y , y , x , 

é t a n t r e s p e c t i v e m e n t : 0 , - 2 , - 3 , - 4 , - 5 , - 6 , - 6 , i l n e p e u t p a s 

y a v o i r e n t r e e u x de r e l a t i o n de d e g r é s t r i c t e m e n t p l u s p e t i t q u e 2 e n y , 

o u q u e 3 e n x . D o n c F ( X , Y ) e s t i r r é d u c t i b l e d a n s K [ X , Y J , e t l ' o n 

a b i e n : K(E) = K [ X , Y ] / ( F ( X , Y ) ) = K ( x , y ) . m 

R e m a r q u e : l e p o i n t O e s t l ' u n i q u e p o i n t à l ' i n f i n i s u r l a c o u r b e 

d ' é q u a t i o n (1) . 

R e m a r q u o n s a u s s i q u e l a f o n c t i o n £ x + my + n U , m , n € K) a un 

p ô l e t r i p l e e n O e t p a s d ' a u t r e p ô l e : e l l e a d o n c 3 z é r o s , / P^ . 

O n d é f i n i t u n e l o i d e g r o u p e su r E e n p o s a n t : P^+ P^ + P^ = 0 ( c f . [ 1 1 J ,5 , 6 ) ; 

o n u t i l i s e i c i l a n o n - s i n g u l a r i t é d e E . Su r l a c u b i q u e d ' é q u a t i o n a f f i n e (1) , 

c e l a s i g n i f i e q u e l e p o i n t à l ' i n f i n i e s t l ' o r i g i n e pour l a l o i d e g r o u p e , e t q u e 

l a s o m m e d e 3 p o i n t s e s t n u l l e s i e t s e u l e m e n t s i c e s 3 p o i n t s s o n t a l i 

g n é s ( c f [ 5 J , 7 ) . S o i e n t E e t E ' d e u x c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K , e t L 

u n e e x t e n s i o n d e K c o n t e n u e d a n s K . N o u s a p p e l l e r o n s L - h o m o m o r p h i s m e 

d e E d a n s E 1 t o u t e a p p l i c a t i o n r a t i o n n e l l e d é f i n i e s u r L d e E d a n s E ' 

q u i s o i t un h o m o m o r p h i s m e d e g r o u p e s . En f a i t , t o u t e a p p l i c a t i o n r a t i o n n e l l e 

d e E d a n s E ' d é f i n i e s u r L e t t r a n s f o r m a n t l ' o r i g i n e d e E e n l ' o r i g i n e 

d e E ' e s t un L - h o m o m o r p h i s m e ( c f [5 J ) . 
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1 . 1 . 2 . R é c i p r o q u e m e n t , u n e é q u a t i o n du t y p e (1 ) d é f i n i t une c o u r b e E 

q u i e s t e l l i p t i q u e s i e t s e u l e m e n t s i e l l e n ' a p a s d e p o i n t s s i n g u l i e r s , c e 

q u i é q u i v a u t à â / 0 , o ù A e s t l e d i s c r i m i n a n t d é f i n i par l e s f o r m u l e s 

c i - d e s s o u s , ( c f [ 4 7 J ) : 

( 2 ) b 2 = a ^ + 4 a 2 , b 4 = a i a 3 + 2 a 4 , b g = a * + 4 a g , 

2 2 b 2 b 6 " b 4  
b 8 = b 2 a 6 " 9 i a 3 a 4 + a 2 a 3 ' a 4 = — 4 

° 4 = b 2 " 2 4 b 4 ' C 6 = " b 2 + 3 6 b 2 b 4 " 2 1 6 b 6 ' 
3 2 

c — c 

A - ^ - - b * b g - S b \ - 27*1 + 9 B 2 b 4 B 6 • 

3 , 
P o s o n s a u s s i : j = c ^ / A ; j e s t a p p e l é l ' i n v a r i a n t d e E . 

1 . 1 . 3 . L o r s q u e p ^ 2 , 3 , l ' é q u a t i o n de E p e u t s ' é c r i r e s o u s l a f o r m e : 

(3) y 2 = 4 x 3 - g 2 x - g 3 , 

d i t e " fo rme d e W e i e r s t r a s s " ( c f . [ 5 ] , 7 ) . D a n s c e c a s , A e s t l e d i s c r i m i 

n a n t du p o l y n ô m e c u b i q u e du s e c o n d m e m b r e m u l t i p l i é pa r 16 . 

L a fo rme de W e i e r s t r a s s d ' u n e c o u r b e e l l i p t i q u e n ' e s t p a s u n i q u e , 

m a i s g ( r e s p . g ~ / A ) s o n t d é f i n i s à un c o e f f i c i e n t p r è s d a n s K ( r e s p . 

6 12 

K* , K * ) , c o m m e n o u s l e v o y o n s c i - d e s s o u s ( 1 . 2 . 1 ) . 

1 . 2 . C L A S S I F I C A T I O N A K I S O M O R P H I S M E P R E S . 

1 . 2 . 1 . PROPOSITION . L ' a p p l i c a t i o n q u i f a i t c o r r e s p o n d r e à t o u t e c o u r b e  

e l l i p t i q u e E s o n i n v a r i a n t j d é f i n i t une b i j e c t i o n e n t r e l ' e n s e m b l e d e s  

c l a s s e s d e K - i s o m o r p h i s m e d e c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K , e t l ' e s p a c e  

a f f i n e A ^ K ) d e d i m e n s i o n 1 s u r K . 

a S o i e n t E , E ' , 2 c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K , e t f un K -

i s o m o r p h i s m e de E s u r E ' , d o n c V e n v o i e O s u r l ' o r i g i n e O ' d e 

E ' . E c r i v o n s l e s é q u a t i o n s de E e t E 1 s o u s l a f o r m e (1 ) , l e s c o o r -
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d o n n é e s é t a n t n o t é e s ( x , y ) pour E , e t (x* , y ' ) pour E ' , e t c o n s i d é r o n s 

x , y ( r e s p . x ' , y ' ) c o m m e f o n c t i o n s r a t i o n n e l l e s s u r E ( r e s p . E ' ) ; a l o r s 

x ' o f ( r e s p . y ' o f ) e s t u n e f o n c t i o n r a t i o n n e l l e s u r E a v e c un p ô l e d ' o r d r e 

2 ( r e s p . 3 ) e n O , a u t r e m e n t d i t c ' e s t un é l é m e n t de L ( 2 0 ) ( r e s p . L ( 3 0 ) ) , 

c ' e s t - à - d i r e u n e c o m b i n a i s o n K l i n é a i r e de { 1 / X } ( r e s p . { l , x , y } ) . M a i s 

2 3 

l e s c o e f f i c i e n t s de y e t x d a n s (1 ) s o n t é g a u x à 1 , d o n c o n a p l u s 

p r é c i s é m e n t : 

2 3 2 
( 4 ) x ' o f = u x + r , y ' o f = u y + u s x + t , 

o ù u , r , s , t ç K , u f 0 . L e s c a l c u l s d o n n e n t : 

4 , 6 12 + 

c 4 = u c 4 ' c 6 = U c 6 ' A u A e t J J • 

( c f . [ 1 8 ] , A p p e n d i x 1 , § 1 ) . 

D ' a u t r e p a r t , s i E e t E ' s o n t 2 c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K , d e 

m ê m e i n v a r i a n t , on p e u t d é t e r m i n e r u , r , s , t £ K , u ^ O , d e t e l l e s o r t e 

q u e l e s f o r m u l e s (4 ) d é f i n i s s e n t un K - i s o m o r p h i s m e f d e E s u r E ' . 

( c f . [ 1 8 J , A p p e n d i x 1 , § 2 ) . 

E n f i n , pour t o u t j de K , i l e x i s t e u n e c o u r b e e l l i p t i q u e E s u r K 
3 

d o n t j s o i t l ' i n v a r i a n t ; s i j ^ 0 , 12 , o n p e u t p r e n d r e l a c o u r b e d ' é q u a -
2 3 3 6 1 

t i o n : y + x y = x - ~ x - r ; s i j = 0 e t p f 2 , 3 , l a c o u r b e 
j - 1 2 J j - 1 2 d 

2 3 c 6 
d ' é q u a t i o n : y = x - 7777- , pour n ' i m p o r t e q u e l l e v a l e u r n o n n u l l e d e c ^ ; 

ob4 b 

3 2 3 c 4 
s i j = 12 e t p ^ 2 , 3 , l a c o u r b e d ' é q u a t i o n : y = x - j r x pour 

4 o 
n ' i m p o r t e q u e l l e v a l e u r n o n n u l l e de c . ; s i p = 2 ( r e s p . p = 3 ) e t 

o 2 3 
j = 0 = 12 , o n p e u t p r e n d r e l a c o u r b e d ' é q u a t i o n : y + y = x ( r e s p . 

2 3 v 

y = x - x ) . B 

1 . 2 . 2 . A p p l i c a t i o n : d é t e r m i n a t i o n de Aut (E) . 

N o t o n s Aut (E) l e g r o u p e d e s K - a u t o m o r p h i s m e s de E , e t JJ, l e 
N n 
e m e s 

g r o u p e d e s r a c i n e s n d e l ' u n i t é . 
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PROPOSITION . S i ) / 0 , 1 2 3 , a l o r s Aut (E) = { ± 1 } = M ; s i 

j = 0 e t 2 , 3 , a l o r s Aut (E) = m g ; s i j = 1 2 3 e t p ^ 2 , 3 , a l o r s 

Aut (E) = n 4 . 

• C o n s i d é r o n s un a u t o m o r p h i s m e d e E d é f i n i à l ' a i d e d e s f o r m u l e s 

2 3 
(4 ) . C o m m e c ' = cA e t c ' = c c , n o u s a v o n s u = 1 s i j ± 0 , 1 2 ; 

4 4 b b g 
s i j = 0 e t p ^ 2 , 3 , n o u s a v o n s s e u l e m e n t u = 1 c a r o = c ' = 0 ; 

3 4 4 4 

s i j = 12 e t p / 2 , 3 , n o u s a v o n s s e u l e m e n t u = 1 c a r = c ' = 0 . 
6 6 

O r , l e c h a n g e m e n t d e v a r i a b l e d é f i n i pa r l e s f o r m u l e s (4 ) d o i t d é f i n i r l a 

m ê m e c o u r b e E : c e l a i m p l i q u e r = s = t = 0 . • 

3 

1 . 2 . 3 . R e m a r q u e : S i p = 2 ( r e s p . p = 3) e t j = 0 = 12 , a l o r s 

Aut E S L 2 ( F 3 ) ( r e s p . Aut E - a 3 ) ( c f . [ 4 7 J , 2 ) . 

1 . 3 . C L A S S I F I C A T I O N A K - I S O M O R P H I S M E P R E S . ( c f . [ 5 j , t h é o r è m e 9 . 1 ) . 

1 . 3 . 1 . PROPOSITION . S o i t j un é l é m e n t d e K . L ' e n s e m b l e d e s c l a s s e s 

d e K - i s o m o r p h i s m e d e c o u r b e s e l l i p t i q u e s su r K d ' i n v a r i a n t j , e s t e n b i -

j e c t i o n a v e c l e g r o u p e d e c o h o m o l o g i e H 1 (G ,Au t (E) ) , o ù G e s t l e g r o u -
K K 

p e d e G a l o i s de K

S A e t Aut (E) l e g r o u p e d e s K - a u t o m o r p h i s m e s de n ' i m 

p o r t e q u e l l e c o u r b e e l l i p t i q u e s u r K d ' i n v a r i a n t j . 

R a p p e l o n s q u e l e s é l é m e n t s d e H * ( G , A u t ( E ) ) s o n t l e s c l a s s e s d e s 
K 

1 - c o c y c l e s c o n t i n u s , e t q u ' u n 1 - c o c y c l e \ (a Ç G v ) e s t d i t c o n t i n u s ' i l 

e x i s t e u n e e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e f i n i e L / K t e l l e q u e X = X d è s q u e 
a T 

a e t T o n t l a m ê m e a c t i o n s u r L . Et r e m a r q u o n s q u e Aut(E) n ' e s t p a s 

t o u j o u r s a b é l i e n ( c f . 1 . 2 . 3 ) . 

B D é f i n i s s o n s d ' a b o r d une a p p l i c a t i o n de l ' e n s e m b l e d e s c o u r b e s 

e l l i p t i q u e s s u r K d ' i n v a r i a n t j d a n s l e g r o u p e H 1 ( G ^ ,Au t (E) ) , d e s o r t e 

q u e d e u x c o u r b e s e l l i p t i q u e s K - i s o m o r p h e s a i e n t m ê m e i m a g e . 

S o i e n t E e t E j d e u x c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K d ' i n v a r i a n t j . 
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D ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n ( 1 . 2 . 1 ) , i l e x i s t e un K - i s o m o r p h i s m e | d e E s u r 

. E c r i v o n s l ' é q u a t i o n de E s o u s l a f o r m e ( 1 ) , e t c o n s i d é r o n s un é l é 

men t a d e G . N o t o n s E a l a c o u r b e o b t e n u e e n r e m p l a ç a n t l e s c o e f -

f i c i e n t s a , pa r l e u r i m a g e a Q ; i c i a , c K d o n c a Q = a, e t E Q = E . 
i _ î î 1 1 

N o t o n s a(i|i) l e K - i s o m o r p h i s m e d e E ° s u r E ^ o b t e n u e n a p p l i q u a n t a 

a u x c o e f f i c i e n t s de \(j . A i n s i , pour c h a q u e a € G ^ , n o u s d é d u i s o n s d e 

un K - i s o m o r p h i s m e a(\|i) d e E s u r E . D é f i n i s s o n s $ : G -» Aut (E) pa r : 

- 1 
$ = \|i o o ( i ) pour t o u t a ç G, . A l o r s § e s t un 1 - c o c y c l e d e G t r d a n s 

0 Y k _^ K 
Aut (E) c a r $ o p ( $ ) = \ l i"" 1 o p(\l/)o p C i l i * " 1 ) 0 pa(\h) = il/ ° pa ( \ l i ) = $ pour t o u s 

P a T pa 
p , a € G__ . D e p l u s $ e s t c o n t i n u : e n e f f e t $ = § d è s q u e a e t t 

K o î 

o n t l a m ê m e a c t i o n su r l ' e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e d e K e n g e n d r é e pa r l e s 

c o e f f i c i e n t s d e l a t r a n s f o r m a t i o n b i r a t i o n n e l l e \Jj . D ' a u t r e p a r t , s i 2 c o u r 

b e s e l l i p t i q u e s e t su r K d ' i n v a r i a n t j s o n t K - i s o m o r p h e s , s o i e n t 

un K - i s o m o r p h i s m e d e E s u r E , ( i = 1 , 2 ) , \ un K - i s o m o r p h i s m e d e 
1 - 1 1 

E 1 s u r E 2 , e t | i = \ | ( 2 o \ o l | / ç Aut (E) . A l o r s 

E _ - _ ^ i _ _ > E $ 1 a = ^ i * 0 0 ^ ^ = V ^ 0 ^ 2 l o } " o a ^ 1 ) ° a ( ^ 2 ) ° a ( i i ) 
1 1 - 1 
\ -v = |JL ° $ 0 ° a ( p ) 

^2 pour t o u t a e G , d o n c l e s c o c y c l e s $ e t $ 
L ^ 2 

s o n t c o h o m o l o g u e s . C e c i s ' a p p l i q u e e n p a r t i c u l i e r 

a u c a s E = E 2 , y ^ ^ . 

En r é s u m é , s o i t E une c o u r b e e l l i p t i q u e s u r K d ' i n v a r i a n t j , 

e t s o i t u n e K - c l a s s e d e c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K d ' i n v a r i a n t j . C o n s i 

d é r o n s u n e c o u r b e E ' q u e l c o n q u e d a n s c e t t e c l a s s e , un K - i s o m o r p h i s m e 

q u e l c o n q u e f d e E s u r E ' , e t l a c l a s s e d e c o h o m o l o g i e du 1 - c o c y c l e 

c o n t i n u d e G à v a l e u r s d a n s Aut E d é f i n i pa r $ = * 0 o ( \ | j ) pour 
K a 

t o u t a ç G ; n o u s v e n o n s de m o n t r e r q u e c e c i d é f i n i t u n e a p p l i c a t i o n de 
K 

l ' e n s e m b l e d e s K - c l a s s e s de c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K d ' i n v a r i a n t j , 

d a n s H * ( G , A u t ( E ) ) . N o u s a l l o n s v o i r q u e c e t t e a p p l i c a t i o n e s t b i j e c t i v e . 
K 

C ' e s t u n e i n j e c t i o n : s i y : E -* E^ ( i = 1 , 2 ) d o n n e n t d e s c o c y c l e s h o m o 

l o g u e s , c ' e s t - à - d i r e s ' i l e x i s t e p. 6 Aut E t e l q u e pour t o u t a € G , 
- 1 - 1 - 1 

O Q ( ^ ) = p. O \ | i 2 o 0 ( ^ ) o a ( p ) , a l o r s l ' i s o m o r p h i s m e x = ^ ^ t ^ d e 

s u r E 2 e s t i n v a r i a n t pa r o , d o n c d é f i n i s u r K . 
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C ' e s t u n e s u r j e c t i o n : s o i t $ un 1 - c o c y c l e c o n t i n u d e G „ à 
K 

v a l e u r s d a n s Aut (E) , e t L u n e e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e f i n i e d e K t e l l e 

q u e $ s e f a c t o r i s e p a r l e g r o u p e d e G a l o i s G ^ y ^ d e L / K . S o i t K(E) 

l e c o r p s d e s f o n c t i o n s r a t i o n n e l l e s d e E , 
G K • A u t ( E ) E T L ( E ) = K ( E ) ^ L L E G R O U P E Q 

/ a g i t s u r L ; c o m m e L e t K(E) s o n t 2 e x -

G ' 

L / K t e n s i o n s l i n é a i r e m e n t d i s j o i n t e s s u r K , o n 

p e u t p r o l o n g e r l ' a c t i o n d e à L(E) d e t e l l e s o r t e q u e l ' a c t i o n su r 

K(E) s o i t t r i v i a l e . N o t o n s a ( f ) l ' i m a g e d e f € L (E) pa r o e • 

D ' a u t r e p a r t , n o t o n s o( f ) = 3 ( f ) o $ 1 ; c e l a d é f i n i t u n e a u t r e a c t i o n de G T u, 

a L/K 
s u r L(E) , c a r $ e s t un 1 - c o c y c l e : 

pa ( f ) = p a ( f ) ° [ i ° p ( § i f 1 = pa( f ) 
P o 

s i a , p € G T a, , f € L ( E ) . L e c o r p s d e s i n v a r i a n t s d e L(E) pour l ' a c t i o n 

" o r d i n a i r e " d e G T h r e s t K(E) . N o t o n s L ( E ) ' l e c o r p s d e s i n v a r i a n t s 
L/K q . 

pour l ' a c t i o n " t o r d u e " de G ^ ; s o n c o r p s d e s c o n s t a n t e s e s t L ' = K e t 
L/K £ 

s o n d e g r é de t r a n s c e n d a n c e s u r K e s t é g a l à 1 . D o n c L(E) ^ / K e s t d e l a 

fo rme K ( E ' ) pour une c o u r b e a l g é b r i q u e E ' s u r K t e l l e q u e K ( E ' ) . L = L(E) : 

d o n c E ' e s t de g e n r e 1 , c ' e s t une c o u r b e e l l i p t i q u e sur K . Et i l e x i s t e 

un L - i s o m o r p h i s m e \jj d e E s u r E ' p u i s q u e L(E) = L ( E ' ) ; d ' o ù un L -

i s o m o r p h i s m e de K ( E ' ) s u r K(E) , d é f i n i par : f » • f o ^ e t t e l q u e : 
a ( f )o \|/ = a ( fo\ | ( ) c ' e s t - à - d i r e (a f )o ^ = a í f o ^ o ^ ^ 1 = 0 ( f ) o a(\|i)o J ^ 1 pour t o u t 

f e L ( E ) , e t t o u t a € G ^ d ' o ù : $ = f ^ o a ( \ | i ) pour t o u t a £ G v . • 
L/K o K 

2 . COURBES ELLIPTIQUES SUE Œ 

2 . 1 . F O N C T I O N S DE W E I E R S T R A S S . 

2 . 1 . 1 . THEOREME . T o u t e s u r f a c e d e R i e m a n n c o m p a c t e de g e n r e 1 s u r (C 

e s t a n a l y t i q u e m e n t i s o m o r p h e à u n e c o u r b e e l l i p t i q u e s u r (D . 

a T o u t e s u r f a c e d e R i e m a n n c o m p a c t e d e g e n r e 1 s u r (C e s t un 

t o r e de l a f o r m e (C/L pour un r é s e a u L d e (D . N o t o n s # = { î € ( C / 

I m d ) > 0 } l e d e m i - p l a n d e P o i n c a r é , e t s o i t L = Z u ^ e Z u ^ un r é s e a u 
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de (C t e l q u e T = u u ^ / u u 2 £ U . D é f i n i s s o n s l a f o n c t i o n d e W e i e r s t r a s s d e 

L pa r p(u;L) = + E' ( — - — - - ) pour t o u t u G Œ ; i c i E' s i g n i f i e 

u \ 6 L ( u - \ ) A. 

q u ' o n s o m m e su r t o u s é l é m e n t s n o n n u l s d e L . O n m o n t r e ( c f . [ 1 8 ] , 1 , 3 ) 

q u e c e t t e s é r i e c o n v e r g e s u r t o u t c o m p a c t de (C n e r e n c o n t r a n t p a s L . 

D e p l u s , p a un p ô l e d o u b l e e n O e t e s t p a i r e . S a d é r i v é e p'(u;L) e s t 

i m p a i r e e t L - p é r i o d i q u e , i . e . P ' ( u + X ; L ) = p '(u;L) pour t o u t X ç L . O n 

e n d é d u i t q u e p e t p' s o n t d e u x f o n c t i o n s L - e l l i p t i q u e s , c ' e s t - à - d i r e m é r o -

m o r p h e s s u r (E e t L - p é r i o d i q u e s . 

M o n t r o n s q u e p e t p' s o n t l i é s p a r u n e r e l a t i o n a l g é b r i q u e : 

s o i t k un e n t i e r ^ 2 , e t ^ ^ ( L ) * a s é r i e d ' E i s e n s t e i n d e p o i d s 2 k 

a s s o c i é e à L , d é f i n i e pa r : 

G 2 k ( L ) = L

T " k = , - ^ ' 2 7 ^ k 

A.eL X (m,n)e2Z (moUj+nu) •) 
2 

( l e s e c o n d E' s i g n i f i e q u ' o n s o m m e su r Z - { ( 0 , 0 } ) . L a s é r i e G 9 , (L) 

_ 1 

e s t c o n v e r g e n t e , c a r l a s é r i e E' c o n v e r g e pour t o u t n o m b r e r é e l 

xeL \ x \ a 

a > 2 ( c f . [ 1 8 ] , 1 , 2 ) . A l o r s , n o u s a v o n s : 

P ( u ; L ) = - ^ + E ( 2 k + l ) u 2 k G 2 k + 2 ( L ) 

u k ^ l 
e t 

P ' ( u ; L ) = ^ | + E ( 2 k + l ) ( 2 k ) u 2 k " 1 G 2 k + 2 ( L ) , 

u k ^ l 

d ' o ù p' 2 = 4 P 3 - 6 0 G „ P - 1 4 0 G , . 

4 6 

P o s o n s g = 6 0 G . e t g = 1 4 0 G . L a c o u r b e E d ' é q u a t i o n 

2 3 2 
y = 4 x - g . x - g_ e s t u n e c u b i q u e du p l a n a f f i n e A (Œ) . L e s r a c i n e s 

4 6 

du t r i n ô m e 4 x - g . x - g - s o n t l e s v a l e u r s p(v,;L) (i = 1 / 2 , 3 ) o ù l e s 

4 6 i 
n o m b r e s v^ s o n t l e s z é r o s d e P ' ( u , L ) ( m o d . L ) . 

C o m m e l a f o n c t i o n p1 e s t à l a f o i s i m p a i r e e t L - p é r i o d i q u e , o n a 

p ' H u j / 2 ) = - P , ( œ l / 2 ) = P ' ( œ 1 / 2 ) , 

d o n c u u ^ / 2 e s t un z é r o de P ' ; de m ê m e e t (uu^-Kju^)/2 s o n t d e s 

z é r o s d e P' , d o n c l e s n o m b r e s v \ ' v 2 ' V 3 s o n t c o n g r u s m o d u l o L à 
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, №^/2 , (u^-Hu ) / 2 ( c f . [ 3 J ) . L a f o n c t i o n p e s t p a i r e , e t 

v , = - v . (mod L) , d o n c p p r e n d l a v a l e u r p ( v . ) a v e c une m u l t i p l i c i t é 

p a i r e U 2) . Or p a un s e u l p ô l e d ' o r d r e 2 m o d u l o L , e t n o u s a v o n s 

l e l e m m e s u i v a n t : 

2 . 1 . 2 . LEMME . S o i e n t f une f o n c t i o n L - e l l i p t i q u e de p o i n t s " s i n g u l i e r s " 

( z é r o s o u p ô l e s ) { a , } d a n s (C/L , e t m, l ' o r d r e de f e n a, . A l o r s 

L m, = 0 . 
i 

i 

• S o i t R un d o m a i n e f o n d a m e n t a l pour (D/L , d é f i n i pa r : 

. . R = { z Ç ( C / z = a + t m -f t a j 0 ^ t , < l ] , o ù a e s t un c o m p l e x e 
OC+tJUj+lJL)̂  1 1 Z Z 1 

a+tUj c h o i s i de t e l l e s o r t e q u e l a f r o n t i è r e ôR d e R n e 

/ 1 c o n t i e n n e a u c u n p o i n t s i n g u l i e r d e f . L e t h é o r è m e d e s 

l ^ ^ ^ t w r é s i d u s a p p l i q u é à l a f o n c t i o n L - e l l i p t i q u e f ' / f e t 

a ^ a u c o n t o u r ôR d o n n e L m , = 0 . • 
i 

i 

T e r m i n o n s l a d é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e : l a f o n c t i o n L - e l l i p t i q u e 

P - p ( v ) , a y a n t un s e u l p ô l e d o u b l e m o d u l o L n e p e u t a v o i r d ' a u t r e z é r o 

q u e l e z é r o d o u b l e v , ; e n p a r t i c u l i e r p ( v . ) ^ p ( v . ) d è s q u e i ^ j . A i n s i 
1 3 J 1 

l e s 3 r a c i n e s du t r i n ô m e 4 x - g . x - g ^ s o n t d i s t i n c t e s , l e d i s c r i m i n a n t e s t 
4 6 

n o n n u l , e t E e s t u n e c o u r b e e l l i p t i q u e ( c f . 1 . 1 . 3 ) . 

L ' i s o m o r p h i s m e de (D/L su r E ( c o n s i d é r é e c o m m e c o u r b e p r o j e c t i v e ) 

3 3 3 
e s t d o n n é par : u i > (u p ( u ) , u p ' ( u ) , u ) . • 

2 . 1 . 3 . L o i d e g r o u p e . (C/L e t E s o n t d e s g r o u p e s a b é l i e n s ( l a s t r u c t u r e 

d e (D/L é t a n t i n d u i t e pa r c e l l e d e (C) , e t l ' i s o m o r p h i s m e d é f i n i d a n s l e 

t h é o r è m e ( 2 . 1 . 1 ) e s t un i s o m o r p h i s m e d e g r o u p e s . A u t r e m e n t d i t , s i 

= ( p ( U j ) , P ' ( u j ) e s t l e p o i n t d e E c o r r e s p o n d a n t à u,, Ç (D/L ( i = l , 2 ) , 

a l o r s l e p o i n t P 1

+ p

2 c o r r e s p o n d à U j + u 2 , i . e . P 1 + P 2 = ( P ^ + i ^ ) , P ' O - ^ + u ^ ) 

( c f . [ 1 8 J , 1 , 3 ) . L a l o i d ' a d d i t i o n su r E é t a n t d é f i n i e pa r d e s p r o p r i é t é s 

d ' a l i g n e m e n t ( c f . 1 . 1 . 1 ) , un r a i s o n n e m e n t d e g é o m é t r i e a f f i n e é l é m e n t a i r e n o u s 

d o n n e l e s f o r m u l e s : 

x p ' d i ^ - p ' d ^ ) 2 

P ( u 1 + u 2 ) = - P ( U l ) - P ( u 2 ) + 4 < P ( U l ) - P ( u 2 ) ) 8 1 U l * U 2 ' 
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P ( 2 u ) = - 2 P ( u ) + 4 " ( f r ^ ) 2 ( c f . [ 1 8 J , 1 , 3 ) . 

2 . 1 . 4 . C o r p s d e f o n c t i o n s . D ' a p r è s ( 1 . 1 . 1 ) , l e c o r p s (C(E) e s t é g a l à 

( C ( P / P
, ) . D e f a ç o n a n a l o g u e , C D ( p , p ' ) e s t l e c o r p s d e s f o n c t i o n s m é r o m o r -

p h e s s u r Œ / L , c ' e s t - à - d i r e l e c o r p s d e s f o n c t i o n s L - e l l i p t i q u e s (une a u t r e 

d é m o n s t r a t i o n e s t d o n n é e d a n s [18] , 1 , 2 ) . A i n s i , l e s f o n c t i o n s a l g é b r i q u e s 

s u r E s ' i d e n t i f i e n t a u x f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s s u r Œ / L . 

2 . 1 . 5 . H o m o m o r p h i s m e s . L o r s q u ' o n i d e n t i f i e (D/L a v e c E ( r e s p . (D/L 1 

a v e c E ' ) au m o y e n d e T i s o m o r p h i s m e p r é c é d e n t , l e s h o m o m o r p h i s m e s de 

E d a n s E ' c o r r e s p o n d e n t a u x h o m o m o r p h i s m e s a n a l y t i q u e s d e (D/L d a n s 

Œ / L ' . C ' e s t c e q u e n o u s e n t e n d r o n s d é s o r m a i s p a r " h o m o m o r p h i s m e d e (D/L 

d a n s Œ / L ' •'. 

PROPOSITION . T o u t h o m o m o r p h i s m e de Œ / L d a n s Œ / L ' e s t 

i n d u i t pa r l a m u l t i p l i c a t i o n , d a n s Œ, pa r un n o m b r e c o m p l e x e a t e l q u e 

a L c L ' ; e t \|i e s t un i s o m o r p h i s m e s i e t s e u l e m e n t s i a L = L ' . 

• Au v o i s i n a g e d e 0 , n o u s a v o n s \lf(z) = Tj a z ° , a G Œ , 

n^O 

m a i s a u s s i \ | / (z+z ' ) = \|i(z) + \ | i(z ') , c a r l a c o n g r u e n c e m o d u l o L ' d e v i e n t 

é g a l i t é . C e n ' e s t p o s s i b l e q u e s i a ^ = 0 pour n ^ l e t a ^ = a £ Œ . 

S o i t z un c o m p l e x e q u e l c o n q u e ; pour un e n t i e r n a s s e z g r a n d , z / n e s t 

z 1 
a s s e z p r o c h e de 0 pour q u e ( z / n ) = a ~~ . O r \ l i (z/n) = ~ \ | f ( z ) (mod L ' ) 

n n 

d ' o ù \(i(z) = a z (mod L ' ) . Et b i e n s û r a L c L 1 , a v e c é g a l i t é s i e t s e u l e 

m e n t s i \|f e s t un i s o m o r p h i s m e . • 

R e m a r q u e : R é c i p r o q u e m e n t , s i a € Œ e s t t e l q u e a L c L ' , l a 

m u l t i p l i c a t i o n p a r a i n d u i t un h o m o m o r p h i s m e d e Œ / L d a n s Œ / L ' . 

2 . 1 . 6 . L e g r o u p e m o d u l a i r e . S o i t r = S L n ( 2 2 ) = { v = ( a * ? ) / a , b , c , d e TL , 
z c a 

ad - b c = 1 } e t f = P S L ( Z ) = S L ( Z ) / { ± 1 } . L e g r o u p e r a g i t s u r îj 

pa r y ( T ) =

 C T + ( j / e t c e t t e e x p r e s s i o n ne d é p e n d q u e d e l a c l a s s e d e y 

d a n s r . N o u s p o u v o n s d o n c p a r l e r de l ' a c t i o n de r s u r Jt e t du q u o 

t i e n t r \W . L e g r o u p e r e s t a p p e l é l e g r o u p e m o d u l a i r e . I l e s t e n g e n d r é 
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p a r S = (J "J) e t T = (J j) . ( c f . [ 3 8 J , 7 , 1 , 2 ) . O n t r o u v e d a n s 

([ 3 8 J , 7 , 1 , 2 ) , l a d é t e r m i n a t i o n d ' u n d o m a i n e f o n d a m e n t a l pour f \ î i . 

P l o n g e o n s CD d a n s l a s p h è r e d e R i e m a n n , pa r a d j o n c t i o n d ' u n p o i n t à 

l ' i n f i n i ( n o t é o o ) , ( c f . [ 3 j ) . L ' e n s e m b l e f \ î i U {«>} , n o t é r \ » , a u n e 

s t r u c t u r e d e s u r f a c e d e R i e m a n n c o m p a c t e de g e n r e 0 . 

i ^ 

| L e r e v ê t e m e n t U = MU { > } d e f"\W 

j e s t non r a m i f i é e n d e h o r s d e oo , i , 

j p . L ' i n d i c e d e r a m i f i c a t i o n e s t é g a l à 

| 2 e n i , à 3 e n p , e t i l e s t i n f i n i 

Y ^ ^ S , S * r \ e n oo . En e f f e t , l ' i n d i c e d e r a m i f i c a t i o n 

/ I >V j j \ d e l a c l a s s e d ' u n p o i n t T de f \ J J 

f \ \ / [ \ e s t é g a l à l ' o r d r e du s t a b i l i s a t e u r d e T 

_ | |^ _ d a n s r . 

1 ^ix o Vu 4 

2 . 1 . 7 . PROPOSITION . L ' a p p l i c a t i o n : t * • Œ / Z T © Z i n d u i t u n e b i j e c t i o n 

e n t r e r \ U e t l ' e n s e m b l e d e s c l a s s e s de (D - i s o m o r p h i s m e d e s c o u r b e s  

e l l i p t i q u e s de l a f o r m e (D/L . 

• S o i t L = Z u ^ e Z u ^ un r é s e a u d e (D , e t T = Wj /u^ € îi ; 

A l o r s L = OU 2 (Z ;T©2Z ) , e t d ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n ( 2 , 1 , 5 ) , (C / L e t (L/Zr®Z 

s o n t i s o m o r p h e s . I l s u f f i t d o n c d e r e g a r d e r l e s c o u r b e s d e l a fo rme (C/Z&T02Z . 

L a m ê m e p r o p o s i t i o n ( 2 . 1 . 5 ) m o n t r e q u e d e u x t e l l e s c o u r b e s ( c o r r e s p o n d a n t à 

T e t T ' ) s o n t ( D - i s o m o r p h e s s i e t s e u l e m e n t s i i l e x i s t e un c o m p l e x e a t e l 

q u e a № T ' ® Z ) = Z t e Z , c ' e s t - à - d i r e t e l q u e { a T ' , a } e t { T , 1 } f o r m e n t 

d e u x b a s e s du m ê m e r é s e a u 2ZT©2£ . Or n o u s a v o n s l e l e m m e s u i v a n t : 

2 . 1 . 8 . LEMME . S o i e n t { U D ^ U ^ } e t { V ^ u u ^ } d e u x c o u p l e s de c o m p l e x e s 

t e l s q u e T = 0 ) 7 ^ e t T ' = O J ' / D J ' s o i e n t d a n s H . L e s d e u x r é s e a u x 

Z ' ju .eZtw, . e t Z a ï ' e Z u u ' s o n t i d e n t i q u e s s i e t s e u l e m e n t s i ( ) = y{ .) 
1 L 1 L 2 ^ 2 

pour une m a t r i c e y de T . 
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(1) i 
o En e f f e t , n o u s d e v o n s a v o i r ( ) = y( , ,) pour une m a t r i c e y 

a b " 2 2 

d e G L 2 ( Z ) = [ y = ( d ) / a , b , c , d 6 S , a d - b c = ± 1 } . Et c o m m e 

_ , x I m d ) 

ImvyT) = . d e t y / n o u s a v o n s d e t y = +1 . L a r é c i p r o q u e e s t 

| c r + d | 2 

i m m é d i a t e . • 

R e v e n o n s à l a d é m o n s t r a t i o n d e l a p r o p o s i t i o n : ( D / Z T © Z e t 

( C / Z r ' e Z s o n t i s o m o r p h e s s i e t s e u l e m e n t s i ( a T ) = y ( ^ ) pour u n e m a t r i c e 
a 1 

y de r , c e q u i é q u i v a u t à T ' = y ( r ) . o 

2 . 1 . 9 . I n v a r i a n t . C a l c u l o n s l ' i n v a r i a n t d e (C/L = E . Pour t o u t T Ç M , 

e t t o u t e n t i e r k £ 2 , l a s é r i e c i - d e s s o u s c o n v e r g e ( c f . 2 , 1 , 1 ) : 

' 1 2k 

Z K ( m , n ) ç r ( m T + n ) ^ 1 Z K 

P o s o n s : 

k n ^ l 

2 t î1T k 
o ù q = e , a (n) = Z) d , e t o ù l e s B s o n t l e s n o m b r e s d e 

d | n 

B e r n o u l l i , l i é s à l a f o n c t i o n z e t a de R i e m a n n pa r 

2 2 k _ 1 2k 

C ( 2 k ) = l 2 k ) T \ T T (k e n t i e r > 0) ( c f . [ 3 8 J , 7 , 4 , 1 ) . 

Pa r e x e m p l e , B j = 1 / 6 , B 2 = 1 / 3 0 , B 3 = 1 / 4 2 . 

L e s c a l c u l s ( c f . [ 3 8 J , 7 , 4 , 2 ) m o n t r e n t q u e : 

G 2 k ( r ) - 2 C ( 2 k ) + 2 ^ T o2k_x(n)q

n = 2 C ( 2 k ) E 2 k ( T ) . 

n ^ l 

C e c i p r o u v e q u e l a s é r i e E^{r) e s t c o n v e r g e n t e s u r M , pour t o u t e n t i e r 

k ^ 2 . A i n s i , o n a : 

C 4 ( L ) = f g 4 < 0 - E 4(T) 

C 6 ( L ) = — g

6

( L ) = fc^ V T ) 

c 4 ( L ) 3 - c 6 ( D 2

 2 12 E 4 ( r ) 3 - E 6 ( T ) 2 

A(L) = - = ( — ) - . 

12 2 12 
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E ( T ) 3 - E ( T ) 2 ( 1 + 2 4 0 E a . ( n ) q n ) 3 - ( 1 - 5 4 0 E, a q ( n ) q n ) 2 

S o i t A(T) = r - 6 = Û ^ L J № 1 5 

1 2 d 1 2 3 

L e n u m é r a t e u r e s t c o n g r u à 1 2 2 ( 5 E a ( n ) q n 4- 7 E a c ( n ) q n ) m o d u l o 1 2 3 , 

n ^ l ^ n ^ l 5 

e t l a p a r e n t h è s e e s t n u l l e m o d u l o 12 c a r 7 = - 5 (mod 1 2 ) e t d = d 

(mod 1 2 ) pour t o u t e n t i e r d . A i n s i , d a n s l e d é v e l o p p e m e n t A(T) = E T ( n ) q n , 

l ' a p p l i c a t i o n t e s t à v a l e u r s e n t i è r e s , e t T ( 1 ) = 1 ( l ' a p p l i c a t i o n t e s t 

a p p e l é e l a f o n c t i o n d e R a m a n u j a n , e t n ' a b i e n sû r r i e n à v o i r a v e c l a v a r i a -

c 4 ( L ) 3 

b l e t a ) . E n f i n , j ( T ) = j ( L ) = * = - + 7 4 4 + E c ( n ) q n o ù l e s 

A(L) q tel 

c o e f f i c i e n t s c ( n ) s o n t e n t i e r s . 

2 . 2 . F O R M E S M O D U L A I R E S . 

2 . 2 . 1 , S o i t G un s o u s - g r o u p e d ' i n d i c e f i n i d e R , e t s o i t G = G / G f i { ± l } ; 

G a g i t s u r 34 . L ' i m a g e , par un é l é m e n t de R / de oo e s t » o u un 

p o i n t r a t i o n n e l . L ' a c t i o n d e G d é c o m p o s e r . °° e n G - o r b i t e s , d i t e s 

p o i n t e s de G\U ; e n p a r t i c u l i e r , oo e s t l a p o i n t e u n i q u e d e f \ j i . L a 

r é u n i o n de G\W e t d e s e s p o i n t e s e s t n o t é e G\U ; c ' e s t u n e s u r f a c e d e 

R i e m a n n c o m p a c t e , f o r m a n t un r e v ê t e m e n t d e R \ W de d e g r é é g a l à l ' i n d i c e 

[F:G] . 

a b 
D ' a u t r e p a r t , s o i e n t f u n e f o n c t i o n d é f i n i e s u r ìt , v = ( ^ ) 

+ b c 

un é l é m e n t de G L 0 ( R ) = { ( a J I ad - b c > 0 , a , b , c / d Ç R ] , e t k un 
l c d 1 

e n t i e r . P o s o n s , pa r d é f i n i t i o n : 

( f | y ) ( t ) = ( A D - b c ) k / 2 ( c T - F D ) " k f ( ^ ) 

pour t o u t T d a n s Ji . A l o r s ( y , f ) i > f | y d é f i n i t une a c t i o n d e 
+ k 

G L ( R ) s u r l ' e n s e m b l e d e s f o n c t i o n s d é f i n i e s s u r # à v a l e u r s d a n s (C . 
2 + 

C e t t e a c t i o n d e G L ^ ( R ) a l e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : 

f | 1 = f , f | Y Y ' = ( f | Y ) | Y ' • f | X Y = f l Y 
k k k k k k 

pour t o u s y - Y ' € G L * ( R ) e t \ € R * . 
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2 . 2 . 2 . N o u s p o u v o n s m a i n t e n a n t d é f i n i r u n e f o r m e m o d u l a i r e de p o i d s k 

pour G : c ' e s t une f o n c t i o n f , h o l o m o r p h e d a n s # , t e l l e q u e 

f | Y = f pour t o u t y d e G , e t h o l o m o r p h e a u x p o i n t e s d e G\U . C e t t e 
k 

d e r n i è r e c o n d i t i o n a l a s i g n i f i c a t i o n s u i v a n t e : s o i t n l e p l u s p e t i t e n t i e r 
l n ° 

t e l q u e n T = L ? ) 6 G ; or ( f | n T ) ( t ) = f ( î + n ) ; d o n c f e s t (par a b u s 
o 0 1 . \ o o 

! / n o 

d e l a n g a g e ) f o n c t i o n d e q , h o l o m o r p h e d a n s { q € ( C / 0 < | q | < 1 } ; f 

e s t d i t e h o l o m o r p h e à l a p o i n t e 0 0 s i f s e p r o l o n g e e n u n e f o n c t i o n h o l o 

morphe e n q = 0 ; e t f e s t d i t e h o l o m o r p h e à l a p o i n t e P = Y 0 ( ° ° ) ( ° ù 
Y 6 r) s i f I y e s t h o l o m o r p h e à l ' i n f i n i . 

0 'k 0 

L o r s q u e , de p l u s , f s ' a n n u l e a u x p o i n t e s , f e s t d i t e f o r m e p a r a b o 

l i q u e d e p o i d s k pour G . S i on r e m p l a c e l ' h y p o t h è s e " f h o l o m o r p h e " 

o u l ' h y p o t h è s e p l u s f a i b l e " f m é r o m o r p h e " , f e s t d i t e f o n c t i o n m o d u l a i r e . 

2 . 2 . 3 . F o r m e s m o d u l a i r e s pour r ( c f . [ 3 8 ] , 7 , 3 ) . N o t o n s ( r e s p . 

M ^ ) l e ( D - e s p a c e v e c t o r i e l d e s f o r m e s m o d u l a i r e s ( r e s p . p a r a b o l i q u e s ) d e 

p o i d s 2k pour r . Par e x e m p l e , € M , A G M ° 2 , j ç M Q . 

PROPOSITION . L a d i m e n s i o n d e e s t é g a l e à : 

0 s i k < 0 

[ k / 6 J s i k = 1 (mod 6 ) e t k ^ 0 

[ k / 6 j + 1 s i k 4 1 (mod 6 ) e t k ^ 0 . 

D e p l u s , s i d im M 2 k ^ 0 , o n a : d im M ° k = d im M

2 k ~ 1 ' 

• Pour k s> 0 , o n m o n t r e d ' a b o r d l a p r o p o s i t i o n pour k < 6 , e n 

p r o u v a n t : M Q = (C , = 0 , M 2 K = ( D G 2 K s i k = 3 , 4 , 5 , e t M ° K = 0 . 

P u i s o n m o n t r e q u e l a m u l t i p l i c a t i o n pa r A d é f i n i t un i s o m o r p h i s m e d e 

M, „ s u r M , 0 . L a d é m o n s t r a t i o n s e t r o u v e d a n s ( [ 3 8 J , 7 , 3 , 2 ) ; e l l e s ' a p -
k - 6 k 

p u i e s u r l e l e m m e s u i v a n t ( 2 . 2 . 4 ) . n En p a r t i c u l i e r , M ^ = Œ-A . 

2 . 2 . 4 . LEMME . S o i t f u n e f o n c t i o n m o d u l a i r e d e p o i d s 2k pour r , 

n o n i d e n t i q u e m e n t n u l l e . A l o r s o n a : 

v (f) + y v . ( f ) + (f) + Z ' v p ( f ) = J . 
0 0 2 i 3 p P 6 
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D a n s c e t é n o n c é , Vp(f) e s t T o r d r e d e l a f o n c t i o n m é r o m o r p h e f 

e n P , e t l e s i g n e Zj i n d i q u e q u e l ' o n s o m m e s u r l e s p o i n t s d e r \M 

d i s t i n c t s d e i e t p . 

1 d f 
B Pour d é m o n t r e r c e l e m m e , o n peu t i n t é g r e r l a f o n c t i o n ^ — — 

2i t t f 
s u r l e b o r d d ' u n d o m a i n e f o n d a m e n t a l pour r ( c f . [ 3 8 ] , 7 , 3 , 1 ) , o u c a l -

k 

c u l e r l e d e g r é d e l a f o r m e d i f f é r e n t i e l l e f ( î ) ( d T ) e t u t i l i s e r l a f o r m u l e d e 

R i e m a n n - R o c h . o 

2 . 2 . 5 . THEOREME . T o u t e c o u r b e e l l i p t i q u e E s u r (C e s t d e l a f o r m e 

( C / L pour un r é s e a u L d e (C . 

C ' e s t l a r é c i p r o q u e du t h é o r è m e ( 2 . 1 . 1 ) . 

o S o i t E u n e c o u r b e e l l i p t i q u e su r (C , d ' é q u a t i o n 
3 _ R2 

2 3 c 4 c 6 4 6 
y = x - t t x - —~7 , d e d i s c r i m i n a n t A = ô— n o n nu l e t d ' i n v a r i a n t 

3 4 8 8 6 4 126 

j = — ( c f . 1 . 1 . 3 ) . 
A 

N o u s a l l o n s m o n t r e r q u e j e s t l ' i n v a r i a n t d ' u n e c o u r b e e l l i p t i q u e 

C 4 ( T ) 3 

d e l a f o r m e ( C / L : e n e f f e t , l a f o n c t i o n j ( r ) = ~T7~T~" d é f i n i e e n ( 2 . 1 . 9 ) 
AVT; 

i n d u i t u n e b i j e c t i o n d e f \ J i s u r (C ; pour l e v o i r , i l s u f f i t d ' a p p l i q u e r l e 
3 

l e m m e ( 2 . 2 . 4 ) à l a f o r m e m o d u l a i r e f ( T ) = C . ( T ) ~ \à pour t o u t c o m p l e x e 
A. 

\ ; f e s t de p o i d s 12 ; d o n c k / 6 = 1 , e t o n £ u n e é g a l i t é d e l a f o r m e 
\ 

1 = n + n ' / 2 + n " / 3 , a v e c n , n' , n" ç HNT , c e q u i n ' e s t p o s s i b l e q u e 

pour ( n , n ' , n " ) = ( 1 , 0 , 0 ) o u ( 0 , 2 , 0 ) o u ( 0 , 0 , 3 ) , e t p r o u v e q u e f 
A. 

s ' a n n u l e e n un p o i n t T e t un s e u l de f \ W . ( c f . [ 3 8 J , 7 , 3 , 3 ) . A i n s i 

l e s c o u r b e s e l l i p t i q u e s E e t ( C / Z T © Z on t m ê m e i n v a r i a n t e t s o n t ( C -

i s o m o r p h e s . En f a i t , E e s t l ' i m a g e pa r l ' i s o m o r p h i s m e du t h é o r è m e ( 2 . 1 . 1 ) 

d e (E/L o ù L = U ( 2 E T © Z ) , u é t a n t l ' u n d e s n o m b r e s c o m p l e x e s d é f i n i s 
4 6 

pa r : g . ( î ) = u . C . / 4 8 , g ^ d ) = u . c c / 8 6 4 . D a n s l e c a s g é n é r a l , c e l a 
4 4 b b 

d é t e r m i n e u 2 (Aut(E) ^ (ju) ; s i c = 0 ( i . e . j = 0 , T = p e t 
6 3 

Aut (E) ^ un ) c e l a d é t e r m i n e u ; e t s i c = 0 ( i . e . j = 12 , T = i e t 
6 b 

Aut (E) ( J 4 ) c e l a d é t e r m i n e u 4 . D a n s t o u s l e s c a s , L e s t b i e n d é t e r 

m i n é . • 



- 16 -

R e m a r q u e : L ' a p p l i c a t i o n r i > j ( t ) e s t u n e r e p r é s e n t a t i o n 

c o n f o r m e du d o m a i n e f o n d a m e n t a l pour r\W s u r (D : 

Ai"- ... 

S i 

.•'".•-.."'••I 
y j J l l ' - v -

w — -

r \ ce 
> 

2 . 2 . 6 . COROLLAIRE . L ' e n s e m b l e d e s c l a s s e s d e ( C - i s o m o r p h i s m e d e c o u r 

b e s e l l i p t i q u e s su r E e s t e n b i j e c t i o n a v e c r \H . 

a C ' e s t l a p r o p o s i t i o n ( 2 . 1 . 7 ) a s s o c i é e au t h é o r è m e ( 2 . 2 . 5 ) a 

n 2 4 
2 . 3 . LA F O R M U L E A(q) = q | | ( 1 - q ) ( c f . [ 4 5 ] , [ 18 J ) . 

n ^ l 

2 . 3 . 1 . L a f o r m u l e s o m m a t o i r e d e P o i s s o n . S o i t cp u n e f o n c t i o n de R 

d a n s (C , i n d é f i n i m e n t d e r i v a b l e , q u i t e n d e " r a p i d e m e n t " v e r s 0 à l ' i n f i n i 

a i n s i q u e t o u t e s s e s d é r i v é e s , au s e n s s u i v a n t : pour t o u s n , m 6 IN , 

l a f o n c t i o n x i > | x | m c p n (x) e s t b o r n é e . S a t r a n s f o r m é e d e F o u r i e r e s t 

l a f o n c t i o n d e R d a n s Œ d é f i n i e pa r : cp(y) = J + ° ° cp(x)e ^ n i X y d x ; e l l e 
— co 

v é r i f i e l e s m ê m e s p r o p r i é t é s q u e cp . 
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THEOREME . S i cp e s t u n e t e l l e f o n c t i o n , a l o r s , pour t o u t r é e l t , 

n o u s a v o n s : E cp(t+ n) = L c p ( n ) e 2 r U n t , e t e n p a r t i c u l i e r £ cp(n) = £ cp(n) . 

n € Z n € Z n € Z n € Z 

• S o i t $ ( t ) = Tj cp(t+n) ; a l o r s § e s t p é r i o d i q u e d e p é r i o d e 1 , e t 

n € Z 

$ ' ( t ) = Tj cp'(t+n) e s t c o n t i n u e ; d o n c $ e s t é g a l e à s a s é r i e d e F o u r i e r : 
n ç Z 

» ( t ) = Z a e 2 n i n t , o ù a = e ~ 2 n l n u * ( u ) d u = L f V 2 n i n U c p ( u + m ) d u = i ( n ) . . 
n 6 Z n n J o m € Z

J

0 

. 2 
2 . 3 . 2 . E x e m p l e : l a f o n c t i o n t h ê t a . P o s o n s 0 ( T ) = £ e m n T , ( T € u) . 

n e z 

PROPOSITION . N o u s a v o n s 0 4 | 2 S = - e . 4 e t 0 4 | 2 T
2 = G 4 s i 

s - ( J " J ) e . I - ( J J ) . 

R a p p e l o n s q u e l e g r o u p e P S L 2 ( Z ) = S L 2 ( Z ) / { ± 1 } e s t e n g e n d r é pa r S 

e t T ( c f . 2 . 1 . 6 ) . S i z £ (D*, c h o i s i s s o n s s o n a r g u m e n t d e s o r t e q u e 

- n < Arg (z ) <; +n , e t p o s o n s Jz = ^ j z j e i / / 2 A r g ^ # 

• N o u s a l l o n s m o n t r e r q u e 9 ( t ) V î / i = 6 ( - 1 / t ) e t 9(T+2) = 9 ( T ) . 

L a s e c o n d e é g a l i t é e s t é v i d e n t e ; pour l a p r e m i è r e , a p p l i q u o n s l a f o r m u l e 

s o m m a t o i r e d e P o i s s o n à cp (t) = e 7 7 ^ T : 
T 

o • • 2 

, \ ^ / v ~ , . ^ - / x p+co - Z n i n u m u T , 
6 ( î ) = L cp (n) = E cp (n) o u cp (n) = e e du • 

T T T 
n € Z n ç Z 

L o r s q u e T e s t s u r l e d e m i - a x e i m a g i n a i r e p o s i t i f ; c ' e s t - à - d i r e T = i y , 

y ç R , y > 0 , c e l a d o n n e : 

+ 0 0 2 +00 + /— / 2 y x 2 
- , . p -2iTinu-nu y ±_ ,, VY Q-(TTn / y ) - n v 
cp . y (n ) = J e du = ^ J e dv 

in " " œ + V ¥ 

o ù v = Jy . u + — . Or l e t h é o r è m e d e C a u c h y , a p p l i q u é a u r e c t a n g l e c i -

c o n t r e l o r s q u e L t e n d v e r s l ' i n f i n i , m o n t r e q u e A 

in i n / V y 
+ o o + ^ 2 4 ^ 2 —I 1 

p Jy -TTV p - r r v J V J e d v = J e dv = 1 

in -oo —I 1— > 

1 - n 2 / 
d ' o ù : m, (n) = - = e ~ T m / Y e t Q{iy) jWA = 9 ( - l / i y ) ; pa r p r o l o n g e m e n t 

^ i y Jy 
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a n a l y t i q u e , o n o b t i e n t l ' é g a l i t é c h e r c h é e . • 

4 y \ ^> 
C e t t e p r o p o s i t i o n m o n t r e q u e 0 e s t • , X N > 

' / x x > 
" p r e s q u e " une f o r m e m o d u l a i r e de p o i d s 2 ' / \ X \ v 

2 / / \ . 
pour l e s o u s - g r o u p e r = < S , T > d e r • / X I 

e •' \ 

r e s t d ' i n d i c e 2 d a n s r ; v o i c i c i - c o n t r e \ 

0 \ 
un d o m a i n e f o n d a m e n t a l d e r d a n s jt , 

6 \ X | 
f o r m é d e l a r é u n i o n d e 2 d o m a i n e s f o n d a m e n - \ ^ [ 

t a u x de r ( c f . 2 . 1 . 6 ) . O n v o i t q u e ( 

r Q \ W e s t une s u r f a c e de R i e m a n n c o m p a c t e / / / / x x I 

d e g e n r e 1 a v e c u n e s e u l e p o i n t e , à l ' i n f i n i . " " * * ' ' , l ' s N » x ' * * * > — ~ ~ 

L ' i n d i c e d e r a m i f i c a t i o n ^ d e l a p o i n t e oo 

d a n s l e r e v ê t e m e n t rAM > r \M e s t 

é g a l à 2 . 

2 . 3 . 3 . L a f o n c t i o n r\ d e D e d e k i n d . P o s o n s T | ( T ) = e ^ n ^ T ^ ^ "j | " ( l - e ^ 7 1 * 7 ) 

m>l 

pour t o u t t d e H . Pour t o u t r é s e a u L d e (C e t t o u t c o m p l e x e s 

s 1 1 
t e l q u e R e ( s ) > 1 , p o s o n s $ T ( s ) = ( v o l . L ) L T ~ • S i 

L , T i i 2 s 
\ € L \ \ \ 

L = Zo) ©Zujg / a v e c w^/uô^ = T = x + i y Ç J i , p o s o n s L 1 = Z t © Z ; l e 

v o l u m e de L , c ' e s t - à - d i r e l ' a i r e du p a r a l l é l o g r a m m e d e s o m m e t s O , uu. , 

2 2 
u u 2 / ^ 1"Hju 2 d a n s l e p l a n c o m p l e x e , e s t é g a l à | u j 2 | x v o l . L j = | o ) 2 | . y , 

s 

d o n c $ t ( s ) = $ L ( s ) = S ' - ( e n * a i t ' pour t o u t s t e l q u e 
1 m , n e z | n î + m | S 

R e ( s ) > 1 , l a f o n c t i o n L i > $ T ( s ) e s t u n e f o n c t i o n de r é s e a u d e p o i d s 0 , 

c ' e s t - à - d i r e u n e f o n c t i o n t e l l e q u e $ ( s ) = $ ( s ) pour t o u t y e T , 

( c f . [ 3 ^ 7 , 2 ) . E t u d i o n s l e c o m p o r t e m e n t d e $ ( s ) l o r s q u e s t e n d v e r s 1 . 

PROPOSITION . P r e m i è r e f o r m u l e l i m i t e d e K r o n e c k e r : s o i t y l a  

c o n s t a n t e d ' E u l e r ; a l o r s $ ( s ) = — ^ - r - + 2 n [ y - l o g 2 - l o g C / y | n ( î ) | 2 ) ] + O ( s - l ) . 

J-j S X 

00 
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• En e f f e t , 

$ L ( S ) = E ' ^ 2 s = 2 y S 2 4 l + 2 y S 2 S \ 2 2 s ; 

n , m 6 2 | n T + m | m a l m n s l m € Z ( (nx+m) +n y ) 

Or ç ( 2 s ) = £ - y - / e t l a f o r m u l e s o m m a t o i r e d e P o i s s o n , a p p l i q u é e à 
1 ù S 

m 

cp(t) = 2

l

2 2 s d o n n e : E cp(nx+m) = E e 2 í T Í m n X c ¿ ( m ) , o ù 

(t +n y ) m ç Z m ç Z 

+ 0 O e - 2 n i m u 1 _ 2 s ^ e ~2TTimnyv 

cp(m) = J — g — ~ 2 s d u = ^ Í 2 — 1 — d v ^ p o u r v = U / / n y ^ * 
-oo (U +n y ) -oo (v + 1 ) 

R e m a r q u o n s q u e cp(-m) = cp(m) , e t p o s o n s $ = $ + $ + $ o ù 
JLi J. Z O 

ï j i s ) = 2 y S c ( 2 s ) 

, v 0 1 - s / 0 p+OO d v 
l 2 ( s ) = 2 y C ( 2 s - 1 ) J 

-oo (V + 1 ) 

2Tîimnx ^ 2 T T i | m | n y v 

n a l m € Z (ny) -oo (v + 1 ) 

E t u d i o n s c h a c u n e d e c e s 3 f o n c t i o n s l o r s q u e s t e n d v e r s 1 : 

a ) $ j e s t c o n t i n u e e n s = 1 , e t f ^ l ) = 2 y ç ( 2 ) = - 2 n ( ^ | i l + 2 ^ j î ) . 

b ) ç ( 2 s - l ) = j^ZT) + Y + O ( s - l ) , 

y 1 " 3 = 1 - ( s - l ) l o g y + 0 ( ( s - l ) 2 ) , 

-f—s » - J ^ - ï d - i s - D l o g 4 + 0 ( ( s - l ) 2 ) . 

-oo (u + 1 ) -oo U +1 

D e c e s 3 d é v e l o p p e m e n t s l i m i t é s , l e 1 e r e s t c o n n u , l e 2 e e s t é v i d e n t e t 

l e 3 e e x p l i q u é c i - d e s s o u s : 

2 

S o i t f ( s ) = r + c ° — — — ; n o u s v o u l o n s c a l c u l e r f' (1 ) = -f"*" 0 0 ^ ° ^ u + ^ di 

- » (u + 1 ) S

 2 2 - (u + 1 ) 

U t i l i s o n s l a m é t h o d e d e L a n g [ 1 8 J . S o i t g ( x ) = j * 0 0 l ° g ( u x + 1 ) ^ ^ a l o r s 

0 u +1 

g ( 0 ) = 0 , g ( l ) = -jî'{1) , e t g ' ( x ) = . D ' o ù : 

f ' ( l ) = - 2 f 1 d x = - n l o g 4 . 

0 
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„ n+~ du 
Or J 2 = ^ 

- o o U +1 

A i n s i , e n m u l t i p l i a n t l e s d é v e l o p p e m e n t s , 

$ 2 ( s ) = + r r ( 2 Y - l o g 4 y ) + O ( s - l ) . 

2 m a u 

c ) C a l c u l o n s d ' a b o r d I ( s ) = f — ~ du ( a > 0 ) pa r l a m é t h o d e 
a o / z . s 

-oo (U + 1 ) 

d e s r é s i d u s , a p p l i q u é e au c o n t o u r C c i -

c o n t r e , q u i e s t c o n t e n u d a n s un d o m a i n e 

d e (D o ù l ' o n p e u t d é f i n i r 
2 i ! 

. 2 . . s s l o g ( u +1 ) , \ 1 C 
(u + 1 ) = e . N o u s o b t e n o n s I L 

i l u 
2 m a u v I V * 

e 
(R — - du = 0 . S i s e s t d a n s un 
? C ( u 2

+ l ) S 

c o m p a c t du d e m i - p l a n R e ( s ) > 0 , l ' i n t é - . 

2 r r iau - a ' " " " 0 

g r a l e de — r s u r l e s 2 g u a r t s d e 

(u + 1 ) S 

c e r c l e d e r a y o n R t e n d u n i f o r m é m e n t v e r s 0 l o r s q u e R t e n d v e r s l ' i n f i n i , 
e t l ' i n t é g r a l e su r l e c o n t o u r C e s t u n i f o r m é m e n t b o r n é e , d o n c 
I ( s ) e s t h o l o m o r p h e s u r t o u t c o m p a c t de [ R e ( s ) > 0 ] e t e n 

a 

p a r t i c u l i e r , I ( 1 ) = l i m I ( s ) . M a i s a l o r s l e s i n t é g r a l e s s u r 
a s - 1 a „ c > 

l e s p a r t i e s v e r t i c a l e s de C s ' a n n u l e n t , e t i l r e s t e : f i 

2 n i au 2 m a u 0 ( l C ) 

I — " du = <)> — " du = n - e ^~ 

- o o u +1 C " u +1 

—2 ira 
p u i s q u e l e r é s i d u e n i v a u t e / 2 i . D ' o ù q11 ' 

0 
Ï Q ( 1 ) = l i m iAs) ^ 

3 3 

1 2 T T i m n x - 2 n | ml n y 
= 2TT E E n e 

m>l m e z 

m^O 

0 ^ ^ 1 , 2 n i m n T , - 2 m m n T \ n . , - i — r 2 n i m T N / 1 2 n i m T N N 

= 2TT E E - (e +e ) = - 2 T T l o g ( ( 1 - e ) ( l - e )) . 
n 1 1 

m ^ l m>l m ^ l 

2 
d) R e g r o u p o n s c e s r é s u l t a t s : § . . (1 ) + § ~ ( 1 ) = - 2 T T l o g | T | ( T ) | , d ' o ù 

* L ( s ) = + 2 n ( Y - l o g 2 - l o g ( ^ | n ( T ) | 2 ) ) + O ( s - l ) . 
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2 . 3 . 4 . COROLLAIRE 1 . T ) ( - 1 / T ) = - A / i T I ( T ) pour t o u t T d a n s JJ . 

a t) 

• S o i e n t y = ( J € T ; L un r é s e a u d e b a s e { w #uu } ; y L 

l e r é s e a u d e b a s e {acjj + bw , cw + duu } ; T = w / uu e t 

Y ( T ) = cu^+dw = S ï d * A 1 ° r S I m y ( t ) = 7 i L J T 2 ' e t l a P r ° P r i é t é : 

1 2 | c T + d ( 

$ ( s ) = $ ( s ) s e t r a d u i t , g r â c e à l a p r o p o s i t i o n ( 2 . 3 . 3 ) , pa r : 
L» Y 

^ ~ 7 | n ( r ) | 2 = Jim Y ( T ) | T I ( Y ( T ) ) | 2 , c ' e s t - à - d i r e 1 T l ( y T ) | = 1 . 

V | c T + d | T ] ( T ) 

L a f o n c t i o n T » • r | ( Y T ) / v / C T + d r | ( T ) e s t a n a l y t i q u e d a n s ïf , d e m o d u l e 1 . 

E l l e e s t d o n c c o n s t a n t e ; s o i t e ( y ) s a v a l e u r . N o t o n s q u e e(-y) = e(y) 

e t q u e e e s t m u l t i p l i c a t i f , c ' e s t - à - d i r e g ( Y Y ' ) = e ^ e C y ' ) • C a l c u l o n s 

/m\ /o \ / - \ 2 r r i / 2 4 / x , / m X 2 r r i / 2 4 
e ( T ) e t E ( S ) : T ] ( T + 1 ) = e T I (T ) , d o n c e ( T ) = e 6 ^ 2 4 ; ° n 

d o i t a v o i r r ] ( - l / i ) = e ( S ) Jïr\{i) , m a i s - 1 / i = i , e t r)(i) e s t n o n n u l , 

d o n c e ( S ) = 1/Ji . C e l a p r o u v e q u e T I ( - 1 / T ) = JtAx)(t) » e t d ' a u t r e p a r t , 

p u i s q u e S e t T e n g e n d r e n t P S L ^ ^ ) , q u e e ( y ) 6 J J U ^ P ° u r t o u t Y d e 

S L 2 ( Z ) . 

n 24 
2 . 3 . 5 . COROLLAIRE 2 ; . A(q) = q | | ( 1 - q ) 

m>l 

2 4 

• L a f o n c t i o n n e s t une fo rme m o d u l a i r e d e p o i d s 12 pour r , 

d ' a p r è s c e q u i p r é c è d e . C o m m e e l l e e s t n u l l e à l ' i n f i n i , e l l e d o i t ê t r e p r o 

p o r t i o n n e l l e à A d ' a p r è s ( 2 . 2 . 3 ) . L e c o e f f i c i e n t d e q é t a n t l e m ê m e , o n a 
2 4 

A = ri . • 

2 . 3 . 6 . P a r a n a l o g i e a v e c l a d é f i n i t i o n d e s s é r i e s e t ^ ^ ( T ) 

(pour k ^ 2 ) ( c f . 2 . 1 . 9 ) , o n a p p e l l e e t ^ * 2 ^ s é r i e s d i v e r 

g e n t e s c i - d e s s o u s : 

( E 2 ( t ) = 1 + ( - D * 2 4 £ a ^ n j q 1 1 ; 

) m>l 

( G 2 ( T ) = L 2 — 2 • 

( m , n ) Ç Z (mT+n) 

O n a a l o r s l e s r é s u l t a t s s u i v a n t s : 
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COROLLAIRE 3 . E f ^ 1 ^ ) . ( c T + d ) 2 = E 0 ( T ) + — ^ s i 
2 c r + d 2 2 m c T + d — 

, a b x  

1 c d 

tvt . 2 4 d ( l o g H ( T ) ) - o>. ^ n c ï n 1 o,i / \ n _ , x • N o u s a v o n s : — J j — 1 = 1 - 2 4 E — ^ = 1 - 2 4 L o ^ n l q = e

2

( t ) 

n > l 1-q n ^ l 

e t d e m ê m e E 0 ( V T ) = ^ i î 2 3 _ J 3 i l l l î . ( c T + d ) 2 . M a i s n o u s v e n o n s de v o i r 
2 1 2 m d î 

q u e n(yî) = e(vVcT4d : T ) ( T ) , d ' o ù 

d ( l o g T ] ( Y T ) ) = c d ( l o g T J ( T ) ) 
d r 2 ( c î + d ) d T ' B 

A i n s i , E " r e s s e m b l e " à u n e f o r m e m o d u l a i r e d e p o i d s 2 , e t e n 
- 2 

p a r t i c u l i e r : E ( - 1 / T ) . T = E ( T ) + 1 2 / 2 T T 1 T . 

COROLLAIRE 4 . 1 / 3 ( 4 E ( 2 T ) - E ( T / 2 ) ) e s t u n e s é r i e c o n v e r g e n t e , d e 

4 
s o m m e 0 ( T ) . 

a S o i e n t H = 0 4 , G ( T ) = 1 / 3 ( 4 E 2 ( 2 T ) - E ( T / 2 ) ) , e t f = H - G . 

M o n t r o n s q u e l a s é r i e G ( r ) e s t c o n v e r g e n t e s u r Jt : p a r d é f i n i -
1 2 • 2 

t i o n , E ( T ) e s t p r o p o r t i o n n e l à E l/X = E l / ( n T + m ) 

A . € Z ; T © Z ( n , m ) € Z 2 

( c f . 2 . 1 . 9 ) ; d o n c G ( T ) e s t p r o p o r t i o n n e l à 

1 o + + —" ; + E' a r , 

( T / 2 ) Z T ( 3 T / 2 ) Z ( n , m ' ) € Z Z n , m ( 4 n î / 2 + m ) 
o ù 

a = 3 _ I . 1 1 . 
N ' M T / 2 2 2 T / 2 2 3 T / 2 2 

( 1 + ) ( 1 + — — ) ( 1 + — ) 
U 4 n î / 2 + m ; V 4 n T / 2 + m' v 4 n T / 2 + m

; 

12 
a i n s i , l a I e s t é q u i v a l e n t à 7-; t t - r l o r s q u e | 4 n r / 2 + m | 

1 n , m 1 | 4 n T / 2 + m | , 

t e n d v e r s l ' i n f i n i . O r , n o u s s a v o n s q u e l a s é r i e E l / | x . | a
 c o n v e r -

xeZ2T©z 
' 3 

g e pour t o u t r é e l a > 2 ( c f . [ 1 8 ] , 1 , 2 ) ; d o n c E ^ l / | 2 n T + m | 
( n , m ) 6 Z ; 

c o n v e r g e , e t G ( t ) e s t c o n v e r g e n t e s u r U . 

L a f o n c t i o n f s ' a n n u l e à l ' i n f i n i , c a r l e s d é v e l o p p e m e n t s : 

n 2 / 2 4 

H ( q ) = ( E q / ) ( 2 . 3 . 2 ) 
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e t 

G(q) = y ( 4 - 1 - 4 . 2 4 E o^q2" + 2 4 I a ^ n j q ^ 2
 ( 2 . 1 . 6 ) 

n ^ l - n ^ l 

2 
c o m m e n c e n t t o u s l e s d e u x par 1 ; f | S = - f e t f | T = f c a r o n a 

vu l e s f o r m u l e s a n a l o g u e s pour H ( 2 . 3 . 2 ) e t pour G ( a p p l i q u e r l e c o r o l -
2 

l a i r e 3 c i - d e s s u s e n r e m p l a ç a n t T pa r T / 2 p u i s par 2 T ) . D o n c f 

e s t une fo rme p a r a b o l i q u e d e p o i d s 4 s u r I \ A î i (où r e s t l e s o u s - g r o u p e 
2 8 9 

d e r e n g e n d r é pa r S e t T , c f . 2 . 3 . 2 ) a v e c un z é r o d ' o r d r e au m o i n s 
6 ~— 

é g a l à 2 à l ' i n f i n i , e t f / A e s t une f o n c t i o n s u r RV\W . S i e l l e n ' e s t p a s 

9 
n u l l e , l e d e g r é de s o n d i v i s e u r d e s z é r o s d o i t ê t r e é g a l au d e g r é d e s o n 

d i v i s e u r d e s p ô l e s ; f e t A é t a n t h o l o m o r p h e s , c e l a s i g n i f i e : 

2 

3 x d e g ( f ) = d e g (A) . C o n s i d é r é c o m m e f o r m e m o d u l a i r e s u r r\M / A a un 

s e u l z é r o , à l ' i n f i n i , e t c ' e s t un z é r o s i m p l e . C o m m e l ' i n f i n i e s t r a m i f i é 

d a n s l e r e v ê t e m e n t rAW r\W / l ' i n f i n i e s t l e s e u l z é r o d e A d a n s 

FQ\M / e t c ' e s t un z é r o d o u b l e ( c f . 2 . 3 . 2 ) . A i n s i , l e d e g r é du d i v i s e u r de 

A d a n s r n \W e s t é g a l à 2 . 

9 

En p a r t i c u l i e r , i l n ' e s t p a s d i v i s i b l e pa r 3 ; d o n c f e s t i d e n t i q u e 

m e n t n u l l e . • 

APPLICATION : Le n o m b r e d e m a n i è r e s d ' é c r i r e un e n t i e r p o s i t i f n 

c o m m e s o m m e de a u p l u s 4 c a r r é s d ' e n t i e r s d e s i g n e q u e l c o n q u e e s t é g a l à 

8 L d . 
d n 
4 | d 

2 

• Par d é f i n i t i o n , 0(T) = E q n ^ s i q = e 2 n 2 r ( 2 . 3 . 2 ) 

4 n / 2 nÇZ 

d o n c 0 (T) = E a q s i a e s t l e n o m b r e d e m a n i è r e s d ' é c r i r e n 
n n n 

n^O 

c o m m e s o m m e de 4 c a r r é s d ' é l é m e n t s de 22 . Or 

E 2 ( T ) = 1 - 2 4 E o^n)q 
n ^ l 

d o n c 

G ( T ) = 1 - 8 E ( 4 a 1 ( n / 4 ) - a 1 ( n ) ) q n / 2 , 

n ^ l 

e n p o s a n t a ^ x ) = 0 s i x / I N . D ' a p r è s l e c o r o l l a i r e 4 , n o u s a v o n s 

G = 9 4 d o n c a = 8 {o An) - 4 a 1 ( n / 4 ) ) . Or o An) = E d ; e t d' 
n 1 1 1 d | n 
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d i v i s e n / 4 s i e t s e u l e m e n t s i d' e s t d e l a f o r m e d / 4 o ù d d i v i s e 

n e t 4 d i v i s e d , d o n c a ( n / 4 ) = 1 / 4 E d ; e t e n f i n 
1 d l n 

4 j d 

oAn) - 4 a 1 ( n / 4 ) = E d . • 
1 1 d | n 

4jfd 

2 . 4 . T H E O R E M E D ' A B E L TACOBI ( c f . [ 1 8 ] pa r e x e m p l e ) . 

2 . 4 . 1 . C o n d i t i o n d ' A b e l . 

THEOREME . S o i t L un r é s e a u d e (C , e t D = E n (P) un 

P 6 C / L 

d i v i s e u r d o n n é s u r (C /L . I l e x i s t e une f o n c t i o n L - e l l i p t i q u e d e d i v i s e u r 

D s i e t s e u l e m e n t s i d e g ( D ) = 0 e t E n p P € L , e t a l o r s c e t t e f o n c t i o n  

e s t u n i q u e à u n e c o n s t a n t e m u l t i p l i c a t i v e n o n n u l l e p r è s . 

a L a c o n d i t i o n e s t n é c e s s a i r e : a p p l i q u o n s l e t h é o r è m e d e s r é s i d u s 

f ' ( z ) f ' ( z ) 
a u x f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s > e t z r / / s u r l e b o r d ôR d ' u n d o m a i n e 

f ( z ) f ( z ) 

f o n d a m e n t a l R pour L ( c f . 2 . 1 . 2 ) c h o i s i d e s o r t e q u e ôR n e p a s s e pa r 

a u c u n p o i n t s i n g u l i e r d e c e s d e u x f o n c t i o n s . P u i s q u e l e d i v i s e u r d e f e s t 

D = E r i p . ( P ) , l e s p o i n t s s i n g u l i e r s d e 

a+œ 1 + uJ 2 P ç ( C / L 

^^^1 f s o n t l e s r e p r é s e n t a n t s d e c e s p o i n t s P 

a + ( | J ^ ^ ^ ^ j c o n t e n u s d a n s R , a v e c l ' o r d r e n p . D ' o ù : 

7 / \ lM d z = 2 n i E n p 

/ R / ÔR f ( 2 ) P P 

1 et 

/ J a + u f z ^ - = 2 m L n p . P . 
/ J

ô R

 f < z > P P 

L^^^ f (z) 
a D'autre part, t t ~ T est L-elliptique, donc 

f (z) 
f (z) 

f -77 -rdz = 0 (c'est le lemme 2 . 1 . 2 ) , et 

. f'(z) . ^ 1 f'(t) , t + p

a " t u , 2 f'(t) 

I 2 7 ( z T d z = ^ 2 1 T ( i ï d t + w i J f ï ï T d t 

ôR a a 

= 2 m ( k 1 ( u 1 + k 2 o j 2 ) a v e c ^ i ^ 2 e %> . 
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R é c i p r o q u e m e n t , pou r t o u t T 6 M , d é f i n i s s o n s u n e f o n c t i o n t h ê t a 

m é r o m o r p h e s u r CD pa r : 

e(u) = q ( z ) = Tf d " ^ ) Tl d - q V 1 ) * 
n^O ns>l 

2rriT 2rriu _ . , , r , , , 
o u q = e , z = e . L e p r o d u i t i n f i n i e s t c o n v e r g e n t c a r | g < 1 

l o r s q u e T £ j j . C e t t e f o n c t i o n v é r i f i e l e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s , d o n t l a 

v é r i f i c a t i o n e s t i m m é d i a t e : 9 ( u + l ) = 9 (u ) e t 0 ( U + T ) = - e 2 n i U 0 ( u ) , 

c ' e s t - à - d i r e @ ( e 2 n i z ) = ® ( z ) e t ®(qz ) = - z 1 @ ( z ) ; 0 e s t h o l o m o r p h e su r 

(C , s e s z é r o s s o n t s i m p l e s e t l e u r e n s e m b l e e s t l e r é s e a u L = 2 S T © 2 £ . 

S o i e n t R un p a r a l l é l o g r a m m e f o n d a m e n t a l pour L , e t D = E np (P) un 

n p P€R 
d i v i s e u r s u r (C /L . P o s o n s 0 n ( u ) = ] \ ( 0 ( u - P ) ) c ' e s t - à - d i r e 

PGR 

® (z ) = ] [ ( ® ( z / a ) ) o ù a = e 2 r T i P . L a f o n c t i o n 0 v é r i f i e l e s p r o -

P€R 
p r i é t é s s u i v a n t e s : e l l e e s t m é r o m o r p h e s u r (D , 0 ^ ( u + l ) = 0 p ( u ) e t 

- 1 d e g ( D ) 2 n l ^ p | k n P # P ^ 
0 ^ ( U + T ) = ( - z ) . e ' c o m m e o n * e v é r i f i e a i s é m e n t . 

S i , d e p l u s , d e g ( D ) = 0 e t L n

p - P = S T + r ( r , s ç TL) , n o u s o b t e n o n s : 

s P € R - 2 i s u 

0 d ( U + T ) = q 0-p(u) . A i n s i , l a f o n c t i o n : \j. \ > e 1 1 1 3 X 1 Q^{u) e s t L - e l l i p 

t i q u e d e d i v i s e u r D . 

E n f i n , d e u x f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s s u r (D d e m ê m e d i v i s e u r s o n t 

p r o p o r t i o n n e l l e s , d ' a p r è s l e t h é o r è m e d e L i o u v i l l e a p p l i q u é à l e u r q u o t i e n t , B 

2 . 4 . 2 . COROLLAIRE . S o i t ^ ( E ) ( r e s p . jfr ( E ) , r e s p . ^ P ( E ) ) l e g r o u p e d e s 
o s 

d i v i s e u r s ( r e s p . d e s d i v i s e u r s d e d e g r é 0 , r e s p . d e s d i v i s e u r s de f o n c t i o n s ) 

s u r E = (C/L . L ' a p p l i c a t i o n g u i f a i t c o r r e s p o n d r e au d i v i s e u r Z n ^ ( P ) ê ^ ( E ) 
P 6 Œ / L 

l e p o i n t Z) n P ç E i n d u i t un i s o m o r p h i s m e d e g r o u p e s de j) ( E ) / i } (E) su r E . 
P c £ 

a L e t h é o r è m e m o n t r e q u e £ (E) e s t un s o u s - g r o u p e j) (E) e t e s t 

l e n o y a u d e l ' a p p l i c a t i o n d e J){E) d a n s E d é f i n i e c i - d e s s u s ; d ' a u t r e p a r t , 

c e t t e a p p l i c a t i o n e s t un h o m o m o r p h i s m e d e g r o u p e s ; e t e n f i n , t o u t p o i n t P 

d e (C e s t l ' i m a g e du d i v i s e u r (P) - ( 0 ) € • • 
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2 . 5 . E Q U A T I O N DE T A T E . 

2 . 5 . 1 . L e c a l c u l d e s c o e f f i c i e n t s de F o u r i e r d e s f o n c t i o n s L - e l l i p t i q u e s p 
2 t û t 

e t p ' d o n n e l e r é s u l t a t s u i v a n t ( c f [ 1 8 J , 4 , 2 e t 15 , 1 ) o ù q = e 
2TTiu/jU9 

z = e ù : 

p (u ;L ) = ( — ) ( 1 9 + L „ 9 - 2 L ~ ) 
12 m n vZ ^ . n 

2 nÇ2Z ( 1 - q z ) n ^ l 1 -q 

P ' ( u ; L ) = ( ^ ) £ q Z U ^ , z ) . 

*2 n € 2 ( l - q V 

P o s o n s X ( u ) = ( u u 2 / 2 m ) 2 p ( u ; L ) - 1 / 1 2 e t Y ( u ) = l / 2 [ ( « j 2 / 2 r r i ) 3 p ' ( u ; L ) + X ( u ) J 

c ' e s t - à - d i r e : 

x ( u ) = E -^—2 ~ 2 L f 

n ^ Z ( 1 - q z ) n s l 1 -q 

e t 

Y(u) = L - L - S S lL 
n ç Z ( l - q n z ) n a l 1 - q 1 1 

( l a f o r m u l e ( l y ) de [ 1 8 J , 1 5 , 1 c o n t i e n t u n e e r r e u r ) . 

A l o r s l ' é q u a t i o n d e W e i e r s t r a s s q u i l i a i t p e t p" s e t r a n s f o r m e e n 

l ' é q u a t i o n de T a t e : Y 2 - X Y = X 3 - h 0 X - h 0 , o ù h = 5 L n 3 — e t 
2 3 l A . n 

o r n ^ l 1 - q 
r 3 5 n 

h ^ 5 n + 7 n g 

3 n ^ l 1 2 l - q n 

3 5 

L e s c o e f f i c i e n t s 5 n 3 e t n ^ n s o n t e n t i e r s ( c f . 2 . 1 . 9 ) e t 

j q | < 1 , d o n c l e s s é r i e s d é f i n i s s a n t e t c o n v e r g e n t . D e p l u s , l e s 

c o e f f i c i e n t s s o n t d é f i n i s e n t o u t e c a r a c t é r i s t i q u e , e t n o u s u t i l i s e r o n s a u 

p a r a g r a p h e 3 c e t t e é q u a t i o n pour d é f i n i r l e s c o u r b e s d e T a t e s u r d e s c o r p s 

l o c a u x . 

2 rriT 

2 . 5 . 2 . S o i e n t T € M / L = 2 T î i ( T Z © Z ) , e t q = e . A l o r s l ' a p p l i c a 

t i o n u » • q 1 1 d e (C d a n s (D* i n d u i t un i s o m o r p h i s m e de (D/L s u r 

( C * / q / d a n s l e q u e l l e s f o n c t i o n s L - e l l i p t i q u e s s o n t t r a n s f o r m é e e n l e s 

f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s s u r <C*/q2K , i . e . m é r o m o r p h e s s u r (D* d e p é r i o d e  

m u l t i p l i c a t i v e q : f ( q z ) = f ( z ) pour t o u t z d a n s (C* . 
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2Z 

E n r é s u m é , l e g r o u p e ( C * / q p e u t ê t r e muni d ' u n e s t r u c t u r e de 

c o u r b e e l l i p t i q u e E s u r (D , de c o r p s d e f o n c t i o n s (C(E) é g a l au c o r p s 

d e s f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s s u r Œ * / q • E t t o u t e c o u r b e e l l i p t i q u e su r (D 
2 n i u ü i / u ü 2 

e s t ( D - i s o m o r p h e à une c o u r b e de c e t t e fo rme (pour q = e ) . 

2 . 5 . 3 . N o u s a v o n s v u ( c f . 1 . 2 . 1 ) q u e l ' i n v a r i a n t j d é f i n i t u n e b i j e c t i o n 

e n t r e l e s c l a s s e s d e ( D - i s o m o r p h i s m e d e c o u r b e s e l l i p t i q u e s su r (D e t 

l ' e s p a c e a f f i n e A^CC) . N o u s p o u v o n s p l o n g e r A^CC) d a n s P ^ Œ ) e t 

é t u d i e r c e q u i s e p a s s e l o r s q u e j t e n d v e r s l ' i n f i n i g r â c e à c e q u i p r é c è d e : 

d a n s c h a q u e c l a s s e d e ( C - i s o m o r p h i s m e , c h o i s i s s o n s pour r e p r é s e n t a n t une 

2 3 
c o u r b e ( C * / q / d ' é q u a t i o n Y - X Y = X - h X - h . L o r s q u e q t e n d v e r s 0 , 

2 3 

h e t h t e n d e n t v e r s 0 , e t l ' é q u a t i o n d e v i e n t : Y - X Y = X . C ' e s t 

l ' é q u a t i o n d ' u n e c u b i q u e d é g é n é r é e à l ' o r i g i n e , a v e c d e u x t a n g e n t e s d i s t i n c t e s , 

d e p e n t e s 0 e t 1 . 

^^^^^^^^^ ^ 
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3 . COURBES ELLIPTIQUES SUR UN CORPS LOCAL ( c f . [ 3 2 ] ) 

3 . 1 . D E F I N I T I O N S . 

3 . 1 . 1 . F o n c t i o n s h o l o m o r p h e s e t m é r o m o r p h e s . S o i t K un c o r p s mun i 

d ' u n e v a l u a t i o n d i s c r è t e v ; l a v a l e u r a b s o l u e d é f i n i e pa r | x | = e V ^ 

e s t u n e v a l e u r a b s o l u e n o n a r c h i m é d i e n n e su r K • S i K e s t c o m p l e t pour 

c e t t e v a l e u r s a b s o l u e , n o u s a p p e l l e r o n s K un c o r p s l o c a l . L a v a l e u r a b s o l u e 

d e K s e p r o l o n g e d e m a n i è r e u n i q u e à K , m a i s e n g é n é r a l K n ' e s t p a s c o m p l e t . 

Pa r a n a l o g i e a v e c l e c a s c o m p l e x e , p o s o n s l e s d é f i n i t i o n s s u i v a n t e s : 

U n e f o n c t i o n K - h o l o m o r p h e s u r K"* e s t u n e f o n c t i o n f d e K* 

d a n s K d é f i n i e p a r f ( z ) = Z a z 1 1 , o ù l a s é r i e d e L a u r e n t Z a X n 

n- n 
n » - œ n » - o o 

e s t à c o e f f i c i e n t s d a n s K e t c o n v e r g e e n t o u t p o i n t z d e K* . L ' e n s e m 

b l e d e s f o n c t i o n s K - h o l o m o r p h e s s u r K* fo rme un a n n e a u i n t è g r e . L e s 

é l é m e n t s du c o r p s d e s f r a c t i o n s s o n t l e s f o n c t i o n s K - m é r o m o r p h e s s u r . 

N o u s a p p e l l e r o n s d é s o r m a i s c e s f o n c t i o n s d e s f o n c t i o n s h o l o m o r p h e s o u m é r o 

m o r p h e s ( s a n s r é f é r e n c e à K ) . 

3 . 1 . 2 . D i v i s e u r s . N o u s a p p e l o n s d i v i s e u r ( d é f i n i s u r K) t o u t e n s e m b l e 

d ' e n t i e r s d e l a f o r m e fn , a Ç K * } , v é r i f i a n t l e s d e u x c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 

a 

( i ) S i r e t r 1 s o n t d e u x r é e l s t e l s q u e 0 < r < r ' , l e n o m b r e 

d ' é l é m e n t s a d e K* , t e l s q u e r <; l a i £ r ' e t n jl 0 , e s t 
• a 

f i n i ; 
( i i ) S i a e t b s o n t c o n j u g u é s su r K , a l o r s n = n, . 

a b 

D ' a u t r e p a r t , s i f e s t u n e f o n c t i o n h o l o m o r p h e , n o n n u l l e , e t s i a e s t 

un é l é m e n t d e K * de p o l y n ô m e m i n i m a l cp^(X) s u r K , n o u s a v o n s l e l e m m e 

s u i v a n t : 

LEMME . L a f o n c t i o n f s ' é c r i t d e m a n i è r e u n i q u e s o u s l a f o r m e : 

f (X) = cp ( X ) m g ( X ) , ojù m € Z e t où g e s t u n e f o n c t i o n h o l o m o r p h e , n o n 
a 

n u l l e e n a . 
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• L a d é m o n s t r a t i o n de c e l e m m e r e p o s e s u r l e l e m m e d e H e n s e l . • 

L ' e n t i e r m e s t a p p e l é l ' o r d r e d e f e n a e t n o t é w (f) . L ' a p -
a 

p l i c a t i o n w a i n s i d é f i n i e s e p r o l o n g e d e f a ç o n u n i q u e e n u n e v a l u a t i o n 
a 

s u r l e c o r p s d e s f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s . 

L ' e n s e m b l e { w (f) , a € K * } , pour t o u t e f o n c t i o n m é r o m o r p h e f 
a 

n o n n u l l e , e s t un d i v i s e u r . N o u s l ' a p p e l o n s l e d i v i s e u r d e f e t l e n o t o n s 

(f) . 

3 . 1 . 3 . F o n c t i o n s d e m ê m e d i v i s e u r . 

LEMME . D e u x f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s f e t g o n t m ê m e d i v i s e u r s i  

e t s e u l e m e n t s i i l e x i s t e un e n t i e r d e t un é l é m e n t a d e t e l s q u e 

g (X) = a X d f ( X ) . 

a D i r e q u e f e t g o n t l e m ê m e d i v i s e u r é q u i v a u t à d i r e q u e l e u r 

q u o t i e n t n ' a n i z é r o n i p ô l e d a n s K* . Or l e s f o n c t i o n s m é r o m o r p h e s v é r i 

f i a n t c e t t e c o n d i t i o n s o n t l e s f o n c t i o n d é f i n i e s pa r u n e s é r i e d e l a f o r m e 

a X , c a r l a v a l e u r a b s o l u e de K e s t n o n - a r c h i m é d i e n n e ( c ' e s t f a u x s u r 

(C : pa r e x e m p l e l a f o n c t i o n d é f i n i e pa r e 0 ^ + 3 X + Y ^ ^ d i v i s e u r nu l ) : 

c e t t e p r o p r i é t é e s t d é m o n t r é e d a n s [ 1 3 J . • 

3 . 1 . 4 . D i v i s e u r s q - p é r i o d i q u e s . S o i t q 6 K , 0 < | q J < .1 ; un d i v i s e u r 

( n

a ' a Ç K * } e s t d i t q - p é r i o d i q u e s i = d è s q u e a e t b s o n t 

c o n g r u s m o d u l o q ^ . 

S o i t f u n e f o n c t i o n m é r o m o r p h e ; s u p p o s o n s q u e l e d i v i s e u r D 

d e f e s t q - p é r i o d i q u e . A l o r s l a f o n c t i o n f ( q *X) a l e m ê m e d i v i s e u r , 

e t d ' a p r è s l e l e m m e ( 3 . 1 . 3 ) , i l e x i s t e un e n t i e r d e t un é l é m e n t a d e 
— 1 1 r\ 

K* t e l s q u e f ( q X ) = a ( - X ) f (X) . E n f a i t , l ' e n t i e r d e t l a c l a s s e d e 

a m o d u l o q ne d é p e n d e n t q u e du d i v i s e u r D d e f ; o n a p p e l l e d l e 

d e g r é d e D , o n l e n o t e d e g ( D ) ; o n n o t e $ ( D ) l a c l a s s e d e a d a n s 

K * / q e t o n l ' a p p e l l e l ' i m a g e d e T a c o b i d e D . 
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3 . 1 . 5 . F o n c t i o n s q - p é r i o d i q u e s . U n e f o n c t i o n m é r o m o r p h e f t e l l e q u e 

f (q *X) = f (X) e s t d i t e q - p é r i o d i q u e . S o n d i v i s e u r (f) e s t a l o r s q - p é r i o -

d i q u e . 

PROPOSITION . S i un d i v i s e u r q - p é r i o d i q u e D e s t un d i v i s e u r d e  

f o n c t i o n , a l o r s c ' e s t l e d i v i s e u r d ' u n e f o n c t i o n q - p é r i o d i q u e s i e t s e u l e 

m e n t s i d e g ( D ) = 0 e t $ ( D ) = 1 . C e t t e f o n c t i o n e s t u n i q u e à un f a c 

t e u r d a n s K* p r è s . 

1 — 1 rl 
a Par h y p o t h è s e , D = (f) , e t f ( q " X) = a ( - X ) f (X) d ' a p r è s 

( 3 . 1 . 4 ) . S i f e s t q - p é r i o d i q u e , a = 1 e t d = 0 , d ' o ù : d e g ( D ) = 0 

e t $ ( D ) = 1 . R é c i p r o q u e m e n t s i d e g ( D ) = 0 e t $ ( D ) = 1 , c e l a s i g n i f i e : 
g 

d = 0 e t a = q pour un e n t i e r s . M a i s a l o r s l a f o n c t i o n g d é f i n i e 

p a r g ( X ) = X f (X) e s t q - p é r i o d i q u e de d i v i s e u r D . 

E n f i n , s i f e t g s o n t 2 f o n c t i o n s q - p é r i o d i q u e s de d i v i s e u r D , 

d' 

d ' a p r è s l e l e m m e ( 3 . 1 . 3 ) o n a g (X) = a ' X f (X) , e t l a q - p é r i o d i c i t é 

i m p o s e d' = 0 . • 

3 . 2 . T H E O R E M E D ' A B E L - T A C O B I . 

3 . 2 . 1 . THEOREME . U n d i v i s e u r q - p é r i o d i q u e e s t l e d i v i s e u r d ' u n e f o n c t i o n 

q - p é r i o d i q u e s i e t s e u l e m e n t s i s o n d e g r é e s t n u l e t s o n i m a g e d e T a c o b i  

é g a l e à 1 . D a n s c e c a s , l a f o n c t i o n c o r r e s p o n d a n t e e s t u n i g u e à un f a c 

t e u r d a n s K* p r è s . 

• Vu l a p r o p o s i t i o n ( 3 . 1 . 5 ) , i l s u f f i t d e m o n t r e r q u e t o u t d i v i s e u r 

q - p é r i o d i q u e e s t un d i v i s e u r d e f o n c t i o n . Pour c e l a , n o u s a l l o n s c o n s i d é r e r 

l a f o n c t i o n t h ê t a , d é f i n i e f o r m e l l e m e n t e n ( 2 . 4 . 1 ) , c o m m e u n e f o n c t i o n d e 

K* à v a l e u r s d a n s K : @(z ) = ] f ( l - q n z ) ] [~ ( l - q R z * ) . L e p r o d u i t 

i n f i n i c o n v e r g e c a r | q j < 1 , ® e s t h o l o m o r p h e s u r K* , s e s z é r o s s o n t 

s i m p l e s , l e u r e n s e m b l e e s t q , e t e n f i n ®(q z ) = - z ®(z) . S o i t 

D = fn / a € K * } , un d i v i s e u r q - p é r i o d i q u e , e t p o s o n s 
a 
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® _ ( z ) = f f ( © ( a ^ z ) ) ^ 3 

| q | < | A | * l 

o ù e e s t l e d e g r é d ' i n s é p a r a b i l i t é d e K ( a ) / f c . A l o r s l a f o n c t i o n ®_ 
a D 

e s t m é r o m o r p h e e t d e d i v i s e u r D , d ' o ù l e t h é o r è m e . • 

3 . 2 . 2 . E x p r e s s i o n du d e g r é e t d e l ' i m a g e de T a c o b i . 

PROPOSITION . S i D e s t un d i v i s e u r q - p é r i o d i q u e , D = [ n ^ , a 6 K * } , 

a l o r s : d e g ( D ) = E [ K ( a ) : K j . n e t $ ( D ) = J J N w ^ ( a ) " 3 

z h M * ! * 1 \*\<\*\*i (a)A 

( m o d . q ) . 

L ' a c c e n t i n d i q u e q u e a p a r c o u r t un s y s t è m e de r e p r é s e n t a n t s d e 

c l a s s e s de K - c o n j u g a i s o n . E n r e m a r q u a n t q u e d e u x é l é m e n t s K - c o n j u g u é s 

o n t m ê m e v a l e u r a b s o l u e , o n v o i t q u e c e s f o r m u l e s s ' é c r i v e n t a u s s i ; 

d e g ( D ) = E e n e t § ( D ) ee T T a a a ( m o d . q Z ) . 

| q | < | A | * l d M < M * 1 

• Pour l e s d é m o n t r e r , u t i l i s o n s à n o u v e a u l a f o n c t i o n ® d é f i n i e 

- 1 - 1 d 
e n ( 3 . 2 . 1 ) : © a pour d i v i s e u r D , d o n c © n ( q z ) = a ( - z ) a ® (z) 

2Z 

a v e c d = d e g ( D ) e t a = § ( D ) ( m o d . q ) . M a i s d ' a u t r e p a r t , l a f o r m u l e 

®(q * z ) = - z @ ( z ) i m p l i q u e : v 

/ j e n 

a - e n , , , , i a a 

^ ( q ^ z ) = " T T a 9 " ( - z j W ^ * 1

 @ n ( z ) , 

| q | < | a | ^ l 
d ' o ù l a p r o p o s i t i o n . • 

3 . 2 . 3 . N o t o n s ^ ( K * / q Z ) ( r e s p . £ ( K * / q Z ) , - & . ( K * / q Z ) ) l e g r o u p e d e s 
o z 

d i v i s e u r s q - p é r i o d i q u e s d é f i n i s s u r K ( r e s p . l e s o u s - g r o u p e d e s d i v i s e u r s 

d e d e g r é 0 , d e s d i v i s e u r s d e f o n c t i o n s ) . N o u s a v o n s a l o r s l ' a n a l o g u e du 

c o r o l l a i r e ( 2 . 4 . 2 ) : 

COROLLAIRE. L ' a p p l i c a t i o n q u i f a i t c o r r e s p o n d r e a u d i v i s e u r q - p é r i o d i q u e 
— n a 

{ n , a € K * } l e p o i n t I I a i n d u i t un i s o m o r p h i s m e de g r o u p e s de 

| q | < | A | * l 

^ o ( K * / q Z ) / ^ g ( K * / q Z ) s u r K * / q Z . 
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3 . 3 . C O U R B E S DE TATE. 

3 . 3 . 1 . THEOREME . S o i t q € t e l q u e | q | < 1 . I l e x i s t e u n e c o u r b e 

2 3 
e l l i p t i q u e E ( q ) su r K d ' é q u a t i o n Y - X Y = X - h ^ X - h^ , o ù 

0 n _ 3 5 n 
^ v 3 q , ^ 5 n + 7 n q T . , . ^ , w \ 

h . = 5 n e t h 0 = L — — * — — . L ' i n v a r i a n t d e E ( q ) 
2 n 3 i 12 i n 

m>l 1 -q n*>l 1 -q 
1 n 

e s t j ( q ) = — + 7 4 4 + E c ( n ) q o ù c ( n ) Ç Z . R é c i p r o q u e m e n t , s i j ç 

e s t t e l q u e | j | > 1 , i l e x i s t e u n e c o u r b e E ( q ) d ' i n v a r i a n t j , u n i q u e 

— 22 
à. K - i s o m o r p h i s m e p r è s ; E ( q ) e s t i s o m o r p h e à K * / q e t a pour d i s -

c r i m i n a n t A(q) = Z î ( n ) q n = q | | ( 1 - q ) , o ù l a f o n c t i o n T e s t l a 

n ^ l n ^ l 

f o n c t i o n d e R a m a n u j a n d é f i n i e e n ( 2 . 1 . 9 ) . 

L a d e r n i è r e a s s e r t i o n s i g n i f i e q u e l e s g r o u p e s E ( q ) e t K * / q s o n t 

i s o m o r p h e s , e t q u e l e c o r p s d e s f o n c t i o n s de E ( q ) s u r K e s t i s o m o r p h e 

a u c o r p s d e s f o n c t i o n s K - m é r o m o r p h e s q - p é r i o d i q u e s . 

C e t h é o r è m e e s t a n a l o g u e a u x t h é o r è m e s ( 2 . 1 . 1 e t 2 . 2 . 6 ) s u r (D ; 

n e p o u v a n t p a s d é f i n i r l a n o t i o n d e r é s e a u d e K , o n u t i l i s e l a r e m a r q u e 

( 2 . 5 . 2 ) : C / L - Œ V q 2 2 s i L = U U 2 ( Z T © Z ) e t q = e 2 m T . L a p r i n c i p a l e 

d i f f é r e n c e e n t r e c e s 2 c a s e s t q u ' o n o b t i e n t t o u t e s l e s c l a s s e s d e c o u r b e s 

e l l i p t i q u e s su r (C , a l o r s q u e s u r K o n n ' o b t i e n t q u e l e s c l a s s e s de 

c o u r b e s t e l l e s q u e | j | > 1 . 

3 5 

R e m a r q u o n s que l e s c o e f f i c i e n t s 5 n e t — q u i i n t e r v i e n n e n t 

d a n s l a d é f i n i t i o n de h^ e t h^ s o n t e n t i e r s ( 2 . 5 . 1 ) , d o n c d é f i n i s e n c a 

r a c t é r i s t i q u e q u e l c o n q u e e t d e v a l e u r a b s o l u e £ 1 ; a i n s i l e s s é r i e s d é f i n i s 

s a n t h^ e t hg c o n v e r g e n t d a n s K pour | q | < 1 . 

• Pour m o n t r e r q u e l ' é q u a t i o n d e T a t e d é f i n i t u n e c o u r b e e l l i p t i q u e 

2 3 
s u r K , i l s u f f i t d e v é r i f i e r q u e l a c u b i q u e d ' é q u a t i o n Y - X Y = X - h ^ X - h ^ 

a un d i s c r i m i n a n t n o n n u l . Or l e s f o r m u l e s (2 ) de ( 1 . 1 . 2 ) d o n n e n t i c i 

2 2 3 
A(q) = l u + h + 7 2 h h - 4 3 2 h + 6 4 h , e t n o u s r e t r o u v o n s a i n s i 

A(q) = E T(n) q " et j ( q ) = ^ffi = ^ + 7 4 4 + Z c ( n ) q n , o ù x ( n ) 
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e t c ( n ) s o n t e n t i e r s , T ( 1 ) = 1 ( c f . 2 . 1 . 9 ) . L a f o r m u l e 

S T ( n ) q n = q M " d - ^ ) 2 4 

n ^ l m>l 

d é m o n t r é e s u r Œ e n ( 2 . 3 ) ne f a i t i n t e r v e n i r q u e d e s c o e f f i c i e n t s e n t i e r s , 

e l l e e s t d o n c v a l a b l e f o r m e l l e m e n t ( i . e . e n r e m p l a ç a n t q pa r un i n d é t e r 

m i n é e X ) e n c a r a c t é r i s t i q u e q u e l c o n q u e . En p a r t i c u l i e r sur K , s i | q | < 1 

n 2 4 
l e s d e u x m e m b r e s c o n v e r g e n t e t o n a e n c o r e A(q) = q . 1 | ( 1 - q ) . A i n s i , 

n * l 

|A | = | q | < 1 , d o n c A jl 0 e t E ( q ) e s t b i e n u n e c o u r b e e l l i p t i q u e s u r K ; 

e t l j ( q ) l = > 1 • 

R é c i p r o q u e m e n t , s o i t j ç K* , | j j > 1 . L a s é r i e f o r m e l l e 

1 • Q nAA 2 

1 + 7 4 4 q + L c ( n ) q n 

n * l 

e s t à c o e f f i c i e n t s e n t i e r s . L a s é r i e f o r m e l l e r é c i p r o q u e e s t d o n c a u s s i à 

c o e f f i c i e n t s e n t i e r s ( c f . [ 3 ] p r o p . 7 . 1 e t f o r m u l e 7 . 5 ) . D o n c e l l e e s t c o n v e r 

g e n t e d a n s l e d o m a i n e | t | < 1 e t l e s f o n c t i o n s : q I > rr-\ , e t 
1 J 1 ] ( q ) 

q I > j ( q ) , a d m e t t e n t d e s f o n c t i o n s r é c i p r o q u e s d a n s l e d o m a i n e | j j > 1 . 
2 

E n f i n , l ' a p p l i c a t i o n d e K* d a n s P (K) d é f i n i e pa r : 
o o o 

UU * > (U) X((!))/U) Y(oj),UU ) o ù 

X f o ) = L - 2 Z 4 
n € 2 ( 1 - q uu) n a l 1 -q 

Y(œ) = L ( q I l u j ) - E ( c f . ( 2 . 5 . 1 ) e t [ 1 8 ] , 1 5 . 1 ) 

n € Z ( l - q n u u ) n a l 1 - q 1 1 

i n d u i t un i s o m o r p h i s m e d e K * / q s u r E ( q ) . • 

3 . 3 . 2 . COROLLAIRE. L ' e n s e m b l e d e s c l a s s e s d e K - i s o m o r p h i s m e d e c o u r b e s  

e l l i p t i q u e s s u r K d ' i n v a r i a n t ] t e l q u e | j | > 1 e s t e n b i j e c t i o n a v e c  

l ' e n s e m b l e d e s é l é m e n t s q d e K* t e l s q u e | q | < 1 . 

t C f e s t l e t h é o r è m e ( 3 . 3 . 1 ) j o i n t au t h é o r è m e ( 1 . 2 . 1 ) . • 

3 . 3 . 3 . R é d u c t i o n d e l a c o u r b e d e T a t e . L ' é q u a t i o n d e E ( q ) é t a n t à 

c o e f f i c i e n t s e n t i e r s s u r K , o n p e u t c o n s i d é r e r l ' é q u a t i o n o b t e n u e e n r é -
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d u i s a n t l e s c o e f f i c i e n t s m o d u l o l ' i d é a l m a x i m a l p = { z ç K / | z j < 1 } de K . 

C o m m e q ç p , c e l a r e v i e n t à r e m p l a c e r q pa r 0 . A i n s i , q u e l l e q u e s o i t 

l a c a r a c t é r i s t i q u e d e K , l a c o u r b e o b t e n u e e s t l a c u b i q u e d é g é n é r é e d ' é q u a 

t i o n Y 2 - X Y = X 3 ( c f . 2 . 5 . 3 ) . 

L e s c a l c u l s de ( 2 . 5 . 3 ) s o n t v a l a b l e s e t m o n t r e n t q u e l a c u b i q u e 

a un p o i n t d o u b l e e n ( 0 , 0 ) à t a n g e n t e s d i s t i n c t e s r a t i o n n e l l e s s u r K . 

O n d i t q u e E ( q ) e s t à r é d u c t i o n m u l t i p l i c a t i v e ( m o d . P ) ( c f . 1 1 1 , 1 ) . 

4 . POINTS D'ORDRE FINI ET ISOGENIES 

4 . 1 . P O I N T S D ' O R D R E F I N I . 

S o i e n t K un c o r p s de c a r a c t é r i s t i q u e p , E une c o u r b e e l l i p  

t i q u e s u r K , N un e n t i e r s t r i c t e m e n t p o s i t i f , E ^ = { P 6 E ( K ) / N . P = 0 } 

l e g r o u p e d e s p o i n t s d e E d é f i n i s s u r K don t l ' o r d r e d i v i s e N . 

4 . 1 . PROPOSITION. S i p = 0 o u s i p n e d i v i s e p a s N , a l o r s 

2 2 
E N =* ( Z / N Z ) . S i p | N , i l e x i s t e u n e i n j e c t i o n de E ^ d a n s ( Z / N Z ) . 

N o u s d é m o n t r o n s c e t t e p r o p o s i t i o n l o r s q u e p = 0 . Pour p > 0 , 

n o u s d o n n o n s u n e i d é e d e l a d é m o n s t r a t i o n e n ( 4 . 3 . 2 ) , e t r e n v o y o n s l e 

l e c t e u r à ([3 1 J , 3 , 4 o u [5 ] , 7 ) . 

• S i K / Q e s t f i n i , o n p e u t p l o n g e r K e t K d a n s CD , e t 

a l o r s E ^ e s t un s o u s - g r o u p e de E j ^ ® ) ( ° n n o t e ^ j ^ ^ ) ^ e g r o u p e d e s 

p o i n t s d e E , d é f i n i s s u r (C , don t l ' o r d r e d i v i s e N ) . C o m m e E ( ( C ) = CC/L 

- 1 2 
pour un r é s e a u L , E ^ ( ( E ) = N L / L e s t i s o m o r p h e à ( Z / N Z ) . Or E N ( ( D ) 

e s t s t a b l e par t o u t K - a u t o m o r p h i s m e de (D ; a i n s i , un p o i n t q u e l c o n q u e 

de Ejyj(Œ) n ' a q u ' u n n o m b r e f i n i de c o n j u g u é s s u r K . d o n c c e p o i n t e s t 

a l g é b r i q u e su r K . En c o n c l u s i o n , t o u t p o i n t de E N ( ( D ) e s t d a n s E(K) , 
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d o n c E N = E (Œ) - ( Z / N Z ) 2 . 

S i K / Q n ' e s t p a s f i n i , o n n e p e u t p a s t o u j o u r s p l o n g e r K d a n s 

2 3 2 
(C . S o i e n t : y + a^xy + a 3 y = x + a 2 x + a 4 x + y l ' é q u a t i o n d e E ; P 

un p o i n t de E ; ( x , y ) l e s c o o r d o n n é e s d e P . N o t o n s K' l e c o r p s 

JN P P 

^ ' a l ' V V a 4 a 6 , X p / Y p ^ : c ' e s t u n e e x t e n s i o n f i n i e de Q e t P Ç E ( K ' ) . 

A i n s i , d ' a p r è s c e q u i p r é c è d e , P e s t d a n s E

N ( ( C ) . L à e n c o r e , 
E N ~ E N ( C C ) " ( Z / N Z ) 2 • m 

4 . 1 . 2 . S o u s - g r o u p e s c y c l i q u e s d ' o r d r e f i n i . S o i t C un s o u s - g r o u p e f i n i 

c y c l i q u e d ' o r d r e N d e E . N o u s d i r o n s q u e C e s t d é f i n i s u r K s ' i l 

e s t g l o b a l e m e n t i n v a r i a n t pa r t o u t a u t o m o r p h i s m e d e K/K . 

4 . 1 . 3 . P r o b l è m e s . E t a n t d o n n é K , pour q u e l l e s v a l e u r s d e N e x i s t e -

t - i l u n e c o u r b e e l l i p t i q u e E s u r K c o n t e n a n t un p o i n t P ( r e s p . un s o u s -

g r o u p e c y c l i q u e C ) d ' o r d r e N d é f i n i s u r K ? N o u s é t u d i e r o n s s u r t o u t l e 

s e c o n d d e c e s p r o b l è m e s . D e u x c o u p l e s ( E , C ) e t ( E ' , C ) d é f i n i s s u r K 

s o n t d i t s K - i s o m o r p h e s s ' i l e x i s t e un K i s o m o r p h i s m e | d e E s u r E ' 

t e l q u e \|f(C) = C . L ' e n s e m b l e d e s c l a s s e s d e K - i s o m o r p h i s m e d e c o u p l e s 

( E , C ) d é f i n i s s u r K e s t n o t é Y (N)(K) . 
o 

4 . 2 . E X E M P L E K = (C . 

A l o r s E s ' i d e n t i f i e à (C/L , e t i l e s t p o s s i b l e de c h o i s i r u n e 

b a s e d e L t e l l e 3 u e c = n " Z u , 2 / / L ' D e m ê m e ' E ' = 

o ù L ' = ï o ) ' e » u ) ^ e t C = ^ Z o j ^ / L ' . 

4 . 2 . 1 . PROPOSITION . S o i t r (N) = { ( a *?) ç r / c = 0 (mod N ) } . A l o r s 
o c a 

Y (N)«C) - F ( N ) \ » . 
o o 

• L e s c o u r b e s E e t E ' s o n t (C i s o m o r p h e s s i e t s e u l e m e n t s i i l 

e x i s t e un c o m p l e x e a t e l q u e a L = L ' . M a i s a l o r s { a w ^ a u ^ } e t 

fu ) ! , /U)ô î s o n t d e u x b a s e s de L ' , d o n c ( c f . l e m m e 2 . 1 . 8 ) i l e x i s t e u n e 
1 2 1 

m a t r i c e v = ( a 6 r t e l l e q u e ( a = v ^ . 1 ) • C e c i é t a n t r é a l i s é , 
Y c d a 0)2 œ 2 
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l ' i m a g e de C e s t é g a l e à C , s i et s e u l e m e n t s i l e s s o u s - g r o u p e s de E ' 

uu2 cuû +duû  tu^ 
e n g e n d r é s par a ~ = ^ e t — s o n t l e s m ê m e s . C e c i é q u i v a u t à : 

c = 0 (mod N) . a 

4 . 2 . 2 . P o s o n s X (N)(Œ) = F (N) \H ; a u t r e m e n t d i t ( c f . 2 . 2 . 1 ) X (N)((C) 
o o o 

e s t l a r é u n i o n de Y (N)((D) e t d e s p o i n t e s ; c ' e s t u n e s u r f a c e d e R i e m a n n 
° _ 

c o m p a c t e , e t l e r e v ê t e m e n t X q ( N ) ( ( D ) • r\îi e s t d e d e g r é [nr ( N ) ] . 

L a f o r m u l e de R i e m a n n - H u r w i t z p e r m e t d e c a l c u l e r l e g e n r e g (N) de 
^/v^ o 

X o (N) (CC) , s a c h a n t q u e l e g e n r e de r \M e s t n u l . 

PROPOSITION. L e g e n r e d e X (N)«D) e s t é g a l à : 

g Q ( N ) = 1 + | V 1 2 - | a 2 / 4 - ^ / 3 - Q q / 2 , 

( T T ( l + ( ^ ) ) s i 4 ^ N 

o ù ^ = n n a + £> ; ^ = p | N 

1 \ 0 s i n o n 

) P | N
 ilA 

= ; o = Z cp((d, d ) ) . 
I n ° d l N 
\ 0 s i n o n 1 

D a n s c e t é n o n c é , p d é s i g n e un n o m b r e p r e m i e r , cp l a f o n c t i o n 

i n d i c a t r i c e d ' E u l e r , e t (p) l e s y m b o l e d e L e g e n d r e ; o n t r o u v e d a n s [ 3 3 ] , 

p a r e x e m p l e , l a d é f i n i t i o n e t l e c a l c u l de c e s e x p r e s s i o n s . E n p a r t i c u l i e r , 

o n a : f^) = 0 s i p = 2 , C ~ ) = 1 s i p = 1 (mod 4 ) , ( ^ ) = - l s i p = 3 ( m o d 4) ; 
o - 3 - 3 

e t ( - ^ ) = 0 s i p = 3 , ( — ) = 1 s i p = Krnod 3) , ( — ) = - 1 s i p = 2 ( m o d 3) . 

• L a p r o p o s i t i o n s e d é m o n t r e e n 2 t e m p s : 

D ' a b o r d , s i G e s t un s o u s - g r o u p e de r d ' i n d i c e f i n i , n o t o n s ^ 

l ' i n d i c e d e G d a n s T , ( r e s P - 1^3) I e n o m b r e de p o i n t s a u - d e s s u s d e i 

( r e s p . d e p ) d a n s l e r e v ê t e m e n t G\U > T\U , e t a l e n o m b r e d e s 
o 

p o i n t e s de G \ j t . L a f o r m u l e de R i e m a n n - H u r w i t z d o n n e a l o r s l e g e n r e g 
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d e G \ J i p a r : g = 1 + p / 1 2 - ^ / 4 - ^/3 - O q / 2 . 

E n s u i t e , o n c a l c u l e \± , \i , |_i , a , l o r s q u e G = r ( N ) . 
ù O o o 

Pour u n e d é m o n s t r a t i o n d é t a i l l é e , v o i r ( [ 4 3 ] , p r o p o s i t i o n s 1 . 4 0 e t 1 . 4 3 ) . • 

4 . 2 . 3 . L o r s q u e N e s t p r e m i e r , l a f o r m u l e d o n n a n t g Q ( N ) e s t p a r t i c u l i è 

r e m e n t s i m p l e . 

COROLLAIRE. S i N e s t p r e m i e r , l e g e n r e d e X Q ( N ) ( C D ) e s t é g a l à : 

( s i 1 2 f N - l 

G ( N ) = 

/ R N + l , , H , • 10ITVT i 

I [ T 7 ] " 1 = 1 T " 1 ^ 1 2 I N _ 1 • 

• E n e f f e t , u = N + l e t a = 2 , d ' o ù 
o 

N + l ^ 2 ^ 3 

g o ( N ) = TT ~ T - T 
o n v é r i f i e ,que g (2 ) = g ( 3 ) = 0 , p u i s o n s u p p o s e N ^ 2 , 3 ; a l o r s JJL 

O O Là 

e t \i n e p e u v e n t p r e n d r e q u e l e s v a l e u r s 0 o u 2 , c e g u i d o n n e pour 
/« T \ . . N + l N + l 1 N + l 1 N + l ^ 

G (N) l e s v a l e u r s : , - J / " J ' ~\2 " • ° r g

0

 e S 

e n t i e r , e t l e s 3 p r e m i è r e s v a l e u r s , l o r s q u ' e l l e s s o n t e n t i è r e s , v a l e n t • 

E n f i n l a q u a t r i è m e v a l e u r c o r r e s p o n d à = j j = 2 c ' e s t - à - d i r e 

n / j o x , X . i R N + 1 - , N - l . N + l 7 N - l , 
N - 1 = 0 (mod 3 e t 4) , e t a l o r s t ^ y J = a l o r s q u e "5 = ~~\2~ " 

4 . 3 . I S O G E N I E S . 

S o i e n t E e t E ' d e u x c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K , X un h o m o m o r -

p h i s m e de E d a n s E ' . 

4 . 3 . 1 , PROPOSITION. L e s t r o i s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s s o n t é q u i v a l e n t e s : 

(I) \ / 0 ; 

( I I ) K e r \ e s t f i n i ; 

( I I I ) \ e s t s u r j e c t i f . 
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U n h o m o m o r p h i s m e X v é r i f i a n t c e s t r o i s p r o p r i é t é s e s t a p p e l é u n e 

i s o q é n i e d e E d a n s E 1 . 

• L a p r o p o s i t i o n v i e n t du f a i t q u e t o u t e c o u r b e e l l i p t i q u e e s t une 

v a r i é t é a b é l i e n n e de d i m e n s i o n 1 . m 

S o i e n t un h o m o m o r p h i s m e d e E d a n s E ' , K(E) ( r e s p . K ( E ' ) ) 

l e s c o r p s d e f o n c t i o n s de E ( r e s p . E ' ) . A l o r s f i n d u i t un h o m o m o r p h i s m e 

f* de K ( E ' ) d a n s K(E) . A p p e l o n s d e g r é de f l e d e g r é de l ' e x t e n s i o n 

K ( E ) / f * ( K ( E ' ) ) , e t d i s o n s q u e f e s t s é p a r a b l e ( r e s p . i n s é p a r a b l e ) s i c e t t e 

e x t e n s i o n e s t s é p a r a b l e ( r e s p . i n s é p a r a b l e ) . D é f i n i s s o n s de m ê m e l e s d e g r é s 

d e s é p a r a b i l i t é e t d ' i n s é p a r a b i l i t é de f , n o t é s r e s p e c t i v e m e n t (deg f) e t 

(deg f) e t é g a u x r e s p e c t i v e m e n t au d e g r é d e s é p a r a b i l i t é e t d ' i n s é p a r a b i l i t é 

d e K ( E ) / f * ( K ( E ' ) ) . A l o r s , l ' i m a g e r é c i p r o q u e p a r f d e c h a q u e p o i n t d e E ' 

c o n t i e n t (deg f) p o i n t s , c h a c u n é t a n t a f f e c t é d ' u n e m u l t i p l i c i t é é g a l e à 

(deg f) ( l a s t r u c t u r e de g r o u p e d e E ' e m p ê c h e g u ' i l y a i t d e s p o i n t s de 

r a m i f i c a t i o n ) . E n p a r t i c u l i e r , l ' o r d r e de Ke r f e s t é g a l à (deg f) 
s 

4 . 3 . 2 . E x e m p l e s : M u l t i p l i c a t i o n pa r N . N o t o n s N l ' e n d o m o r p h i s m e 

" m u l t i p l i c a t i o n pa r N " s u r E . 

PROPOSITION. L a m u l t i p l i c a t i o n p a r N e s t u n e i s o g é n i e d e E de 
2 

d e g r é N 

• S i E e s t d é f i n i e s u r un c o r p s K de c a r a c t é r i s t i g u e n u l l e , n o u s 

a v o n s vu e n ( 4 . 1 . 1 ) g u e E ^ ( c ' e s t - à - d i r e l e n o y a u de N ) e s t i s o m o r p h e 

à ( Z / N Z ) 2 ; d o n c N e s t de d e g r é N 2 . 

S i E e s t d é f i n i e s u r un c o r p s K d e c a r a c t é r i s t i g u e p n o n n u l l e , 

i l f au t é c r i r e e x p l i c i t e m e n t l e s f o r m u l e s d e m u l t i p l i c a t i o n p a r N e n c a r a c 

t é r i s t i g u e n u l l e , v o i r q u ' e l l e s s e r é d u i s e n t b i e n ( m o d u l o p) e t c a l c u l e r l e 

d e g r é d e l ' e x t e n s i o n K ( E ) / N * ( K ( E ) ) ( c f . [ 3 1 ] 3 . 4 e t [ 4 ] ) . n 

COROLLAIRE. (On r e t r o u v e l a p r o p o s i t i o n ( 4 . 1 . 1 ) ) . S i p ^ N , l e g r o u p e 

2 2 
E e s t i s o m o r p h e à ( Z / N Z ) ; s i p | N , c ' e s t un s o u s - g r o u p e d e ( Z / N Z ) 
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• E n e f f e t , E = K e r ( N ) , e t l ' o r d r e d e E . T e s t é g a l à (deg N) . • 
IN JM S 

4 . 3 . 3 . I s o q é n i e s e t s o u s - g r o u p e s . 

PROPOSITION. S o i e n t E , E ' , d e u x c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K . I l y 

a u n e b i j e c t i o n e n t r e l e s i s o q é n i e s \ de. E d a n s E ' d é f i n i e s su r K s e p a 

r a b l e s d e d e g r é m , e t l e s s o u s - g r o u p e s F d e E , r a t i o n n e l s s u r K 

d ' o r d r e m , c e t t e b i j e c t i o n é t a n t d é f i n i e pa r : F = K e r X . 

m S o i t X : E - E ' u n e i s o g é n i e d é f i n i e s u r K ( c e l a s i g n i f i e q u e 

E , E ' e t X , s o n t d é f i n i s s u r K ) . S u p p o s o n s X s e p a r a b l e . A l o r s Ke r A. 

e s t un s o u s - g r o u p e d e E d ' o r d r e d e g X . L e g r o u p e d e G a l o i s d e K/K. 

a g i t su r X(E) p a r : ( \ ( p ) ) a = X ° ( p a ) . M a i s X° = X p u i s q u e X e s t 

d é f i n i s u r K , d o n c (Ker x)° = Ker X. e s t un s o u s - g r o u p e d e E r a t i o n n e l 

s u r K . 

R é c i p r o q u e m e n t , s o i t F un s o u s - g r o u p e d e E r a t i o n n e l s u r K . 

M o n t r o n s q u ' a l o r s E ' = E / F e s t u n e c o u r b e e l l i p t i q u e su r K , e t q u e l a 

p r o j e c t i o n c a n o n i q u e X : E — • E ' e s t u n e i s o g é n i e d é f i n i e su r K d e 

n o y a u F . L e s o u s - g r o u p e F d e E a g i t s u r K(E) pa r t r a n s l a t i o n : 

s i a ç F , f Ç K(E) , p o s o n s a f ( x ) = f ( x - a ) pour t o u t x € E . D é f i n i s s o n s 

l e s f o n c t i o n s X e t Y d e K(E) p a r : X ( M ) = E x ( M - a ) , Y ( M ) = £ y ( M - a ) , 

a § F aÇF 

p o u r t o u t M Ç E . E n f a i t , X e t Y s o n t d a n s K ( E ) F , e t X ( r e s p . Y ) a 

un p ô l e d ' o r d r e 2 ( r e s p . 3 ) e n t o u t p o i n t d e F , d o n c d e g ( X ) = 2d e t 

d e g ( Y ) = 3 d , s i d = #F ; o n e n d é d u i t : [K(E) : K ( X ) ] = 2d , 

[ K(E) : K ( Y ) ] = 3 d , [ K ( E ) : K ( X , Y ) ] = d . Or [ K ( E ) : K ( E ) F ] = * F = d , 

d ' o ù K ( E ) F = K ( X , Y ) . 

— F 

O n p e u t m o n t r e r q u e K(E) e s t un c o r p s de f o n c t i o n s a l g é b r i q u e s 

s u r K d e g e n r e 1 , e t q u e l ' é q u a t i o n l i a n t X e t Y e s t c e l l e d ' u n e c o u r b e 

e l l i p t i q u e ( c f . [ 4 9 ] e t [ 5 0 ] ) . • 

COROLLAIRE. L ' e n s e m b l e Y Q ( N ) ( K ) peu t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e l ' e n s e m b l e  

d e s c l a s s e s d e K - i s o m o r p h i s m e d e t r i p l e t s (E , E ' A r E - E ' ) d ' i s o g é n i e s d é f i 

n i e s s u r K à n o y a u c y c l i q u e d ' o r d r e N . 



- 4 0 -

4 . 4 . A C C O U P L E M E N T DE W E I L . 

S o i t .K un c o r p s é g a l à (C ou à un c o r p s l o c a l . S u p p o s o n s N 

p r e m i e r à l a c a r a c t é r i s t i q u e de K . 

4 . 4 . 1 . THEOREME. I l e x i s t e une f o n c t i o n e ^ : E x E ^ > v é r i f i a n t 

l e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : 

( i ) e ^ e s t b i l i n é a i r e ; 

( i i ) e ^ e s t a l t e r n é e , c ' e s t - à - d i r e e ^ ( s , t ) = e ^ ( t , s ) * ; 

( i i i ) é t a b l i t u n e d u a l i t é , c ' e s t - à - d i r e e ^ ( s , t ) = 1 pour t o u t s 

s i e t s e u l e m e n t s i t = 0 ; 

( i v ) e N ( s , t ) G = e N ( s G , t a ) pour t o u t a e G a l ( K / K ) . 

( c f . [ 4 3 ] , p r o p o s i t i o n 4 . 2 ) . 

• D é f i n i s s o n s e^ T : s o i e n t t Ç E . T e t t ' ç E 9 t e l q u e Nt ' = t 
N N 

( l a m u l t i p l i c a t i o n pa r N e s t s u r j e c t i v e ) , e t s o i e n t l e s d i v i s e u r s 

D = N( t ) - N ( 0 ) e t D ' = T ( t ' + u ) - E (u) . D ' a p r è s l e c r i t è r e d ' A b e l 

U € E N U 6 E N 

( 2 . 4 e t 3 . 2 ) i l e x i s t e d e u x f o n c t i o n s f t e t g d a n s K(E) d e d i v i s e u r s 

(f ) = D e t (g ) = D 1 . L a f o n c t i o n f o N d é f i n i e p a r f o N ( x ) = f (Nx) 

a pour z é r o s l e s p o i n t s x t e l s q u e N x = t e t pour p ô l e s l e s p o i n t s x 

t e l s q u e N x = 0 , c e s z é r o s e t p ô l e s é t a n t d ' o r d r e N , d o n c s o n d i v i s e u r 

e s t (f . N ) = N L ( t ' + u ) - N L u = N D ' = (gj*) . Q u i t t e à m u l t i p l i e r g 
U € E N U € E N N 

p a r une c o n s t a n t e , n o u s o b t e n o n s : f t ( N x ) = g^(x) pou r t o u t x d e E . 
S o i t s € ; a l o r s g t ( x + s ) N = f t ( N ( x + s ) ) = f t ( N x ) = g t ( x ) N , d o n c i l 

e x i s t e e ( s , t ) € m t e l q u e g t ( x + s ) = e ^ ( s , t ) g t ( x ) q u e l q u e s o i t x € E . 

M o n t r o n s q u e v é r i f i e l e s p r o p r i é t é s du t h é o r è m e : 

( i ) g t ( x + s 1 + s 2 ) = e ( s 1 + ^ , t ) g t ( x ) = e ( s ^ O g ^ x + S j ) = e ( s ^ , t ) e ( s ^ t j ^ f c ) 

pour t o u t x , d o n c e s t l i n é a i r e par r a p p o r t à l a 1 è r e v a r i a b l e , 

(f ) = N( t + U - N ( 0 ) 

= ( N ( t 1 ) - N ( 0 ) ) + ( N ( t 2 ) - N ( 0 ) ) + N ( ( t 1 + t 2 ) - ( t ^ - ( t 2 ) + ( 0 ) ) 

= (f ) + (f ) + N(h) 

1 h 
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d ' a p r è s l e c r i t è r e d ' A b e l , d o n c , q u i t t e à m u l t i p l i e r h pa r une c o n s t a n t e , 

n o u s a v o n s f = f f .h , d ' o ù g (x) = g (x) . g (x ) . h ( N x ) 

1 2 1 2 1 2 r i 2 

A p p l i q u a n t c e c i à x + s , c o m m e h ( N ( x + s ) ) = h ( N x ) , n o u s v o y o n s q u e 

e N ^ S , t l + t 2 ^ = e N ^ S / t l ^ + e N ^ S / t 2 ^ ' A i n s l e N e s t b i l i n é a i r e -

( i i ) C o m m e e ^ e s t b i l i n é a i r e , i l s u f f i t d e m o n t r e r q u e e ^ ( t , t ) = 1 

pou r t o u t t ç e t d ' u t i l i s e r : e ^ ( s + t , s + t ) = e ^ ( s , s ) . e ^ ( t , t ) . e ^ ( s , t ) . e ^ ( t , s ) 

p o u r m o n t r e r ( i i ) . C o n s i d é r o n s l a f o n c t i o n : 

y » • f t ( y ) . f t ( y - t ) . . . f t ( y - ( N - l ) t ) . 

E l l e a p o u r d i v i s e u r N ( ( t ) - ( 0 ) + ( 2 t ) - ( t) + . . . + (Nt) - ( ( N - l ) t ) ) = 0 , d o n c 

e l l e e s t c o n s t a n t e . P o s o n s t = Nt ' , y = N x , e t c o n s i d é r o n s l a r a c i n e 

e m e 1^ 
N d e l a f o n c t i o n , e n u t i l i s a n t : g^ (x ) = f^(y) : l a f o n c t i o n c o n t i n u e 

x j > g^ (x ) , g t ( x - t ' ) . . , g t ( x - ( N - l ) t ' ) e s t c o n s t a n t e . En p a r t i c u l i e r , e l l e a l a 

m ê m e v a l e u r e n x e t e n x - f , c e q u i m è n e à : g t ( x ) = g t ( x - N t ' ) = g ^ x - t ) 

c ' e s t - à - d i r e e ^ O ^ t ) = 1 . 

( i i i ) S i e N ( s , t ) = 1 pour t o u t s , c ' e s t - à - d i r e g t ( x + s ) = g t ( x ) 

E N 
c e l a s i g n i f i e q u e g € K(E) = K ( E / E ^ ) = K ( N E ) ( c f . 4 . 3 . 3 ) . A u t r e m e n t 

d i t , i l e x i s t e h Ç K(E) t e l q u e g (x ) = h ( N x ) , d ' o ù f (Nx) = h ( N x ) N , e t 

1 

l e d i v i s e u r d e h e s t d o n n é pa r : (h) = ^ ( f ^ . ) = (t) - ( 0 ) , c e q u i n ' e s t 

p o s s i b l e q u e s i t = 0 ( c r i t è r e d ' A b e l ) . 

( iv ) p r o v i e n t de l a d é f i n i t i o n de e ^ e t d e l a p r o p r i é t é : 

(g ( x ) ) Q = g ( x a ) . . 
t t a 

4 . 4 . 2 . COROLLAIRE. L e c o r p s K ( m ^ ) e s t c o n t e n u d a n s K(E ) , e t l e  

d i a g r a m m e s u i v a n t e s t c o m m u t a t i f : 

G a l ( K ( E N ) / K ) ^ s t r i c t i o n > G a l ( K ( ^ ) / K ) 

A u t ( E N ) d é t e r m i n a n t > № / N Z ) , 
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• L ' a p p l i c a t i o n e s t s u r j e c t i v e , d ' a p r è s ( i i i ) ; o r e ^ ( s , t ) a = e ^ ( s , t ) 

s i a 6 G a l ( K / K ( E ^ T ) ) ; a i n s i m c K ( E

N ) • E n f a i t , e ^ d é f i n i t un i s o m o r -

2 
p h i s m e de A su r , d o n c e ^ c o r r e s p o n d a u d é t e r m i n a n t . • 

4 . 4 . 3 . A p p l i c a t i o n . 

PROPOSITION. L e g r o u p e d e s p o i n t s d e t o r s i o n d é f i n i s s u r Q u n e  

c o u r b e e l l i p t i q u e s u r CD e s t o u b i e n c y c l i q u e , ou b i e n é g a l a u p rodu i t d e 

Z / 2 Z pa r un g r o u p e c y c l i q u e . 

• En e f f e t , l e g r o u p e de t o r s i o n d e E ( K ) e s t é g a l à : 

E ( K ) T 0 R = I I E ( K ) o ù p p a r c o u r t l ' e n s e m b l e d e s n o m b r e s p r e m i e r s ; e t 
J P 
P _ 2 

d ' a u t r e pa r t E ( Q ) c: E ( Q ) - ( Z / p Z ) . S u p p o s o n s q u e E ( Q ) E ( Q ) . 
P P _ P P 

D ' a p r è s l e c o r o l l a i r e ( 4 . 4 . 2 ) , Q(m ) c Q(E ) ; o r E = E ( Q ) pa r d é f i n i -
P P P P 

t i o n , d o n c n o t r e h y p o t h è s e i m p l i q u e : Q ( | i ) c Q(E(C?) ) c ' e s t - à - d i r e 
P P 

Q(ja ) c Q : c e n ' e s t p o s s i b l e q u e s i p = 2 . A i n s i E ( Q ) e s t t r i v i a l o u 
P ^ 2 

i s o m o r p h e à Z / p Z s i p ^ 2 , e t p e u t ê t r e i s o m o r p h e à ( Z / 2 Z ) s i 

p = 2 . • 

5 . COURBES MODULAIRES 

5 . 1 . X ( N ) ET X ( N ) . 
o 

5 . 1 . 1 . R a p p e l o n s q u e Y Q ( N ) ( K ) e s t l ' e n s e m b l e d e s c l a s s e s d e K - i s o m o r -

p h i s m e de c o u p l e s ( E , C ) o ù E e s t u n e c o u r b e e l l i p t i q u e s u r K e t C 

un s o u s - g r o u p e c y c l i g u e d ' o r d r e N d e E d é f i n i s u r K . 

a b 
S i r ( N ) = f ( , ) 6 T / c = 0 (mod N ) } n o u s a v o n s vu g u e 

o c a 

Y (N)(CD) =- r ( N ) \ H , e t q u ' e n a j o u t a n t l e s p o i n t e s n o u s o b t e n o n s u n e s u r -
o o 

f a c e de R i e m a n n c o m p a c t e r (N)\w n o t é e X (N)(CC) . 

o o 



- 4 3 -

è m e 
5 . 1 . 2 . F i x o n s une r a c i n e N d e l ' u n i t é f d a n s K(n T ) . D é f i n i s s o n s 

JM N 

Y(N) (K) c o m m e l ' e n s e m b l e d e s t r i p l e t s ( E , P , Q ) o ù E e s t une c o u r b e 

e l l i p t i q u e s u r K , P e t Q d e u x p o i n t s d e E t e l s q u e Q € E(K) , 

P 6 E ( K ( ^ N ) ) e t e N ( P , Q ) = C N . 

S o i t r (N) = { ( a b,) e T / ( A b = 1 (mod N ) } (où 1 = (Î ? ) e s t 
c d c d 0 1 

l ' i d e n t i t é d a n s r) . I l e s t f a c i l e d e v é r i f i e r ( c o m m e e n ( 4 . 2 . 2 ) ) q u e 

Y(N)((C) ^ r(N)\y , e t de m ê m e F (N) \ î J e s t une s u r f a c e de R i e m a n n c o m p a c t e , 

n o t é e X(N)((D) . 

5 . 2 . F O N C T I O N S DE W E B E R ( c f . [ 4 3 ] , 4 . 5 ) . 

5 . 2 . 1 . DEFINITION . S o i e n t K un c o r p s d e c a r a c t é r i s t i q u e p d i f f é r e n t e 

d e 2 o u 3 N un e n t i e r z 2 e t p r e m i e r à p , E u n e c o u r b e e l l i p t i q u e 

s u r K d o n n é e pa r s o n é q u a t i o n d e W e i e r s t r a s s : 

2 3 c 4 C 6 
y = X " 4 8 X " 8 6 4 ( c f - 1 ; 1 ' 3 ) ' 

3 2 
c 4 ° 6 

R a p p e l o n s q u e l e d i s c r i m i n a n t d e E e s t A = ^ 0 e t q u e l ' i n v a r i a n t 
c 4 1 2 

d e E e s t j = — . E n f i n , l a p r o p o s i t i o n ( 1 . 2 . 2 ) d é t e r m i n e Àut (E) : n o u s 
A 3 3 

a v o n s Aut(E) - | i o ù 1 = 1 s i j f 0 , 12 , i = 2 s i j = 12 , 

i = 3 s i j = 0 . P o s o n s , pour t o u t P d e E : 

2 2 
m x ( P ) c . c m x ( P ) c 

f ( 1 ) ( P ) = — O f f ( 2 ) ( P ) = — — 4 
A A 

, . x ( P ) 3 c 

f ( 3 ) (P) = ~ ^ - 6 . 

( i ) è m e 
L a f o n c t i o n f a p p a r t i e n t à K(E) . O n l ' a p p e l l e l a i f o n c t i o n de W e b e r 

d e E , e t o n l a n o t e p a r f o i s f ^ . E l l e e s t p a i r e c a r x e s t p a i r e . 

5 . 2 . 2 . P r o p r i é t é s , 

( i ) L o r s q u e Aut (E) - yx , o n a f ^ ( P ) = f ^ ( P ' ) s i e t s e u l e m e n t 

s i P = otP' pour un a € Aut (E) . 
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• N o t o n s x , y , x ' , y ' l e s c o o r d o n n é e s x ( P ) , y ( P ) , x ( P ' ) , y ( P ' ) , 

d e P e t P ' , q u i s o n t l i é e s pa r : 

!

2 3 ° 4 C 6 

y = x " 4 T x - " i i T 

,2 ,3 C 4 , C 6 

Y = X " i ? x " 8 6 4 • 
A l o r s f ^ ( P ) = f ^ ( P ' ) s i e t s e u l e m e n t s i = x ' * , c e q u i d o n n e : 

2 ,2 3 , 3 
( x = x 1 ( X = x n ( X = X A 

2 ,2 3 1 1 = 1 ' 4 ,4 3 1 1 = 2 ' 2 ,2 3 1 1 = 4 • ' 
( y - y ( y - y < y - y 

( i i ) S o i e n t E e t E ' d e u x c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K , e t X un 

K - i s o m o r p h i s m e d e E s u r E ' . A l o r s fi^°X = i^} pour i = 1 , 2 , 3 . 

2 3 C 4 C 6 
• S o i t y = x - 7 7 X - — 7 l ' é q u a t i o n d e E ' . D ' a p r è s ( 1 . 2 . 1 ) 

4 8 8 6 4 3 

l ' i s o m o r p h i s m e X. e s t d e l a f o r m e : \{x) = u x , A. (y) = u y , pour un u 

d a n s K* ( l e s n o m b r e s r , s , t d e l a f o r m u l e (4 ) s o n t n u l s p u i s q u e l e s 
4 

2 c o u r b e s s o n t d é f i n i e s pa r l e u r é q u a t i o n d e W e i e r s t r a s s ) . A l o r s c ' = u c . , 

6 12 
c ' = u c r / A1 = u A / e t l a p r o p r i é t é ( i i ) s e d é d u i t d e l a d é f i n i t i o n 

b b 
d e s f ( i ) . • 

5 . 3 . INTERPRETATION G E O M E T R I Q U E . 

5 . 3 . 1 . DEFINITION. J u s q u ' à l a f i n de c e p a r a g r a p h e , N e s t un e n t i e r :> 2 , 

K e s t é g a l à (D e t E à C / L , o ù L = Z u u © Z u u 9 e t T = uu / u u 9 € Ji ; 
1 Z 1 z 

a i n s i L = { a o ) 1 + b u ) 2 | ( a , b ) € Z : } , NL = { a u ^ + b u ^ | ( a , b ) € N Z } , e t 

E N - L / N L - ( 2 / N Z ) 2 . 

2 
Pour t o u t ( a , b ) 6 { 0 , 1 , . . . , N - 1 } - { ( 0 , 0 ) } , p o s o n s 

f ! ^ , x e s t b i e n f o n c t i o n de T , g r â c e a u x p r o p r i é t é s d ' h o m o g é n é i t é d e s f ^ 
( a , b ) 

E U e v é r i f i e l e s p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : 
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( i ) b ) | Y =

 b ) pour t o u t y € T s i ( a , b ) y d é s i g n e l e p rodu i t 
o ' Y 

m a t r i c i e l d e ( a b ) par y . 

( i i ) f j^ b ) = fj^ b s i ( a , b ) = ± ( a ' , b ' ) (mod N Z 2 ) . 

5 . 3 . 2 . PROPOSITION. L a f o n c t i o n , x e s t u n e f o n c t i o n m o d u l a i r e de p o i d s 
( a , b ) * 

z é r o pour l e g r o u p e r ( N ) , e t s o n d é v e l o p p e m e n t de F o u r i e r e s t à c o e f f i c i e n t s  

d a n s Q ( £ N ) . 

• C ' e s t une f o n c t i o n h o l o m o r p h e d a n s jt d ' a p r è s s a d é f i n i t i o n 

( r a p p e l o n s q u e A / 0 d a n s u) . S i y 6 r (N) , i . e . y^r e t y = ± 1 

(mod N) ( c f . 5 1.2), o n a , . I y = f , ( l )

 u N e t ( a , b ) Y = ± ( a , b ) 

( a , b ) ' Q (a,b)y 

(mod N Z 2 ) , d o n c f ! ^ K v I y = f ! ^ , v . E n f i n , l e d é v e l o p p e m e n t de F o u r i e r 

d e x = p ( c f . 2 , 5 . 1 ) d o n n e c e l u i d e f , , * . Pa r e x e m p l e pour i = 1 : 
(a , b ) 

m , T , u V T ) . E ( T ) 

r 1 , q ^ mn , nb n a / N , - n b - n a / N o m / 1 , ^ / n n 

= [ T i + 7 ^ + S n q ( ^ N q + £ N q - 2 ) ] ( q + * ( q ) ) 
( 1 - q ) n , m ^ l 

o ù R ( q ) e Z [ q l e t a < N . D o n c fS^Or) € Q ( C M ) ( ( q 1 / ' N ) ) . Or l a v a r i a b l e 
l a , D; JNI 

l o c a l e e n œ pour r ( N ) \ j i e s t q o ù m e s t l ' i n d i c e de r a m i f i c a t i o n 

d e r ( N ) \ î l s u r f"\îi e n oo , c ' e s t - à - d i r e l e p l u s p e t i t e n t i e r t e l q u e 

1 m ( 1 ) 
L , ) € r ( N ) : d o n c m = N e t f , . x e s t m é r o m o r p h e à l ' i n f i n i ; pa r c o n j u -
0 1 ( a , b ; 

g a i s o n , e t d ' a p r è s l a f o r m u l e ( i ) f , . x e s t m é r o m o r p h e a u x a u t r e s p o i n t e s de 
— ( a , b ) 

r ( N ) \ } t . U n r a i s o n n e m e n t a n a l o g u e p e r m e t de c o n c l u r e pour i = 2 e t 3 . • 

f ( i ) ( T ) 
R e m a r q u e : l e d é v e l o p p e m e n t de F o u r i e r d e ( a — e s t d a n s 

Q ( c N ) [ [ q 7 U • 

5 . 3 . 3 . DEFINITION. C h e r c h o n s d e s f o n c t i o n s a n a l o g u e s pour T (N) : ( a , b ) 
o 

e t ( a ' , b ' ) é t a n t d i t s é q u i v a l e n t s s i l e s s o u s - g r o u p e s 

auu +buu a 'uu +b 'uu 

d ' o r d r e N d e E s o n t é g a u x , n o t o n s g ^ l e s f o n c t i o n s s y m é t r i q u e s é l é -
() 

m e n t a i r e s d e s f r e g r o u p é e s s e l o n l e s c l a s s e s d ' é q u i v a l e n c e d e ( a , b ) . 
( a , b ) 
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L ' i n d i c e k p a r c o u r t un c e r t a i n e n s e m b l e K l o r s q u e ( a , b ) p a r c o u r t un 

? 2 
s y s t è m e de r e p r é s e n t a t i o n d e Z Z / N Z 

5 . 3 . 4 . PROPOSITION\ La f o n c t i o n e s t une f o n c t i o n m o d u l a i r e de p o i d s z é r o  

pour l e g r o u p e F Q ( N ) , e t s o n d é v e l o p p e m e n t d e F o u r i e r e s t à c o e f f i c i e n t s d a n s Q 

m C ' e s t une c o n s é q u e n c e de l a p r o p o s i t i o n a n a l o g u e pour l e s f ! ^ 

( i ) ] 

( c f . 5 . 3 . 3 ) e t d e l a d é f i n i t i o n d e s g^ . o 

5 . 3 . 5 . N o u s p o u v o n s m a i n t e n a n t d é f i n i r d e u x a p p l i c a t i o n s : $ d e r (N) \M 

d a n s Œ M + 1 t e l l e q u e $ ( T ) = ( j ( t ) , f J ' } , , ( t ) ) , i £ { 1 , 2 , 3 } , 

2 K ' ' - M ' + l 
( a , b ) € [ 0 , 1 , . . . , N - 1 } - { ( 0 , 0 ) } ; e t ^ de r ( N ) \ M d a n s (D t e l l e q u e 

\ | i(T) = ( j ( î ) ( t ) ) / i e { 1 , 2 , 3 } , k Ç K ( M e t M ' é t a n t 2 e n t i e r s c o n v e n a -
K. 

b l e s ) . /.x /. \ 
f a b) ( T» "S<T> 

Aux p o i n t e s , p o s o n s $ ( t ) = ( 1 / . / / — ) / e t \ |/(t) = ( 1 , . x ) ( en 
J ( T ) J ( T ) 

r e m p l a ç a n t l e s f o n c t i o n s par l e u r s d é v e l o p p e m e n t s de F o u r i e r ) . C e l a p e r m e t 

d e p r o l o n g e r $ ( r e s p . \|i) e n u n e f o n c t i o n d e r ( N ) \ M ( r e s p . r (N) \ f t ) d a n s 

P ( r e s p . P ) ( e s p a c e s p r o j e c t i f s s u r (D) . 

5 . 3 . 6 . PROPOSITION. § ( r e s p . \|j) e s t un p l o n g e m e n t b i h o l o m o r p h e d e l a s u r 

f a c e de R i e m a n n r ( N ) \ i t ( r e s p . f ( N ) \ } t ) d a n s l ' e s p a c e p r o j e c t i f P M 

( r e s p . P ) . 

a D ' a p r è s c e g u i p r é c è d e , $ e t y s o n t h o l o m o r p h e s , y c o m p r i s 

a u x p o i n t e s . 

I n j e c t i v i t é d e § : s o i e n t T e t t ' d a n s U t e l s q u e l e u r s c l a s s e s 

m o d u l o r (N) a i e n t l a m ê m e i m a g e p a r $ ; c e l a s i g n i f i e : j ( t ) = j ( t ' ) , 

( ' ) ^ ( ' ) 
e t f , . At) = f , , x ( t ' ) pour t o u s i , a , b . S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e j ( t ) 6 (C 

( a , b ) ( a , b ) 

c ' e s t - à - d i r e q u e T e t t ' n e s o n t p a s d e s p o i n t e s . D ' a p r è s ( 2 . 1 . 8 ) , i l 

e x i s t e u n e m a t r i c e v € T t e l l e q u e v t = T 1 , d ' o ù f ! ^ , \ ( T ' ) = u x ( î ) 

( c f . 5 . 2 . 1 ) . A i n s i f ( i ) ( ^ ) = f ( i ) ( ^ I i ^ ) s i ( a ' , b ' ) = ( a , b ) Y ; d ' a p r è s 

( 5 . 1 . 2 ( 1 ) ) , i l e x i s t e un a u t o m o r p h i s m e a , d e E = OD/ZT0Z t e l q u e 
a , d 

( a b ) = ( a b ) y a u ( é c r i t u r e m a t r i c i e l l e ) . M o n t r o n s q u e a K e s t e n f a i t 
a , b a , d 
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i n d é p e n d a n t d e ( a , b ) . S o i e n t l e s c o u p l e s ( a , b ) , ( a ' , b ' ) e t 

( a " , b " ) = ( a , b ) + ( a ' , b ' ) . N o u s d e v o n s a v o i r l e s é g a l i t é s de m a t r i c e s s u i v a n t e s : 

(a"b") = a a „ / b „ ( a " b " ) Y = [ a a ^ ( a b ) + a a , ^ ( a ' b ' ) ] Y 

c ' e s t - à - d i r e : a „ U I I ( a " b " ) = a u ( a b ) + a , ( a ' b ' ) o u e n c o r e : 
a , d a , d a , d 

( a a „ b „ - a a b ) ( a " b " ) = ( a a , fal-a& b ) ( a ' b ' ) . L o r s g u e Aut E - m 2 ( T ^ i , p ) , 

l a d i f f é r e n c e e n t r e 2 a u t o m o r p h i s m e s d e E n e p e u t p r e n d r e q u e l e s v a l e u r s 

± 2 ou 0 . D o n c , o u b i e n a , = a , U l = a „ u „ / o u b i e n ( a " b " ) = ± ( a ' b ' ) 
a , D a , d a , d 

e t l e n o m b r e d e s c o u p l e s ( a , b ) e s t é g a l à 2 . Or l e n o m b r e d e s c o u p l e s 
2 2 

(a,b) e s t é g a l a u c a r d i n a l d e ( Z / N Z ) - { ( 0 , 0 ) } , c ' e s t - à - d i r e à N - 1 e t 

c e n o m b r e e s t ^ 3 d è s g u e N 2> 2 . D o n c a

a b

 = a e s t i n d é p e n d a n t de 

( a , b ) . L o r s q u e Aut E ^ ou m , l a d é m o n s t r a t i o n e s t p l u s l o u r d e m a i s 

l e r é s u l t a t e s t e n c o r e v r a i . A l o r s , l ' é g a l i t é (a b ) = (a b ) y a / v a l a b l e pour 

t o u t (a b ) , d o n n e ycx = 1 ; a i n s i y e s t d a n s Aut E , g u i e s t i s o m o r p h e 

o u g r o u p e d ' i s o t r o p i e d e r d a n s r\W • d o n c T ' = yT = T . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t g u e j ( r ) e s t i n f i n i , c ' e s t - à - d i r e g u e T e t 

T ' s o n t d e s p o i n t e s . L e d é v e l o p p e m e n t d e F o u r i e r d o n n e 

b 

/ Tô + Ï T 9 S 1 A = 0 

( i ) a / N b 1 2 ( l - d ) 

Ha.bV7' 1 x

 q C N x 0 , 2 / N , N , , 2 / N , 

J ( T ) = Î 2 +

 n a / N b , 2 + ° ( Q 1 S ( M O D ' Q } ' 
( 1 " q c N ) i 

1 2 S I A ^ ° 

A i n s i , l e s d i f f é r e n t e s v a l e u r s d e ( a , b ) t e l l e s g u e a = 0 c o r r e s p o n d e n t 

f ( a b ) ( T ) 

à d e s v a l e u r s d i s t i n c t e s de ^ / , [ — . Pa r c o n j u g a i s o n , i l e n e s t d e m ê m e 
J ( T ) 

pour t o u t e s l e s v a l e u r s d e ( a , b ) . A i n s i $ e s t i n j e c t i f ; l a d é m o n s t r a t i o n 

e s t a n a l o g u e pour . 
E n f i n , o n v é r i f i e g u e $ e t ^ s o n t b i h o l o m o r p h e s . • 

R e m a r q u e : C e t t e p r o p o s i t i o n g é n é r a l i s e c e g u ' o n a vu e n ( 2 . 2 ) : 

i l e x i s t e u n e r e p r é s e n t a t i o n c o n f o r m e d e r\W s u r (D , d é f i n i e par T j ( î ) / 

q u i e s t p r o l o n g é e pa r : » »-* <» e n u n e b i j e c t i o n b i h o l o m o r p h e de f\w s u r P . 

. • • / • • • 
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5 . 4 . C O U R B E S M O D U L A I R E S . 

5 . 4 . 1 . THEOREME. ( N * l ) Sur F (N) \ î l ( r e s p . r ( N ) \ j 0 e x i s t e une s t r u c t u r e 
o 

de c o u r b e a l g é b r i q u e non s i n g u l i è r e d é f i n i e s u r ^ ( C - ^ ) ( r e s p . su r Q) e t 

" c o m p a t i b l e " a v e c l a n o t i o n d e t r i p l e t ( r e s p . de p a i r e ) . 

C e t t e c o u r b e a l g é b r i q u e X(N)((D) ( r e s p . X (N)((C)) e s t a p p e l é e u n e 
o 

c o u r b e m o d u l a i r e . 

L a 2 e a s s e r t i o n s i g n i f i e : s i K e s t un s o u s - c o r p s d e CD , a l o r s 

l a c l a s s e d e K - i s o m o r p h i s m e de ( E , C ) ( r e s p . d e ( E , P , Q ) ) c o n t i e n t un 

c o u p l e ( r e s p . un t r i p l e t ) d é f i n i s u r K s i e t s e u l e m e n t s i s o n i m a g e p a r ^ 

( r e s p . pa r $) e s t d a n s K^* . 

D é m o n t r o n s d ' a b o r d un l e m m e : 

5 . 4 . 2 . S o i t n un c o r p s a l g é b r i q u e m e n t c l o s , c o n t e n a n t K , d e d e g r é 

d e t r a n s c e n d a n c e i n f i n i s u r K (par e x e m p l e , Q = CD s i K = $ o u ^ C ^ ) • 

LEMME. S o i e n t f , , f 0 , . . . , f d e s s é r i e s f o r m e l l e s à c o e f f i c i e n t s d a n s K , 
1 2 r 

e t I l ' i d é a l d e s p o l y n ô m e s F de ù[X^tX2,. . . ,X^] t e l s q u e F(f^ , . . . , f ) = 0 . 

A l o r s I a un s y s t è m e g é n é r a t e u r d a n s K[X^ ,X^ t . . . ,X^] . 

• S o i t f c . } . u n e b a s e de fi s u r K ; a l o r s F = I c . F , o ù 
L i i * i 1 1 

F . e K [ X , , X 0 , . . . , X ] e t F . ( f - , f 0 , . . . , f ) = 0 pour t o u t i . I l s u f f i t 
i 1 2 r i l 2 r 

d o n c de c o n s i d é r e r l e s c o m p o s a n t e s d ' u n s y s t è m e g é n é r a t e u r d e I d a n s 

fi[X , X ? , . . . , X ] pour o b t e n i r un s y s t è m e g é n é r a t e u r de I d a n s 

K[ X j , X ^ , . . . , X ^ ] . d 

5 . 4 . 3 . D é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e : • C o m m e j e t f ! ^ . ( r e s p . j e t 
( i ) 1 /N v a / k / 

g ) s o n t d é v e l o p p a b l e s e n s é r i e e n t i è r e d e q à c o e f f i c i e n t s d a n s 

Q ( ç ^ ) ( r e s p . d a n s Q) , l e p l o n g e men t d a n s un e s p a c e p r o j e c t i f , j o i n t a u 

l e m m e ( 5 . 4 . 2 ) c i - d e s s u s , m o n t r e l a 1 è r e a s s e r t i o n . 

S i ( E , C ) ( r e s p . ( E , P , Q ) ) e s t d é f i n i s u r K , a l o r s \ | j ( ( E , C ) ) 
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( r e s p . § ( E , P , Q ) ) e s t d a n s K M . M o n t r o n s l a r é c i p r o q u e pour \|i ( l a d é 

m o n s t r a t i o n pour $ e s t a n a l o g u e ) . S u p p o s o n s q u e \ | / ( ( E , C ) ) £ , e t s o i t 

a un K - a u t o m o r p h i s m e de CD . A l o r s \ j j ( ( E , C ) ) Q = \ | j ( ( E , C ) ) ; o r e s t 

d é f i n i s u r K , c o m m e j e t l e s g ^ , d o n c \ ) j ( ( E , C ) ) a = \ j j ( ( E , C ) a ) . L ' i n j e c -

t i v i t é de \|i p r o u v e a l o r s q u e ( E , C ) e t ( E , C ) Q s o n t i s o m o r p h e s s u r (D . 

N o t o n s cp^ c e ( C - i s o m o r p h i s m e de E su r E Q t e l q u e C P Q ( C ) = a ( C ) . M o n 

t r o n s q u e T o n p e u t s u p p o s e r E , p u i s C , d é f i n i s s u r K . 

P o u r E : pa r h y p o t h è s e , j ( E ) Ç K . D o n c i l e x i s t e une c o u r b e E ' 

d é f i n i e s u r K t e l l e q u e j ( E ) = j ( E ' ) ; s o i t \|f l e ( D - i s o m o r p h i s m e q u i 

e x i s t e a l o r s d e E s u r E ' , e t C = \ |i^(C) . A i n s i , q u i t t e à r e m p l a c e r 

( E , C ) e t ( E G , a ( C ) ) par ( E \ C ) e t ( E ' , a ( C ) ) , o n p e u t s u p p o s e r E 

d é f i n i s u r K e t cp Ç A ut (E) . 
o 

Pour C , c ' e s t une c o n s é q u e n c e du l e m m e ( 5 . 4 . 4 ) c i - d e s s o u s . E n f i n , 

X ( N ) ( r e s p . X Q ( N ) ) é t a n t muni d ' u n e s t r u c t u r e d e g r o u p e , s i un p o i n t é t a i t 

s i n g u l i e r , t o u s l e s p o i n t s l e s e r a i e n t , c e q u i e s t i m p o s s i b l e . • 

5 . 4 . 4 . LEMME. ( S e r r e ) S o i t K un c o r p s d e c a r a c t é r i s t i q u e q u e l c o n q u e . Tout  

é l é m e n t d e X ( N ) ( K ) ( r e s p . d e X Q ( N ) ( K ) ) p o s s è d e un r e p r é s e n t a n t ( E , P , Q ) 

( r e s p . ( E , C ) ) d é f i n i s u r K . 

M o n t r o n s l e l e m m e pour X (N) . 
o 

• S i j ^ 0 , 1 2 3 , Aut (E) - j i 2 , d o n c * = ± 1 , e t a ( C ) = ± C = C . 

3 
S i j = 0 ( r e s p . 12 ) , Aut (E) | i 2 , o ù i = 3 ( r e s p . i = 2 ) . 

M o n t r o n s q u e cp : a ^ cp d é f i n i t , p a r p a s s a g e a u q u o t i e n t , un 1 - c o c y c l e 
a 

d e G a l ( K / K ) à c o e f f i c i e n t s d a n s A u t ( E ) / A u t ( ( E , C ) ) : e n e f f e t , 

cp n ( C ) = p ( C ) = (pcp ) ( p C ) = (pcp )(cp ( O ) d o n c cp" 1(pcp )cp € A u t ( ( E , C ) ) . Or 
^ P a a ^p ^ P Q p 

Aut (E) - ( J L 9 . , e t A u t ( ( E , C ) ) c o n t i e n t JJL . D o n c ou b i e n A u t ( ( E , C ) ) = Aut(E) 

e t C e s t i n v a r i a n t pa r t o u t a de Aut (E) , o u b i e n A u t ( ( E , C ) ) m2 , 

e t a l o r s cp s e r e m o n t e e n un 1 - c o c y c l e d e G a l ( K / k ) à c o e f f i c i e n t s d a n s 

Aut (E) g r â c e à l a s u r j e c t i o n : H ^ G , ^ , ) - H 1 ( G / l l ^ / l ^ 0 q u i e s t e n 

r é a l i t é l a s u r j e c t i o n c a n o n i q u e : K * A * 2 1 - K * / ^ * 1 - 1 . M a i s d ' a p r è s ( 1 . 3 ) , 
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H * ( G , A u t ( E ) ) c l a s s i f i e l e s c o u r b e s e l l i p t i q u e s s u r K , K - i s o m o r p h e s à E , 

à K - i s o m o r p h i s m e p r è s . D o n c i l e x i s t e une c o u r b e e l l i p t i q u e E 1 s u r K , 

e t un K - i s o m o r p h i s m e de E s u r E ' t e l q u e cp = a ( f ) * f . A l o r s l e c o u p l e 
a 

(E 1 , f ( C ) ) e s t K - i s o m o r p h e à ( £ , 0 ) e t d é f i n i s u r K , p u i s q u e 

a ( f ( C ) ) = a ( f ) ( a ( C ) ) = a(f)cp (C) = f ( C ) . • 
a 

5 . 4 . 5 . L a c o u r b e m o d u l a i r e X (N) . N o t o n s r (N) = { ( a J?) G r | 
a b 1 ^ C Q 

( d ) = ( ^ ) ( m o d . N ) } . L a s u r f a c e d e R i e m a n n r ^ N ^ j j , n o t é e Y j ( N ) , 

c l a s s i f i e l e s c l a s s e s de Œ - i s o m o r p h i s m e d e c o u p l e s ( E , ± P ) , o ù E e s t 

u n e c o u r b e e l l i p t i q u e s^ur^Œ^, e t P un p o i n t d ' o r d r e N de E . L a 

c o m p a c t i f i é e X ^ ( N ) = r ^ ( N ) \ î J d e Y ^ ( N ) p e u t ê t r e m u n i e d ' u n e s t r u c t u r e 

d e c o u r b e a l g é b r i q u e n o n s i n g u l i è r e d é f i n i e s u r Q) , e t " c o m p a t i b l e " a v e c 

l a n o t i o n de c o u p l e ( E , P ) . 

C e s p r o p r i é t é s s e d é m o n t r e n t de m a n i è r e a n a l o g u e a u x c a s d e X ( N ) 

e t d e X (N) . C o r r e s p o n d a n t a u x i n c l u s i o n s : r (N) c I \ ( N ) c r (N) c r , 
o 1 o 

n o u s a v o n s l e s r e v ê t e m e n t s : 

y • X ( N ) • X 1 (N) -> X (N) > r\M = F ^ Œ ) . 
1 o 

5 . 4 . 6 . I n t e r p r é t a t i o n d e s p o i n t e s . N o u s a v o n s v u e n ( 2 . 5 . 3 ) g u e l e s 

c o u r b e s d e T a t e E ( g ) = (C* /q (pour | g | < 1) p e r m e t t e n t d ' é t u d i e r l a p o i n t e 

co d e r\M / e n f a i s a n t t e n d r e q v e r s 0 . 

D ^ j n ê m e , l e s c o u r b e s d e T a t e p e r m e t t e n t d ' é t u d i e r l e s p o i n t e s de 

X (N) = r^(N)\M e t d e X (N) = T 1 ( N ) \ î i . N o u s s u p p o s o n s m a i n t e n a n t N 

p r e m i e r pour s i m p l i f i e r c e t t e é t u d e . 

è m e 

F i x o n s d a n s (D une r a c i n e p r i m i t i v e N d e l ' u n i t é , n o t é e ç , 

e t une r a c i n e N ^ m e de q , n o t é e q 1 ^ . L e s N^ p o i n t s d ' o r d r e N 

d e E ( q ) = ( C * / q ^ s o n t a l o r s l e s i m a g e s ( m o d . q ^ ) d e s p o i n t s ( ^ q ^ ^ , 
2 

pour ( a , b ) 6 ( 2 / N Z ) ; e t l e s ( N + l ) s o u s - g r o u p e s c y c l i q u e s d ' o r d r e N 

d e E ( q ) s o n t l e s g r o u p e s = (Q) e t ( çaq^^)/q^ , pour a ç Z / N Z . 
L o r s q u e g t e n d v e r s 0 , l a c o u r b e d e T a t e E ( q ) " t e n d v e r s " l a 

2 3 
c u b i q u e d é g é n é r é e d ' é g u a t i o n Y - X Y = X - h ^ X - h^ ( c f . 2 . 6 . 3 ) ; 
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c e t t e c u b i q u e a s e u l e m e n t N p o i n t s d ' o r d r e N , c o r r e s p o n d a n t a u x " l i m i t e s " 

d e s p o i n t s ç a (a£2Z/N22) , e t un s o u s - g r o u p e d ' o r d r e N , c o r r e s p o n d a n t à 

l a " l i m i t e " d e m : c e c i p e r m e t d ' é t u d i e r l a p o i n t e oo de X

Q ( N ) / e t l e s 

p o i n t e s d e X , ( N ) d o n t l ' i m a g e d a n s l e r e v ê t e m e n t X (N) > X , (N) e s t 
l o 1 

l a p o i n t e oo . 

E n f a i s a n t a g i r l ' i n v o l u t i o n , qu i s e r a d é f i n i e e n ( I I . 3 . 2 ) , e t 

q u i t r a n s f o r m e oo e n 0 s u r X Q ( N ) , o n e s t a m e n é à é t u d i e r : l a c o u r b e 

d e T a t e E ( q N ) , l e s o u s - g r o u p e d ' o r d r e N : < g > / q N ^ / e t l e s N p o i n t s 

d ' o r d r e N d e l a fo rme : q a (mod q ^ " * ) . 


