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I N T R O D U C T I O N 

Le C H A P I T R E I e s t c o n s a c r é à l ' é tude des courbes e l l i p t i q u e s 

e t la déf in i t ion des courbes modu la i r e s . Dans le paragraphe 1 , on défini t 

l e s courbes e l l i p t i q u e s sur un corps de b a s e que lconque K , et on en don

ne une c l a s s i f i c a t i o n à i somorphisme p r è s , d 'abord sur un corps a l g é b r i q u e 

ment c l o s (par l ' invar ian t j ) , puis sur un corps que lconque (par un groupe 

de c o h o m o l o g i e ) . E n s u i t e , on étudie le c a s c l a s s i q u e où K e s t le corps 

des c o m p l e x e s (§2) , puis le c a s où K e s t un corps l o c a l (§3) . On 

énonce en par t i cu l ie r le théorème d 'Abel -Tacobi dans chacun de c e s deux 

c a s . La paragraphe 4 con t i en t l ' é tude des points d'ordre N d'une courbe 

2 
e l l i p t i que : i l s forment un groupe isomorphe à un sous -g roupe de (Z/N22) , 

2 

et isomorphe à (Z/NZS) lu i -même lorsque la c a r a c t é r i s t i q u e de K ne d i 

v i s e pas N . S i K e s t é g a l à (C , on montre que l e s coup le s formés 

d 'une courbe e l l ip t ique e t d'un sous -g roupe c y c l i q u e d'ordre N sont c l a s s i -

f i é s , à i somorphisme p r è s , par le quot ient du demi-p lan de Po incaré par un 

c e r t a i n "groupe de c o n q r u e n c e " ; en ajoutant à c e quotient un nombre f ini 

de " p o i n t e s " , on ob t ien t une sur face de Riemann c o m p a c t e , no tée X Q ( N ) 

et appe lée courbe modula i re , dont on c a l c u l e le g e n r e . On étudie e n s u i t e 

que lques propr ié tés é l é m e n t a i r e s des i s o g é n i e s ( c ' e s t - à - d i r e l e s homomorphis-

mes non nuls) entre courbes e l l i p t i q u e s . Enfin 1 ' "accouplement de W e i l " 

é t ab l i t une dua l i t é sur l e s points d'ordre N d'une courbe e l l i p t i q u e . Au 

paragraphe 5 , on g é n é r a l i s e la not ion de courbe modula i re , en dé f i n i s s an t 

X(N) e t X ^ N ) , e t on montre que X Q ( N ) e s t r a t i o n n e l l e sur $ . 
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Le C H A P I T R E I I é tab l i t une r e l a t ion entre la s é r i e L d 'une 

courbe modulaire e t un produit de s é r i e s de D i r i ch l e t a s s o c i é e s à c e r t a i n e s 

formes modu la i r e s . Les t ro i s premiers paragraphes étudient l e s s é r i e s de 

D i r i c h l e t a s s o c i é e s aux formes modulaires : le paragraphe 1 g é n é r a l i s e la 

not ion de forme modulaire ( r e s p . de forme parabol ique) qui a é t é donnée en 

(1 .2 ) , e t défini t la s é r i e de D i r i ch l e t a s s o c i é e à une forme pa rabo l ique . 

Au paragraphe 2 , on défini t l e s opéra teurs de H e c k e sur l e s formes modula i 

r e s e t on montre q u e , s i une forme parabol ique e s t fonc t ion prore pour tous 

l e s opéra teurs de H e c k e , s a s é r i e de D i r i ch l e t admet un c e r t a i n d é v e l o p p e 

ment en produit e u l é r i e n . Au paragraphe 3 , on j u s t i f i e c e dernier r é s u l t a t 

en montrant , à l ' a ide d'une étude de l ' involu t ion d 'Atkin-Lehner et des 

"newforms" , q u ' i l e x i s t e " a u t a n t que p o s s i b l e " de fonc t ions propres pour 

tous l e s opéra teurs de H e c k e . 

Les paragraphes 4 à 6 introduisent des not ions n é c e s s a i r e s à la 

déf in i t ion de la s é r i e L de X Q ( N ) e t à la démonst ra t ion du r é s u l t a t 

annoncé : on introduit la not ion de j a c o b i e n n e d 'une courbe (§4) ; puis 

on étudie de plus près l e s endomorphis me s d 'une courbe e l l i p t ique (en pa r 

t i c u l i e r , on énonce i c i des r é s u l t a t s c o n c e r n a n t c e s courbes e l l i p t i q u e s 

a v e c mul t ip l ica t ion c o m p l e x e , qui ne seront u t i l i s é s qu 'au chapi t re IV) (§5) ; 

le paragraphe 6 e s t c o n s a c r é à la not ion de réduct ion modulo un idéa l m a 

x imal de l ' anneau des en t i e r s de K , lorsque K e s t un corps de nombres 

ou un c o r p s l o c a l . Enf in , le paragraphe 7 démontre l ' é g a l i t é entre la s é r i e 

L de X Q ( N ) et un produit de s é r i e s de D i r i ch l e t a s s o c i é e s à des f o n c 

t ions propres pour tous l e s o p é r a t e u r s de H e c k e . La c l e f de c e t t e d é m o n s 

t ra t ion e s t le théorème d ' E i c h l e r - S h i m u r a , r e l i an t l e s opéra teurs de H e c k e 

et l e s t r a c e s d 'opéra teurs de Frobenius . On l ' o b t i e n t i c i à partir des 

c o n q r u e n c e s de K r o n e c k e r . On trouve à la f i n du chapi t re II (§8) une 

étude de la courbe modulaire X (11) . 

o 

Le C H A P I T R E I I I réunit : Dans le pa ragraphe 1 , l ' é tude des 

courbes e l l i p t i q u e s à mauva ise r éduc t ion , en pa r t i cu l i e r le c a s de la 
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"courbe de T a t e " , e t la déf in i t ion de la lo i de groupe formel a s s o c i é e à 

une cub ique p lane ; la hauteur de la lo i de groupe formel a s s o c i é e à la 

réduc t ion d 'une courbe e l l i p t ique permet de déterminer le " type" de c e t t e 

r éduc t ion . Au paragraphe 2 , on é tudie le groupe E(K) des points de E 

r a t i onne l s sur K , lorsque K e s t é g a l à (C , à R , à un corps l o c a l , 

ou à Q ; dans c e dernier c a s , on énonce plus de c o n j e c t u r e s que de r é s u l 

t a t s . Le paragraphe 3 étudie l e s propr ié tés g a l o i s i e n n e s des points d'ordre 

f ini sur une courbe e l l i p t ique (d 'après J . P . S e r r e ) , d 'abord sur un corps l o 

c a l , puis sur Q . On n ' u t i l i s e r a pas du tout c e dernier paragraphe dans le 

chapi t re IV . 

Le C H A P I T R E IV e s t c o n s a c r é à la déterminat ion des points 

r a t i onne l s ( i . e . r a t i onne l s sur $ ) sur l e s courbes modulaires et leurs 

j a c o b i e n n e s (d 'après B . M a z u r ) . On étudie l e s courbes X Q ( N ) de genre 

non nu l , a v e c N premier . On montre , en étudiant l e s points r a t i onne l s 

sur l a j a c o b i e n n e de X (N) , que le nombre de points r a t ionne l s sur 

o 
X (N) e s t f i n i . L ' involu t ion d 'Atkin-Lehner permet de "couper" l a j a c o b i e n -

o 

ne J de X Q ( N ) e n deux s o u s - v a r i é t é s , n o t é e s J + e t J _ . Le pa ragra 

phe 1 montre qu ' i l y a en géné ra l une inf ini té de points r a t ionne l s sur 

J + (*) ; on e s t amené à définir l e s courbes hypere l l ip t iques e t à dé t e rmi 

ner l e s courbes modulaires h y p e r e l l i p t i q u e s . On étudie ensu i t e (§2) la v a 

r i é t é J : e l l e p o s s è d e deux s o u s - g r o u p e s c y c l i q u e s de même ordre 

n = ^12) ' l e p r e m i e r ( n o t é C) é tant formé de points r a t i o n n e l s , e t le 

s e c o n d (noté Z) é tan t seu lement "g loba lemen t" r a t i o n n e l . C e s deux s o u s -

groupes sont annulés par un même idéa l (appelé idéa l d ' E i s e n s t e i n ) de l ' a l 

gèbre engendrée par tous l e s opéra teurs de H e c k e , c o n s i d é r é s comme e n d o -

morphismes de J ; on é tudie e n s u i t e l e s l o c a l i s é e s de c e t t e a lgèbre aux 

idéaux maximaux P engendrés par l ' i d é a l d ' E i s e n s t e i n e t un d iv iseur p r e 

mier p de n . Pour s impl i f ier l e s démons t r a t i ons , on suppose toujours p 

(*) On sui t i c i une con fé r ence de B . Mazur fa i te à Grenoble en mai 1 9 7 5 . 
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impair ; lo rsque p = 2 , l e s r é s u l t a t s ont é té démontrés par B . Mazur , 

mais c ' e s t beaucoup moins f a c i l e . Le but du paragraphe 3 e s t de montrer 

que C et Z sont l e s s e u l s s o u s - g r o u p e s "de c e t ype" de J ; pour c e l a , 

on a b e s o i n de r é s u l t a t s de De l igne-Rapoport sur le s c h é m a de Néron de J 

( la démonst ra t ion d'une par t ie de c e s r é s u l t a t s e s t e s q u i s s é e au paragraphe 

5 ) . On montre a lors que le groupe de to r s ion des points r a t ionne l s sur J 

e s t é g a l à C . E n s u i t e , en admettant que tous l e s points de J r a t ionne l s 

sur ]R et annulés par l ' i d é a l P sont en fai t r a t i onne l s sur Q (ce qui 

a é té montré par B . M a z u r ) , on détermine la s t ructure du groupe des poin ts 

de J annulés par P . Ce r é su l t a t permet de faire des c a l c u l s de d imen

s ion de groupes de c o h o m o l o g i e , pour la topo log ie f . p . p . f . de f a i s c e a u x , 

au paragraphe 4 . On obt ien t a i n s i une double i n é g a l i t é qui permet de mon

trer qu'un ce r t a in quot ient de J , non t r i v i a l , n ' a qu'un nombre f ini de 

poin ts r a t i onne l s ; mais a lors un argument f a c i l e prouve que X Q ( N ) , lui 

a u s s i , n ' a qu'un nombre f ini de points r a t i o n n e l s . On termine le paragraphe 

en montrant sur des e x e m p l e s , comment la double i n é g a l i t é obtenue plus 

haut donne a u s s i des r é s u l t a t s sur des propr ié tés de d i v i s i b i l i t é de nombres  

de c l a s s e s d ' e x t e n s i o n s quadrat iques i m a g i n a i r e s . 

Le paragraphe 5 e s t un appendice qui groupe : une "démons t ra t ion" 

d 'une par t ie des r é s u l t a t s u t i l i s é s sur le s c h é m a de Néron de J . Puis une 

étude de l a con j ec tu re de Oqq se lon l aque l l e l e s s e u l s points r a t i onne l s de 

X Q ( N ) sont l e s po in tes ; on montre i c i que la c o n j e c t u r e e s t vé r i f i ée l o r s 

que le nombre de points r a t ionne l s sur J_ e s t f ini . Comme i l r e s t e un 

nombre f ini de va leurs de N auxque l l e s notre démonst ra t ion ne s ' app l ique 

p a s , on voit sur t ro i s e x e m p l e s comment l a théor ie de la mul t ip l i ca t ion 

complexe ou la réduct ion des courbes e l l i p t i q u e s permettent de s e t i re r d ' a f 

fa i re . 

Il a é t é récemment démontré par B . Mazur [ 2 1 ] q u e , pour tout 

en t i e r N ^ 13 et pour N = 11 , l e s s e u l s points r a t ionne l s de l a courbe 

modulaire X^(N) sont s e s po in tes ; autrement d i t , s i une courbe e l l i p t i que 

déf in ie sur Q a un point d'ordre N ra t ionne l sur Q , a lors : N £ 10 

ou N = 12 . 
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La l ec tu re des 3 premiers chap i t r e s ne suppose guère que que lques 

c o n n a i s s a n c e s sur l e s s u r f a c e s de Riemann ( théorèmes de Riemann-Roch e t 

de Riemann-Hurwi tz ) . On e s p è r e que l e s l e c t e u r s ne c o n n a i s s a n t presque pas 

de géomét r ie a lgébr ique ne seront pas rebu tés par le chapi t re IV, e t que l e s 

autres seront i ndu lgen t s . 

La plupart de c e qu 'on trouve i c i s e t rouve : pour le chapi t re I , 

dans : C a s s e l s [ 4 ] , Ta te [ 4 7 ] , Lang [ 1 8 ] ou Robert [ 3 1 ] ; pour le c h a p i 

t re I I , dans : Shimura [ 4 3 ] , Ogg [ 2 6 ] , ou J o l y [ 1 6 ] ; pour le chapi t re I I I , 

dans : Ta te [ 4 7 ] e t Serre [ 3 9 ] ; pour le chapi t re IV, dans : Mazur [ 2 1 ] ou 

Mazu r -Se r r e [ 2 2 ] . 

Chaque chapi t re (A) e s t par tagé en paragraphes (a) , en s o u s - p a r a 

graphes (b) , e t en s e c t i o n s (c) . La r é fé rence à un sous -pa rag raphe du 

même chapi t re ( r e s p . d'un autre chapi t re ) e s t de la forme ( a . b ) ( r e s p . 

( A , a . b ) ) ; la r é f é r ence à une s e c t i o n e s t de l a forme ( a . b . c ) ( r e s p . 

( A , a . b . c ) ) . 

Ce t e x t e e s t b a s é sur un cours p r o f e s s é par A. BRUMER au L a b o 

ra to i re de Mathémat iques Pures de l ' U n i v e r s i t é de Grenoble en 1 9 7 5 . Nous 

remerc ions J . M . FONTAINE, J . R . JOLY et J . J . . PAYAN pour leurs nombreux 

c o n s e i l s e t e x p l i c a t i o n s . 

Nous t enons a u s s i à r emerc ie r Madame GUTTIN-LOMBARD et 

M e s s i e u r s GAUDE e t GIRARD pour la compé tence et l a g e n t i l l e s s e a v e c 
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