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J'ai essentiellement repris le rapport , en détaillant les démon~
straions qui n'y étaient qu'esquissées . Les §1.4 , 3.7, 4.5 et 4.6
ne figuraient pas dans le rapport (4.6 n'est pas en forme) ; en
revanche je n'ai pas repris le §5 du rapport . Il faudrait rajouter
(au §4.1) un théoréeme de dualité entre homologies de D et i)

(que j'ai oublié) . Je n'ai pas démontré la régularité analytique
des solutions d'une équation elliptique & coefficients analytiques ;
c'est un résultat important , mais qui coute plus cher (voir rapport

dans le cos des opérateurs & coefficients constants )

Je n'ai pas eu le courage de faire le poiht sur ce dont on a
besoin de théorie des distributions ; c'est assez peu de toute fagon ,
et avec quelques galipettes , on pourrait peut-&tre s'en passer com-
pléetement ., Il faut en tout cas la définition , la réflexivité ,
la correspondance noyau opérateur (on n'a pas besoin de la réciproque
(th. de Schwartz) car tous les opérateurs introduits ont un noyau ,
défini par une intégrale oscillante); on n'a pas besoin de la
nucléarité ; elle est plutdt avantageusement remplacée par des
considérations sur la décroissance rapide de la transformée de Fourier ,
qui équivalent a4 la nucléarité , et sont utiles de toute fagon ,

11 faut évidemment la définition de la transformation de Fourier ,

dans les espaces et ' de Schwartz ; aussi la formule de

réciprocité (qui ne couterait pas cher au §2) - en tout cas , sauf
et * , il y a tout ce qu'il faut dans TS .

La preuve présentée au §3.2 est un peu artificielle ; une autre
preuve , plus systématique , repose sur la méthode de la phase
stationnaire , qui permet de prouver qu'une expression de la forme

eix'y a(x=y , ¢+ ) dy d est une amplitude , et d'en trouver
un ddéveloppement asymptotique . Quoiqu'un peu plus lourde , c'est la
méthode qui s'adapte immédiatement pour 1'étude des opérateurs de
H6rmander .

Enfin j'ai introduit une classe un peu plus restreinte d'am-
plitudes , avec laquelle le symbole est plus facile & définir et

a manier que dans le rapport .
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30 Notations et préliminaires

1. L'espace numérique R® sera toujours muni de sa structure
euclidienne et de sa mesure de Lebesgue canoniques . Si x = (xt,..,xn)
et y = (yi,..,yn) sont deux vecteurs , le produit scalaire et la

norme sont notés

X.y = ZXJ Yj
‘x\ = (x.x)% .

LLa mesure de Lebesgue , notée dx , est l'unique mesure invariante

par translation qui charge de la masse 1 1le'cube unité [b,(]n .

Un multi-indice est une suite & = (Ni....k;) d'entiers positifs
(le nombre n sera toujours clair d'aprés le contexte , et nous ne
1'inclurons pas dans la notation) . Si X est un multi-indice , et

X un. vecteur de Rn s Oon pose

x| = IR

»

]
-

®

(3/ox) = («9/3x1)"1 .o (3/3xn)u"

de sorte que , par exemple , si f est une fonction de classe CN

sur R" , la formule de Taylor s‘'écrit

ty) = 2 Laxfex) () 4 o(byxlY)

I[N %2

2, Distributions

Soit X wun ouvert de Rn . On note d”(X) l'espace vectoriel

des fonctions de classe C® sur X . On le munit de la topologie

de la convergence uniforme sur tout compact des fonctions et de leurs
dérivées , qui en fait un espace de Fréchet (nucléaire) . Si (Xk)

est une suite croissante de parties compactes de X dont les inté-
rieurs recouvrent X (par exemple 1 xk est l'ensemble des x & X
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tels que Ix\ ¢k , et que la distance de x & la frontiere de X
) » les seminormes
p (f) = sup )(63/37()"1‘(’()'
Ix| ¢ k
x€.Xk
forment une suite fondamentale de seminormes .
(]
Rappelons que X+=2C (X) est un faisceau de fonctions sur R® .
Si fe:cm(x) y le support de f est le plus petit fermé supp f en
dehors duquel f est nulle ,

On note GZ(X)"le sous-espace des fonctions a support compact
de C?(X) . On le munit de la topologie localdment convexe la plus
fine pour laquelle l'application de multiplication fr~> fg est
continue 1 CP(X)—» qzéx) pour toute g e-d:(x) (c'est encore un
espace nucléaire , mais ce n'est plus un Fréchet) .

c™™(x) désigne le dual?de}'CZ(X) ; ses éléments sont les foncti
zénéralisées , ou distributions , On identifie CF(X) 4 un sous-
espace de CJ?X) par l'application qui a f e d”(x) associe la forme

lindaire sur cg(x) :

L¢P [e(x) ¢(x) ax

Si U est un ouvert de X , on a une application de restriction
canonique @ c‘°°(x)—->c‘°‘(u) , qui & fe C"(X) associe la res-
triction de f A d:(U)c; CgTX) . Rappelons que UF»C(U) est un
faisceau (d'espaces vectoriels) sur R" , Si f € € °(X) , le support
de f est le plus petit fermé supp f tel que la restriction de f
au complémentaire de supp f soit nulle .

c;“(x) désigne le sous-espace des distributions & support
compact de C"Tx) ; il s'identifie au dual de C7(X) .

{(Oon munit habituellement c™®(x) et c;“(x) de la topologie
forte , qui cofncide avec la topologie de Mackey car les parties
bornées de C™(X) ou de d:(x) sonéﬁcompactes } les quatre espaces
¢®(x) , C:(X) , CT%(x) , c;’%x) sont reflexifs ) .

2.

ons



3. Transformation de Fourier

On note /S(Rn) 1'espace des fonctions f de classe C% sur

R" telles que pour tous multi-indices «,[ , x“(aﬁ)xfxf soit
bornée (f est a décroissance rapide ainsi que toutes ses dérivées).

On le munit de la topologie définie par la suite de semi-normes

A .
p (f) = sup ‘X*(a/"") O R
\'«m'gsk
Xe¢ R
qui en fait un espace de Fréchet (nucléaire) ,
! -
N (rRT) désigne. le dual fort de A(Rn) . JQW\14L¢1~""»

A
Si f’e.&(Rn) » la transformée de Fourier f de f est définie par

£F(E) = J’e"ix'g‘m _m

La transformation de Fourier est un automorphisme de ;A et se
. . ! . .
prolonge continument en un automorphisme de.k + L'isomorphisme

inverse est donné par la formule
- 4 A
f(x) = (2m)™™ Ie“"i £(€) at

A . .
.._valable par exemple si f est intégrable et f continue .

&
\\}~N; Plus généralement , si X est un ouvert de rR™ , on note
(

e -
-
3 St

telles que pour tout compact K&X et tous multi<indices «,§,¥,

(Qﬁxf‘yﬁQAWff' soit bornée sur KxR” . La transformation de Fourier

XxR™) 1'espace des fonctions f de classe C* sur xxR™

partielle

fy-—->/f\‘(x,?) = J‘e-iy.vz f(x,y) dy

est un automorphisme de S-N(X rR") .

Rappelons enfin que si f est e distribution a support
I L4 3 N -
compact sur r" s, I est temperee } est une fonction C (qu1

se prolonge en une fonction analytique entiére ) donnée par la formule

A

£(E) =<‘f’ei"°‘)

? et chacune de ses dérivées est dominée par une puissance de (1+ \&\) .



L, Notations concernant les variétés c e
(\L{ C‘.Ljv"\.l_wﬁ\"'" (_l\,u( ‘

Toutes les variétés seront supposées séparées , dénombrables
a 1'infini , et de classe C”), Les fibrés vectoriels sont aussi
supposés C™ (et la dimension de la fibre finie !)

Si X est une variété , TX désigne son fibré tangent , et
™X son fibré cotangent . CMX) _est l!'espace des fonctions

e classe(C

numériques (3 valeurs complexes)fsur X } c'est un espace de Fréchet
(comme il devrait résulter de VAR §2 n°3) . 3(X) est le sous-espace
des fonctions C? a support compact , et sa topologie est définie
comme au n°2 , Plus généralement , si E est un fibré vectoriel
sur X , C®(X,E) est l'espace de Fréchet d&s sections C®de E ,
et C?(X,E) le sous-espace des sections C%® & support compact (sa
topologie est a nouveau définie comme au n°2) .,

C?(X) et C®(X) ne sont pas canoniquement en dualité , car
la dualité définie par la mesure de Lebesgue au n°2 n'est pas invari-
ante par changement de coordonnées . On note Suh’le fibré vectoriel
réel dont les sections sont les formes tordues de degré maximum sur
X C:(X,NJ s'identifie donc a l'espace des mesures a support
compact et de densité c® sur X , et est de fagon canonique en
dualité avec C*(X) . Enfin C~®(X) désigne le dual de CZ(X,QJ ,
de sorte que C*(X) s'identifie & un sous espace de c™¥(x) ;
plus généralement si E est un fibré vectoriel sur X , on note
c~(X,E) 1le dual de Cg(X,E‘bSL) (ot E' désigne le dual de E);
C”(X,E) s'identifie canoniquement & un sous espace de C (X,E) .
Les éléments de C ®(X,E) sont les sections généralisées , ou
sections & coefficients distributions , de E . C;“(X) s Tresp.
C;“(X,E) désigne le sous espace de C-TX) » TEsp. C'“(X,E),des
sections généralisées a support compact ; il s'identifie au dual

3

de C*(x,) , resp. C™(X,E'e®l) . Serf Lot ey Sop < ", S £
Da-dit qu'urr sous-espace Le C (X) “est localisablé si on

a {p.b<L. pour toujLe,-Lpeeg(X’)\{ . On note alors L, C C"(X)
l'ensemble des distributions f G-CJTX) telles que (fe L pour

tout e P (x et L 1'ensemble des distributions a
u e q (o} ( ) ’ /ﬁ{m.p\ h‘l\;LiL‘\'\ Q_E,L Yy L ,\k- . +
support compact de L ou L1oc . Plus généralement si E esl un

JXE) = L .CT(X,E) e ¢~ N(x,E)

ses éléments sont les sections coefficients dans;7ga'de E .
[}

fibré vectoriel sur X , on pose Llo

loe. ~———



D Opérateurs pseudo-différentiels - pre11m1na1res .-

nie W Jehett wem berr oot (e
) n h\CL/ fre-s CovCien T

Soit X un ouvert de R » et soit A un opérateur linédaire
continu ¢+ (X)= &(X) . Pour ¥%e ani: posons

a(x,%) e iX.8 % iK% /47 /e'"%) [, » - /

L

?u:r:ﬂr’:;ﬁ‘&\ €e L«r ‘/c«/.(L xl__)e‘\x.?

(e**** étant considéré comme élément de C7YX) ) . !
. A » r d [ *

Si f e d:Kx) c Co(Rn) »y f est bien définie et on a

A
. . . A - { ).(f ’ {(+/ - . iy
ﬁ = (. j_eIXE 2E) oy f- /*s g }((‘_2~ \(‘-;)
Q‘- L'( i"* ({‘,
L'intégrale peut &tre considérée comme intégrale convergente a valeurs

dans C®(X) . Par linéarité et continuité on a donc
CINT vty - Ate®) flx) =
MR Af = (2T "I (eiX5) f(E) d/,g (2x)~" J ix.% a(x,i) £(§) dE

1 Py e 08 S E il , X PP | TN Je g // g }'"’ \l
La fonction a(x,f) est une fonction C° sur Xan (parceque
Y-y . \ . .

¥ — /,é’}jf“’v‘; est une application C®: R®— ¢c™(X) ) . Elle jouit en

outre de la propriété suivante

(0.2) Pour tout compact K< X il existe des nombres positifs C et

N tels qu'on ait

la(x,8)] € ¢ (14 18N pe x et e R

En effet comme A est un opérateur linéaire continu ,'(f? sup lAf(x)\
x €

est une seminorme continue sur C (x),//l existe un compact L <.x
et des nombres ¢ , N tels que pour f ¢ C™(X) on ait

p(f) ¢ ¢ sup  (8x)" £ ()]
"(%K N, xe

On a donc , avec une constante C convenable 1 p(eix°€) € C(1+IFDN
puisque (an)xeixﬁ =((;)°‘eix.§ , et eix'g est de module 1 .
L'assertion (0.2) en résulte aussit8t .

Chaque dérivée de a(x,f) vérifie encore (0.2) ; cela résulte
par récurrence du fait que Aa/ax. (resp. ba/af.) correspond
au commutateur Ib/ng,A] (resp. -i{;j,A] ) » puisqu'on a

da/x; = e'i"°§(-i€j A% 5) 4 Qx)alel*5))

N \ 5"
ot 1fJ e\X-E - (b%_s) e\/‘ o (VQSPt Co‘gue thpééu&)
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. . . n
Inversement si a(x,f) est une fonction continue sur XxR
qui vérifie {(0.,1) , on lui associe un opérateur A = a(x,D)

défini par

(0.2) a(x,D) £ = (2%)™" fei"'E a(x,§) £(§) af si fe& cz?x)

C'est un opérateur continu 3 d?(x)->C(X) ; il est continu d:(x)—>d“(x)
si chaque dérivée de a par rapport a x vérifie (0.1) ; il

se prolonge en un opérateur continu 1 cga(x)-»c”Yx) si ae S-ﬁ&an)
(avec la notation du n®°3)

Si S est un ensemble de fonctions vérifiant (0.1) , on notera
OPS 1'ensemble des opérateurs a{(x,D) pour .a € S , Ainsi si S
est l'ensemble des polyn8mes de § 2 coefficients fonctions C™ ce x ,
OPS est l'ensemble des opérateurs différentiels a coefficients C°®
(car il résulte de la formule de réciprocité de Fourier qu'on a
a(x,D) = Id si a=1 , d'ou , en dérivant sous le signe
a(x,0) = (A& si a= ¥ ).

Wous appellerons amplitudes les fonctions satisfaisant a (0.1) .
lLLes opérateurs pseudo~différentiels correspondent aux amplitudes
décrites au §1 . Pour 1'étude des opérateurs elliﬁtiques , On n'a
pas besoin d'autres amplitudes que celles du §1 ; pour d'autres
problémes , il peut &tre utile au contraire d'introduire des
ensembles d'amplitudes plus grands (par exemple pour étudier les
opérateurs hypo-elliptiques) , ou plus petits (par exemple pour
étudier 1l'analyticité des solutions d'une équation aux dérivées
pe;pielles) .

’ En pratique il sera commode de reporter dans la formule (0.2)
la définition de la transformée de Fourier de f

(0.2)bis Af(x) = “ e1<X=Y8Y L(x,¥) f£(y) dy dF

ou pour l'instant 1'intégrale est définie en intégrant d'abord
par rapport 4 y , puis par rapport a ¥ . on peut alors généraliser
en remplagant la fonction a(x,}) par une fonction convenable
a(x,y,¥) sur X«X<R™ . Comme on verra , ceci n'introduit pas
vraiment d'opérateurs nouveaux , mais donne une grande souplesse
dans le maniment des opérateurs pseudo-différentiels .

Le §2 donne une présentation systématique d'intégrales telles

que (0.2)bis , qui en rend l'utilisation trés commode .
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§1 Amplitudes

Y
oLt

[rad - .
1. Définitions N S L I R S SIS STV VAP 0N f"e\*

~y

On appelle cdne C® tout fibré principal C*® (séparé , dénombrable
4 1'infini) de groupe R: (groupe multiplicatif des nombres réels "
positifs). el
Soit U un c8ne . La base de U est la variété X = U/R:
U est isomorphe au céne trivial X;<R+ } Se donner un isomorphisme
de U sur XxR+ revient a4 se donner une fonction r U-——->R+
(1a deuxiéme projection) homogéne de degré 1 (r(Au) = A r(u)
pour A>0) (de telles fonctions existent localement , donc aussi

ylobalement comme on voit en utilisant une partition de 1'unité sur X).
e e t O ;u X‘/ E D(é)av(( hewne t--’ ¢ ,\\C\fv\. U /L« FRRCRE e

ch o me ot

(1.1) Def1n1t10n.AY6n note S™(U) l'ensemble des fonctions ae ¢ (U)
telles que , avec a,(u) = a(du) , l'ensemble des A-maA ,y A1,
soit borné dans C°(U). . C o u ' '

[ owrvie s e 2

(1.1)bis Si X est une variété , E un fibré vectoriel réel sur X ,
on notera aussi Sm(E) l'ensemble des fonctions a € é?E) dont la
restriction au c8ne E-ﬁﬁ;Q;appartient a s ({ayedésigne par abus
la section nulle de E) : on impose donc/ba—piuﬁ’que a soit Cc°°

Tan

au voisinage de la section nulle . f-‘)\ A T E)

(1.2) Plus généralement , si U est un cbne , et E un Ri-fibré
vectoriel sur U , Sm(U,E) désigne l'ensemble des sections c* a de
E telles que l'ensemble des A-maA ,Ad1 , soit borné dans C%(U,E)
(ot on a posé a,(u) = H:l a(Au) , Hyv désignant le résultat de

l'opération définie par A6 R, sur v & E)

(1.3) Exemple: on dit qu'une fonction numérique a sur U est
homogéne de degré m si on a af(Au) = A™ a(u) . Si a est somme

finie de fonctions homogénes de degré & m , on a a é-Sm(U)

On munit S™(U) de la topologie définie comme suit ¢ si Cpk)
est une suite fondamentale de semi-normes de C*(U) , la suite (Pk)
définie par

Pk(a) = As;ul: I\-mpk(a‘\)

est une suite fondamentale de seminormes de ST(U) ,



(1.4) Proposition.-~ S™(U) est un espace de Fréchet .

Tout d'abord S"(U) est métrisable puisque sa topologie est
définie par une famille dénombrable de semi-normes (EVT %.) , et
que 1'inclusion S™(U)ec. €™(U) est continue , donc S™(U) est
separe . OV B § (';',.‘\,,‘r(\r )

Remarquons maintenant que si p est une semi-norme continue
sur C (U) , et T »1 , la seminorme
T -m

(£) = sup ™ p(ry)
1¢ AST
est continue sur C'{U) (1l'ensemble des homothéties de rapport A,

p

1 { A{T est un ensemble compact de difféomorphismes de U) .

Soit alors (a,) une suite de Cauchy de S™(U) . Alors
pour tout k la suite A-mpk((ai-aj)A) tend vers O pour i,j —*¢°,
uniformément pour Ay 1, Faisant A=1, on voit que (aj) est
une suite de Cauchy de C“(U) » donc (aj) tend vers une limite
aé Cof(U)i'L pour j=>% , En outre pour tout k «\-mpk((aj),\) est
uniformément borné pour J > 1 A3 1 ; ala limite on voit que
A'mpk(aA) est borné pour A) 1 , d'ol a € Sm(U).. Enfin , toujours
en passant a la limite , on voit que Afmpk((aj-a)a) tend vers O
pour j-% , uniformément pour A1 , donc (aj) tend vers a
dans S™U) . s™U) est donc complet , et ceci prouve la proposition.
(1.5) On a évidemment S"c Sm' si mgm' ., Czuuw*1~ﬂ<;. -

On pose s~®(v) r\sm(U) SN

s® (u) = Us™u) -

(1a notation s~ est cohérente avec celle du §0 , n°3 )
- 00
S

est muni de la topologie limite projective , qui en fait un espace
de Fréchet ;} S® est muni de la topologie limite inductive (ce n'est
pas un espace de Fréchet) : dire qu'une application lnéaire de s*

dans un espace localement convexe est continue revient donc a dire

que sa restriction a s™ est continue pour tout m .,
I
Soit P un opégﬁteur gifférﬁ?tiel & coefficients C° sur U,
iS¢ la e "Ly ereld

On dit que P est momogene—ﬂe—degvé—~k“‘(ﬁap—rappnrt\aux.homothéties)~
si on a P(a), = AkP(aA) pour toute a € C°(U) . Ainsi sur le céne
R%x R, les opérateurs homogénes de degré k sont les opérateurs de



la forme ;
" | . .
P o= 2t a, ddpx) @Rr)’
<2 A I
. . o S ,
ou les coefficients ad . sont C » homogenes de degré pQ . -
? K ' o

(1.6) 'roposition.- Si P est un opérateur différentiel & coefficients
Cm, homoséne de degré k sur U, P &3¢ continuct S (U) "“"k(U)

ot e e

“1f
Celd résulte immédiatement du fait qu'on a P\"""'kp(a)A = P(z\-maA)

A

twcboes syt
(1.7) Proposition.- Le produit (a,b)r>ab wesb bilinéaire continu- i
[ [ ]
Sm x Sm > Sm+m .
. . -m=m* - -m*
Celd rdsulte aussit8t de ce qu'on a N T O (ab)(\ = (A ma'\)('\ m b,)

(1.5) Proposition.- Scit F 1 U —»U' un morphisme de c8nes (die. F
e

st C®, et F(Au) = AF(u) pour  A>0). Alors la composition

at>a,F est continue : S™(U')—s™(u)

Cela résulte du fait que la composition ar>a,F est continue
(ur)— C*(U) et qu'on a (agF)y = a oF

(1.9) Proposition.- Soit G wune fonction c™ ¢->¢ . Alors la compo-

o"‘)so .

sition ar>G,a est continue (non linéaire) 1 S

En effet la composition ar>G,a est continue dans c™(u) , et
—_— ., . o .
on a (Coa)A = G,ay, ., {Plus généralement s1 a € S  , et si
G est définie et C% au voisinage de l1'adhérence de l'image de a ,
on a G,a & s° , car il existe une fonction c* G1 définie dans (
entier , qui cofncide avec G sur 1l'image de a .Ainsi si a € s®

et siona lalj>E>»0 , on a 1/a € s° .,

2, Approximations

(1.10) soit U wun cdne ,{q&lon—t&eﬁtrhv'a_*‘ﬂ—*‘au—mweﬂ*une
fonouaxl,_r_},a—-,—c——y—hemegeﬁe—dO—d—egre/’l) + On dit qu'une partie V

de U est voisinage de 1'infini si elle contient une partie ouverte
V' telle que pour tout u & U 1il existe (\GR‘_ tel que r\u & Vv rm.w\)t\‘.
de fagon équivalente : il existe une fonction ¢ > O , continue et

homogéne de degré O telle que r(u) M c(u) implique u €V .
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Nous dirons qu'une partie V de U est saturée si on a
AV OV pour A 21 . $i V est un ouvert sature de U , on note
encore ST(V) 1'espace des fonctions a € C (V) telles que
1'ensemble des A-maA\V soit borné dans C7(V) . Par abus de langage
nous dirons qu'une fonction a est de classe s® au voisinage de
1'infini s'il existe un voisinage ouvert saturé de 1'infini V tel
que a soit défini dans V et qu'on ait al|V e s™(vy .

Soit V un voisinage ouvert de l'infini , saturé . Il existe
une fonction X éCm(U) nulle au voisinage de tV » et égale a
1 au voisinage de .l'infini . On a alors X¢ s®(u) , et si ae s™(v),
la fonction a' qui est égale & Aa dans V , et &4 O hors de V,
appartient & Sm(U) . Ainsi si a est de clagse S™ au voisinage
de 1'infini , il existe une fonction a' € Sm(U) qui cofncide avec
a au voisinage de l1'infini .

(Remarquons que si a € C°(U) , ona ae Sm(U) si et seulement
si la restriction de a a V est de classe Sm,$;§ V est n'importe
quel voisinage de 1'infini , buwvert dt saturé la condition a e s®
dépend uniquement du comportement de a a l}éifini ).

Soient f et g deux fonctions continues
sur U ., Nous dirons que f domine g au voisinage de l'infini

et nous écrirons
(1.11) & < ¢

si pour tout c8ne U' c U de basefcompacte » i1 existe un nombre

C> 0 tel que g ¢ Cf au voisinage de 1'infini dans U’

Par exemple si a ¢ S'{u) , on a toujours \a\ £ r™
o me R fel
(1.12) Exemple.~ On dit qu'une ampiitude ac S™(U) est elliptique
de degré m si on a rﬂﬂé lal . Alors 1/a est de classe s™™ au
voisinage de 1'infini ., fK'7¢ alew Tl vm re et )

En effet il est immédiat que r "a est elliptique de degré O
si a est elliptique de degré m , et il suffit donc de prouver
l'assertion pour m = O , Dans ce cas , pour tout clne U'< U ouvert
de base relativement compacte , il existe un voisinage ouvert saturé
de 1'infini V dans U' et un nombre £ > O tels que \al > & dans V.
On a alors 1/a €& SO(V) en vertu de la proposition (1.9) et de la
remarque qui suit la démonstration de cette proposition .

En particulier un polynéme
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m '
a - L_ a.r‘]
o J

ou les aJ. sont C°°

» homogenes de degré 0, est elliptique de degré
m si et seulement si a_ne s'annule pas (est inverrible) ;} et

1/a est alors de classe S ", elliptique , au voisinage de l1'infini,

(1.13) Une partie B de S™(U) est bornée si l'ensemble des

AT a, LA > 1, ac B, est borné dans C®U) (ceci est une condition
nécéssaire et suffisante pour que , avec les notations de (1.4) ,

les semi-normes A-mbk(ak) soient uniformément bornées pour A% 1

et a&€ B , donc que les seminormes Pk(a) seient uniformément bornées

pour a € B).

I'roposition.~- Soit B une partie de Sm(U) . On suppose que AqnaA

ATV A -y 0O
tend vers 0O/ dan: C®(U) , uniformément pour a eB . Alors B

est “clativemeni compacte dans Sm(U) y et sur B la topologie de

. . .m
la convercence simple , ou de C% , cofncide avec celle de S .

ml

En particulier une partie bornée de S est relativement

compacte dans Sm

si m' gm .

(La conditiog{de la proposition n'est évidemment pas nécessaire
pour que B soit\compacte t elle n'est pas vérifiée pour la partie

un élément : {(rjc st)

Si B satisfait a la condition de la proposition , B est bornée
donc précompacte dans C% (rappelons que les parties fermées bornées
de C®™ sont compactes ; celd résulte du théoréme d'Ascoli) . Il suffit
donc de montrer que les structures uniformes de C® et de S™ in-
duisent la m&me structure uniforme sur B ., Or soit p une semi-norme

continue sur C®™ , Nous avons vu que la semi-norme

.
p (f) = sup A" p(fy)
1¢A¢T

est continue sur C%® pour tout T > 1 (cf.(1.4)) . Il résulte de
l1'hypothése faite sur B que pour tout £> 0 , il existe T 3 1
tel que pour a ¢ B et A2T on ait A-mp(aA) < €/2 . Alors
pour tous a,b & B , pT(a-b)s £ 48 implique sup S™p((a-b),) € &
Ainsi , avec les notations de (1.4) , les écartsldéfinis par les
semi-normes pﬁ (T 31, k=1,2,..) et les écarts définis par les
somi-normes P définissent la m&me structure uniforme sur B .

k
Ceci acheve la démonstration .,
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(1.14)Lemme.~ Soit Xe¢ C (U) une fonction nulle au voisinare de O,
¢drale & 1 au voisinage de 1'infini . Posons }(A(u) = A(Au) .

(i) 1l'cnsemble des 1 -7(/\ PY: R, » est borné dans S°(U)
i

-\

(ii)1'ensemble des meA ,e\eR+ , est borné dans S"™(U) si my 0,

En e"fet comme on a x-m(»-m-x/u)& = (A" X‘/\/* y il suffit de

prouver que pour m 2 O , l'ensemble des x—mX’\ ; 1\6 R+ , est borné

dans C"(U) (alors l'ensemble des 1 - X, est aussi borné dans c™(u)

et dans S°(U)). or X, tend vers 1 dans C(U) pour A-—> +o0,

donc l'ensemble des - N Xy A1 , est borné dans C®(U) si mg O.
D'autre part , puisque X est nulle au voisi‘nage de O , pour tout
compact K< U , xl\ est nulle dans K pour A assez petit , de
sorte que , pour tout m &€ R , l'ensemble des A" KA » A< 1, est
borné¢ dans Cm(U) . CQFD

Viees ¢ s
(1.15) Corollaire.=- S™ est denze dans S%° . Plus précisément
1'adhérence de §™% dans S™ contient s™' Eodr tout m' ¢ m.

En effet , si a & sm' , 1l'ensemble des (1 - 7(A)a est borné
dans S™ puisque 1l'ensemble des (1 - A,) est borné dans s®
Comme (1 - X,) est nulle au voisinage de 1'infini , on a
(1 - XA)a e s, Et comme (1 - A,) tend vers 1 quand A—>0 ,

(1 = X,)a tend simplement vers a , donc tend vers a dans s™

si m >m'

(1.16) Lewarque.,- CO(U) est dense dans S~ °(U) , donc aussi dans
(') ., Ainsi pour prouver qu'une application-linéaire I C‘:(U)—-»E

(ol E est un espace localement convexe complet) se prolonge
continument a S°°(U) s 11 suffit de prouver que pour tout m , I

est continue pour la topologie induite sur C‘:(U) par celle de s".

3. sommes asymptotiques

(1.17) Définition.- Soit (ak) une suite de S°(U) , et ae s™(u) .

On dit que a est somme asyriptotique des ak et on écrit a Zak

s'il existe une suite QnN) tendant vers =-o¢ telle que

h- R
a - f a, € S™  pour tout entier N 20 .
(«]
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(Autrement dit , la série Ziak converge vers a pour la topologie

associdée a la filtration de S™® par les S™ .
& e X
N me T ety
(1.18) Théoréme.~- Soit a € S (U) une_suite desmsmisdes ; on
suppose m_ - quand k . 11 existe ae 5% tel que aerak .

(Autrement dit , la topologie associde & la filtration de S*® par les

s™ est compléte . Notons toutefois que cette topologie n'est pas sé-
’ -m

parée car [}Sm =S  n'est pas nul .)

N Quitte au besoin a regrouper des termes , on peut supposer
H 1 . .

[

m > mk+1 . Posons 'ak,n = xj/n ak s OUu xA est la fonct;on
dge lemme(1.14) ., Comme n xl’n est une suite bornée dans S,
! -M
tend vers O dans S™"' quand n->o© ., Et comme e T né.S
1]

a
kyn

pour tout n (ak - est nul au voisinage de 1'infini) ,

a
kKyn
le théoreéme résultera du lemme suivgyt » qui montre qu'il. existe une

converge dans S_(U) , et

suite n, telle que la série a =2 a -
|} S 4
é SmN'.'1 done 0-2 A& SN

k [ Zk’nk

ur tout entier N on ait a - a
que DO u kZN k’nk } R‘-N
lerume.- Soit Fk “une: fuite décroissante d'espaces de Fréchet

, et la topologie de est plus fine que la

(ie. Py D FLyy Fret
topolosie induite par celle de Fk). Pour tout k , soit fak’n'
(n=1,2,...) une suite d'é1éments de F, Qqui tendevers 0O quand n->%,
I1 existe une suite n, telle que pour tout N , la série
ég& ak,nk converge dans FN .

En effet , pour tout k soit pﬁ une suite fondamentale de
seminormes de Fk « Choisissons n, de sorte que pour tout

mg¢ k et tout €<k , on ait pé(ak’nk) £ 27K, ceci est possible

puisque e n tend vers O dans Fk ‘y que pour eg k , les semi~
’

normes pé sont continues sur Fk » et qu'il n'y a qu'un nombre fini
d'indgalités a satisfaire .
.. < N
&
Alors , pour tous n , N , la série SN pn(ak,nk) converge

puisque p:(ak’nk) < 27k gi > sup(n,N) . Le lemme est démontré.
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Q. Autres espaces d'amplitudes .,

Comme in a signaleé dans l'introduction , il peut &tre utile de
considérer d'autres amplitudes que celles introduites ci-dessus .
Dnas cette direction , la théorie est loin d'&tre achvée , et je me

contenterai de donner quelques exemples .

a. [.'espace sH™
Soit m un entier . On note SH™ le sous-espace de s™ formé
des amplitudes a°* qui admettent un développement asymptotique en

fonctions homogénes de degré entier

X
5 a
a A’Z' am—k R
R=t
ou a est homogéne de degré m-k . Un tel développement asymp-

m=K
totique est unique : si an~n 0 (ie. ae 5-03 » ona a = 0

pour tout k (en effet si k1 est le premier entier tel que

ne soit pas identiquement nul , et si u est un point tel

a
m=-k m-k{

que am_&g# 0O, ona \al} r

donc a ne peut pas 8tre de degré -o),

dans un voisinage conique de u ,

C'est avec cette classe d'amplitudes que le calcul symbolique
se décrit le plus commodément . De plus , bon nombre de propriétés
des opérateurs différentiels s'énoncent de fagon plus agréable

pour les opérateurs pseudo-différentiels correspondant & cette classe,

b, L'espace S? ,

Soit U un c8ne , et m , § deux nombres eatiers . On note

o0
C

S?(U) l'ensemble des fonctions sur U telles que pour tous

champs de vecteurs (dérivations) X1 s e Xk a coefficients C™®,
[P 3 ':\.k Ad l\("\(“\s

thomogenes*de'degréVMO{ sur U , on ait

\xl...xk a\ <

En fait cet ensemble n'est intéressant que pour 0 <¢(§y £ 1 , et ne

LM k(1)

produit des opérateurs qui ont des propriétés analogues a celles
des opérateurs pseudo-différentiels décrits plus loin {calcul
symbolique , continuité L2) que pour % ¢y ¢<1 .

Exercice ¢« pour ¢=1, on a S? = s™ ,



On se donne d'abord une famille de métriques euclidiennes sur
N : |u|x =\¢xu\ s indexée par les points x ¢ rR" .

On dit que cette famille est réguliére si elle satisfait a la
condition suivante Viay e
(i) Pour tout R > 0 , il existe C ) 1 tel que \x-y\x ¢ R implique
t/c £ \ul x/\uly ¢ ¢ pour uer™ 0.

Soit ¢; une famille réguliére de métriques sur R™ . on dit

qu'une fonction A>0 sur R"

est un poids adapté 4 f si elle
satisfait 4 la condition suivante
(ii) Pour tout R > O , il existe C > 1 tel que |x-y\x ¢ R implique.
1/c ¢ A(x)/Aly) € €

On dit de plus que A est tempérée s'il existe des nombres C

et N tels que

{/C (1+§x\)-NS Alx) < ¢ (1+(x| )N pour.tout x ¢ R% .,

Soit ¢ une famille réguliére de métriques sur R® A un
poids tempéré , adapté a ¢\ . On note S$ l'ensemble des fonctions

as Cﬁ(Rn) telles que l'ensemble des fonctions
-1 -1 n
y 5> A(x)™% a(x+ ¢x y) , x &R

soit borné dans c®(r™) .

Avec cette définition , il est aisé de démontrer les analogues
des résultats des sections 1. et 2, ;3 il y a plusieurs notions utiles
de développement asymptotique , que je ne décrirai pas .

Pratiquement tous les ensembles d'amplitudes que j'aif vu servir
se déerivent en ces termes ., En revanche , pour que les opdérateurs
pseudo-différentiels correspondant 4 ces classes aient des propricétés
raisonables , R.Beals impose en outre des conditions sur ¢) et A
qui me paraissent désagréables et peu naturelles , et je ne pense pas

que la théorie ait atteint son terme .
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d. Amplitudes analytiques

Soit U un c8ne analytique réel . On appelle voisinare
complexe de U toute variété analytique complexe Uc conique
(ie. R, v opere , et l'application R+x Uc——aUc est analytique

réelle , partiellement holomorphe par rapport & la deuxiéme variable)

i

(ie. » est un automorphisme de c8ne , antiholomorphe , et 32 = Id)

de méme dimension (sur &) que U , muni d'une antiinvolution

dont U soit le c8ne des points fixes .

On dit qu'vne amplitude a est analytique de degré m s'il
existe un voisinage conique Uc de U et un prolongement
holomorphe a ¢ Sm(Uc) de a (il résulte desla formule de Cauchy
qu'il suffit qu'on ait |A\ < r"  pour qu'on ait & Sm('g,), si é
est holomorphe) .

Pour les amplitudes analytiques , il convient de modifier la
notion de développement asymptotique . Je me contenterai de décrire

le cas particulier le plus utile :

- Un dit qu'une série formelle Zrak de fonctions sur U est

un symbole analytique formel de degré m si a est homogeéene de

k
degré m-k , et s'il existe un voisinage complexe conique Uc de U

tel que les a se prolongent toutes en fonctions holomorphes sur

k

Lc et satisfont a la condition suivante 1

(SA¥ ) Pour tout compact K de U il existe une consta® A > 0

telle gu'on ait lak‘fi k! Ak+1 pour tout kl)sur K .

On dit qu'une amplitude analytique a est asymptotiquement somme

des ak et on écrit a. X a, s'il existe un voisinage conique UC

de U dans lequel a et les a soient tous holomorphes , tel que

vl

Pour tout céne U' Uc , de baselcompacte , il existe un nombre

k

AN O tel que pour tout entier N on ait
1 N

’a_ ?a N+1 rml\

: KON

'
K g: N! A

(I1 est vrai , mais non trivial , que si a, est un symbole

formel analytique de degré m , il existe une amplitude analytique

a qui est asymptotiquement somme des a, ) .
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S0it U un sous cbne ouvert du cbne Rn</Rn-{pb)(oﬁ les
homothdéties sont définies par \.(x,3) = (x,) ) . Si a = wak

ct b = 'Lbk sont deux symboles analytiques formels sur U , on

définit le composé

< Y -t e 1K'
i Y o)
a b = e — -ja L o
° k sl o X ! K,, ¥ k \ [ (&

(11 convient de regrouper dans cette somme les termes homogénes

de méme degréd) . La loi de composition provient de la loi de
composition des opérateurs pseudo-différentiels , comme on verra .
l.'ensemble des symboles analytiques formels est ainsi muni d‘'une
structure d'algebre associative . On montre qu'on définit ainsi

un faisceau cohérent d'algébres .]
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2, Intdérrale oscillante.,

(2.1) Définition.- Soit U wun c8ne. On #npelle phase sur U une.

fonction réelle y € C*(U) , homogéne de degré 1 , sans point critique,

“oit U un c8ne . Soit dp une mesure de densité % sur U s

nulle au voisinage de O et hors d'un sous-c8ne & base compacte de

', homogéne de degré O au voisinage de 1'infini (da servira

a4 la fois a intégrer et & tronquer) Cheo>it f prs L e Loy

Voot phare s U pewn enle,

o
i

(2.2) Théoréme.- L'intégrale apa‘lf1¢ a dm se prolonge continument
a s%(v) .

On appelle intégrale oscillante ce prolongement . On le notera
encore ‘jelq a d+ . Pour démontrer le théoréme , on effectue un

certain nombre d'intégrations par parties .

(2.3) Lemme.~ Il existe un opérateur différentiel L & coefficients

] ;am-u CabSed -1 par—rupport—auwx—homothéties/ , tel que
L(elw) = el(f

En effet , si U = X«x R+ » ou X est ouvert de r" , on peut

prendre
n
. o L )
Leaan G B & ¢t 8
ou f est la fonction C% , homogéne de degré +2 1
- ou 2 2, 0w 2

Dire que § n'a pas de point critique revient & dire que f ne
s'annule jamais .,
Cn passe de 1la au cas général grice & une partition de 1'unité

sur la base de U .

Prouvons le théoréme . Soit L comme dans le lemme (2.3) . Le
transposé formel ty opére sur les mesures de densité C% . Il est
homoséne de degré -1 , done (tL)k est continu S™(U,) Sm-k(U,SU
pour tout m € R et pour tout entier k 2 O . (Rappelons que 1 est

un fibré dont les sections s'identifient naturellement aux Resures 3
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c'est un N - fibré , et nous avons utilisé la notation de (1.2) .)
I.*h: pothese sur le degré et le support de dp implique alors

que (tL)k(a dM)  est (absolument) intégrable si a € s™  avec

m-k ¢ ¢ , et l1l'intégrale a Pﬁjei¢ (tL)k (a du) est alors continue

sur &7, (si U =X xR+ s o X est ouvert de R y dire que dm

est homoscene de degré O au voisinage de l1'infini revient a dire que,

au voisinage de 1'infini , dpt est de la forme r"1 w(x) dx dr ou

c®

Ww(x) est une fonction sur X.)

Or si a est de support compact , on a , par définition de tL
Jelw a dM = ‘J Kelf 5 dp = .Jelq (tL)k(a dp) .

Comme Kk ost arbitraire , pour tout m , l1l'Tntégrale ar— ‘]ei? a dm
est continue sur dﬁ(U) pour la topologie induite par celle de S™ .
=% (ef. (1.15)) . Ceci démontre
le théoreme . En outre , si Xu est défini comme dans le lemme
(1.14) et si age s®, (1 -Kz)a tend vers a dans S” si .£-0,

ct on a donc

Elle se prolonge donc continument a S

(2.0) fei¢ adm = lim feiq (l-Xi) a dm

£E-0

ot 1'intdécrale qui figure au deuxiéme membre de cette égalité est

1'intésrale usuelle des mesures a support compact .

2, Proprictds

l.a plupart des manipulations usuelles sur l'intégrale convergente
se prolonrent de fagon naturelle a4 1l'intégrale oscillante .

En particulier

(2.5) (Changement de variables) Si X est un isomorphisme de c8nes
on a Joi? a d4d = feilPol X*(a d/‘) .

En coordonndes locales t si X est un difféomorphisme du c8ne
X = (HM-<U}) sur le c8ne Y x (RN-(Q}) , o X (resp. Y ) est ouvert
de 1™ (resp. Rn) , homogtne de degré 1 , si | est une phase
sur Y X (R”-(o}) , et a g S (Y’xRx) est nul hors de l‘'image
réciproque d'un compact de Y , on a

J ei(f(y’Y) a(y,'[) dy d?= U M eiQ°x(x’E) a X(x,¥) ,dcl" x’()‘,i)IdXAE
YXR® XXR

(ici il n'est pas nécessaire de supposer a nul au voisirage de Yx(O})"
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(2.6) (hérivation sous le signe somme)

joit U un c8ne , X une vatiété , ‘P une phase sur le cdne

NNl telle que la différentielle partielle dU@ ne s'annule jamais ,
et a ¢ $7(X U) ., Soit enfin du ,une mesure sur U , comme au n°l .,

ol A

ei@(x,u) a(x,u) du(u) est c® sur X,

i‘roposition.- La fonction xr—vjU

“emarqu-i.s d'abord qu'il résulte du théoréme usuel de dérivation
sous le signe somme que l'application aw F(a) = ]ﬁ e 4 dm
cst continue CO(Xx U)— C(X) , et du théoréme usuel de continuité
d'une intdégrale dédpendant d'un parametre qu'elle se prolonge
continument Sm(XxI}i—¢C(X) si mc¢O .

Dans la preuve du lemme(2.2) , on peut iﬁtroduire des parametres

il existe un champ de vecteurs verticall, & coefficients C°° sur XxU ,

homogene de degré -1 , tel que L(elq) = elq . On a alors pour tout k

J; ot fx,u) a(x,u) qﬁ(u) = jU ei?(x,d) (tL)k(a(x,u) dm(u)) ael

. . . 00
de sorte que l'application ar>F est continue C_ (X xU)— C(X)
lorsqu'on munit C?(X U) de la topologie induite par celle de s ,
pour tout m , donc qu'eclle se prolonge continument s“(x: U)— C{X) .

'nfin si P est un opérateur différentiel sur X , a coefficients

. AC T2 : e N
c*, ot si Rf désigne 1'opérateur (wertical) sur X xU : I?=e Hpelf
on a P i(a) = F(Pq,a) pour aéCO(XxU) . Or si P est de degré
inférieur 3 k , P est somme d'opérateurs memogéﬂeé—de dégré < k

aui"ﬁvmethatiesj sur XxU . P, est donc continu

pour tout m , Il s'ensuit que l1l'application aeP F(a)

.m m+l
— T

)

¢ 1 continue C:KXXIJ)—>C(X) lorsqu'on munit C?(Xx U) de 1la
topologie induite par celle de s™ » pour tout m , donc qu'elle se
%

prolonre continument S X*xU)-—>C(X) . Ceci implique bien que

arst(a) esypcontinu §”(X‘xU)-a ¢®(Xx) , et démontre la proposition.

3. Distributions définies par une intégrale oscillante

. . N
“o1t X un ouvert de Rn y et soat ‘? une phase sur X K(H-(o})
A tout ae 30X x RN) on associe la distribution Ta ¢ définie
»
par l'intdégorale oscillante .

Lo (x, ¢
few, A(X,b u(x) dx d¢

(2.(») {'l"a,‘e/(“) =
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Dans la suitc de ce n° , nous supposons pour simplifier
que tou e les amplitudes qui interviennent sont nulles au volsinagre
de ¢ = o (ce n'est en fait pas indispensable : exercice - si
a e CO(% x Hﬁ) est nul pour [fﬂ? 1, T, @ ©st une fonction (> )
tn note L™(X) 1'ensemble des distriéutions T, y, avec
ae s™Nx1t') (nul au voisinage de ¢ = 0) , On note (x) 1a

. . m
reunion des LQ .

A

“ T e L@ , et si (Tk) est une suite de U¢ y on décrit ’ra/Z:Tk
s'il existe une suite (m ) tendant vers -po telle que T - ik Fj
appartienne 4 L™K | I1 résulte du théoréme(1.18) que pour toute

suite " € L™k, oﬁ' (mk) est une suite tendant vers - & de nombres
AN
réels , 11 existe Te Lz telle que T~ Z’l‘k‘ .

S1i m<{=~-N , T est en fait la fonction continue définie

a,l

par l'intésrale absolument convergente

(2.9) .,l.a’q(x) - fRN lle(x’* x’i.

(7.10) Soit P un opérateur différentiel de degré ¢k , a coeffi-
; m+k
cients C° sur X . Alors P L"ec L .

. -1 i , N
I.n effet si P désignn l'opérateur ¢ L‘,1"0 ot sur Xx R,

. N .
on a - = TPQ y (c'est vrai si a € d?(X>tR ) , donc aussi
a w a’ . . .
a la limité si ae S*(X:tR\) - le fait que les coefficients de
) el -
Pq , comme ¥ , ne sont pas C au v0131nagebde t = 0 ne géne
pas ruisqu'on suppose a nul au voisinage de t =SOL)4..Or on a

(aﬁx.) = a/ax- + i 6§5K5 y et b@é,- est hemegtnede—degré 1 .
Par rvcurrence sur k , il en résulte que HP est somme d'operateur:+k
hnmnﬁanus;éefhegre k (par—rapport—aux*homethéties% , donc 'ba & S

A

m

()

s1 a &

. ..m
lFar suite Ta,cp est une fonction de classe C . si ;)G i s-oo
voé m < =¥=k . En particulier T a,© est une fonction C si ae& .
Inversement toute fonction f & d”(X) est de la fo:zzx f
’
avec a € S~ : on peut par exemple choisir a(x,¥) = () £(x)

on X & C (RN) est nulle au voisinage de 0 , et‘fx(f) dg = .
' o

On a donc

2.11) x) = (] L{(x)
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=1 la diffdérentielle partielle d ne s'annule Jjamais , 1l

,
2t
réculte de (2.6) que toute distribution Ta @ est une fonction CC°

’
Dans le cas général , soit Cy le c8ne des zéros de la diffdérentielle

particlle dtQ , et soit Se la projection de Cp sur X (S? est

fermé dans X , car Cyp est un c8ne fermé dans X x(RN-{C}) , et la

N

projection X x P, X est propre)

(2,12 )Proposition.~ Avec les notations ci-dessus , toute distribution

“e 1% est C% en dehors de S, .

Q

(Tout ceci se généralise aisément au cas oi X est une variété ;
. , N . 7
on peut aussi remplacer X xR par une subme¥ysion C U~—X ,

homosone de degré O , oii U désigne un céne .)

. “pérateurs définis par des inteégrales oscillantes

50ient X et Y deux ouverts d'espaces numériques (plus
Feneralement des var1etes) N ¥> une phase sur XxY x R , et
1

a & t:m(fix Y x Rh)

La l'opérateur de noyau 17T t c'est
]
1'opérateur continu dt(Y)—a CJ%X) défini par

a,yp

. On note

<’La,qu y VY = <\1,tLa’wv> =j§[éi?(x’y't)a(x,y,t)u(y)v(x)dxdydt

Si pour tout x € X (resp. y € Y) , la fonction (y,t)m ¢(x,y,t)
(resp. (x,t)~ ¢(x,y,t)) est une phase (autrement dit si 1a

différentielle partielle dy éf (resp. d ¥ )ne s'annule jamais)
’

a,lp
L u(x) = fei‘((x’y't) a(x,y,t) u(y) dy dt
A,y

t

L
asy

en un opérateur continu C;w(k)-a C-m(X) ).

Xyt

(2.5) montre que L est continu cf(y)._>d”(x) , et on a

(rcap. est continu czkx)—4rc“(Y) s donc L se prolonge

a,¢

- . P .
3i ces deux conditions sont vérifides (ie. dxtv et dy#f ne

s'annulent jamais) , L, est continu CzTY)—D c™(X) , se prolonge
-0 ’M
(

continument C_ (YY) ¢"™™(X) , et on a , avec la notation de (2.12)

(2.17)Proposition.,~ Pour toute f € CSOTY) , On_a

supp sing'Law f < %0 (supp sing f)
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n a pusé , si K est un compact de Y , SP(K) = prw(sqn pr;lh).
“oit cn cffet  x ¢ Sv(supp sing f) et montrons que L, 9 f est C°°
’
ann veisinarce de x ¢ on peut décomposer f = fo + f1 y afec foé- é:(Y)

- . . R
et fie Co (Y) de support assez voisin de supp sing f pour qu'on

L o~
ait o ox ¢ uv(suzr fl) . Alors La,¢fo est C » comme f_ , et .
I qfl est C au voisinage de x car le noyau de L, P est C
oy }
au voisinage de {x % supp f (un opérateur de noyau C* est continu
1

- 00
cC - C7) .

"emarque : cc qui fait marcher 1'intégrale oscillante , c'est que

les amplitudes qu'on intégre varient peu a l'infini t les dérivées
d'ordre ¢levé de ces amplitudes sont trés petites ., Les constructions
€i dessus se font tout aussi bien avec des amplitudes a ¢ 5}7,

pourvu qu'on ait § > 0 (alors on a , avec la notation du lemme(2.3)
(‘r)¥(a dm) € s™= Ry si aesS™ se sorte que (tL)k(a dpm)

est intégrable pour k assez grand).
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Toopcratenrs pscudo-différentiels

1. Lefinitions

(4.1) “oit X un ouvert de R"™ ., Soit a g S™(XxX=xK™) . (n note

Ly ''opirateur défini par l'intégrale oscillante

Lf(x) = (k)7 jei(X'y’E> a(x,y,§) f(y) dy d%

Ici la phase est Q(x,y,F) = (x-y,§> .Elle est lindaire en £
donc ¢ au voisinage de € = 0, et il n'est plus nécessaire de
supposer a nul au voisinage de § = O comme au §2 . Les différen-
tielles partielles dx%= £, d;f= - ne s:annulent Jamais pour
E # 0 ; en outre on a qu‘= X -y , donc S¢ est la diagonale

de Xx X ., Un a donc , en vertu du §2 , n°4

\ . (=] .
(o) 4 est continu CSYX)..)C (X) , se prolonge continument

ced * M, . . N .
Cln) o ¢CTiX) , et diminue le support singulier .

1

lLe transposé de L est L et 1l'adjoint de L est
a a(y,x,-F) a
1 - - .
aly,x,%)
(.71 périnition.- On note OPS™(X) 1'ensemble des opératecurs
! , avec a s™(Xx X xR™) . Les éléments de OFS™ sont les

Qa

opérateurs pseoudo-différentiels (opd.) de degré m .

(5. 1 A, A_, A1 s s+++ sont des opd. , on écrit A ZZAK
s'il existe une sulte (mk) tendant vers =™ telle que

A - ;:; A, € ops™k
"Ii resulte de (1.18) que si A, e 0PS™k  est une suite d'opd. ,

07 (mr\ est une suite qui tend vers -00 , il existe un opd. A tel
que A W :ZAk .
Il résulte de (2.11) que ()OPSm est l'ensemble des opérateurs

. . - . . .
a novau c s donc continus Co -9C‘ e« On écrit A A O si le noy:ru

de A est une fonction Coo.

(3..) “éfinition.=- On dit qu'yn opérateur A c?(x)-—ac'

“(X) est

rroore si les restrictions au support du noyau de A des deux

projections Xx X —=>X sont- propres .
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Ainsi A est propre si pour tout compact K« X , il existe un
compact ILc¢ X tle que pour toute f & cz(x) Af soit nulle hors
de L si f est nulle hors de K , et Af soit nulle dans K si
f est nulle dans L . Par exemple La est propre s'il existe un
cnsemble fermé Fec Xx X tel que les deux projections F-— X soient
propres , et que a(x,y,§) soit nul pour (x,y)&F .

Si A est un opd. propre , il est continu C - C et C;-q C
et se prolonge continument Cw C°et ¢ ¢~ % (A transforme

somme localement finie en somme localement finie) .

11 existe des voisinages fermés F de la diagonale de X x X

tels que les deux projections F -»X soient propres 5par (ﬁsmple ’
(2, a0z, (%) 50y,
1'ensemble des couples (x,y) tels que IX'Y|S£

de x et y a la frontiére de X soit gi y O £ est un nombre > 0)
Si F  est un tel vaisinage—j—il—existe—une fonction C* , Alx,y)

nulle hors de F , et égale a 1 au voisinage de la diagonale .
tlo.s_ ;. ur tout a € S™(Xx= X «R") , Lﬂa

La-Xa est un opérateur a noyau c® puisque le noyau de L

est nul au voisinage de la diagonale , et est .z:tn-tu=ﬁu==ﬂ ce

cn dehors de la diagonale d'aprés (2.12) . On a.donc prouvé

est un opd. propre , et

(3.6) Proposition.=- Pour tout opd. A & OPSm(X) »y 11 existe un opd.
propre A' tel que A =~ A'W~ 0, A~A

(3.7) Exemple .- Soit a € s™(XxxR™) . L'opérateur a(x,D) défini par

a(x,d)f = (20)™" e:i'x'E a(x,¥) ?(E) dt =

= (21)™" jei“'y’b a(x, %) £(y) dy df

cst un opd. de degré m (la dmxiéme intégrale est 1l'intégrale
, ., . -0
osc111ante : pour toute f¢ Cfpiil’/:ﬁoegallte est vraie pour a & S

, car le< ‘deux intégrales sont alors absolument convergentes de sorte

\que 1'égalité résulte de la définition de f ; elle reste vraie

pour tout a¢ s® par passage & la limite.)‘.

k= S

Comme on a vu au §0 , si a est le polyndme a(x,f) = Z:a*(x)ff
ooy i<k

ot k est un entier positif , et . adec (X) pour W g Kk
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Ay N .
tdone  a ¢ 5 (X=xk") d'aprés (1.3)) , a(x,D) est 1'opérateur

différentiel de degré <k :k%;Ram(x) (%3%;(

différentiels 4 coefficients C? sont donc des opd. .

. Les opérateurs

gl

Svmbole total

Nous montrons maintenant que les opd. sont essentiellement tous
de la forme a(x,D) (avec a € s®(XxxR™)).

(3. ) I'roposition.~ (i) Soit A un opd, de dersré gm sur X .

1 _existe ag ST(XxR") tel que A~ a(x,D) .
‘n_oarticulier ‘

A est propre , et si on pose a(x,¥§) = e-lx.i A(elx.E) ,
& Sm(XAHn) et A= a(x’D) .

(ii)

21
on a a

- 0

[

rc tclle amplitude a est unique mod. S

(iii) i a(x,D)~ O , ona a~ 0,

(iv) "8i A = L, avec be s"(x» XxR™) , ona A a(x,D) si
o, X
alaf) w 2T (TR eGoyi8) |,
(Remen @ aiva qure CD esb hemc)ina cle clegre -\«|  dome ( )(i)“écS C('ur,ufa (1-6) )

Démontrons d'abord (iv) , qui implique (i) . Comme on a

, o ilx- . O\ idx~

(y=x)® ol x=¥%> = il () e x=y,€>

on voit , e1- intdgrant par parties dans la formule de définition (3.1)
LY

L] -

qu'cn a L (_V-xf(a = 1 Lc%;a

D'autre part si ae ST(XxX xr™) est nul a l'ordre k sur
la diasronale de XxX , on a a 2: (y-x) a, » avec a*e-Sm(x~x~Hn),

b=
pir excmple (1 t)n-\
// »

d‘(-‘(:yof) = k/x! /av x’x"‘t(Y'x) g) dt

Conc .= '_k Z: L(\ est en fait un opd. de degré m-k .
“a mizR  ‘oE) B

(iv) résulte alors de ceci , et de la formule de Taylor , qui
4 .
montre que pour tout k , a -;%%‘(y-x) ax(x,f) e S™ est nul a
l'ordre & sur la diagonale , si on pose

a ) =1t G2 Naloys) |,



Soit maintenant A un opd. propre , de degré m , et soit
b <& S™(XxR") tel que A a b(x,D)

Soit S(x,z) ¢ ¢™(Xx k™) 1la transformée de Fourier inverse
en & de b(x,%) . Le noyau de b(x,D) est donc la restriction
O XxX de S(x,x-y) (en effet c'est vrai si m< -n ,car alors
le noyau de b(x,D) est la fonction continue , somme de l'intdgrale
convergente (2W)77 fei<x-y,?> b(x,&) df ; par passage 3 la limite
cans &7 » On Volt que c'est encore vrail pour tout m )

On a S‘Xx (n“-iobé S-M(Xx(Rn-(O})) « En effet si o, A8 ,¥%
sont trois multi-ind;’tces » avec IalS m + n + |g) s la distribution
2% (2)
compact de X , puisque sa transformée de Fourier en z est

P (@) E P2 Fn(x, b & sm B

Y .
(éa;() S est une fonction continue , bornée au dessus de tout

et est donc intégrable

en E , uniformérent quand x parcourt un compact de X .}

Soit alors af(x,§) = e:'ix'E A(eix’s) (ot comme au §0 , on
co:sidére , pour tout § , etX’ comme élément de C“(X)) , et
soit T(x,z) 1la transformée de Fourier inverse en & de a(x,$) .
Comme on a (80, n°3) A = a(x,D) ,5le noyau de A est la restriction
A Xx X de T(x,x-y),

Soit A l'extension de A a .C“(Rn) définie_par R’(f) = A(f\X) .
On a encore a(x,§) = e *** | x X(elx'g) (ot e’ est maintenant
considéré comme élémet de C*(R™)). Pour toute L(eC‘:(Rn) ,
ona ¢ = (2?()"'7‘1 Jeix'E 6(2) a¥ , d'ol , comme au §0 ,

Kk(’ = (2R)™ felx& a(x,%¥) G(E) ¢& . Par suite , comme ci-dessus ,
le noyau de A est T(x,x-y) .

Comme A est propre , pour tout compact Kc X , il existe un
compact L <X tel que si fGCm(Rn) est nulle dans L , Af soit
nul dans K ; pour x¢€K , le support de la distribution T(x,x-y) ,
considérée comme distribution de y , est donc contenu dans L , et
celui de la distribution T(x,z) , considérée comme distribution de z ,
est contenu dans x - L C K -~ L . Ainsi T(x,z) est nulle au

voisinafge de z = &0 ,

@ dans

Comme on a A wn b(x,D) , T(x,x~y) = S(x,x-y) est C
X« X . 11 est aussi C% en dchors de la diagonale dans X xi™  (pour
5 , celd résulte de ce qui prdécéde ; d'autre part T(x,x-y) est C*
hors de la diagonale dans Xx X , puisque c'est le noyau d'un opd. ,

et il est nul , donc C% au voisinage de X x (R™— X) d‘apreés ce



aui {m(ccde) . Comme S,x 0, _“pES (Xx(Hn-(Q})) » on a doncg

- (X xR™) , donc aussi a - be S (X:cRn) » et finalement
a € (\.an) ce qui démontre (ii) . En outre si A =0, on a

a =0 donc b~O , ce qui démontre (iii) , et achéve la démonstra-
tion de la proposition .,

(Avee les notations ci-dessus , le symbole total de A est la classe
o mod. 8

Cumnesds et transposcds

/}MM’«.Z ‘1*}
(3.9)Proposition.- Si A est un opd. , l'adjoint A¥Y est un opd.
] . - - N
si Awal(up) ena’ #a ™V (81 (£ 30
.

2 i = T =Ly '
En effet si A = La(x,y.f) » On a A La(y,ng)

Ln particulier 1'adjoint de a(x,D) est Li(y £) set la deuxiéme
2
assertion résulte de ((3.8)(iv)) .

De méme le transposé tA est un opd. ; si A~ a(x,D) on a

faa TiMar (2 (@ Ta (5-p) .

(2.10)Pronosition.- Si A et B sont deux opd. de—derrés respec-

tifs \m ct <m* , et si A ou B est propre , A , B est un
cpd. do deord (m 4+ m' .,
35i A~ a(x,D) et B ab(x,D) , ona A, Bac(x,D), avec
.= | < o M
cGuof)a i Mar (£)a (K)0b

En effet comme A BAaO si AAO0 ou Ba 0O , on peut

[}
d'apres (3.6) supposer que A et B sont&gropreg;tous les deux .
On peut en outre , d'aprés (3.8)(ii) et (3.9) supposer A = a(x,D)
avec aflx ,g) -ix.§ A( 1x.§) y et B =1L » avec

= -ix ? ix.¥ o(y,¥)

b(x,§) = B (e™™"%)

On a alors

pe(x) = (2™ [ EVRu(y,8) £(y) ay o
d'oir , comme au §0 , e

iBp- (0 [ a(eF) Tl B) £ly) ay ak

o (T [eFETYE a(x,8) b(vi3) £(v) ay &
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“1'Calivd est vraie si o om! ¢ =-n , car alors la premic¢re intdecrale ,
e 1'intesrale définissant B, peuvent &tre considérdes comme
"ntérrales converrentes a valeurs dans C“’; par passage 4 la limite

dans 3_‘0, on voit que c'est vrai pour tout m' .)
Comme on a af(x,f) b(y,§) e Sm+m'(Xx X% R®) dv'apres (1.6) , (1.7)
ceci1 démontre la premiére assertion .
Pour la deuxiéme assertion , on remarque que d'aprés (3.8)(iv))
ct (3.0) , 11 existe des coefficients universels Cun (inddépendants
ne a et b ) tels cue

c(x,8) ~ Z C'ﬂ_(f‘\ (J%))"‘a (Si)Q(D

Or la deuxicme assertion est vraie lorsque A et B sont
des opérateurs différertiels , comme il résulte aisément de 1la
formule de Leibniz (alors en fait , tous les termes du développement
asymptotique sont nuls sauf un nombre fini , et on a des égalités) .

Llle est donc vraie dans tous les cas .

9. Opérateurs pseudo-différentiels sur une varidété.

Soient X , X' deux ouverts de r" , et X un difféomorphisme

de X sur X' . Soit A€ OPSm(X') , et soit A;_ 1'image inverse

de A par A (Azf=A(f°2."1) G X ) .

“2.11 050 9sition.- Avec les notations ci-dessus , A est un opd.
t_, - -
(x,€) - alXx, " x lf)é sm-1,

Si A~ a(x,D) et A v~ a (x,D) , on_ a

Y 2x Az

Suppnosons A = La s avec a ¢ Sm(Xx X x Rn) « On a donc

Af(x) = (21)™" j XY a(x,v,8) £ly) dy at
Cn a alors

Axf(x) = (2m)~® -[eiak-X?n?> a(Xx,Xy,¥) ldet X}(y* £(y) dy &

l.Lo théortme de division des fonctions .+ ¢™ montre qu'il existe
une fonction €% M : Xx X —y L(R") telle que Xx - Xy = M(x,vy)(x=y)
[}
{~ar exemnle M(x,y) = J; X' (x+t(y-x)) dt ). On a alors M(x,x) = ' (x)

de sortec que M est inversible au voisinage de la diagonale de X X
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Donc s1 supp [ est asscz petit , et x assex voisin deo supp f

pour que M(x,y) soit inversible auy voisinage de {xjxsupp f ,on a

Axf(x):: J'Cn(x-y,F; a(Xx,ly,tM"l(x,y),F) ‘dettM(x,y) |-1 ldet X (y)l f(y) dy &
"\_,‘,»\ o;:((;:_.\;l.)
Comme de—toute—fagon le noyau de A est €2 hors de la diagonale ,
il résulte de (1.7) et (1.6) que A est un opd. de degré m
Your la deuxicme assertion , 1l suffit de remarquer qu'on a
e, 8) = alx,%,8) noai g™t » et , puisque M(x,x) = X'(x)
(donc les deux déterminants ci-dessus sont égaux pour x = y )

a,(x,8) = alu,xx, % (x)" 1) .

.

Si X est un ouvert de R" s E et F deux fibrés vectoriels

sur X , nous dirons qu'un opérateur A : C:(X,E).—acm(X,F) est un
opd. de degré m , de type E,F si pour toute section C°° u de E
ot toute section C® v de F' , l'opératecur ¥+> v.A(pu) est

un opd. de degré m (si E = Xx'CN et F = X«x CF. sont des fibrés
triviaux , il revient au méme de dire que les coeficients de la
matrice de A sont des opd. de degré m , d'apres (3.10) , dans le

cas ot A ou B est la multipliéation par une fonction C° )

Ceci Justifie la définition suivante

(3.12)p rdinition.- Soient X wune varidté , E et [ dcux fibrés

vectoriecls sur X . On dit qu'un opdérateur A : C:(X,E)~4 C(X, )

(,\ H \_(/\""K o .
cst un ond. de deeréim , de type E , I si le noyau de A est c®
e

ch dehors de la diagonale , et si pour toute immersion ouverts (@

: Y - X ou Y est ouvert d'un espace numérique , l'image
’ v——

réciproque A%_ de A par X est un opd. (de type X?E y XTF )

Un tel opérateur se prolonge continument C—M(X,E)-—>C-$(X,F) .
On notera OPSm(X,E,F) £§ég;éggie des opd. de ngré m , de type
by v+ « 51 E = F = Xx€ , on notera simplement OPSm(X) cet enscmble
(opd. de degré m sur X) .

Comme plus haut , on a une notion d'opérateur propre . Si A
cst un opd. propre , de type E , F , il est continu C:(X,E)—*C?(X,F)
ot C;a(K,E)-ﬁ C;OYX,F) et se prolonge continument C*(X,E)—- C™(X,F)
et CT(X,E) > c™®(x,r). . Par exemple , un opérateur différentiel de

tpe E, F est un opd. bropre .
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l?—. Calcul syvmbolique

Soit X un ouvert de R" ., On note OPSH™(X) < uprs™(x)
l'erisemble des opd. de la forme L, avec a e sH™ (X~ X xit™) (81,n°5.a)

x 5
(jg) a eost

"n ond. A e OPSH™ sera dit régulier (?) . Comme (S%)
tomor one de defré entier en f si a 1l'est , toutes les constructions
¢ assertions ci dessus restent valables quand on travaille avec
dezx amplitudes de st® ., En particulier un opd. A est régulier

crt =culcment si son symbole total est somme asymptotique de fonctions
<, Homo-ones de 'desrés entiers (tendant vers -o) de ¥ , et A
¢t d¢auivalent a un opd. régulier propre . OPSH® est une classe

L)

d opd. stable par adjonction , transposition , composition , changement
de variables ; etc...

4

{7.13)L¢rinition.- Soit A a a(x,D) un opd. répulier de degsré .m ,

oi a est! somme asymptotique de fonctions homogenes aA/Z:am_k .
tn appelle svmbole de A , et on note Q;Mfle premier terme a_

m
< . n ;.
C®™ , homoréne de depré m en §  sur X = (& - {o$)

c'es L une fonction

Il résulte de (3.9) , (3.10) qu'on a

. t - -
(vo1h) 0"\, = 6,
i B est un deuxiéme opd. régulier , de degré m®' , et si A ou
i3 est propre

(3.15) o (o o B) = ¢ (A) s ,(B)

m+m'
On a done 6;+m,(A°B) = 6;+m,(B°A) , de sorte que le crochet
tﬂ,ﬁ] = A, 3 - B,A est en fait de degré §m+m'-1 . En examinant les

termes correspondant aux multi-indices de longueur 1 dans le dévelop-

pement asymptotique de la proposition (3.10) , on voit qu'on a

t

. 1

(3.10) Gm+m'—1(LA'B]) = {ﬁn(A),Gg.(B)} .
. KO\L €A 9'.\6“\1

o1 le crochet de Poisson {f,g} est défini par a pos Ak““B\DuJ\(

n \ Q e l’
_ of D - of @ dos r
(3-14') {ftg} IZ a%ax a)g afs

n

d
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10 est un autre ouvert de R , et X ¢+ X*'— X un diffcdo-

r A Y N
morypt.isme , on a , avec les notations du n°3 , d'QP“*’ {3.41)

6, (008) = 6, (Xx, k71 (x).¥)

e symbole se transforme donc comme une fonction sur le fibré cotangent.

01t maintenant X une variété , E et F deux fib.és vectoriels
AR ”
“nur ., Gnodit qu'un opd. A de degré {m , de typ~r Lk , I' e=t
riculier s1 pour toute immersion ouverte X + Yy -5X , o1 Y est

. P
ouvert d'un espace numérique , et toutes irivialisations & : XE X x ¢

et XF — chN y les coefficients de l'qpérateur Tb’Ax ¢'K
X

sont des opd., réguliers . Le symbole de A est alors l'unique section
c® , homorene de degré m , a ¢ T*X - {(ﬁ —> L(E,F) telle que ,
avec ¢S notations ci-dessus , les coefficients de la matrice de

. " . . 3 .

Qaixar(t sol1ent les symboles d¢s coefficients de la matrice

-4 . .

de ‘+"ql ¢ spour tous les choix possibles de Y , X , 4’, ¢

o » r’ x( P . . . .
(X" o+ 1*Y = {0y — L(XE,x*F) désignant l'image inverse de a par X);

qutune telle section existe résulte aisément des remarques qui précoedent.

(i 1e no'.e encore Gm(A) y ou ﬁ: s'il n'y a pas d'ambiguité sur le

depreé .0 T
iLes assertions ci-dessus se généralisent comme suit : si A
{re<p., 8) est un opd. régulier de type E , F (resp. F , G) , de

desré m (resp. m') , et si A ou B est propre , on a

Trae) & (B o, A) = S ,(B) . 6m(A)

{01 le produit dans le membre de droite est défini par la loi de

composition naturelle : L(F,G) » L(E,F) —L(E,G) ).

si E et F sont munis de métriques hermitiennes C%, et X

d'unc mesure w de densité C% strictement positive , 1l'adjoint

A* de A est défini par la formule

j; (u{.»\"v)Ew: [{(Au)v)Fw pour u € CP;(X,E) sy V& C‘:(,\,F)

'e¢st un opd. régulier , de type F , E si A est un opd. régulier

de tvpe E F et on a , _ = -

Y ’ ’ Tl acchon €7 homegenads dijpié m T - LIEF)

» * Wt le symbele (lunopde fegudicy de depd m o £ o F et

(4.19) G(A ) = 6(A) ST " “EF s FENLT- S WY oy
tmmgchar S Xe/.)'m,uﬂi\"o\-l , el , Serm T L '

- : N te
@s Gewéval en Ayl pan panhifum de (uncte .
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{0 1'adjoncction L(E,F) —>L(¥,E): est définie au moyen des métriques

~tolsies sur E et F)

1

n oeffet ceci reculte 1mmed1atement de (3.14) si X est ouvert
n M N

Ao b y E = X x C , F = X= C , ou G et ¢ sont munis
des métriques hermitiennes canoniques , et W est la mesure de
l ebe<rue . 51, toutes choses e gales par ailleurs , on a w = A dx

avec Ae CT(X) , A> 0, l'adjoint est AA = a7l oav gy (A® dési-
nant l'adjoint pour la mesure de Lebesgue) ; or on a f(A-lA \)=¢6(A) .
l.e c.s ~¢néral en résulte aussitdt car , avec les notations ci-dessus
on npeut choisir ¢ et \y isométriques , et X transforme de toute

fagon la mesure choisie sur X en une mesure de la forme Adx .,

1 N est une variété , la 1-forme fondamentale de {i%¥X est
1'uniique forme uﬁ sur T*X telle que pour toute fonction ({é-Cm(X)
on ait p*{de) = dly,p) = wlodp ou p désigne la projection 17X X
¢t dans le trpoisiéeme membre , on a composé les formes comme des scc-
tions* X —=17Y , et T*X = T"1*X . En coordonnées locales W = ij dx ;.
'a -forme fondamentale de 1*X est w, = duﬁ . En coordonnées
locales &, = Zjo..dxj . Elle est non degi?ffee , ferméee , et 17*X
est ainsi canoniquement muni d'une struct symplecthue . Le crochet
de Poisson des fonctions sur T*X est alors défini par
{(fhay = uigl(df,dg) si on interpréte W, comme form: bilindaire
alternde sur TT*X , et si u)gl désigne la forme inverse , sur 1T¥1*x,
‘vec crntt définition du crochet de Poisson , la formule (3.17) est
encore vraie pour deux opd. réguliers , scalaires (ie. de type € , C)

sur une variété .

On a enfin le résultat suivant {(qui pourrait servir de définition

du symbole)

‘2,20 )Proposition.~ Soit A un opd, régulier de type Lt , ¥ sur une
varidétéd X, Soit u e C:(X,E) une section , et ye& C®(X) une

fonction reelle , telle que d¢ ne_ s ‘annule pas sur le support de u,.
On a alors e-Alv A(eAIq u) = A" ¢ d@ u + 0(A™ 1) pour A ~> 400,

uniformément sur tout compact .

s0it V un voisinage ouvert de supp u dans lequel dy ne

s'annule pas , et W un ouvert de X disjoint de supp u .
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l.'opirateur £ —>A(fu) se prolongme continument @ Cdtv) —>(fh(%}:).

“r il existe un champ de vegteurs c*® sur V y L , tel que Lg¢= -iV

(par exemple L = =i [gradédz grad¢y ou grad{¢ désigne le champ

de vecteurs associé a df pour un choix d'une métrique c® sur 1X).

On a alors pour tout entier k LkeAiq = Ak eAi? . Comme la famille

oAiw ,A>Q est bornée dans C(V) , donc aussi dans C-TV) , la

famille AkeAi? est bornée dans C-m(V) pour tout k , et la famille

Xk A(eAivu) est bornée dans W , uniformément sur tout compact ,

pour tout k . Ceci démontre la proposition en dehors de supp u .
D'autre part ., quitte & remplacer u par une somme finie de

sections de petit support , on peut supposer le support de u aussi

petit que 1'on veut . Quitte alors a remplacerr X par un voisinage

ouvert convenable de supp u , et a choisir convenablement un systeme

de coordonnées sur X , on est ramené au cas ou X est ouvert de

o , o E et F sont triviaux , . et on Y est linéaire , par exemple

¥ = x;, , sur X . Dans ce‘gas>la proposition résulte de (3.8)(ii)

et (iv) , qui montre que e"'lx'z Ale 1x'iu) e SH™ , et que le

terme dominant est 6k(x,§).u(x) . Ceci achéve la démonstration .
(+)

“emarque .- Les constructions et assertions des n°i-4 sont encore
valables pour les opd. de la classe OPS?(correSpondant aux amplitudes
ac¢ S?) y pour §> 1 . Alors les développements asymptotiques de
(1.8),(3.9),(3.10) convergent encore (les degrés des amplitudes qui

y figurent tendent vers =-o) . Les résultats du n°4 sont encore
valables , a condition d'interpréter le symbole de A & 0P§p comme
une classe de fonctions a ¢ S? mod . S?’l-zf sur T*X .(dans la
formule (3.17) pour les commutateurs , il faut remplacer 6;+m'-1

par 6m+m'+1-2§ +)

(¢4¢) Si A est un opérateur différentiel de degré m ,
é*lv A(e*lvu) est un polyndme de degré m en A s de terme
dominant A" 6k(d?).u ; ceci est encore vrai , bien sir , si

n'est pas réelle , et si d¢ peut s'annuler sur supp u .
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6. Continuit L™ des opc¢rateurs psecudo-différentiels.

(7.21)1héorome.~ Soit A un opd. de degré O . Alors A est continu
| 2 — !
comp loc

f1 ~'apit de montrer que , pour toutes u , v € C:> y l'opératcur
f —uAl(vl) est continu dans L2 « On peut donc supposer que le support

du noyau de A est compact .

loerme,~ Solent X un ouvert de R » et A = a(x;D) un opd., propre

de deord O, On suppose qu'il existe deux nombres M , & > 0 tels

que \a(x,E)\( Va3 . Alors il existe un opd. B propre , de depgré
O, tel cue AYA + B'B ws M") Id .

1

Preuve du lemme ¢ i1 résulte de (1.9) que bo(x,f) = (M2 - \a(x,E)\z)*

L0 o .
#st dans %, donc il existe un opd. propre B_ bo(x,D) .
%)

11 suffit alors de prendre B~ Z.Bk s Ol Bk est un opd. propre
: S .

de deeré¢ -k , construit par récurrence de sorte que e
B = A*A + (%f\Bo)* (%?%‘) - ﬂ? Id soit de degré ¢ iE)f;;:;’tout ;]
ia construction‘ZSt dé ja faite pour k =41 72 7 A*A & B'B - M2 1d

o<t de desré -1 d'apres (3.9) , (3.10) ) . Supposons la faite jusqu'

au rang k-1 . Notons que b est réel , elliptique de degré 0 (cf.
(1.12)) (en fait 1/b_ € s® d'apres (1.9)) . Posons b, = -1 r, / b,

o 1 = rkfx,D) » et soit B, un opd. propre , B, bk(x,D) ; 1
Gorme 1 ﬁﬁbtnauitaéj&ﬁnf » de degré -k , ona r_ - T, € s,
et finalement , d'apres (3.9) , (3310) , on a k?k + B;Bo + BzB;Le OPS~
hery = By - B;Bo - BZBk = (?B;)Bk + B;(?BJ) e ops "' , ce
qui démontre le lemme.

k-t

et

Fin de la preuve du théoreme i Si le support du noyau de A est

. .0
compact , ona A = a(x,D) ou ae 3 est nul pour x hors d'un

compact convenable , donc a est borné , et le lemme s'applique a A.
<0it alors B wun opd. propre de degré O tel que A¥A 4 B*B =

') Id - » m
M7 Id 4+ ! ou R est un operateur a noyau C® . Alors si f € CO ’

on a

;]Afig < S\Af\z + J\Bf\z =5(A"A s+ PB)fr = M [ g + [re.r

.. . 2 . .
Comme k est évidemment,continu L > L le théoreme en resulte
comp loc

wssl"&" 4
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4. . oyvau des opd. reéruliers

- . . " n . ,
201t a vuvne fonction continue sur R —{O} » homorgcene de desre s,

losons
md(a) = J x® a(x) d6
Ay
. ..n=1 .. s ey, n PR
o= designe la sphere unite de R s et d6 son element de

volure usucl (moment sphérique d'ordre ® de a ).

On a alors

f e a(x) ax = m.((a) g stnt si s+n+ix| # O
e<ixigl _ a)

md( Log & si s+n+i®\ = O

. 00
Soit e CO(Rn) . Cn a alors

<f=M<Z ©c) xUxt 4+ o(1m St S) , avec §>cC .
R ¢ ~s=-n

-

irarf-uite la quantité

. \
[ ey - L€ ne ™ 2 g

KIcsn W= -5

o .
¢ (o) f'}(ﬂ) LODE
x> e
o une limite pour ¢—=> 0 . Cn note pf a 1la distribution sur r"
telle que (pf a, ¥ soit égale a la limite pour & -0 de l'expres-

s1on ci-de=sus pour toute @é Co:(}!n) .

(..:7)kroposition.- $£oit a wune fonction c® , homogine de decré s
sur oo —\‘} . Alcrs il existe une fonction b , C*® , homorine de
decrd¢  -sen sur —((A‘-} , et , si s est entier B O (resp. entier
£ -n) un polyndmerhomoséne de degré s (resQ. -s-n) tels que la
tran=formée de Fourier de pf a soit de la forme
pfla = pf b £1i s n'est pas entier 20 ou é-n
pa = pf b + f‘((a% )& si s est entier 230

pf a

pf b + i(x) Log|x) si s est entier ¢-n .
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l‘'osons pour abréger T = pf a . Ubservons pour commencer que

e

A
TCO «n dehors de O . En effet si Z.e-cjmxn) esi ¢rale

! «au voisinage de O , X1 est a support compact , donc &~
cN et (1-¥)1T est €% au voisinage de 0 , donc (1-%X)1e S° ,

Cw

[

en dehors de C

{cf. preuve de la proposition(3.8) , p. 27) , ainsi que T = i? +(lf;33.
tna Ci(Ax),@y = AT T,@(xA )> . Remplagant { par @(x/A)

~t & opar Af dans la définition de (pf a,%) , on en déduit

toric la transformée de Fourier de (1-X)T est

aussithHt

C1(Ax),¢) = AS(T,Q> + (\sLogA Z‘a‘l! r.!u(a) ((g(o)
{al=~n-g s

autrement dit

AN = AT 1(x) 4 (-1)777% BLog) Z .(l! m, (a) 5(-)

wlz-n-$

it

A -n-s A -n-s e X
Yar) = ARG ¢ AT Logh 2 Lm(a) (48)
k\:-n-s'
©r -1 oon pose g (§) = g‘Loglfl , on a , comme on vérifie immédiate-
ment 1*(AE) :=A#LLKE) + Xd\Logé e . Par suite

L) —
A {
2 < om(a)
o o
[«l=-n-s =
‘- 1 e 2 m -
et “omortne de degreée ~n-s , et C en dehors de O . Lnfain toute
distrihution romogene de degré -n-s , portée par l'origine , est
. . - o . .
nulle s1 & n'est pas entier positif , ou de la forme Q(;;;é. on
<t un polyndme homogéne de depré s si  =n-s est entier 3 U .
la nropovition{3.22) en résulte aussit8t .
"a proposition (3.22) se néndéralise aisdment en une pro)osition
déerivant 1a transformée de Fourier particlle en E d'unc fonction

alx,§) ¢® sur xx(n”-{og), homorene en € , si X est une varidété .

. . - n
o1t malntenant X un ouvert de R , et A ~,a(x,D) un opd.
r ' lier sur X . Soit anuzam .. le développement asymptotique de
a o, 01 a est homogéene de desré m-k en r . Soit enfin, pour

=K
b2 ~men bk(x,z) la transformée de Fourier inverse en 2z de la

¢itribution pf.a » k(fo)-' C'est donc une distribution de la

forme
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, @)
brtx,z) = pf b'(x,z) + 22, £ (x) 5 (z) si k & -n
K k oL
IWlz-n-R
br(x,z) = pf b&(x,z) si k est entier , -n ¢ k ¢ U
bk(x,z) = b'k(x,z) + z:, cu (x) 2% Log\@\ si k 2 U
Wiz R
. ' N n . .
00 hr(x,z) est C sur Xx (R -{O%) »y homogene de degre k en
et les Cy °? qi sont des fonctions Ck’ sur X ,

Ln outre si T(x,y) est le noyau de A , pour tout entier N\

la distribution

'f(x,y) - Z bk‘(xox'Y)
RSN

¢+l une fonction de classe Ck sur X x X (en effet br est de
clus-e¢ 27 si k>N , et de toute fagon la différence ci-dessus

J
st de classe Ch oi N' tend vers +¢ quand N — +o00) ,



